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ADAPTACYJNE STEROWANIE TERMINALNE
Z LOSOWYM HORYZONTEM
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Streszczenie: Uog6lniono klasyczne wyniki adaptacyjnego
sterowania dla zadania z ustalonym horyzontem otrzymane
przez Rishela [6, 7] na przypadek horyzontu losowego. Otrzy-
mano warunki konieczne optymalno$ci oraz algorytm do obli-
czania ekstremalnego sterowania oraz momentu stopu. Wska-
zano na potencjalne zastosowania w sztucznej inteligencji, w
rozpoznawaniu obrazéw, w problematyce data mining, oraz w
wycenie informacji. Zastosowano otrzymane wyniki do zadania
minimalizacji entropii warunkowej, co mozna interpretowa ja-
ko zadanie optymalnego samo-uczenia.

Stowa kluczowe: sterowanie adaptacyjne, optymalne stopowa-
nie, entropia, samo-uczenie

1. WSTEP

Rozwazamy problem sterowania systemem stochastycz-
nym z czasem dyskretnym

Yit1 = f(& visui) + o(&, yi)wina

gdzie u;— oznacza dzialanie sterujace, w;— zewngtrzne
zaklt6cenia, £— reprezentuje nieznane parametry syste-
mu. Dziatanie sterujagce podejmowane w chwili i— tej
moze bazowaé tylko na obserwacjach poprzednich sta-
néw systemu, tj. y1, ..., ¥s, oraz na znajomosci rozkladéw
a’piori P (dyo). P (d§). Jednakze sterujac i obserwujac
stany systemu, mozna wzbogaca¢ wiedzg o parametrach
. Rozklad a’posteriori w chwili i— tej, charakteryzujacy
stan wiedzy o £ otrzymanej z obserwacji y1, ..., ¥; zalezy
jednak od dziataii sterujacych podjetych do chwili 4, tzn.
od (uo, ..., ui—1), poniewaz te wptywaja na obserwowa-
ne stany. Aby wypelnié cel sterowania jakim jest zwykle
optymalizacja jakiego§ wskaZnika jakosci zaleznego od
stanéw systemu i sterowain, optymalne sterowanie musi
mieé dualng natur¢ — umozliwia¢ odpowiednio szybkie
gromadzenie wiedzy o &, oraz realizowaé cel. Wiasciwe
proporcje w realizacji tych dwéch odrgbnych, a jedno-
cze$nie wspoétzaleznych zadan stanowia istote problemu
adaptacyjnego sterowania. Ze wzgledu na ogrome, poten-
cjalne znaczenie dla zastosowari, problem sterowania ad-
aptacyjnego przyciagat uwage badaczy od dawna. Pierw-
sze publikacje pojawily sie p6t wieku temu i sg znaczo-
ne takimi nazwiskami jak N.Wiener [1], A.A.Feldbaum
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[2, 3], R.Bellman [4], R.Kulikowski [S], R.Rishel [6, 7,
8], V.E.Benes§, 1. Karatzas, R.Rishel [9]. Literatura przed-
mioru jest ogromna, patrz spis literatury zamieszczony w
cytowanych publikacjach. Aspekty praktyczne przedsta-
wiane sg setkach ksiazek i artykuiéw. Niektore wymie-
nione sa w [10].

W klasycznym sformutowaniu czas dyskretny ¢ prze-
biega wartoéci i = 0,...,4 = N, gdzie N jest zadana
liczbg naturalng (patrz np. R.Rishel [6, 7]) zwana hory-
zontem, a wskaZnik jakosci jest postaci .

N~1

E |h(yn)+ }: gi(yi,ui)]

i=0

gdzie g; reprezentuja koszty sterowania, h ocenia stan
koficowy, E jest operatorem usredniania wzglgdem mia-
ry probabilistycznej. Bywaja jednak zadania w ktérych
przyjecie ustalonego — i niezaleznego od wynikéw stero-
wania horyzontu N, nie prowadzi do adekwatnego mode-
lu sytuacji. W zadaniach typu self—learning, czy w pro-
blemach sztucznej inteligencji wlasnie przyjmuje si¢ ho-
ryzont dziatania zalezny od otrzymanych wynikéw i sto-
puje si¢ proces w pierwszym momencie uzyskania satys-
fakcjonujacych rezultatéw. Z takimi przypadkami spoty-
kamy sig, na przyklad, przy trenowaniu sieci neuronowej,
w zadaniach rozpoznawania obrazéw, w data minning
lub przy otrzymywaniu rozkladu a’posteriori parametru
£ o entropii (lub ilosci informacji Fishera) na zadowala-
jacym poziomie — w problemach samo—uczenia (patrz
np. T.Banek, E.Koztowski [14, 15]).

Jednak optymalne stopowanie proceséw stochastycz-
nych jest skomplikowanym zadaniem matematycznym
stanowigcym dla badacza wyzwanie samo w sobie. Po-
dejscie proponowane w matematycznych monografiach
(czas dyskretny) bazuje zwykle na konstrukcji tzw. ko-
perty Snella, czyli najmniejszego semimartyngatu domi-
nujacego zatrzymywany proces. Dowodzi sig, ze opty-
malny moment stopu jest pierwszym momentem zréw-
nania si¢ proceséw — dominujgcego (zdominowanego) i
stopowanego Jednak w rozwazanym zadaniu stopujemy
nie jeden proces, lecz rodzine proces6w (indeksowanych
sterowaniem). Oznacza to konstrukcj¢ nie jednej koper-
ty Snella, lecz catej ich rodziny - z ktérej dopiero nalezy



wybra¢ taka, aby wyznaczony przez nig czas zatrzyma-
nia dal optymalna warto$¢ wskaZnika jakosci. Klasyczna,
czysto probabilistyczna metoda nie jest wigc praktyczna
w rozwazanym zadaniu. Dla zadari postaci

-1

[E 9i(Yi ui)]

i=0

sup B
i

gdzie 7 jest zmienna losowa przyjmujgca wartosci
1,...,N, podaliSmy w pracy [16] metode wykorzystujaca
ideg sterowania do stopowania procesu przy pomocy ste-
rowania. W tej pracy uog6lniamy naszj metodg tak aby
rozwazy¢ zadanie ogélniejsze

-1

EERE l:h (yr) + Zgi(yi,ui)] .

i=0

¢))

Metoda sklada si¢ z nastgpujacych etapéw; rozszerzamy
wektor sterowania u; o dodatkowa wspbirzedng 8;, oraz
modyfikujemy wskaZnik mnozac wyrazenia pod znakiem
warto$ci oczekiwanej, przez

¥i (61,...,6) 2 T] ;-

=0

Wprowadzamy oznaczenia: wektor stanéw i sterowan

Y, = (y,...,9;) oraz¥p = yo
Uj = (ul, ...,’U,J') oraz Uo = Ug
a takze funkcje¢
i (65, Y3, Us) = gi(yi, )i + hi (Y5, Ui1) (1 - 65)

¢))
przy pomocy ktérej zapisujemy pierwotny funkcjonat ja-

koéci (1) w postaci
E[ > 66 (84, Vi, Us) iy (B4, ..., Bin1)
=0

+ihar (P s Ui an (85 ...,oN_l)]

N-1

Okazuje si¢, ze modyfikacja wskaZnika jakosci polegaja-
ca na wymnozeniu kazdej funkcji ¢; oraz h; przez funk-
cje Pi—1, a nastgpnie rozwazenie dla tak zmodyfikowa-
nego wskaznika, klasycznego zadania z ustalonym hory-
zontem N, prowadzi do zadania ze sterowaniem adapta-
cyjnym i stopowaniem w momencie losowym (nie wigk-
szym niz N). Dla takiego zadania podamy warunki ko-
nieczne optymalnosci, oraz algorytm prowadzacy do wy-
znaczenia optymalnego sterowania i momentu stopu.
Struktura pracy jest nastgpujaca. W punkcie drugim
formutlujemy problem i podajemy warunki konieczne
optymalnos$ci otrzymane z przyréwnania stabych waria-
cji funkcjonatu do zera. W punkcie trzecim wykorzy-
stujemy ideg¢ Rishela polaczenia warunkéw koniecznych
oraz indukcji wstecz do otrzymania algorytmu oblicze-
niowego. Interpretacja otrzymanych w algorytmie wa-
runkéw pozwala wyznaczyé optymalny moment stopu.
W ostatniej czgsci pracy stosujemy otrzymane wcze-
§niej wyniki do zadania optymalnego samo-uczenia. Ja-
ko miarg efektywnosci procesu samo-uczenia przyjmu-
jemy entropi¢ rozktadu warunkowego P (d |y1, ..., Yr )-
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Ze wzgled6w edytorskich prezentowane w tej pracy wy-
niki podane s3 bez dowodéw. Pelna wersja pracy zostanie
opublikowana wkrétce.

2. STEROWANIE ADAPTACYJNE

Niech (€, F,P) bedzie ustalona przestrzenia proba-
bilistyczna Na tej przestrzeni zdefiniowany jest ciag
niezaleznych, m—wymiarowych wektoréw losowych
wi, W2, ..., WN , 0 rozktadzie normalnym N (0, I,,), oraz
k—wymiarowy wektor £ stochastycznie niezalezny od
w1, W2, ..., wy. Definiujemy F = c@Vo{w; : 1 =
1,2,...,k} i ktadziemy F = Fn. Begdziemy rozwazaé
problem sterowania adaptacyjnego systemem o réwnaniu
stanu

Yit1 = F(&, v wi) + 0 (€, yi)win 3)

gdziei = 0,..,N — 1,5 € R* f : Rfx R™ x
R! — R" oraz 0 : R¥x R* —» M (n,m). M (n,m)
jest zbiorem macierzy o n— wierszach i m— kolum-
nach. Na (Q, F, P) definiujemy rodzing o—podciat Y; =
o{y;:1=0,1,...,5}. Aby sformutowaé cel sterowania
wprowadzimy funkcje g; : R* x R — R, oraz h; :
R0+ x RX# — R, i = 0,..., N — 1. Terminal-
ne zadanie sterowania adaptacyjnego z losowym ho-
ryzontem ma postaé

Problem 1 Szukamy

r—1
w2 B ggi(yi,u.-)mf (Yr,Ura)| @

gdzie Y; mierzalne procesy u; € R' nazywamy dzia-
taniami sterujgcymi, u = (Ug, U1, ...y Ur—1) RAZYWAMY
sterowaniem dopuszczalnym, I' oznacza klase sterowan
dopuszczalnych. Zmienna losowa T jest elementem 7 T,
gdzie T oznacza klase wszystkich momentéw Markowa
wzgledem F;, j = 0, ..., N, okreSlonych na €} o warto-
Sciachw {0,1,...,N}.

Wprowadzimy teraz ideg¢ stopowania procesu przy po-
mocy sterowania i sformutujemy problem réwnowazny.
Modyfikujemy pojecie sterowania jak nastgpuje. Y; mie-
rzalny proces u = (6,u), gdzie § = (6,61, ...,0n-1),
9; € {0,1}, u = (ug,u1,...,uN—1), Nazywamy stero-
waniem dopuszczalnym. Klasg sterowarn dopuszczalnych
oznaczamy przez U. Stawiamy problem

Problem 2 Szukamy
Jg{} J (u) &)
gdzie dla ¢; z (2)
J(u) = 6)
N-1 i—1 N-1
EY ¢:0:,Y,Us) [[ 65+ hnv W, Un-1) [] 6

=0 3=0 =0
oraz sterowania u* = (0*,u") dla ktérego to supremum
Jjest osiggnigte.

-



‘Wida¢, ze zadanie postawione w (5) zamienia problem
sterownaia adaptacyjnego z losowym horyzontem posta-
wiony w (4), na réwnowazny problem sterowania adap-
tacynego z ustalonym horyzontem (ale dla zmodyfiko-
wanego wskaznika jakoéci). Stabe réiniczkowanie, oraz
wlasno$ci warunkowej wartosci oczekiwanej prowadza
do warunkéw koniecznych podanych w ponizszym twier-
dzeniu.

Twierdzenie 3 Jeieli funkcje g; i h; sq ciqgte i ograni-
czone oraz funkcje g;, f majq ciagte pochodne ze wzgle-
du na zmiennq u oraz detX(€,y) # 0 dla (§,y) €
R¥ x R™, gdzie B(€,y) = o(€,4)07(€,y), todlaj €
(0,1,..., N — 1) warunek konieczny optymalnosci stero-
wania u* w zadaniu (5) jest postaci:

-1
‘u,gj(yjy ])+E{ Z (1_0:) Vujhi (},i)U:_ )
i=j+1

'—l—'

=i+1

+ Ve, An (Yo, Uy -1 ”j"+11+( Z ¢: (8;,Y:, U)ER ]

i=j+1

+ hN (YNa U}:f—l) E’_{;—r}-_ll)r (67 Yis yj+1’u;) IYJ }=0

Q)
k
gdzie = H 6; ®
I=j

L& z,y,u) =y — f(&yw) T YV f(E y,u)

)]

natomiast optymalny stop 6* wyznaczamy z warunku
gdy

* 1’ * *
6= G (Y5, U;) + 95(us,u3) < by (Y3,U5,)
0, w przeciwnym razie
(10
oraz
N~-1 i—1
GY;,U)=E| > ¢:(6;.%,U) [[ o
i=j+1 I=j+1
N-1
+hy (Yn,Un-y) ] 675 (11
=341

3. WYZNACZENIE EKSTREMALNEGO STERO-
WANIA

Dla zadania (5) zgodnie z twierdzeniem 1 sterowanie
u = (0,u), gdzie u = {uo,u1,..,un—1} i 6
{60,61,..,6n—1} jest optymalne jezeli dla dowolnego
j € {0,1,,...,N — 1} spelniony jest uktad réwnai (7)-
(10). Ponizej przedstawimy wyznaczenie optymalnego
sterowania wykorzystujac warunek (7)—(10). Wprowadz-
my najpierw niezbedne oznaczenia. Niech

N-1 i—1
Vil6.Y5,U ) =E | > ¢: (6, Y;, Us) [[ 6+
i=j l=j

N-1
+hy (Yn,Un-a) [ 6517

=3

(12)
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Korzystajac z wlasno$ci warunkowej wartosci oczekiwa-
nej mamy

V‘I'(Ea},ja UJ) = ¢.‘i (ojv},.'ia },J) +
+0;E [Vi41(€, Vi1, Ujr1) | F5] -
Z postaci wskaznika jakoéci wynika, ze

Vn(& YN, UN) = hn (YN, Un-1).

(13)

3.1. Algorytm wyznaczenia sterowania

Za pomoca indukcji wstecz wyznaczymy sterowanie eks-
tremalne u*. Ponizej podajemy algorytm wyznaczenia
u*.

1. Ktadziemy

V(¢ Yo, Un)
2. Definiujemy

= hy (Yn,UNn-1) oraz j=N

j=j-1
3. Kladziemy
Vis1(€, Vi, wis1, Ujp1) =
Vit1(6, Y5, £(&, v5,u5) + o(§, yi)wjiv1, Ujs1)
oraz
$;11(6, Y5, wi1, Ui) = Vu, Vi1 (6, Y, w1, Ujpa)
4. Obliczamy
2(Y;,Uj) & |
/ {§j+1(€a },ja z, U;+l) + f/j+1(£a Y_:i’z7 [J_-,;l+l)mT><
ol (€,y) 271, v;) Fu(é vj, u5) } ¥ () dzP (€ |Y;)

gdzie
1 r

7(z) = \/ﬁexp (—Ez :c)

5. Szukamy optymalnego sterowania u} takiego, dla kt6-
rego spetniony jest uktad réwnan (7)

Vu,-gj(y,-,uj) + Z(YJ" U.‘i) =0
6. Obliczamy
A ~
W (¥;,Uy) £ B [Vi1(6 Y5 wirs, Usen) Y
= /VJ‘+1(E,YJ',$, Uj+1)7 (2, Im) dzP (d€|Y;)
7. Jezeli

95y u7) — hy (Y5,Uj-1) + W(Y;,U;) <0

t0f; =1w prieciwnym razie §7 =0
8. Nastepnie korzystamy z réwnania (13) i wyznaczamy

Vi€, Y5,Uj) = & (65, w5, u5) + 65
/Vj+1(§,Yj,f(§,yj,u;)+U(§ayj)$an+1)’Y($»Im)d$

9. Jezeli j = 0 to zatrzymujemy, w przeciwnym razie
wracamy do kroku 2
g




4. WARUNKOWA ENTROPIA SYSTEMU LINIO-
WEGO

Zalézmy ze system jest opisywany réwnaniem
Yi+1 = J1 (5, %) + fa (Ujs ) € + 0 (5) €541, (14)

gdziej =0,...,N—1,y; €R", f; : R* x R} — R",

f2: R"x R M (n, k), gdzie M (n, k) jest zbiorem
macierzy o wymiarach n x k, oraz o : R® — M (n, m).
Zaktadamy ze funkcje fi, f2,0 sa ciagle i ograniczone.
Réwniez zakladamy ze macierze T (y) = o (y) oT (y)
s3 nieosobliwe. Wektor losowy £ ma apioryczny rozklad
N (m, Q), wtedy z teorii filtracji ciggéw warunkowo nor-
malnych (patrz [12] rozd. 13) mamy:

1. warunkowy rozktad

P(d€]Y;)

jest rozktadem normalnym N (mj, Q;);
2. warunkowa warto$¢ oczekiwana &,

m; = E (£]Y;)
oraz macierz warunkowej kowariancji
= B (I¢ - my] [ — my|T|¥; )

dane sq wzorem

j=1 -1
m; = [“'Qfof (s, w) T71 (v:) f (yi:ui)]
i=0

754
X |m+ QY A7 (wow) 7 (9 [yier — f1 (!Iiyui)]]

i=0
15)
oraz
i-1 i’
Q= |[1+Q>_ 7 (o) T (w) f2 (yi,ui)] Q
i=0
(16)
Entropia rozkitadu warunkowego przy sterowaniu

Uj-1 = (ug,...,uj—1) wynosi

Hu(ewj)=—/[lnv(e—mj,q,-)me—m,-,qj)dg

-;- {ln (2m)* + Indet (Q;) + tr [QJ'_}QJ.Q;}] } ’

Ostatecznie

Ha(€1Y;) = 3 {In [(2re)*] + In[aet (@)1}

5. OPTYMALNE SAMO-UCZENIE Z UWZ-
GLEDNIENIEM KOSZTOW '

Zadanie samo-uczenia realizujem w N krokach. Zada-
nie polega na minimalizacji zar6wno warunkowej entro-
pii, jak i kosztéw samo-uczenia. Na ten koszt sktadaja si¢
koszty zwiazane ze sterowaniem obiektem (operacyjne),
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oraz tzw. koszty ryzyka (ze popeinimy w przysztosci btad
wynikajacy z naszej niewiedzy). Nasza wiedzg o parame-
trach mozemy oceniaé wielkoscia entropii warunkowej.
Koszt ryzyka jest oczywiscie funkcja rosnaca ze wzgle-
du na entropi¢ warunkowa. Zatem problem samo-uczenia
mozna przedstawi¢ w postaci; szukamy

nf J (u) (18)

gdzie J (u) jest postaci (6) natomiast

¢ (6, Y, Ui) = g(ys, ue)0i + (1 — 6;) hs (i, Uiza) .
19)
Wystepuja tutaj koszty operacyjne g(y;, u;), oraz koszty
ryzyka h; (Y;, Us—;) postaci

A .
hi (Yi,Ui-1) = g (9,7 (Yi-1,Viz1)),  (20)

gdzie q jest rosnaca wzglgdem drugiego argumentu
r (Yie1,Uim1) £ Hy (€1Y;) @D

% {1n [(27)*] +1n[det ()]}

Rozwigzanie zadania (18) jest podane w twierdzeniu,

Twierdzenie 4. JeZeli funkcje g i h sq ciggle i ograniczo-
ne oraz funkcje g, fa majq ciggle pochodne ze wzgledu
na uoraz tr {fJ (y,u) Z71(y) f2(1,u)} £ C < oo,
dla dowolnych (y,u) € R™ x R', to warunek konieczny
optymalnego sterowania u* w modelu (18) jest postaci

N-1

S -6 (%, U,

i=j5+1

=i—-1

Ve, 95, u5) +E{ =j+1

N-1
O (Yo, Up—) BNt + | Yo (60, v, U=l
i=j+1
+hN (YN’ UI.V-I) E'_{:-,|-.—11) r (E' Yis y_‘i+l’u;) |YJ } =0
(22)
dlaj € (0,1,,...,.N —1), gdzie E_’,-‘ jest okreSlone wzo-
rem (8),

Lz yu) =U—fi(vu) - f2(y,0)e)"
X E"l(y) Vuf1 (¥, 4) — Vo fa (y,u) €]

oraz

T, (Y, Ui-l) = —2 (Va, f2 (v5>43)) T = ()" x

J2 (s, “J) h Wi, 7 (Yie1,Uia)) tr {A‘ (Ut—l)}
i—1

A (Ui1) =T+ QY 7 (ko ur) T (wk) ™" f2 (wey ua)
k=0

natomiast stop 0; jest postaci

L
0,

gdzie G (Y;,Uj) jest okreslony wzorem (11).

gdy
G(Y;5,U;) + 9i(ys,u3) < hj (Y5, U7)

w przeciwnym razie

g

2

(23)



6. KONKLUZJE

Podali$my metode¢ wyznaczania sterown ekstremalnych
dla problemu terminalnego sterowania adaptacyjnego z
losowym horyzontem nie dtuzszym niz N, gdzie N jest
ustalong, dowolna liczba naturalna. Proponowana metoda
jest oparta na idei sterowania i ma charakter analityczny
-- w tym sensie, ze zamienia problem konstrukcji kopert
Snella dla oryginalnego zadania, na problem rézniczko-
wania funkcjonatu bardziej skomplikowanego. Otrzyma-
ne warunki s3 jednak czytelne i umozliwiaja podanie al-
gorytmu do obliczania optymalnych sterowan. Ten z ko-
lei, zawiera wyrazenia tatwe do interpretacji. W szczegdl-
noéci, mozliwe jest wyznaczenie optymalnego momentu
stopu. Badanie przypadku gdy N — oo, wymaga poda-
nia warunkéw dla ktérych moment stopu jest skoficzony z
P—prawdopodobienistwem jeden. Wéwczas wykorzysta-
nie zaproponowanej metody jest natychmiastowe. Roz-
poczynamy obliczenia startujac z dowolnego horyzontu
Ny. Kontynufujemydla Ny = 1+ NO,---’Nk-H =14+ Np.
Poniewaz z zalozenia moment stopu jest skoficzony, wigc
istnieje skonczone K takie, ze wskaZnik jakoSci przesta-
nie wzrastaCdla k > K.

TERMINAL ADAPTIVE CONTROL WITH RANDOM
HORIZON

Abstract: The classical adaptive control problem approach by
Rishel [6, 7] for problems with fixed time horizon is extended to
random cases. Necessary conditions are obtained and an algo-
rithm for extremal control and stopping time is presented. Po-
tential applications in artificial intelligence, in pattern recogni-
tion, data mining, self-learning and in information pricing are
mentioned. Moreover, these results are applied to the specific
problem of minimization of the conditional entropy, which is
an example of the self —learning type of problems.
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