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AKTYWNE ZARZADZANIE PORTFELEM OBLIGACJI

1. WSTEP

Przedmiotem prowadzonych rozwazan bgdzie zagadnienie aktywnego
zarzadzania portfelem obligacji z wykorzystaniem znajomosci ksztaltu
struktury terminowej rynkowych stop procentowych. Pod pojeciem
aktywnego zarzqdzania, rozumie si¢ tu optymalizacjg¢ portfela obligacji ze
wzgledu na maksymalizacj¢ stopy zwrotu z podejmowanych decyzji
inwestycyjnych, przy zadanym poziomie ryzyka. Jest to - obok tzw.
immunizacji portfela ze wzgledu na ryzyko stop procentowych - jedno z
podstawowych zagadnien dotyczacych zarzadzania portfelem obligacji w
warunkach niepewno$ci.

Badania dotyczy¢ beda dwoch klas analizowanych modeli. Do
pierwszej klasy zalicza si¢ problematyke aktywnego zarzadzania portfelem
obligacji przy zaloZeniu, Ze struktura terminowa stop procentowych jest
plaska, przy czym bezwzgledny poziom tych stop moze podlega¢ w
przyszloéci zmianom. Natomiast w drugiej klasie metod dopuszcza sie
roznorodno$¢ ksztaltu tej struktury. Podstawowym zagadnieniem, jakie
nalezy w rozpatrywanym przypadku rozwiazaé jest prognozowanie
przysziego ksztattu struktury terminowej stop procentowych na podstawie
znajomosci biezacej postaci tej struktury. Wiaze si¢ to z prognozowaniem
tzw. oczekiwanych stép procentowych spot.

Zagadnienia modelowania oraz analizy dynamiki zmian struktury
terminowej stop procentowych (the term structure of interest rates) zostaty
obszernie oméwione w jednej z prac autora (Jakubowski, 1996). Pewne
szczegOlowe rozwiazania z tego zakresu, wiazace sie z zastosowaniem
metody analizy czynnikowej zawieraja prace (Jakubowski, 1997a) oraz
(Kulikowski, Bury, Jakubowski, 1995, 1996). Ponadto, wazne z punktu
widzenia zarzadzania portfelem obligacji, zagadnienie wyceny tych
instrumentéw przedstawiono w pracach (Kulikowski, Jakubowski, 2000 a,
b). Problematyka ta, poza pewnymi ogélnymi pojg¢ciami, nie bedzie w
niniejszym opracowaniu szerzej rozpatrywana.

Natomiast przedstawimy szczegbélowo zalozenia oraz sformutowanie
zagadnienia portfelowego Markowitza w odniesieniu do rynku obligacji.
Prezentowane wyniki stanowia pewne istotnie nowe rozwiazania w stosunku
do istniejacych opracowan z zakresu aktywnego zarzadzania portfelem
obligacji; por. Bierwag (1983), Ho (1990), Elton, Gruber (1995), Dattatreya,
Fabozzi (1995).

W zakonczeniu pracy, przedstawimy rowniez dyskusje warunkow
stosowalno$ci zaproponowanego podejScia w praktyce. Chodzi w tym
przypadku o analizg stabilno§ci w czasie parametrow rozpatrywanego

49






-

AKTYWNE ZARZADZANIE PORTFELEM OBLIGACJI

Parametrami umozliwiajacymi pomiar takiej wrazliwosci jest okresowos¢
(duration) oraz wypuklos$é (convexity) obligacji.
Przypadek plaskiej krzywej dochodowosci

Klasyczne definicje (Macaulay’a) okresowosci 1 wypuklosci obligaciji
zwigzane sg z przyjeciem silnie ograniczajacego zaloZenia, ze wszystkie
rynkowe stopy procentowe spot (wyrazone w skali roku) sa sobie rowne,
niezaleznie od termin6w zapadalno$ci zobowiazan, tj.
r,=r; dla r=1..,T. 2)
Oznacza to, ze struktura terminowa stop procentowych — reprezentowana
przez tzw. krzywq dochodowosci skarbowych obligacji czysto-
dyskontowych - jest “ptaska”, przy czym zachodzi to dla dowolnej chwili
biezacej T =1,2,3,... . Efekt ten mozemy uzyskaé¢ dokonujac np. usrednienia
wartosci 7, (¢t =1,...,T), tj. przyjmujac » =7,.

Z powyzszego zalozenia wynika bezposrednio, ze jezeli chodzi o
zmiany rynkowej stopy procentowej » (w tym przypadku juz tylko jednej)
to mozliwe sa jedynie rownolegle przesuniecia w gore lub w dot
rozpatrywanej krzywej dochodowosci o wartos¢ Ar.

Klasyczna definicja okresowoSci (duration) obligacji jest nastepujaca.
Formula Macaulay’a:

D=—£ A(1+r), 3)
P 1+~

gdzie D - okresowos¢ obligacii,
r - rynkowa stopa procentowa,
P - warto$¢ biezaca obligaciji,
AP, A(1+r) = Ar - przyrosty bezwzgledne wartosci P oraz r.

Ze wzoru (3) wynika, Ze okresowo$¢ obligacji jest rowna tzw.
wspotczynnikowi elastycznosci (ze znakiem minus) ceny P obligacji ze
wzgledu na zmiany wartosci jeden plus stopa procentowa r. Inaczej
mowiace, okresowos$¢ D obligacji okres$la o ile procent zmieni sie cena
obligacji (w przyblizeniu) przy zmianie wartosci (1+r) o 1 %.

Ponadto, z (3) mamy

g_DAr 4
P Tl+r’ )

Tak wigc, wzrost rynkowej stopy procentowej powoduje spadek
biezacej warto$ci obligacji 1 odwrotnie - spadek stopy procentowej powoduje
wzrost warto$ci obligacji.
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ZARZADZANIE RYZYKIEM INWESTYCYINYM

R'=R'=r; Vi=l,.,n,

gdzie n - liczba obligacji wystepujacych na danym rynku.

Dowéd: Dla danej obligacji O, mamy (indeks i - pomijamy)

sC C, C;
= -,
1+r (+7) (1+7r)

oraz
s C, C, C,
=2 4 At —
1+7 (1+r) (1+r)

gdzie C,=C (t=1..,T-1)oraz C, =C+N.
A zatem, mnozac rownanie (14) przez (1+r) otrzymamy

P1+r)=C+ Q-m+ quzq+ﬂ
1+7 (I+r)~

Czyliz (8)1(16)

LG R-F/ _A(+r)-FK

B 2

R

=y,

(13)

(14)

(15)

(16)

(I

Warto$¢ rynkowej stopy procentowej r nie zalezy oczywiscie od indeksu i

obligacji O, ; tak wige rownos¢ (13) zachodzi dla wszystkich obligacji.

Udowodnione powyzej twierdzenie o réwnosci spodziewanych stop zwrotu
jest rowniez prawdziwe dla dowolnych okreséw inwestycyjnych, bedacych

wielokrotnoscia jednego okresu odsetkowego. Mamy bowiem

Twierdzenie 2.

W przypadku rynku zrownowazonego oraz plaskiej krzywej dochodowosci,
spodziewane stopy zwrotu za len sam okres inwestycyjny wszystkich
wystgpujacych na tym rynku obligacji o stalym oprocentowaniu (w tym
obligacji czysto-dyskontowych) sa sobie rowne. Stopy te sa rowne wartosci:

(1+7)* -1;

gdzie K - okres inwestycyjny, » -rynkowa stopa procentowa.
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AKTYWNE ZARZADZANIE PORTFELEM OBLIGACJI

Dowé6d: Oznaczymy R/(K) - spodziewana stopa zwrotu i -tej obligacji za

okres K .
Z zasady procentu sktadanego, mamy

R,."(K)=(1+Ri“)"—1, Vi=l..,n (18)
oraz - z Twierdzenia 1,

R =r, Vi=1..n. (19)

A zatem

R (K)=(1+#r) -1, Vi=1,..,n. (20)
c.n.d.

Mozna rowniez wykazac z tatwoscia nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.
W przypadku rynku zréwnowazonego oraz plaskiej krzywej dochodowosci,
rentownos$ci do wykupu Y7M, wszystkich wystgpujacych na danym rynku

obligacji o statym oprocentowaniu (w tym obligacji czysto-dyskontowych)
sa sobie rowne. Rentownosci te sa rowne obowiazujacej dla danego rynku
stopie procentowej r , tj.

YTM,=r; Vi=1l,..,n. 2D
Dowéd: Powyzsze twierdzenie mozna by wykaza¢ korzystajac z
Twierdzenia 2. Ponizej zastosujemy jednak bezposrednio dowéd “nie
wprost”.

Zatbzmy, ze dla [ -tej obligacji zachodzi Y7TM, # r oraz oznaczmy przez P
- ceng rynkowg tej obligacji.

Z definicji rentownosci do wykupu YTM, (yield-to-maturity) mamy

Pey—ti @)

p=3-_ 23)
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AKTYWNE ZARZADZANIE PORTFELEM OBLIGACJI

Zauwazmy teraz, ze przyjmujac dla rynku obligacji oznaczenia

. B, . B
a =R'——r, == 111
i i Bm B: Bm ( )
otrzymamy
R =a +B R, +¢,, i=l..,n. (112)

Model (112) dla obligacji ma wigc podobna posta¢ jak model (107)
sformutowany dla rynku akcji.
Natomiast bezposrednio z modelu III dla obligacji danego réwnaniem

(99), uwzgledniajac oznaczenie (111) na warto$¢ 3, , otrzymujemy
R =R +pB (R -R)+e,, i=l..,n, (113)

co jest odpowiednikiem modelu jednoindeksowego (109) okre$lonego dla
rynku akcji.

Jak juz wspomnieliSmy we wprowadzenin do tego punktu,
podstawowa rdznica pomigdzy analizowanymi dla rynku akcji i obligacji
modelami jednoindeksowymi jest to, ze w przypadku modelu akcji (107) -
parametry @,, [3, sa wyznaczane na podstawie danych historycznych, przy
zastosowaniu wzoréw regresji liniowej. Natomiast w przypadku modelu
obligacji (112), parametry «; , 3 sa dane wzorami (111) - tak wiec mozna
Jje wyznaczy¢ na podstawie danych biezacych. Nie zachodzi wigc w tym
miejscu przypadek btedu estymacji, co wynika bezposrednio z faktu, ze
model jednoindeksowy obligacji (112) nie jest modelem regresyjnym.

4, ZAGADNIENIE MARKOWITZA ZARZADZANIA PORTFELEM OBLIGACIJI

Sformulujemy teraz zagadnienie portfelowe Markowitza dla rynku
obligacji. Zagadnienie to przedstawimy w podobny sposdb jak sie to czyni
dlarynku ak  (Elton, Gruber, 1995).

Dla rynku obligacji, wykorzystujac model jednoindeksowy II dany
rownaniem (89) oraz przyjmujac dla uproszczenia zapisu R =R -
rzeczywista stopa zwrotu z obligacji O,, mamy
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AKTYWNE ZARZADZANIE PORTFELEM OBLIGACJI

R, =YWk, (10)
F,=ER,)=3wE . ()
v, Var(R) ZWO’ +ZZW ) (12)

i=l j=1
j#l

Podstawiajac do wzordw (11), (12) wartosci 1—2_,., ol, o, ; okreslone dla

rynku obligacji wzorami (7)-(9), otrzymamy

E:i R, = ﬁ R +B(R, ~ 1), (13)
V,= iw (Blo, +a2 )+ XY ww,BBo,, (14)

[

gdzie B, =B,/B,, i=1,..,n

4.1. Optymalizacja portfela obligacji

Nalezy tak dobra¢ udzialy warto§ciowe w;, obligacji O, (i=1,..,N)
wchodzacych w skiad analizowanego portfela 7, aby przy zadanej w géry
wartosci oczekiwanej 17,,' stopy zwrotu z portfela # - wariancja V, tej

stopy zwrotu byla minimalna. Mamy zatem

A

Vp =minV/ (VV,, s Wiseeny N) (15)

i ?

przy ograniczeniach

—_— N —_— —
R,=YwR =R, (16)
i=t
oraz
N
Zw'. =1, wel0, Vi=1..,N, (17
i=1

gdzie wartosci ITP(-), V() sa dane wzorami (13), (14).

Sformulowane powyzej zagadnienie optymalizacji (15)-(17) jest
klasycznym zadaniem programowania kwadratowego i moze by¢
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AKTYWNE ZARZADZANIE PORTFELEM OBLIGACJI

Ryzyko systematyczne danej obligacji O, jest wigc czgscig
calkowitego ryzyka rynkowego, reprezentowanego przez wariancj¢ o
indeksu 7, obligacji. Jak to za chwilg wykazemy, ryzyko to jest réwniez
czgécia ryzyka systematycznego portfela 7. Ryzyka systematycznego
portfela nie daje sig pomniejszy¢ tj. zdywersyfikowa¢. Natomiast ryzyko
specyficzne poszczegolnych obligacji reprezentowane przez wariancj¢ ©

skfada sie na ryzyko specyficzne portfela 7 i ryzyko to podlega w portfelu
dywersyfikacji. W tym wiasnie tkwi podstawowy sens analizy portfelowej
rynku obligacji. Wnioski z tej analizy sa zreszta analogiczne jak w
przypadku rynku akcji; por. Francis (1991), Elton, Gruber (1995).

Ryzyko systematyczne i ryzyko specyficzne portfela #

W przedstawionych dalej rozwazaniach zaktadamy, Zze analizowany
portfel # jest tworzony ze zbioru obligacji O, (i=1,..,N) bedacego
pewnym podzbiorem zbioru, w sklad ktérego wchodzg wszystkie obligacje
0. (i=1,...,n), z rozpatrywanej klasy obligacji o stalym oprocentowaniu i o
pokrywajacych si¢ okresach odsetkowych. Mamy zatem

N
7 =Jw0, (kombinacja wypukta),

przy czym
{0, i=1,.,Nyc{0, i=l,..njcA, (19)

gdzie N - liczba obligacji w portfelu #, n - liczba wszystkich obligacji o
tych samych okresach odsetkowych; przy czym N<n, A - zbi6r
wszystkich obligacji wystepujacych na danym rynku kapitalowym.

Wartos¢ oczekiwana stopy zwrotu z portfela 7
Przyjmiemy nastgpujace oznaczenia

B, -B— - parametr “beta” obligacji O,; i=1,..,n, (20)
AN
=E R - spodziewana stopa zwrotu z portfela /7, (21
gdzie R" =r+(1+r)p,, i=1,..,N,
AN N
B,=>wp = Zw, - parametr “beta” portfela 7 . (22)
i=l i=] m
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ARKTTWNE ZARZADZANIE PORTFELEM QBLIGACH

Z Twierdzenia 2 wynika bezpo$rednio, ze warunek (21) jest
automatycznie speiniony o ile tylko zaloZyimy prawdziwosd warunku (16) -
¢o uczynilismy na poczatku rozwazan., Ponadlo, nioZna rownieZ tatwo
wykazal, ze dia matych Ary, zachodzi
An | A6 (22)
1+7, 1+,

A zatem 2 (19} 1 (22) mamy
ARy o
£ 1+,

(23)

Zaleznosd (23) ma zasadnicze znaczenic dla dalszych rozwazan, A
mianowicie, postgpujac dalej analogicznic jak w przypadku plaskiej
struknury terminowej stop procentowych (por. punkt 3), mozna wyprowadzié
nastepujacy wzor na zalezno$c funkeyjng pomigdzy parametrem gczekiwane)

s { ' . o
okresowosci D' a parametrem biezqeej okresowosci D'

D'=(D"-D(+r,) {‘-} . (24)

(L

gdzie 1, - rynkowa stopa procentowa spor dla okresu [0}, £, - warto$¢
biezgca obligacji w chwili =0, F - warto§¢ biezaca obligacji w chwili
T =1, wyznaczona przy zatozeniu, Ze w okresie 7€ {0,1] oczekiwane stopy
orocentowe spot 1, (1=2,...T} nie ulegly zmianie.

Nastepnie, wykorzysijac zaleznosé (24), mozna wyprowadzié wzor
narzeczywista stope zwrotu R, z inwestycji w obligacje O,:

R; = [’I:l + (]' + ’hi)psj _(DJO - 1) (1 + 0, )Arm +éE . (25)

Postepujge teraz analogicznie jak w punkeie 3, mozemy sformulowad
nastepujacy model jednoindeksewy chligacji:

Model jednoindeksowy [

R =R'-BAr, te, Vi=l..,n, (26)
adzie

R =1, +(1+r,)p, - spodziewana stopa zwrot, (27)
B = 2'=D(l+ p,)- zmodyfikowany parametr okresowosci, (28)




ZARZADZANIE RYZYKIEM INWESTYCYINYM

P -P .
p, = —OF—’ - nieréwnowagowa stopa Zwrotu. 29)
Rowniez sformulowanie modeli jednoindeksowych 11 i 1l obligacji
O, jest analogiczne jak w punkcie 3 z tym, ze kazdorazowo w miejsce
rynkowej stopy procentowej r nalezy podstawi¢ stopg procentowg spot 1,
obowiazujaca w pierwszym okresie odsetkowym.

Mamy zatem:

Model jednoindeksowy II

R =R’ +-5—"(R,,, —n)+eE, Vi=lo,n. (30)
Model jedn:,)indeksowy 11

R:=E+£’—(Rm~1_€m)+£i, Vi=l..,m, (1)
gdzie ’

m

— B — )
R =R"+ E’—(R -7,) -oczekiwana stopa zwrotu.

m

Zagadnienie Markowitza

Wykorzystujge podany powyzej model jednoindeksowy II o postaci
(30), sformutowanie zagadnienie Markowitza zarzadzania portfelem
obligacji jest w analizowanym przyp: wu identyczne ze sformutowaniem
zamieszczonym w punkcie 4, odnoszacym si¢ do przypadku ptlaskie)
struktury termino wej stop procentowych; por. punkt 4 (15)-(17).

Réwniez rozpatrywane w punkcic 4 cz. 2 rozwazania dotyczace
zagadnienia dywersyfikacji portfela obligacji — przenosza si¢ bez zmian na
analizowany powyzej przypadek struktury terminowe) stop procentowych o
dowolnym ksztalcie.

Uwagi koncowe

Wyprowadzone powyzej modele jednoindeksowe 1, 11, 1IT obligacji,
przy zatozeniu dowolnego ksztattu struktury terminowej stop procentowych
spot oraz proporcjonalnych zmian tych stop, stanowia istotne uogolnienie
modeli, rozpatrywanych poprzednio dla plaskiej krzywej dochodowosci. O
ile autorowi jest wiadomo, modele takie nie byly jak dotad rozpatrywane w
literaturze przedmiotu.

Dalsze uogolnienie zaproponowanego podejscia na przypadek innych
- niZ proporcjonalne - zmian stop procentowych 7y, , stwarza juz zasadnicze
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