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BADANIE AUTOREGRESYJNEGO CHARAKTERU PROCESU
LICZBY STRAT OPERACYJNYCH

Maciej Buczak
Studia Doktoranckie IBS PAN

Artykul przedstawia sposéb wykorzystania modeli autoregresyjnych w odnie-
sieniu do liczby strat operacyjnych w ramach modelowania ryzyka operacyj-
nego. Przedstawiono liczbe strat operacyjnych jako proces stochastyczny.
Nastgpnie przeprowadzono badanie wewngtrznej struktury zdefiniowanego
procesu. W szczegolnosci przedmiot badania stanowila identyfikacja autore-
gresyjnego charakteru procesu liczby strat operacyjnych.

Wstep

Ryzyko operacyjne zyskuje sobie w ostatnich latach coraz wigksza wage
w procesie zarzadzania instytucja. W szczegdlnosci dotyczy to instytuc)i swiadcza-
cych ushugi w sektorze finansowym. Zaro6wno w bankach, jak i instytucjach ubez-
pieczeniowych ryzyko operacyjne zostato zidentyfikowane jako istotna czes¢ cat-
kowitej ekspozycji na ryzyko organizacji. Uznaje si¢, Zze ryzyko operacyjne
w sektorze bankowym reprezentuje obecnie okoto 30% catkowitego oszacowanego
ryzyka, na ktore bank jest narazony. Te same szacunki wskazuja na 60% udziat
ryzyka kredytowego w catkowitym ryzyku oraz 5% udziat ryzyko rynkowego i 5%
udziat innych ryzyk bankowych. W odniesieniu do sektora ubezpieczeniowego
zaklada sie, ze udziat ryzyka operacyjnego w catkowitym ryzyku jest stosunkowo
nizszy [3].

Ryzyko operacyjne ze wzgledu na swoja nature jest ryzykiem pojawiajacym
si¢ w dziatalnoéci kazdej organizacji. Specyfika tego ryzyka moze roézmic si¢
w zaleznos$ci od typu organizacji. Niemniej jednak ryzyko operacyjne da si¢ ziden-
tyfikowa¢ w kazdej funkcjonujacej instytucji. Ryzyko operacyjne jest generowane
zar6wno przez czynniki o charakterze wewnetrznym, jak i czynniki zewnetrzne.
Ryzyko operacyjne o charakterze wewnetrznym jest wynikiem zawodno$ci funk-
cjonujacych w instytucji proceséw oraz systeméw. Ryzyko wewnetrzne moze by¢
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bezposrednio kontrolowane przez organizacj¢. Strategie zarzadzania ryzykiem
moga by¢ ukierunkowane na minimalizacj¢ wystepowania zdarzen operacyjnych
o charakterze wewnetrznym, jak rowniez na lagodzenie wplywu tego typu zdarzen
na dziatalno$¢ instytucji. W przeciwienistwie do wewnetrznego ryzyka operacyjne-
go, ryzyko zewngtrzne jest ta czescia ryzyka operacyjnego, ktorej instytucja nie
jest w stanie kontrolowa¢. Moze jedynie tagodzi¢ wptyw tego rodzaju ryzyka na
dzialalno$¢ instytucji [3].

Do modelowanie ryzyka operacyjnego wykorzystywane sa oparte na instru-
mentach statystycznych metody zaawansowane. Modelowanie za pomoca metod
zaawansowanych przeprowadza sie w oparciu o bazy danych o stratach operacyj-

nych. Modelowanie tego typu ma charakter ilosciowy, gdyz opiera si¢ na metodach
iloSciowych.

Modelowanie ryzyka operacyjnego z wykorzystaniem metod zaawansowa-
nych przeprowadzane jest niezaleznie dla wielko§ci straty operacyjnej, a takze
liczby strat. Podejscie tego typu zostalo zapozyczone ze stosowanych w sektorze
ubezpieczeniowym metod aktuarialnych. Modelownie wielkosci straty nie jest
przedmiotem niniejszego opracowania. Niniejszy artykul po$wigcony jest nato-
miast modelowaniu liczby strat operacyjnych.

1.  Zdefiniowanie przedmiotu badania

Przedstawmy liczbe strat operacyjnych jako proces stochastyczny {X,},
gdzie przez X, oznaczona zostanie zmienna losowa, za pomoca ktdrej opisano

liczbe strat operacyjnych w okresie . Majac tak zdefiniowany proces stochastycz-
ny mozna przeprowadzi¢ badanie struktury tego procesu. W szczegoélnosci przed-
miotem niniejszego opracowania bedzie proba identyfikacji autoregresyjnego cha-
rakteru wyzej zdefiniowanego procesu stochastycznego. Do tego celu wykorzysta-
ne zostang modele autoregresyjne AR . Modele autoregresyjne to modele, w kto-
rych w roli zmiennych objasniajacych wystgpuja opdznione w czasie zmienne ob-
jasniane. Warto$¢ zmiennej w okresie ¢ jest funkcja pozioméw tej zmiennej
w okresie f,t—1,t—2,....,t — p i zmiennej losowej €. Badanie autoregresyjnego
charakteru procesu liczby strat operacyjnych pozwoli na identyfikacj¢ zaleznosci
pomiedzy liczba strat operacyjnych w okresie £, a liczba strat w okresie f— p .
Brak autoregresyjnego charakteru wyzej wymienionego procesu oznacza¢ bedzie
brak zaleznosci pomigedzy liczba strat operacyjnych w okresie ¢, a liczba strat ope-
racyjnych w poprzednich okresach.
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2.  Definiowanie pojgé

2.1.Proces stochastyczny oraz szereg czasowy

Proces stochastyczny moze zosta¢ zdefiniowany jako rodzina zmiennych lo-
sowych o warto$ciach rzeczywistych, indeksowang przez ¢, gdzie t oznacza czas.
Proces stochastyczny oznaczamy jako zbior {X,}. Kazdy element

X, X,,X,,...., X, procesu stochastycznego {X,} jest zmienna losowa. Jesli dla
wszystkich zmiennych losowych X, istnieja $rednie (wartosci oczekiwane), to
. mozemy okresli¢ srednia procesu stochastycznego {X,} jako ciag srednich (warto-
$ci oczekiwanych) dla poszczegélnych zmiennych X, czyli jako funkcje ¢. Sred-
nig procesu stochastycznego oznaczamy symbolem /4, , natomiast wariancja proce-
su stochastycznego oznaczona jest symbolem 0’,2 , a kowariancja dwu zmiennych

X, i X,,; nalezacych do procesu stochastycznego oznaczana jest przez g, e

Z pojeciem procesu stochastycznego wiaze si¢ okreslenie stacjonarnosci. Znane sa
dwa pojecia stacjonarnosci; stacjonarnos$¢ w wezszym sensie oraz stacjonarmos¢ w
szerszym sensie. Proces stochastyczny jest stacjonarny w wezszym sensie jesli
taczne i warunkowe rozktady prawdopodobienistwa procesu nie zmieniaja si¢ przy
przesunigciach w czasie. Czgsciej spotykana w praktyce forma stacjonarnosci jest
stacjonarno$¢ w szerszym sensie. Proces jest stacjonarny w szerszym sensie jesli
spelnione sa warunki [1]:

E(X,)=cons=u (0
Var(X,) = cons = 0’ 2
Cov(XtXt+j) =0; (3)

Srednie i wariancje procesu sa zatem stale w czasie, a wartos¢ kowariancji
dla dwdoch momentéw obserwacji zalezy jedynie od odstgpu migdzy nimi, a nie od
samych momentéw obserwacji, dla ktérych liczymy kowariancje. Jesli nie jest
spetniony jeden lub wigcej warunkéw, to proces jest niestacjonarny. Modelami
opisujacymi niestacjonarno$¢ w wartosci $redniej procesu sa modele trendu i sezo-
nowosci, natomiast do opisu proceséw charakteryzujacych sie niestacjonarnoscia
w wariancji wykorzystuje si¢ modele ARIMA. Modelami proceséw stacjonarnych
sa modele AR, MA oraz ARMA [1].
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Szeregiem czasowym nazywamy skoficzony zbior par {t,x,}, gdzie ¢ przy-
piera wartosci ze zbioru liczb catkowitych (t€ Z) i kazdemu ¢ przyporzadkowana
jest liczba x, ze zbioru liczb rzeczywistych (x, € R). Szeregi czasowe sa zatem

realizacjami procesow stochastycznych. Rozroznia sie dwa typy szeregéw czaso-
wych: szeregi czasowe okresow, szeregi czasowe momentow [1].

Szeregi czasowe okresOw zawieraja dane dotyczace ksztaltowania si¢ po-
ziomu danego zjawiska w calym okresie przyjetym za jednostke czasu. Pojedyncza
realizacje szeregu czasowego stanowi zatem pewna zagregowana wielkos$¢ charak-
teryzujaca dane zjawisko w badanym okresie. Szeregi czasowe momentow zawie-
raja jedynie informacje o poziomie zjawiska w wyréznionych momentach, to zna-
czy w chwilach dokonywania pomiaru. Nie wiadomo zatem jak badane zjawisko
ksztattowato si¢ miedzy kolejnymi momentami obserwacji [4].

2.2.Modele autoregresyjne AR

Do opisu proceséw stacjonarnych szczegolnie przydatne okazuja si¢ modele
autoregresji AR. Modele tego typu wywodza sie z szerszej klasy modeli regresji
i znajduja szerokie zastosowanie w modelowaniu proceséow gospodarczych, po-
niewaz wiele zjawisk zalezy od swych stanow w przeszlosci. W modelu autoregre-
syjnym biezgca wartos¢ zmiennej objasnianej jest wyrazona przez skonczong kom-
binacje jej wartosci poprzednich [4].

Model autoregresji rzedu p oznaczony jako AR(p) zapisa¢ mozna w na-
stepujacy sposéb: ‘

VY=o +o,Y ,+oY ;+.0Y +¢ 4)
gdzie:
p — rzad autoregresji, czyli maksymalne opdznienie zmiennej objasniane;j
a,,a,,0a,,...,a, - parametry modelu autoregresyjnego
£, - proces resztowy

Proces resztowy w modelu autoregresyjnym jest procesem bialego szumu,
co oznacza, ze charakteryzuje si¢ nast¢pujacymi wlasnosciami:

E(g)=0 (5)

Var(e)=o" (6)
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Cov(g,,£)=0dlat#s (7
Srednia procesu jest zatem réwna zero, wariancja procesu jest stata w czasie,

natomiast kowariancja pomig¢dzy obserwacjami z okresu £ i § jest rowna zero [2].

2.3.Ustalenie rzedu autoregresji

Do ustalenia rzgdu autoregresji wykorzystywana jest funkcja autokorelacji
czastkowej oraz test Quenouille’a. Funkcja autokorelacji czastkowej wskazuje
czysty zwiazek pomiedzy obserwacjami. Funkcja autokorelacji czastkowej pozwa-
la, zatem oceni¢ rzad opdznienia procesu p dla modelu autoregresyjnego AR(p)

(2]
Dany jest model autoregresyjny postaci:

Y=o +a,Y ,+a)f +.a)  +¢

Niech ¢, oznacza wspotczynnik autokorelacji czastkowej, czyli:

Y, =¢,Y_+¢,
Y, =0,Y ,+¢,
Y=0,Y 1€,

Hipotezy w tescie Quenouille’a na istotno$¢ wspotczynnika autokorelacji
czastkowej maja postaé:

Hy:¢,, =0
H:p,#0
Sprawdzianem hipotezy jest statystyka t postaci:
¢
=—r— (8)
S(¢,,)

Blad standardowy wspétczynnika autokorelacji czastkowej wynosi:

. 1
S(<0,,,,)=;
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o 2 ) .
Jezeli |(ppp| 2 7;- , to odrzucamy hipotez¢ Hy na korzys¢ hipotezy H;.

" 2 . Lo
Jezeli |(P,,,,| < T , to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hp [2].
n .

2.4.Estymacja parametréw modeli autoregresyjnych

Wsrod metod estymaciji parametréw modeli autoregresyjnych AR wyré6znia
sie: rOwnania Yule'a-Walkera, Klasyczng Metode Najmniejszych Kwadratow,
atakze Metode Najwigkszej Wiarygodnosci. Najczesciej stosowana metoda jest
Klasyczna Metoda Najmniejszych Kwadratow. Estymator wedlug KMNK jest
zgodny 1 asymptotycznie nieobciazony [2].

3.  Badanie autoregresyjnego charakteru procesu liczby strat
operacyjnych

Analiza autoregresyjnej struktury procesu liczby strat operacyjnych prze-
prowadza si¢ w oparciu o szereg czasowy liczby strat, stanowiacy pojedyncza re-
alizacj¢ wyzej wymienionego procesu. Szereg czasowy liczby strat operacyjny jest
szeregiem okreséw. Oznacza to, ze pojedyncza realizacja szeregu czasowy liczby
strat zawiera informacje na temat liczby wystapien strat operacyjnych w calym
okresie przyj¢tym za jednostkg czasu. Jezeli przez x,,x,,,%, 5,...,%,_, oznaczymy

liczbg strat operacyjnych w okresach ¢,t—1,t—2,....,t — p , to model autoregresyj-
‘nyrzedu p AR(p) dla takiego szeregu czasowego zapisa¢ mozna jako:
X = i: ax,_; t§E 9
i=1

gdzie:

x, — liczba strat operacyjnych w okresie ¢

p —rzad autoregresji, czyli maksymalne opoZnienie zmiennej X,

0, - parametr modelu autoregresyjnego

£, - proces resztowy
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Identyfikacje rzedu autoregresji przeprowadza si¢ z wykorzystaniem funkcji
autokorelacji czastkowej. W tym celu wyznacza si¢ wspotczynniki autokorelacji

czastkowej:
X =X T Ey

X, =QpX,_, T &,

X, =@Q,%_,+E,
gdzie:
¢,, — wspotczynnik autokorelacji czastkowej rzedu pp

Wspotczynnik autokorelacji ¢, w odniesieniu do szeregu czasowego liczba

strat operacyjnych wskazuje czysty zwiazek pomig¢dzy iloscia strat operacyjnych
w okresie ¢, a ilo$cia strat w okresie t — p .

Jako ze, modele AR sa modelami stacjonarnymi ustalenie rzedu autoregre-
sji, a takze oszacowanie ocen parametrOw modelu autoregresyjnego przeprowadza
si¢ na szeregach czasowych pozbawionych trendu lub/i sezonowosci. Badanie to
przeprowadza sie zatem na resztach modelu trendu i/lub sezonowosci. Ze wzgledu
na fakt, ze w szeregu czasowym liczby strat operacyjnych za okres ¢ najczgsciej
przyjmuje sie jeden rok rozwazony zostanie w tym miejscu jedynie model trendu,
ktory zapisa¢ mozna w nastgpujacej postaci:

X, =+ ot +u, (10)
j=0
gdzie:

r

Z o jtj - sktadnik trendu

j=0
u, - reszty modelu

Oszacowania funkcji korelacji mozna zaprezentowaé w postaci wykresu.
Przewaznie w pakietach statystycznych wspotczynniki funkcji autokorelaeji czast-
kowej (Partial Autocorrelation Function — PACF) szacowane sg razem ze wspot-
czynnikami funkcji autokorelacji (Autocorrelation Funetion - ACF). Wartosci

wspdtczynnikéw autokorelacji czastkowej @,, przedstawione sa na wykresie PA-
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CF w postaci pionowych stupkow. Poziome linie reprezentujg wartosci krytyczne
okreslone jako:

2
Jn
gdzie:

n - liczebnosé proby

Wartos$¢ wspolczynnika autokorelacji @,, uznaje si¢ za istotna jesli:

T T
+-1,96/T~0,5 ~—

0.5

-05 | i
-1 1 Il 1 £ 1 1 1 3
C 2 4 6 8 10 12 14

opb2nienia
PACF dla zmiennej v2
i ! ' ' ' ! +- 1,96/TA0,5 ——mv
0S

opé2nienia
Wykres 1. Wykres funkcji autokorelacji oraz funkeji autokorelacji czastkowej
Najczesciej stosowana metoda estymacji parametréw modelu autoregresyj-
nego jest Klasyczna Metoda Najmniejszych Kwadratow. Szacowane sa parametry

nastepujacego modelu reszt uzyskanych z modelu trendu szeregu czasowego liczba
strat operacyjnych:
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4
u =3 Bu+¢, (11
i=1
gdzie:
p —rzad autoregresji
B, - parametr modelu reszt
£, - proces resztowy

Parametry modelu autregresyjnego szeregu czasowego liczba strat operacyj-
nych moga by¢ szacowane jednoczesnie z parametrami modelu trendu. W takim
przypadku szacowane sa parametry modelu:

r o
X =0+ ot +) fx . +e, (12)
=0 i=1
gdzie:

%1 _ liczba strat operacyjnych w okresie !

Dat
J=0 - sktadnik trendu

J

2B

i=1 - sktadnik autoregresyjny

gl
- proces resztowy

Za pomoca wyzej okreslonego modelu opisa¢ mozna proces liczby strat ope-
racyjnych. Model opisuje wewnetrzng struktur¢ dynamiczna procesu obejmujaca
sktadowe trendu oraz autoregresji.

Whioski

Wykorzystanie modeli AR do badania wewnetrznej struktury procesu sto-
chastycznego pozwala na identyfikacj¢ autoregresyjnego charakteru procesu. Za-
stosowanie modeli AR umozliwia wykazanie zaleznosci pomiedzy obserwowa-
nymi wartosciami zmiennej w okresie £, a obserwowanymi wartosciami zmiennej
w okresie ¢ — p . Zastosowanie zaprezentowanego podej$cia w odniesieniu do mo-
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delowania liczby strat operacyjnych pozwala na identyfikacj¢ zaleznosci pomigdzy
liczba strat operacyjnych w okresie ¢, a liczba strat operacyjnych w poprzednich
okresach. Wykazanie tcgo typu zalezno$ci oznacza, ze liczba strat operacyjnych
z poprzednich okresow wplywa na ksztaltowanie sig¢ liczby strat operacyjnych
w biezacym okresie. Brak autoregresyjnego charakteru wyzej wymienionego pro-
cesu oznacza¢ bedzie brak zaleznosci pomiedzy liczba strat operacyjnych w obec-
nym okresie, a liczbg strat operacyjnych w poprzednich okresach.
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