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Wprowadzenie

Optymalizacja dyskretna stala sie samodzielng dziedzing badawczg od po-
lowy lat pietdziesigtych dwudziestego wieku. Powstata ona na styku zastoso-
wan praktycznych w dziedzinach takich jak ekonomia, zarzgdzanie, technika
1 wiele innych oraz matematyki ze szczegdlnym uwzglednieniem kombinato-
ryki, teorii graféw i logiki matematycznej. W pewnym uproszczeniu mo-
zna powiedziec, ze podstawowym celem optymalizacji dyskretnej jest wybdr
optymalnego wariantu ze skoficzonego lub przeliczalnego ich zbioru. Opty-
malnos¢ jest rozumiana jako wyznaczenie maksimum lub minimum pewnej
funkcji. Uzyskanie rozwigzania zadania optymalizacji dyskretne] umozliwia
podejmowanie trafnych decyzji w odniesieniu do wielu aspektéw dzialalnosci
ludzkiej. Przykladami kryteriéw optymializacyjnych nioze by¢ maksymaliza-
¢ja zyskéw, minimalizacja kosztéw lub strat 1 wiele innych.

Mozna powiedziet, ze w zaawansowanych zastosowaniach praktycznych
pojawilo sie wiele waznych, zlozonych 1 trudnych do rozwigzania problemdéw
o powyzszym charakterze. Do ich sformalizowania w najbardziej odpowiedni
sposéb bardzo przydatny okazal sie aparat i metodologia matematyki.

W momencie gdy zagadnienie praktyczne zostalo sformalizowane jako
optymalizacyjny problem matematyczny, powstaje potrzeba jego cfektyw-
nego rozwigzania. Oznacza to konieczno$t opracowania algorytmoéw i wy-
konania ich komputerowej implementacji. Niestety, okazalo sie, ze w przy-
padku wielu zadan optymalizacji dyskretnej oraz algorytmdéw opracowanych
do ich rozwigzywania pojawia si¢ zasadnicza trudnos$¢. Dla nawet niezbyt du-
zych przykladéw tych zadan obliczenia numeryczne wymagaja niemozliwego
do zaakceptowania naktadu obliczen, na przykiad iierzonego w stulcciach
pracy obecnych superkomputeréw. Co wiecej, nawet drastyczne zwickszenie
wydajnosci komputeréw nie jest w stanie zasaduniczo poprawié sytuacji. Dla
ustalenia uwagi, 100-krotne przy$pieszenie obliczen zmniejsza naktad obliczen
ze 100 lat do jednego roku, co weigz jest wielkodcig abstrakeyjng, niemozliwg
do zaakceptowania w praktyce obliczeniowej. Efektem tej sytuaci byl rozwaj
teoril 1 praktycznego zastosowania algorytméw przyblizonych, ktérych celem
Jjest wyznaczenie przyblizonego rozwiazania zadaiia o akceptowalnej jakosci,
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przy "niewielkim” nakladzie obliczen.

Praktyczna niemozliwos¢ uzyskania rozwiazah optymaluveh dla licznych
przykladéw zadan optymalizacji dyskretnej spowodowata koniccznosé anali-
zowania nakladu obliczen wymaganego przez algorytmy, dla zadan o okreslo-
nej wielkosci.

W efekcie powstala dziedzina badawcza zwana zlozonoécia obliczeniowa.
Jej podstawowym zadaniem jest analizowanie zadan 1 algorytmoéw optyma-
lizacji dyskretnej z punktu widzenia oceny nakladun obliczen niezbednego do
uzyskania rozwigzania optymalnego jako funkcji rozimiaru, wiclkoécl zada-
nia. Zadania optymalizacji dyskretnej zostaly umownie podzielone na latwe
1 trudne do rozwiazywania.

Nalezy zwrécic uwage na fakt, ze uzyskane w ten sposdb oceny noszy
charakter absolutnej gwarancji, to znaczy, ze sq one prawdziwe dla wszystkich
realizacji danych analizowanego zadania. Analiza taka nosi nazwe analizy
przypadku najgorszego, gdyz oparta jest ouna na najbardziej niekorzystnym
zachowaniu sie zadan i algorytmow optymalizacji dyskretnej.

Praktyka rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretnej wykazala jednak
szybko, ze uzyskane w ten sposdb oceny sa bardzo czgsto nadinicrnie pe-
symistyczne. Oceny uzyskane w oparciu o podejécie przypadku najgorszego
nie charakteryzuja w sposéb wiasciwy przecietnego, Sredniego zachowania sie
zadan 1 algorytméw optymalizacji dyskretnej.

Ta sytuacja spowodowala powstanie dziedziny nazywanej analiz:y przy-
padku éredniego lub inaczej analiza probabilistyczug zadan 1 algorytiméw
optymalizacji dyskretnej. Przeprowadzenie analizy przypadku Sredniego wy-
maga zdefniowania losowego modclu rozwazanego zadania. Uzyskane w efek-
cie przeprowadzenia analizy przypadku Sredniego wyniki odnosza sie tylko do
rozwazanego losowego modelu zadania optymalizacji dyskretnej. Natomiast
ich olbrzymig zalety jest mozliwost uzyskania alternatywnych, w stosunku
do zlozonosci obliczeniowej w przypadku najgorszym, ocen zachowania sig
zadail 1 algorytméw optymalizacji dyskretnej.

Wazna 1 oryginalng wilasciwoscig analizy przypadku $redniego jest mozli-
wos¢ analizowania innych chiarakterystyk zadania niz zlozonosé obliczeniowa.
Dobrym przykiadem jest asymptotyczna ocena zachowania si¢ wartosci roz-
wigzania optymalnego jako funkcji pewnych parametréw zadania. Wyniki
tego typu znacznie poszerzaja wiedze na temat zadan optymalizacji dyskret-
nej i w efekcie umozliwiajg ich rozwigzywanie w znacznie bardziej efektywny
sposdb.

Zasadniczyin celem tej monografii jest wykazanie, na przyktadzie wybra-
nych, waznych zadan optymalizacji dyskretuej, Ze przy zastosowauiu prostego
aparatu rachunku prawdopodobicnistwa mozna uzyska¢ wartosciowe wyniki
analizy przypadku $redniego.
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W celu wilasciwego osadzenia uzyskanych wynikéw w teorii 1 praktyce
optymalizacji dyskretnej pierwsze rozdzialy monografii po$wiecone zostaly
prezentacji wybranych zadan optymalizacji dyskretnej, metod ich rozwigzy-
wania, ztozonoéci obliczeniowej oraz analizy przypadku Sredniego. Nalezy
jednak podkresli¢, ze zamiarem autora byla pogladowa, a nic bardzo szcze-
golowa i wyczerpujaca prezentacja tych zagadnien. Szczegdlowy plan mono-
grafii jest nastepujacy.

W rozdziale 1 zaprezentowano dziedzing optymalizacji dyskretnej ze szcze-
golnym uwzglednieniem programowania catkowitoliczbowego i liniowego, za-
dan binarnych, zadan teorii grafow oraz zadan harmonogramowania.

W rozdziale 2 zostaly przedstawione znane metody rozwigzywania zadan
optymalizacji dyskretnej, takie jak metoda podzialu i oszacowan, progra-
mowanie dynamiczne, algorytmy zachlanne, metody lokalnej poprawy oraz
algorytiy programowania linowego.

W rozdziale 3 rozwazono podejécie przypadku najgorszego do oceny zlo-
zonoscl obliczeniowej zadan i algorytméw optymalizacji dyskretnej. Zdefinio-
wano niezbedne elementy oceny rozmiaru wielkoéci danych zadania i naktadu
obliczeni, wprowadzono klasy ztozonoéci obliczeniowe;j.

Podejécie przypadku Sredniego zastalo przedstawione w rozdziale 4. Szcze-
gblng uwage podwiecono aparatowi probablistycznemu niezbednemu w dal-
szej czedci monografii oraz prezentacji wybranych wynikéw analizy przy-
padku Sredniego znanych z literatury.

W rozdzialach 5 oraz 6 zaprezentowano wielowyiniarowe zadanie zala-
dunku oraz zadanie szeregowania prac z terminami zakonczenia. Na przykla-
dzie tych waznych zadan optymalizacji dyskretnej dokonatio doglebnej ana-
lizy zagadnief bedacych przedmiotem zainteresowania niniejszej monografii,
takich jak metody rozwiazy wania, analiza zlozonosci obliczeniowej oraz ana-
liza przypadku sredniego. Przedstawione zostaly oryginalne wyniki opisujace
asymptotyczne zachowanie si¢ rozwigzan optymalnych jako funkeji parame-
trow zadan w przypadku srednim. Wykazano réwniez, ze proste algorytiny
przyblizone moga by¢ asymptotycznie optymalne w sensie aunalizy przypadku
érednicgo.

Zamiarem autora bylo uzywanie mozliwie najprostszej notacji mateina-
tycznej dla zachowania maksymalnej przejrzystoSci wywodu. W monografii
stosowane sa powszechnie przyjete oznaczenia matematyczite. Dla przykladu:

e {a1,as,...,a,} oznacza zbiér n - elementowy.

e [11,T2,...,2,) oznacza wektor o m skladowych przyjimujacych wartodcd
liczbowe.
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e lim, ., f(z) lub lim,_,, g, 0znacza granice funkcji lub ciaggu liczhowego,
co jednoznacznie wynika z kontekstu.

e {X} oznacza jednoznacznie zdefiniowane zdarzenie, na przykiad © < b,
gdzie x jest zmienng, b pewna stala.

e |a| oznacza warto$¢ bezwzgledng liczby a, natomiast |A} oznacza moc
(liczbe elementéw) zbioru A.

Kolejne oznaczenia sg definiowane w tekécie monografii w miare potrzeb.
W przypadku mozliwoéci wystapienia niejednoznacznosci w trakcie przepro-
wadzania wywoddéw, odpowiednie pojecia sg przytaczane na biezyco.

Oryginalna terminologia opisujgca pojecia i obiekty rozwazanc w mono-
grafii w przytlaczajacej wiekszosci pochodzi z jezyka angielskiego. W niono-
grafii wykorzystywana jest polska terminolagia, ktéra zdaniem autora, z jed-
nej strony wlasciwie oddaje sens oryginalu angielskiego, z drugiej za$ strony
jest dobrze osadzona w jezyku polskim. Poza przypadkami oczywistymi, w
momencie pierwszego zastosowania nowego, specjalistycznego pojecia w na-
wiasach przytoczono jego angielski odpowiediik.

Niniejsza monografia jest efektem wieloletniego zainteresowania autora
tematyky analizy przypadku éredniego wybranych zadan optymalizacji dys-
kretnej. Prace naukows nad tymi zagadnieniami autor prowadzil w Instytucie
Badan Systemowych Polskiej Akademii Nauk kolejno w Zakladzie Progra-
mowania Matematycznego, Pionie Metod Modelowania Matematycznego i
Optymalizacji oraz w Pracowni Metod Obliczeniowych Optymalizacji.

Pragne serdecznie podzigckowat wszystkim kolezankon i kolegom z 1BS
PAN za wieloletnia wspdlprace. Przez caly okres mojej pracy naukowej szcze-
gélne znaczenie miala dla mnie wspéipraca z doc. dr hab. Markiem Libura,
na ktérego pomoc i cenne rady mogten: zawsze liczyc.

Swojej rodzinie skladam wyrazy wdzigcznosci za cierpliwo$t, wyrozuinia-
loé¢ i wsparcie podczas catego okresu mojej pracy naukowej. Szczegdlnie
goraco pragne podzickowaé mojej Zonie i Mamie.



Rozdziatl 1

Optymalizacja dyskretna

1.1 Wprowadzenie

Przedmiotem zainteresowania dziedziny nazywanej optymalizacjq dyskretng
(discrete optimization), patrz Nemhauser 1 Wolsey [110], jest wyznaczenie
wartoéci najwiekszej lub najmniejszej funkeji wielu zmiennych, zwanej funk-
cjq celu, przy istnieniu dwéch rodzajéw ograniczen:

e ograniczen réwnoéciowych badz nieréwnosciowych;

e ograniczef wymuszajacych przyjecie przez wszystkie lub cze$é¢ zmien-
nych wartoéci catkowitych.

Inna definicja zaklada, patrz Grotschel i Lovdsz [62], ze celem optymaliza-
cji dyskretnej jest wyznaczenie maksimum badz minimum globalnego funkeji
celu na skonczonymn lub przeliczalnym zbiorze rozwigzan dopuszczalnych.

Nalezy zauwazy¢, ze definicje te nie sg sobie tozsame, gdyz mozliwe jest
konstruowanie bardzo szczegdlnych kontrprzyktadéw. Jednak praktycznie
wszystkie znane zadania optymalizacji dyskretnej sa zgodne z obydwiema
powyzszymi definicjami.

Ogodlnie mozna stwierdzi¢, ze brak jest jednej, uniwersalnej 1 wylacziej
definicji dziedziny badawczej zwanej optymalizacjg dyskretig, patrz réwniez
Papadimitriou i Steiglitz {111] oraz Parker i Riardin [112]. Znacznie wigk-
sza zgodno$t panuje przy kwalifikowaniu konkretnych zadan do dziedziny
optymalizacji dyskretnej. Wiele klasycznych zadai optymalizacji dyskretnej
zostanie przedstawionych w dalszej czesci tego rozdziatu.

Praktycznie zamiennie do nazwy optymalizacja dyskretna moga by¢ row-
niez stosowane w literaturze okreélenia: oplymalizacja kombinatoryczna Iub

13
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optymalizacja calkowitoliczbowa (combinatorial optimization, integer optimi-
zation). W dalszej czesci niniejszej monografii bedzie stosowane okreélenie
optymalizacja dyskretna.

Z uwagi na uniwersalno$¢ swojego sfornutowania optymalizacja dyskretna
obejmuje znaczng liczbe zadan waznych dla bardzo réznycl obszardw teorii
i praktyki. Z punktu widzenia matematyki optymalizacja dyskretna ma $ci-
sle powigzania miedzy innymi z kombinatoryka, teorig graféw oraz logika.
Historia optymalizacji dyskretnej jako samodzielnej dziedziny badawczej li-
czy okolo 40 lat 1 w swoich poczatkach zwigzana byla z zagadnieniami eko-
nomicznymi, takimi jak planowanie i zarzgdzanie operacjami, efelitywnym
wykorzystaniem zasobéw itp. Nastepnie pojawily si¢ zastosowania bardzic]
techniczne, takie jak zadania szeregowania prac wykonywanych na maszy-
nach, harmonogramowanie proceséw produkcji, projektowanie automatvcez-
nych proceséw wytwarzania i wiele innych.

Obecnie zadania optymalizacji dyskretnej wystepuja w bardzo wielu dzie-
dzinach ludzkiej dziatalnoci takich jak na przyklad: alokacja kapitalu (capi-
tal budgeting), wybdr portfela inwestycji (portfolio selection), projektowanie
kampanii rynkowych, planowanie inwestycji i lokalizacja obiektéw, okresla-
nie okregéw wyborczych, zagadnienia genetyczne, klasyfikacja roslin i zwie-
rzat, projektowanie ukladéw sieci komunikacyjuycli, pozycjonowanic sate-
litéw, projektowanie i produkcja ukladéw VLSI oraz plytek drukowanych
w elektronice, optymalizacja ladunkéw i planowanic transportu, lLiarmono-
gramowanie rozkladow jazdy autobuséw, pociggdéw oraz lotéw samolotdw,
przydzial pracownikéw do pracy (kierowcy autobuséw, zalogi saimolotéw, po-
ciagdw, itp), konstruowanie niemozliwych do ziamania kodéw w kryptografii
i wicle, wiele innych. Lista zastosowail wydaje si¢ nicograniczona, nawet
w dziedzinach takich jak sport, archeologia lub psychologia optymalizacja
dyskretna jest stosowana w celu uzyskania odpowiedzi na wazne pytauia.

Istnieja rézne podejscia do prezentacji dziedziny optymalizacji dyskret-
nej. Jednym z mozliwych podejéé jest opis zadan i ich wiasciwoscl. Dla
zastosowan praktycznych bardzo waznym zagaduienicin moze by¢ hudowa i
analiza metod rozwigzywania zadan optymalizacji dyskreticj.

W dalszej czesci tego rozdziatu zostanie dokonany przeglad wybranych
zadan optymalizacji dyskretnej. Natomiast w rozdziale 2 zaprezentowane
zostang niektére metody stuzace do ich rozwigzywania.

Dla praktycznego rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretuej szcze-
gélnie istotna jest ztozonost zadan i algorytmoéw optymalizacji dyskretuej.
W rozdziale 3 zostanie ona omoéwiona z punktu widzenia tak zwanego przy-
padku najgorszego, natomiast w rozdziale 4 w oparciu o podejécie tak zwa-
nego przypadku éredniego.
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1.2 Programowanie catkowitoliczbowe

Tak jak w przypadku wiekszosci prac podwieconych tematyce optymalizacji
dyskretnej, zgodnie z pierwszg z przytoczonych powyzej definicji dziedziny
optymalizacji dyskretnej, przyjmujemy, ze funkcje celu jak réwniez ograni-
czenia sg reprezentowane jako funkcje liniowe. Biorac pod uwage fakt, ze
kazde ograniczenie réwnosciowe moze by¢ przedstawiotie jako dwa ogranicze-
nia nieréwno$ciowe, istnieje mozliwosé rozwazania zadan posiadajacych wy-
lacznie ograniczenia nieréwnoSciowe. Jest réwnicz doé¢ powszechnie przyjeta
praktyka rozwazanie tylko nieujemnych wartodci zmiennych. Przy przyjecin
powyzszych zalozenn mozemy sformulowaé zadanie liniowego mieszanego pro-
gramowania catkowitoliczbowego (mized integer programming) z kryterium
maksymalizacji funkeji celu w ponizszej postaci:

Zopr(n) = max Z Ci Ty + Z hy -

1_1

przy ograniczeniach Zaﬂ T; + Zgﬂ w<b; j=1.,m, (1-1)

=1

edzie w1y, > 0, z; - calkowite, i =1,...,n, [ =1,....p.

W dalszych rozwazaniach przyjmujemy zalozenie, ze wspélczynniki zadania
liniowego mieszanego programowania calkowitoliczbowego (1,1), to zna(:zy
ci, hy,aji, g1 oraz by sg liczbami wymiernymi, gdzie 7 =1,...,n, =1,
j=1...,m. Kazdy zbidr wspolezynnikéw zadaia o ustalonych wartosc 1ach
hczbowych bedziemy nazywact realizacjq danych zadania. Zauwaziny, ze takie
sformulowanie zadania w mozliwie najmniejszym stopniu ogranicza ogélnosé
rozwazan. Zadanie z kryterium minimalizacji jest tozsame z zadaniem ma-
ksymalizacji tej samej funkeji celu z przeciwnymi znakami, to znaczy, ze ¢;, /iy
sa zastgpione przez —c;, —h;. Kazde ograniczenie réwnosdciowe

n

P
Zaj'i -z + Zg]-.l Sy = b]'*

i=1 =1

noze zosta zastgpione przez dwa ograniczenia nierédwnoéciowe o nastepu-
Jacej postaci

AN
o

Z S+ Z!]]’I v
Z Qg - T4 + Z_(]j”l S Y
i=1 1=1

bj”

IA
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gdzie aj; = —aju; = a4, gju = —g;m = gy oraz by = —bj» = b;.. Niech
X ={[z1,...,2,) : z; > 0,z; — catkowite} oraz ¥ = {[v1,...,yp] : 41 > O}.

Zbior wszystkich wektoréw [z,y], gdzie z € X, y € Y, spelniajacych ogra-
niczenia zadania liniowego mieszanego programowania catkowitoliczbowego
(1.1):

n P
S = {[:v,y] : Zaﬁ-zi—{—Zgﬂ'yl < b; dla wszystkich j = 1,...,771},

i=1 =1

bedziemy nazywaé zbiorem rozwigzah dopuszezalnych zadania (1.1). Nato-
miast kazdy wektor o postaci [z, y] spelniajacy ograniczenia zadania (1.1), to
znaczy [z,y] € S, bedziemy nazywaé rozwigzaniem dopuszczalnym zadania
(1.1). Zmienne z;, y; bedziemy nazywac zmiennymi decyzyjnymi, ponadto
z;, 1 = 1,...,n bedziemy nazywal zmiennymi catkowitoliczbowymi, a y,
L=1,...,p z2miennymi cigglymi. Konkretng realizacje danych zadania linio-
wego mieszanego programowania catkowitoliczbowego (1.1) bedziemy uwazaé
za dopuszczalng, jezeli S # ). Funkcje

n 4
zopr(n) = max {Z ci- T+ th : yz}
=1 =1

bedziemy nazywaé funkcjq celu zadania liniowego mieszanego progranmowania
catkowitoliczbowego (1.1). Rozwigzanie dopuszczalne [z*,y*], dla ktérego
funkcja celu przyjmuje najwigksza z mozliwych wartosci, to znaczy

n P n P
Zci -z +2h1 Syl > Zci -z + Zh, -y, dla kazdego [z,y] € S
i=1 =1 i1 1=1

bedziemy nazywaé rozwigzaniem optymalnym zadania liniowego mieszancgo
programowania catkowitoliczbowego (1.1).

Moze istnie¢ taki przypadek zadania liniowego mieszanego programowa-
nia catkowitoliczbowego (1.1), ktéry ma rozwigzania dopuszczalne ale nie
posiada rozwigzania optymalnego. Bedziemy moéwit, ze realizacja zadauia
liniowego mieszanego programowania catkowitoliczbowego (1.1) jest nicogra-
niczona, jezeli dla dowolnej stalej rzeczywistej 6 istnieje [z, y] € S taki, ze

T

Zci~aji+zp:m'y1>5,

i=1 =1

W przypadku zadan nieograniczoirych bedziemy pisaé zopr(n) = co.
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W przypadku wspélezynnikéw zadania bedgcych liczbami wymiernymi,
kazda dopuszczalna realizacja danych zadania liniowego mieszanego progra-
mowania catkowitoliczbowego (1.1) albo ma rozwigzanie optymalne, albo jest
nieograniczona.

Jezeli w realizacji danych zadania wystapily wspdlczynniki o wartosciach
niewymiernych, to istnieje mozliwo$¢t wystgpicnia przypadku, ze zadne z roz-
wigzan dopuszczalnych zadania nie moze osiagnaé najmniejszej wartoéci osza-
cowania od géry rozwigzania optymalnego. Oznacza to, Zze zadanie ma roz-
wiazania dopuszczalne, nie jest réwniez niegraniczone, ale réwnocze$nie nie
istnieje rozwigzanie optymalne dla pewnych realizacji danych zadania (1.1),
patrz Nemhauser i Wolsey [110].

Aby rozwiazaé realizacje danych zadania liniowego mieszanego programo-
wania calkowitoliczbowego (1.1) nalezy wiec albo wyznaczyé jej rozwigzanie
optymalne albo wykaza¢ niedopuszczalnoéc lub niegraniczonos$t danej reali-
zacji zadania.

Zadanie linjowego mieszanego programowania calkowitoliczbowego (1.1)
zawiera w swoim opisie dwie bardzo wazne klasy zadan: zadanie programowa-
nia catkowitoliczbowego 1 zadanie programowania liniowego, patrz Zorychta
i Ogryczak [151].

Zadanie programowania cathowitoliczbowego przyjmuje postac:

s

zopr(n) =max > ¢ - x;

=1

n
. . . 2
przy ograniczeniach > aj;-z; <bj; j=1,..,m, (1.2)

=1
gdzie z; > 0, z; - catkowite, i = 1,...,n.

Zadanic programowania catkowitoliczbowego moze byt interpretowane jako
szezegdélna postaé zadania liniowego mieszanego programowania calkowito-
liczbowego (1.1) bez zmiennych cigglych.

Zadanic programowania linowego mozha zapisaé w postaci:

p
zopr(n) =max > h -y
=1

‘ 2 o (1.3)
przy ograniczeniach > g -y <b;; j=1,...m
=1

gdzie 4y >0, I=1,..,p.

Zadanie programowaliia liniowego 1moze by¢ rozwazane jako szczegélua postaé
zaclania linlowego mieszancgo programowania calkowitoliczbowego (1.1) bez
ziicnnych catkowitoliczbowych.

Ogohiie mozna powiedziet, ze wystapicnic zniennych calkowitoliczbo-
wych w sformulowaniu zadania zwigzane jest z dokonaniem wyboru spoéréd
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policzalnych i niepodzielnych obiektéw, natomiast zmienne ciggle reprezen-
tuja takie zasoby, ktdére sa mierzalne, ale nie muszg, badZ nie mogy, byc
rozpatrywane jako podzielne, skwantowane. Do grupy obiektdw policzalnych
mozna na przyktad zaliczy¢ osoby, pracownikéw, zwierzeta, maszyny, samo-
chody, samoloty, ogdlniej rzecz ujmujac sa to obiekty ze swojej natury przeli-
czalne, a wiec ich liczba jest wyrazana w liczbach calkowitych. Natomiast do
grupy obiektéw mierzalnych zalicza sie zasoby typu waga, roziniar, objetoSé,
czas i inne, ktére sg mierzone w liczbach wymiernych, a nie koniecznie w
liczbach catkowitych.

Na przyklad zespdt ludzki (instytucja, druzyna sportowa lub jednostka
wojskowa) jest w wigkszo§ci przypadkéw charakteryzowany przez swoja li-
czebnoét, a nie wage lub objetosé. Natomiast transport pszenicy lub zuzlu
jest na ogdl oceniany przez swoja wage lub objetos¢, a nie, na przyklad,
przez liczbe ziaren czy grudek. Oczywiscie podzialy te sa do pewnego stopnia
umowne i czesto przy przydziale pracownikéw do zaclan stosuje sie " podziat”
typu 0.7 1 0.3, za$ wage, rozmiar lub czas mozna mierzy¢ z zaokrygleniemn do
pewnych niezbyt duzych jednostek takich jak na przyklad gramy, milimetry
badZ sekundy i wtedy wyniki pomiaréw bedg zawsze liczbami calkowitymi.
Tak wiec przy modelowaniu zagadnien zawsze nalezy kierowaé si¢ zdrowyin
rozsadkiem i posiadang wiedza o "rzeczywistym”, istotnym charakterze mo-
delowanych obiektéw lub zjawisk.

W ogélnym przypadku nalezy stwierdzi¢, ze zgoduie z definicja zadanic
programowania liniowego nie nalezy do zadan optymalizacji dyskretuej, gdyz
nie wystepuje w jego definicji warunek calkowitoliczhowosci zimieiiych, a
zbidr rozwigzan dopuszezalnych jest przeliczaluy tylko w bardzo szezegdlnych
przypadkach. Natomiast bardzo wiele fundamentalnych zadani optymalizacii
dyskretnej moze zosta¢, w mniej lub bardziej naturalny sposéb, sprowadzo-
nych do zadan programowania liniowego. Dlatcgo mozliwodé efektywnego
rozwigzywania zadan progranmowania liniowego (1.3) jest bardzo wazna dla
teorii i praktyki optymalizacji dyskretnej. Zagadnienia te zostang omodwione
w rozdziale 2.

Jak juz wspommniano, nic istnieje uniwersalna i jednolita definicja opty-
malizacji dyskretnej, ale istotna czest zadan powszechnie zaliczanych do te]
dziedziny moze zostac¢ zapisana w postaci zadania binarnego, zdefiniowancgo
na zbiorach skonczonych i ich podzbiorach.

Ponizej zostanic przedstawiona jedna z mozliwycly, ogélnych definicji za-
dania optymalizacji dyskretnej. Niech

Q={L2...,9-1,q}, c=lc1,... ¢4, z(F) =Zci, FeF, (1.4)
i€F

gdzie () jest skonczonym zbiorem kolejuych liczb calkowitych (indekséw},
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skladowe wektora ¢ = [cy,...,¢,] sa pewnymi liczbami wymiernymi, F jest
podzbiorem zbioru @, F' C (), oraz F jest pewnym zbiorem podzbioréw
zbioru Q.

Zadanie optymalizacii dyskretnej moze zostaé zdefiniowane w postaci:

zopr(q) = max 2(F) (1.5)

1.3 Zadania binarne

W wiclu praktycznych zagadnieniach zmienne calkowitoliczbowe sy wyko-
rzystywane do przedstawienia zaleznosci logicznych (wyboru alternatywnego:
tak lub nie) 1 w zwigzku z tym przyjmowane przez nie wartosci sa ograniczone
tylko do dwéch wartosci: 0 lub 1. Taki szczegdlny przypadek zmiennych cal-
kowitoliczbowych nazywamy zmiennymi binarnymi.

Waznym zastosowaniem zadan sformulowanych z wykorzystaniem zmien-
nych binarnych jest model sytuacji rzeczywistej, gdzie wystepuje wybdr uwa-
runkowany wystgpieniem lub niewystapieniem pewnego zjawiska, podjecie
decyzji na tak lub na nie.

Dla modelowania takiego wyboru mozna uzy¢ zmiennej binarnej x, gdzie

. 1 jezeli zjawisko wystgpi, decyzja na tak
| 0 jezeli zjawisko nie wystapi, decyzja na nie.

Zjawisko lub decyzja mogg by¢ dowolnej natury, w zaleznosci od modelowa-
nego obiektu lub zdarzenia.

Zadania programowania catkowitoliczbowego w postaci (1.2), w ktorych
warunek x; - calkowitoliczbowe zostal zastapiony warunkiem z;= 0 lub 1,
1= 1,...,n, sg czesto nazywane zadaniami programowania binarnego. W
ogdlnym przypadku w stosunku do zadan optymalizacji dyskretnej, do sfor-
mulowania ktérych mozna zastosowaé tylko zmienne binarne, bedziemy sto-
sowali nazwe zadania binarne.

W bardzo wiclu przypadkach mozliwe jest zastapienie zadan calkowito-
liczbowych przez binarne. Wynika to z faktu, ze zmienne catkowitoliczbhowe
y 1mogg zostat zastgpione przez pewng liczbe ziniennych binarnych. Istnieje
Jjednoznaczny zapis kazdej liczby calkowitej y z wykorzystaniem liczb binar-
nych w nastepujacej postaci:

k
Yy = 2;- 2 gdzie 2; = 0 lub 1, &k <log,y < k + 1.
i=0
Zauwazmy, ze taka transformacja oznacza zwiekszenie rozmiaru zadania, ale
z drugiej strony moze okazat si¢ korzystna w procesic jego rozwigzywania.
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W dalszej czesdci tego podrozdziatlu przedstawinyy szereg przykladow za-
dan binarnych bedgcych klasycznymi zadaniami optymalizacji dyskretne].

Binarne zadanie zaladunku

Binarne zadanie zatadunku jest szczegdlna postaciy zadania programowania
binarnego lub ogélniej calkowitoliczbowego (1.2) i moze by¢ sformulowane w
nastepujacej postaci:

zopr(n) = max {Z Ci Ty Zaﬁ cz; <bj(n), z; =01ub 1, j =1, ...,m}
i=1

i=]

Od ogolnego sformutowania zadania (1.2) zadanie zaladunku rézni wy-
még nieujemnosci wspdlezynnikéw zadania, ¢;,a;,b; > 0, oraz binarnosci
zmiennych decyzyjnych, z; = 0 lub 1. Dla m = 1 klasyczne jednowymiarowe
zadanie zatadunku przyjmuje ponizsza postal:

zopr(n) = max {Z Ci+ Ti: Zai ~x; < b(n), x; =0 lub 1} ) (1.6)
i=1

i=1

Dla m > 2 otrzymujemy wielowymiarowe zadania zatadunku. Zadaniom
zaladunku po$wiecono w niniejszej monografii szczegdlng uwage, patrz roz-
dziaty 5 i 6. Na ich przykladzie dokonano szczegétowe] analizy zagadnich
bedacych obiektem zainteresowania niniejszej monografii.

Zadania przydziatu i skojarzenia

Innym dobrze znanym zadaniem optymalizacji dyskretnej jest zadanie przy-
dzialu oséb do prac. Zalézmy, ze mamy n oséb i m prac, gdzie n > m. Kazda
z prac musi by¢ wykonana przez dokladnie jedng osobe, kazda z oséb moze
wykonat co najwyzej jedng z prac. Koszt wykonania przez osobe j pracy ¢
wynosi ¢;;. Aby sformulowaé zadanie optymalizacji dyskretnej zwanc zada-
niem przydziatu (assigment problem) nalezy wprowadzi¢ zimienng decyzyjng
Tyt =1,...,m,j = 1,...,n, ktéra przyjmuje wartos¢ 1, kiedy osoba j wy-
konuje prace ¢ oraz 0 w przypadku przeciwnym. Zadanie przydzialu moze
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zostaé sformutowane w ponizszej postaci:

m n
ZOPT(n) = min Z Z Cij - Tyj
i=1 j=1

przy ograniczeniach > z; =1, dlai=1,...,m
j=1
inj < 1, dlaj: 1,...,n
i=1

gdzie z;; =0lubl,2=1,...,m,j=1,...,n,

7 uwagi na fakt, ze prace i musi wykonaé doktadnie jedna osoba mamy

m ograniczen o postaci ) 7 zi; = 1 dla wszystkich i = 1,..., m. Poniewaz
kazda z oséb moze wykonaé co najwyzej jedng z prac, mamy dodatkowo n
ograniczen o postaci y .-, z;; < 1 dla wszystkich j = 1,...,n. Funkcja

celu zadania przyjmuje postac miny .-, Z;.;l Cij - Tij, CO oznacza, ze celem
zadania optymalizacyjnego jest dokonanie takiego przydzialu oséb do prac,
aby zminimalizowat koszty wykonania m prac. Ponadto, spelnienie z;; = 0
dla wszystkich i = 1, ..., m oznacza, ze osobie 7, 1 < j < n, nie przydzielouo
zadnej pracy do wykonania.

W zadaniu przydziatu mamy zbiér n 4+ m elementéw podzielony na roz-
taczne zbiory oséb i prac. Istnieje wiele sytuacii, w ktérych taki podziat jest
niemozliwy. Przypuétmy, ze mamy 2n pracownikéw oraz n dwuosobowych
pomieszczen. Oceniamy, ze wspélna praca w jednym pokoju pracownika ¢
oraz j przynosi korzys¢ ¢;;, 1,7 = 1,...,2n, @ # j, (korzysc ta moze byt oce-
niona poprzez potrzebe i zdolnoéé¢ do wspélpracy, wzajemns sympatie itp.),
przy czym z;; = 1, jeéli pracownicy ci sa przydzieleni do tego samego pomie-
szczenia oraz x;; = 0 w przeciwnym przypadku. Celem zadania doskonatego
skojarzenia (perfect matching) jest dokonanie takiego przydziatu pracowni-
kéw do pormnieszczen, aby laczna korzy$é byla maksymalna. Odpowiednie
zadanie optymalizacji dyskretnej mozna sfomutowaé w nastepujacej postaci

2n—1 2n

Zp[\{(’n) = max Z Z Cij * Tyj
i=1 j=it+l
przy ograniczeniach Yz + >z =1; 1=1,...,2n (1.7)
k<i J>i

gdzie z; =0lubl,i#j, 23 =0, ¢,j=1,...,2n

Ty
7 : 3 4 : 3 N [ S — ~ e 7
Wystapienie ograniczenia o postaci ), ;s + ZP“LU = 1 oznacza, ze
wszyscy pracownicy zostang polaczeni w pary i przydzieleni do pomieszczen.

Natomiast, jeSli naszym celem jest wyodrebnienie takich par pracowni-
kéw, ktérych wspdlna praca moze przynies¢ maksymalng taczng korzyse, ale
bez zalozenia, ze kazdemu z pracownikéw przydzielimy partnera, to wtedy
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mamy do czynienia z zadaniem skojarzenia (matching). Wtedy ogranicze-
nia w zadaniu (1.7) przyjimujg postat D ;i + )., Ty < 1 co oznacza,
ze cze$t pracownikéw moze nie zostad uwzgledniona w przydziale partneréw
do pomieszczen. Odpowiednie zadanie optymalizacji dyskretnej przyjmuje
ponizsza postal

2n—1 2n
za(n) =max Y. > ¢y Ty
i=1 j=it1
przy ograniczeniach >z + > ;<1 i=1,...,2n (1.8)
k< J>i

gdzie zy;=0lub1l,e#j, 24z =0, 4,7=1,...,2n
Zauwaznly, ze rozwigzania optymalne obu zadan spelniaja ponizszy zaleznose
zppr(n) < zara(n).

Zaleznosé powyzsza wynika wprost z faktu, ze kazde rozwigzanie dopusz-
czalne zadania skojarzenia doskonatego (1.7) jest rozwigzaniem dopuszczal-
nym zadania skojarzenia (1.8}, ale nie odwrotnie. Funkcje cclu powyzszych
zadan maja kryteria maksymalizacyjne. Mozc istnie¢ rozwigzanie dopusz-
czalne zadania skojrzenia (1.8) nie bedace rozwigzaniem dopuszczalnyim za-
dania doskonalego skojarzenia (1.7), o wartosci funkeji celu wigkszej od war-
tosci rozwigzania optymalnego zpj; (n) zadania doskonatego skojarzenia (1.7).

Zauwazmy, ze kazde z powyzszych zadan binarnych jest zgodne z ogdlng
definicjg zadania optymalizacji dyskretnej (1.5). Na przyklad dla zadan za-
tadunku @ = {1,...,n} oraz

F e F wtedy i tylko wtedy, kiedy Z_GF a; <bj, j=1,...,m

gdzie m = 1 w przypadku klasycznego zadania zaladunku lub m > 2 w
przypadku wielowymiarowego zadania zaladuulku.

Dla zadania przydzialu wygodniej jest rozwazy¢ odmicuna niz w (1.4)
postaé zbioru Q:

Q={ij:i=1,....m, g=1,...,n},z(I") = ZCU’
ijeF
F e F wtedy 1 tylko wtedy, kiedy
|FN{il,...,in}| =1 dla wszystkich i =1,...,m

oraz
|[FN{lj,...,mj} <1 dlawszystkich j =1,...,n,

gdzie | A| oznacza liczbe elementéw (moc) zbioru A.
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Natomiast dla zadan skojarzenia

Q={y:t=1,...,n,j=1,...,n,i# j}
F e F wtedy i tylko wtedy, kiedy
[FO{1ld,...,(i—1),i(i +1),...,in} =1 dla wszystkich i = 1,...,n
w przypadku zadania doskonalego skojarzenia lub
VP {li,...,(i=1)iii+1),....in}| <1

w przypadku zadania skojarzenia.

Zadania pokrycia, pakowania i rozbicia zbioréw
Przyjety w (1.4) sposéb zdefiniowania zbioru F pozwala opisaé wazne klasy
zadah optymalizacji dyskretnej znane jako problemy: pokrycia zbioru, pako-
wania zbioru 1 rozbicia zbioru ( set-covering, set-packing oraz set-partitioning).
Niech N = {1,...,n} bedzie zbiorem skonczonym, Q@ = {1,...,¢} i niech
{N;: N; C N, j € @} bedzie zbiorem podzbioréw N. Dla przykladu zbicr
ten moze zawiera¢ wszystkie podzbiory N o mocy &, gdzie & < n. Bedziemy
mowic, ze
F C @ jest pokryciem N jezeli Ujep N; = N.

W przypadku przedstawienia zadania pokrycia zbioru jako zadania opty-

malizacji dyskretnej w sformulowaniu (1.5), otrzymamy

F ={F: F jest pokryciem N}.
Bedziemy méwic, ze

F C @ jest pakowaniem zbioru N jezeli N; N Ny = ()
dla wszystkich j k€ F. 7 # k.

W przypadku przedstawienia zadania pakowania zbioru jako zadania opty-
malizacji dyskretnej w sformutowaniu (1.5), mamy

F ={F : F jest pakowaniem N}.

Natomiast, jesli F C @ jest réwnoczeénic pokryciem i pakowaniem zbioru
N, to wtedy bedziemy méwili, ze F jest rozbiciem N. Zadanie optymalizacji
dyskretnej w sformutowaniu (1.5) przyjmuje postac:

F = {F : F jest rozbiciem N}. (1.9)
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Aby sformulowaé odpowiednie zadania optymalizacyjne nalezy zdefinio-
wal wartosci wspélezynnikéw funkeji celu ¢; wykorzystane do zapisania fun-
keji celu w postaci z(F) = 3. ¢; w definicji zadania binarnego (1.4) 1 (1.5).
W przypadku zadania pokrycia, c; jest kosztemn przypisanym N; i w zadaniu
optymalizacyjnym poszukujemy pokrycia o minimalnym koszcie facznym. W
przypadku zadania pakowania, ¢; jest wagg lub wartoscig IV, za$ celem zada-
nia optymalizacyjnego jest wyznaczenie pakowania zbioru N o maksyinalnej
wadze lub wartosci.

Jezeli kazdemu elementowi ¢ zbioru N = {1, ..., n} przypisana jest pewna
waga z; , «; > 0,1 = 1,...,n, to wtedy jednym z mozliwych sposobdw
zdefiniowania ¢; moze by¢ ponizszy wzor:

iEN.

W przypadku zadania rozbicia odpowiadajgce mu zadania optymaliza-
cyjne majg nieco odmienng postaé niz (1.5). W wiclu zastosowaniach prak-
tycznych sprawg o zasadniczym znaczeniu jest, aby zbiér N byl rozbity na
dokladnie m podzbioréw (blokéw), m > 2. W przyjetej w monografii notacji
oznacza to przyjecie dodatkowego ograniczenia na moc kazdego z rozwigzan
dopuszczalnych zadania F, w zwigzku z czym definicja (1.9) przyjmic postac

F ={F : F jest rozbiciem1 N oraz |F|=m}, (1.11)

gdzie |F'| oznacza moc (liczbe elementéw) zbioru F. Réwniez postaé funkeji
celu zadan optymalizacyjnych zwigzanych z zadaniem rozbicia zbioru jest
odmienna niz w ogdlnym sformutowaniu (1.5).

Zadanie rozbicia (partioning problem) ma ponizsza postaé:

zopr(n,m) = 1};161% {1}153( ¢ — 1}}2}1?1 Ck} . (1.12)
Celem tak sformulowanego zadania optymalizacyjnego jest dokonanic roz-
bicia zbioru N = {1,...,n} na m podzbioréw tak, aby wagl lub warto-
§ci kazdego z nich ¢;, patrz (1.10), mozliwie najmmiej réznily si¢ miedzy
soba. Zastosowanie praktyczne mwoze dotyczy¢ sytuacii, kiedy many grupe
m oséb, na przyklad spadkobiercéw oraz n obiektéw kazdy o wartoda x;,
i =1,...,
lem zadania (1.12) jest dokonanie takiego przypisania obicktéw do osob aby

n, stanowigcych mienic podlegajace procedurze spadkowej. Ce-

podzial mienia pomiedzy spadkobiorcéw byl mozliwie najbardziej sprawie-
dliwy w scnsie lgcznej wartoéci obiektéw przyznanych kazdej osobic.
Inny przylkiad stanowi zadanic rozbicia zbioru (set partioning problem):

zopr(n,m) = min {nmx C,]} . (1.13)

FeF | jer”
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Jako potencjalne zastosowanie praktyczne rozwazmy nastepujgce zadanie.
Mamy zbiér prac N = {1,...,n} oraz m identycznych, pracujacych réw-
nolegle maszyn. Wykonanie kazdej z prac na dowolnej z maszyn wymaga
czasu z;, ¢ = 1,...,n, gdzie ¢; jest opisane przez (1.10). Celem zadania
optymalizacyjnego jest dokonanie takiego przydzialu prac do maszyn, aby
zminimalizowaé catkowity czas procesu produkcyjnego (makespan, czas naj-
dhuzej pracujacej maszyny).

Zadania {1.12) oraz (1.13) sg do siebie bardzo zblizone. W szczegdlnyni
przypadku, kiedy, m = 2 sy one sobie tozsaine w sensie postaci rozwigza
optyimalnych.

Innym bardzo waznym zadaniem o zblizonyim charvakterze jest zadanie
pakowania zasobnikéw (bin packing problem). Mamy zbiér n obicktéw N =
{1,...,n}, kazdy o rozmiarze z;, 0 < 2; < ¢, ¢ = 1,...,n, oraz nieogra-
niczony zbiér zasobnikéw, kazdy o pojemmnodci ¢, gdzie ¢ jest staly. Zada-
nie optymalizacyjne polega na dokonaniu takiego zapakowania obiektéw do
zasobnikéw, aby laczna liczba wykorzystanycli zasobnikéw byla minimalna.
Zbidr F - rozwigzan dopuszczalnych zadania pakowania zasobnikéw mozna
zapisaé w ponizszej modyfikacji zadania rozbicia zbioru (1.9), gdzie ¢; jest
opisane przez (1.10):

F = {F: F jest rozbiciem N oraz ¢; < ¢ dla wszystkich j € F'}.

Zadanie optymalizacyjne mozna sformulowaé w ponizszej postact, odmicnnej
od ogdlnego sformulowania (1.5):

zopr(n) =ni . 1.14
opr(n) = min [ F] (1.14)

Zadauie pakowania zasobnikéw posiada wiele waznych zastosowan praltycz-
nych. Materialy takie jak tkaniny, przewody elcktryczne, rury i wiele unych
sy na ogdl dostarczane w standardowych opakowaniach o pewnym rozmiarze.
W procesach produkeyjnych sq czesto potrzebne odeinki wyzej wymienionych
materialéw o zadanej dlugoéci. Niech ¢ oznacza rozmiar, na przyklad dlugost
materialu, a z; potrzebne odcinki materialu. Rozwinzaiie zadania pakowa-
nia zasobnikéw (1.14) pozwala optymalnic wykorzystywaé material, minima-
lizujae straty. Jezeli pojecic material w powyzszych rozwazaniach zastapiniy
pojeciem zasoby, to lista potencjalnych zastosowan zadania moze sie znacznie
zwickszy¢. Na przyklad niech zasobem bedzie waga. Niech ¢ oznacza ma-
ksyinalne obcigzenie kazdej z jednakowych cigzardwek. zad @ wage kazdego
z n ladunkéw do przewiezicnia. Rozwiazujac zadanie (1.14) minimalizujenry
liczhe ciezardwek niezbednych do przewiezicuia wszystkicli ladunkéw. Niech
zasobem bedzie czas oraz niech ¢ oznacza czas {rwania przerwy na reklainy
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w radiu lub telewizji, x; czas trwania kazdej z reklam. Rozwigzanie zada-
nia (1.14) pozwala w tym przypadku optymaliie wykorzystat¢ przerwy na
reklame przy planowaniu programu.

Zadania pakowania, pokrycia i rozbicia mogg by¢ z latwoscia przedsta-
wione w postaci zadan programowania binarnego. Przyjmujac dla wszystkich
€N, N;,7€Q, FCQ:

Lo UesliieN; 1 jeslijeF
GTVL0 jesliig N; YT 0 jeslije F o

F bedzie dla zbioru N:

q
pokryciem, jezeli : Z a;; - y; > 1 dla wszystkich i =1,...,n;
J=1
q
pakowaniem, jezeli Z a;j - y; < 1 dla wszystkich ¢ =1,....n;
j=1
q

rozbiciem, jezeli : Z a;; - y; = 1 dla wszystkiche=1,. ..
7=1

Na przykiad zadanie pakowania zbioru jest szczegélnym przypadkiem zadania
programowania binarnego w postaci:

g g
zopr(n) = max{ch T Zai]- y; <L, yy=0lub 1, i= 1,..‘,7;},
j=1

J=1

gdzie dodatkowo a;; =0lub 1l,¢=1,...,n, 7 =1,...,¢ Zauwazmy takzc, ze
zadanie przydziatu z n pracami oraz n osobami jest zadaniem rozbicia zbioru,
wktérym N = {1,...,n,n+1,...2n} oraz N;, [N;| =2, dlaj = 1,... n?
sg dwuelementowymi podzbiorami /N, kazdy N; sklada si¢ z jednej pracy i
jednej osoby.

Wiele praktycznych zagadnien moze zosta¢ przedstawionych w postaci
zadan pokrycia zbioru. Jako typowy przyklad moze stuzyé zadanie lokali-
zacyjne. Zalézmy, ze dany jest zbior N = {1,...,n} potencjalnych lokali-
zacjl stacji strazy pozarnej. Koszt zlokalizowania stacji w miejscu j wynosi
¢;. Dany jest réwniez zbiér M = {1,...,m} zamieszkalych obszaréw (ulic,
osiedli lub miejscowoéci), ktére maja podlegaé ochronie przeciwpozarowej.
Podzbiér obszaréw, ktére mogg byé chronione z lokalizacji j oznaczamy jako
M;. Dla ustalenia uwagi M; moze zosta¢ zdefiniowane jako zbidr obszardw,
do ktérych mozna dojechac z lokalizacji 7 w ciagu 10 minut. Wtedy problem
zlokalizowania stacji strazy pozarnej w najbardziej ekonomiczny sposéb, ale
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przy spelnieniu warunku, ze straz pozarna moze dojechaé do miejsca pozaru
w co najwyzej 10 minut, jest zadaniem pokrycia zbioru. Istnieje wiele innych
zastosowan o podobnym charakterze, jak na przyklad przydziat klientéw do
tras samochoddéw rozwozacych dostawy do ich miejsca zamieszkania, zalég
samolotéw do lotéw lub pracownikéw do zmian w zaktadach pracy itp.
Powyzsze modele pokazuja, jak mozna wykorzystat liniowe ogranicze-
nia z wykorzystaniem zmiennych binarnych w celu przedstawienia pewnych
wspolzaleznoéci pomiedzy zdarzeniami. Na przykiad ograniczenie

q
Zaij -y; <1, gdzie y; =0 lub 1

Jj=1

w zadaniu pakowania zbioru, pozwala modelowaé taks sytuacje, ze co naj-
wyzej jedno ze zdarzeh y; moze zaistnie¢. Analogicznie, w przypadku zadan
pokrycia lub rozbicia zbioru ograniczenia stanowia, ze musi zaistniet odpo-
wiednio co najmniej jedno ze zdarzen lub dokladnie jedno zdarzenie. W
rzeczywistodci znacznie bardziej ztozone wspélzaleznoei mogg by¢ modelo-
wane z zastosowaniem zmiennych binarnych. Ponizej zostana przedstawione
wybrane mozliwoéci modelowania sytuacji rzeczywistych z wykorzystaniem
wspolzaleznodci zmiennych binarnych.

Rozwazmy sytuacje, gdy dane sg dwie zmienne binarne: x, x5 opisujace
wystapienie (z; =1, j = 1,2) lub niewystapienie (z; =0, j = 1,2) pewnych
zdarzen. Réwnosé zo — x; = 0 oznacza, 2ze oba zdarzenia musza zaistnied
rownoczeénie albo zadne z nich nie moze zaistnie¢. Podobnie, nieréwnoécé
2o — 21 < 0 oznacza, ze zdarzenie 2 moze zaistnie¢ tylko wtedy, kiedy zaist-
nieje zdarzenie 1. Ogdlnie, rozwazmy zmienng ciggla y, ktéra moze przyjacé
dowolng wartos¢ z zakresu 0 < y < w. Zaldziny, ze przyjecie przez y wartoSci
wiekszej od zera jest uwarunkowane przez zimienng binarng x. Taka relacja
moze byt opisana przez liniowa nieréwnodc y — ur < 0, ktdéra w przypadku
z =0 wymusza y = 0, za§ dla £ = 1 dopuszcza, aby 4 przyjmowalo wartosci
z pelnego zakresu zmiennosci 0 < y < u. Ponizej] zostang zaprezentowane
dwa modele wykorzystujace zaleznosci tego rodzaju.

Zadania lokalizacyjne

Powyzej zadanie lokalizacyjne zostalo przedstawione w uproszczonej postaci
jako realizacja modelu zadania pokrycia zbioru. W ogdlnej postaci zadanie
lokalizacyjne (facility location problem) przyjmuje postaé opisang ponizej.
Dany jest zbiér potencjalnych lokalizacji ustug N = {1,...,n} oraz zbiér
klientow I = {1,...,m}. Umieszczenie punktu §wiadczenia ustug w lokali-
zacjl j, dla j € N, kosztuje ¢;. Ogdlna posta¢ zadania lokalizacyjnego tym
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rézni sie od jego uproszezonej wersji, ze kazdy klient 4, ¢ € I, posiada okre-
Slone zapotrzebowanie na dobra lub ustugi oferowane w lokalizacji j. Laczny
koszt zaspokojenia potrzeb klienta i w lokalizacji 7 wynosi h,;. Zadanie opty-
malizacyjne polega na wyznaczeniu takiego podzbioru mozliwych lokalizacji
oraz przypisaniu do nich klientéw, aby laczny koszt éwiadczenia uslug byl
minimalny. W przypadku nieograniczonego zadania lokalizacyjnego nie ist-
nieje ograniczenie na liczbe klientéw, ktérzy mogs by¢ obstuzeni w kazdej z
lokalizacji.

Wprowadzamy zmienng binarng z;, j € N, przyjnujaca wartodt z; = 1,
jezeli usluga jest umieszczona w lokalizacji j oraz x; = 0 w przeciwnymn przy-
padku. Dodatkowo wprowadzamy zmienng ciagly v;;, ktéra opisuje stopiei
zaspokojenia potrzeb klienta ¢ w lokalizacji j. Warunek, ze potrzeby kazdego
z kllentéw musza byé w pelni zaspokojone, okresla ograniczenie:

Zyij =1 dla kazdego i € I. (1.15)
JEN

Ponadto, poniewaz klient 7 moze zostac obsluzony z lokalizacji j wtedy i tylko
wtedy, kiedy jest tam umieszczona usluga, mamy ograniczenia o postaci:

yij —x; <0 dla wszystkich ¢ € I oraz j € N. (1.16)

Dlatego nieograniczone zadanie lokalizacyjne (uncapacitated facility location
problem) jest zadaniem liniowego mieszanego programowania catkowitolicz-
bowego (1.1) z funkcja celu:

min {Z C;T; + Z Z hijyij}

JEN icl jeN

przy spelnieniu ograniczen (1.15), (1.16), gdzie z; =01ub 1, y; > 0, j € N,
1€ 1.

Zalozenie, ze lokalizacja j moze obsluzyt nieograniczong liczbe klientow
moze okazaé sie niezbyt realistyczne. Wobec tego przyjmijmy, ze usiuga
umieszczona w lokalizacji j ma ogramniczenie u; oraz, ze klient ¢ ma zapotrze-
bowanie b;. Teraz y;; bedzie oznaczac ilos¢ débr lub ustug $wiadczonych z
lokalizacji j do klienta ¢. Niech h;; oznacza koszt dostarczenia jednej sztuki
dobra lub ustugi z lokalizacji j do klienta i. Aby sformulowac ograniczone za-
danie lokalizacyjne (capacitated facility location problem) w postaci zadania
liniowego mieszanego programowania caltkowitoliczbowego (1.1) ograniczenie
(1.15) nalezy zastapié przez:

Zyi]- = b; dla kazdego i € I.

JEN
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Natomiast ograniczenie (1.16) nalezy zastgpié przez:

Zyﬁf — u;z; <0 dla kazdego j € N.

i€l

1.4 Zadania teorii graféw

Zadania optymalizacyjne na grafach stanowia bardzo istotna grupe zadan
optymalizacji dyskretnej 1 maja zastosowanie w modelowaniu wielu waznych
zagadnien praktycznych. Teoria graféw jest bardzo obszerng i bogata dzie-
dzing badawcza, ktérej przeglad znajduje sie miedzy innymi w ksigzce J.L.
Kulikowskiego [91]. Celem tego podrozdzialu jest zarysowanie jej specyfiki
w odniesieniu do innych rozwazanych zadan optymalizacji dyskretne;j.

Wyrézniamy dwa zasadnicze rodzaje graféw: grafy nieskierowane oraz
grafy skierowane.

Definicja 1 Graf nieskierowany G jest zadany przez zbidr wierzcholkéw V =
{1,...,n} oraz zbior krawedzi E,E C V x V. Istnienie krawedzi e € E,
e=(i,7), 1,7 € V oznacza, 2e tqgczy ona wierzchotki: i oraz j.

Krawedz w grafie nieskierowanym jest przypisana nieuporzadkowanej pa-
rze wierzcholkéw, co oznacza, ze krawedz (i, 7) jest tozsama z krawedzia (j, 7).

Graf nieskierowany jest wykorzystywany do modelowania struktur po-
laczen logicznych, na przyklad drég pomiedzy miejscowosciami, schematdw
logicznych i wielu innych. Na rysunku 1.1 przedstawiony jest graf nieskiero-
wany z szeScioma wierzcholkami oraz dziewiecioma krawedziami.

e4 3

2

Rysunek 1.1: Graf nieskierowany
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Definicja 2 Graf skierowany G jest zadany przez zbior wierzcholkéw V =
{1,...,n} oraz zbidr tukéw A, A CV x V. Luk e = (i,7) jest skierowany z
wierzchotka 1 do wierzchotka j (laczy i z 7).

W definicji luku w grafie skierowanym G porzadek tworzacych go wierz-
chotkéw jest istotny. W szczegdlnodci moze sie okazaé, ze w grafle G istnieje
luk e = (7, 7), a nie istnieje w nim tuk ¢’ = (j,7).

Grafy skierowane sg wykorzystywane do modelownia zjawisk, w ktérych
istotny jest kierunek polaczenia. Sg to na przyklad drogi lub ulice jednokie-
runkowe, przeplyw ropy naftowej lub gazu w rurociggach, przeplyw tadunkéw
elektrycznych w przewodach i1 wiele innych. Na rysunku 1.2 przedstawiono
graf skierowany z szeécioma wierzchotkami oraz dwunastoma tukami.

el2

eb 3
e2 e9

3 e5 L

e e7
1 el 6

el e8

) e4d 3

el0

Rysunek 1.2: Graf skierowany

Ponizej przedstawiono definicje wybranych, waznych rodzajéw graféw.

e Grafemn wazonym nazywamy graf, w ktérym kazdemu tukowi (krawedzi)
e € A jest przyporzadkowana waga c(e). Jest to wartoéé liczhowa re-
prezentujaca na przyklad dlugo$c¢ drogi, czas przejazdu lub jego koszt,
przepustowost lub inng ceche iloéciows wynikajgca z istoty modelowa-
nego zjawiska.

e Jesli dla dowolnych dwéch wierzcholkéw danego grafu ¢ oraz j istnieje
krawedz lub tuk (¢, 7) to taki graf nazywamy pelnym.

e Natomiast graf, w ktérym zbiér hkéw lub krawedzi jest niewielki w
poréwniu do zbioru V' x V nazywamy grafem rzadkim.
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e Graf nazywamy dwudzielnym (bipartite graph), jesli jego zbidér wierz-
cholkéw moze zostat podzielony na dwa rozlaczne podzbiory U oraz V/
(UNV =0) przy czym nie istnieje krawedz (hik) e = (i,5) € E taka,
zet € Uoraz ] € U lub j € V oraz i € V. Kazda z krawedzi grafu
dwudzielnego taczy wierzcholek z U 1 wierzcholek z V.

Na rysunku 1.3 przedstawiono pogladowo graf dwudzielny nieskierowany

Rysunek 1.3: Graf dwudzielny

Na rysunku 1.3 widaé, ze przy graficznej reprezentacji grafu dwudzielnego
nieskierowanego na plaszczyznie niektére z jego krawedzi moga sie przeci-
na¢. Jednym z waznych zastosowan graféw dwudzielnych (lub szerzej wielo-
dzielnych) jest projektowanie schematéw potgczen logicznych, na przyklad w
elektronice przy projektowaniu plytek drukowanych. Wystapienie duzej ilo-
sci przeciet krawedzi moze powodowaé negatywne konsekwencje praktyczne,
takie jak duza liczba warstw napylanych na ptytkach. Dlatego bardzo wazne
jest wyznaczenie reprezentacji modelowanego obiektu jako grafu dwudziel-
nego na plaszczyznie o jak najmniejszej liczbie przecig¢ krawedzi. Bardziej
szczegdlowo zagadnienie wyznaczania liczby przecie¢ krawedzi w grafie dwu-
dzielnym nieskierowanym na plaszczyznie zostalo omdéwione w pracy May i
Szkatuta [106].

Drogi i drzewa

e Drogq z wierzcholka i) do wierzcholka iy, w grafie G nazywamy ciag kra-
wedzi (fukéw) (i1,%2), (i2,%3),. .., (th—2,ik—1), (ta—1,ix). W przypadku
grafu skierowanego droga jest skierowana z i, do 1.
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o (Cyklem nazywamy droge zamknieta, czyli taky, ze 4 = ip. Graf nie
zawierajgcy cykl nazywamy acyhlicznym.

e Podgrafem grafu G nazywamy graf, ktérego wicrzcholki i luki nalezy
do grafu G.

Na rysunku 1.4 w grafie nieskierowanym o szeéciu wicrzcholkach 1 dzie-
wieciu krawedziach linig pogrubiong zaznaczono podgraf o czterech wierz-
cholkach i trzech krawedziach.

4 eb 5

a2 e9
eb

el e8

e4

39
(W8]

Rysunck 1.4: Podgraf w grafic nieskierowanym

e Nieskierowany graf G nazywamy spdjnym, jedl istuieje w nim droga
miedzy kazdg para wierzchotkéw ¢ oraz j.

e Graf skierowany G nazywamy (slabo) spojnym wtedy, kiedy graf nie-
skierowany, uzyskany z G poprzez usuniecic orientacji lukow jest spojny.

e Graf skierowany G nazywamy silnie spdjnym wtedy, kiedy dowolna
uporzadkowang parg jego wierzcholkéw (7, 7) mozna polaceyé droga
skierowana 7 1 do j.

e Spdjny nicskicrowany graf acykliczny nazywamy drzewem (niskicrowa-
nym).

e Drzewem rozpinajgcyn w spojnym uleskicrowauym grafic G uazy-
wamy podgraf, ktéry jest drzewem i zawiera wszystkie wicrzcholld G

e Zbidr drzew nazywamy lasem.

Na rysunku 1.5 w grafie nieskierowanyin o szesciu wierzeholkach 1 dzie-
wigeiu krawedziach linig pogrubiona zaznaczono drzewo rozpinaj:ce.
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Spoéréd wielu mozliwych wariantéw zadan wyznaczenia najkrotszych drég
najbardziej uniwersalne wydaja si¢ dwa:

e Wyznaczenie najkrétszej drogi oraz jej dlugosci z jednego zadanego
wierzcholka ¢ do drugiego zadanego wierzchotka j.

e Wyznaczenie najkrétszych drog oraz ich dlugoéci dla kazdej pary wierz-
chotkéw w grafie wazonym.

W oparciu o dwa powyzsze zadania mozna sformulowaé i rozwiazal wiele
zadan pokrewnych.

Wiele zadan teorii graféw moze by przedstawionych w postaci zadan
binarnych. Ponizej przedstawiamy dwa z takich zadaii: zadanie przepltywu
w sieci oraz zadanie komiwojazera.

Zadanie przeplywu w sieci

Rozwazmy sie¢ (graf skierowany), ktéra jest reprezentowana przez zbiér wierz-
cholkéw V (miejsc zwigzanych ze $wiadczeniem, korzystaniem i przekazywa-
niem débr lub uslug) oraz przez zbiér tukéw A. Istnienic lukue = (¢,5),e € A
oznacza, ze istnieje bezposrednie polaczenie transportowe skierowane z wierz-
chotka ¢ do wierzcholka j oraz zwigzany z tym lukiem przepltyw débr lub
ustug. Do kazdego wierzcholka i przypisana jest waga b; zwana zapotrze-
bowaniem. W zaleznoéci od wartosci b; wierzchotek ¢ jest konsumentem
(b; > 0), dostawcy, (b; < 0) lub punktem przekazu (b; = 0) débr lub uslug.
Przyjmujemy zalozenie, ze laczne zapotrzebowanie wynosi 0, to zunaczy, ze
> ey bi = 0. Ponadto, dla kazdego tuku (4, j) zostaly zdefiniowane: przepu-
stowo$¢ przeplywu u;; oraz koszt przeplywu h;; jednostki débr lub uslug.

Niech zmienna ciagla y;; oznacza wielkos¢ przeplywu przez luk (i, 7).
Przeplyw w sieci bedziemy nazywaé dopuszezalnym wtedy i tylko wtedy,
kiedy spelnione sg ponizsze ograniczenia

0 <y < wy; dla wszystkich (i,7) € A (1.17)
Zyij — Zyji = b; dla kazdego i € V. (1.18)
jev jev

Ograniczenia (1.18) sg nazywane ograniczeniami zachowania przeplywu. Za-
danie optymalizacyjne:

min Z hijyi; © gdzie yi;, (1,7) € A spelniajg  (1.17) 1 (1.18)
(ij)eA
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Zauwazmy, ze tak postawione zadanie jest tozsame z wyzhaczenicm w
grafie G cyklu z poczatkiem 1 koncem w wierzcholku 1, w ktérym kazdy z
wierzcholkéw sieci odwiedzony jest dokladnie raz, za$ lyczna jego dhigost jest
minimalna. Cykl taki nazywany jest cyklem Huamiltona.

Aby sformulowaé zadanie komiwojazera w postaci zadania programowa-
nia binarnego nalezy wprowadzi¢ zmienna binarna:

z;; = 0 lub 1 dla wszystkich (¢,7) € A, (1.20)

z;; = 1, jeSli miasto 7 jest odwiedzane bezposrednio po mieécie 4 oraz 2, =0
w przeciwnym przypadku.

Wymég, ze miasto jest odwiedzone dokladnic raz, to znaczy, zc istuicje
dokladnie po jednej krawedzi lub luku wehodzacym i wychodzacym z kazdego
z wierzcholkéw w poszukiwanej drodze, jest zagwarantowany przez dwa po-
nizsze ograniczenia:

Z 2 = 1 dla kazdego j € V (1.21)
(i e}
oraz
Z ;= 1 dla kazdego 7 € V7 (1.22)
{7:(i =4}

Ograniczenia (1.20)-(1.22) nie sg wystarczajace dla zdefiniowania drogi
odwiedzajacej wszystkie miasta, gdyz moga byt one spetnione przez podzbidr
wierzcholkéw grafu U, U C V, ktéry nie tworzy cyklu a zawiera wszystkie
wierzcholki grafu. Aby wyeliminowaé taka sytuacje nalezy wymusic istnie-
nie tuku Iaczacego U oraz V\U. Mozna to uzyskat wprowadzajac jedno z
dwdéch mozliwych postaci ograniczen dla kazdego podzbioru wierzchotkéw
grafu, U ;U C V, 2 < U < |V =2

> zi; > 1 dla kazdego U : 2 < |U| < |V -2 (1.23)
{(i,5)eA: €U jeV\U}

lub

Z z; <|U|=1dlakazdego U: 2<|U| < |V|~2 (1.24)
{(i,j)€ A iU, jEV\U}

Zadanie komiwojazera moze wiec byl przedstawione w dwdch sformulowa-
niach w postaci zadaf programowania binarnego:

zopr(n) = min Z ¢z - @ spelnia (1.20)-(1.23)
(i,5)eA
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¢ Wybrane zadania powinny mie¢ zréznicowany charakter tak, aby zo-
staly zaprezentowane zaréwno réznorodne techniki formulowania za-
dan, jak réwniez obszary potencjalnych zastosowan.

o Wi qaznych zadan optymalizacji dyskretnej moze zostaé sformuto-
wal w postaci zadania liniowego mieszanego programowania catko-
witoliczbowego lub w postaci zadan binarnych.

e Prezentacja zad  powinna mie¢ charakter pogladowy i nie powinna
byt zbyt drobiazgowa i techniczna.

Kierujac sie powyzszymi zalozeniami zaprezentowanych zostalo kilka charak-
terystycz  ch grup zadah optymalizacji dyskretnej, takich jak:

¢ Programowanie catkowitoliczbowe 1 liniowe, w tym zadania programo-
wania mieszanego, gdzie na cz¢d¢ zmiennych zostal nalozony wymég
catkowitoliczbowoéci.

e Zada . binarne, ktdre stanowia szczegolnie wazna 1 charakterystyczng
grupe¢ zadaf optymalizacji dyskretnej. Wymdg binarnoéci zmiennych
jest na ogdét spowodowany konieczioscig modelowania sytuacji wyma-
gajacych podejmowania decyzji na tak lub na nie. Wéréd zadan binar-
nych wyrézniono zadania zaladunku, przydziahi, skojarzenia; zadania
pokrycia, pakowania i rozbicia zbioréw; zadania pakowania zasobnikéw

oraz zadar .1 zacyjne.
o Zau . teo raféw. Dokonano prezentacji podstawowych pojet z
tec -aféw takich jak graf skierowany i nieskierowany, graf wazony,

drogi i drzewa w grafach i innych. W postaci zadania programowania
linlowego mieszanego catkowitoliczbowego przedstawiono zadanie prze-
pltywu w sieci. Jako zadanie programowaunia binarnego sformutowane
zostalo zadanie komiwojazera.

e Zada: . harmonogramowania, ktdre sg szczegdlnie przydatne przy mo-
delowaniu i optymalizacji proceséw produkeji z wykorzystaniem ma-
szyn. Przed wiono klasyfikacje tych problemoéw jako zadan optyma-

lizacyjnych.
Nalezy §li¢, ze zamiarem autora nie byla drobiazgowa prezenta-
cja zadan lizacji dyskretnej. Chodzilo raczej] o zarysowanie specy-

fiki optymalizacy1 dyskretnej jako dziedziny badawczej oraz zaprezentowanie
najbardziej charakterystycznych jej zadan. W rozdzialach 5 oraz 6 dokonano
szczegdtowej analizy dwéch wybranych waznych zadan optymalizacii dyskret-
nej: wielowymiarowego zadania zaladunku oraz zadania szeregowania prac z
terminar zakoiiczenia.



Uwagi koncowe

W monografii rozwazono podejécie przypadku éredniego do analizy zadan
oraz algorytméw optymalizacji dyskretnej. Celem monografii bylo wykaza-
nie, na przykladzie binarnego wielowymiarowego zadania zatadunku, zadania
szeregowania prac z terminami zakonczenia oraz wynikéw znanych z litera-
tury, ze podejécie przypadku éredniego jest bardzo uzytecznym narzedziem
analizy zadan i algorytméw optymalizacji dyskretnej.

W monografii dokonano przegladu dziedziny optymalizacji dyskretnej z
zaprezentowaniem najbardziej charakterystycznych zadan, takich jak: pro-
gramowanie catkowitoliczbwe i liniowe, programowanie binarne, zadania po-
krycia, pakowania i rozbicia zbioréw, wybrane zadania teorii graféw oraz
zadania harmonogramowania.

Nastepnie zaprezentowano popularne i powszechnie stosowane techniki
rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretnej, takie jak: metoda pelnego
przegladu, metoda podzialu i oszacowarni, programowanie dynamiczne, algo-
rytmy zachlanne, metody programowania liniowego 1 inne.

Zdefinowane zostaly sposoby oceny dokladnoéci pracy algorytmoéw opty-
malizacji dyskretnej. Do oceny zlozonosci obliczeniowej zadan i algorytmow
optymalizacji dyskretnej wprowadzono metodologie przypadku najgorszego.
Dokonano podzialu zadan optymalizacji na umowne kategorie zadan latwych
(nalezacych do klasy P), trudnych (nalezacych do klasy zadan A/P-trudnych)
oraz szczegélnie trudnych (zadan silnie A/P-trudnych). Z pewnym upro-
szczeniem mozna powiedzieé, ze o latwosci rozwigzywania wybranych zadah
optymalizacji dyskretnej decyduje istnienie dla nich algorytméw dokladnych
o wielomianowej zlozonoéci obliczeniowe;j.

Jako dopelnienie oraz poszerzenie mozliwosci poznawczych podejscia przy-
padku najgorszego zaprezentowano podej$cie przypadku éredniego. Zdefi-
niowano niezbedne podstawy teoretyczne analizy przypadku éredniego oraz
dokonano prezentacji wybranych wynikéw znanych z literatury.

Ogdlne rozwazania dotyczace zadan optymalizacji dyskretnej, metod ich
rozwiazywania, podejécia analizy przypadku najgorszego i éredniego do oceny
zada i algorytméw optymalizacji dyskretne) szczegdlowo oméwiono na przy-
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kladzie wielowymiarowego binarnego zadania zatadunku, z odrebnym rozpa-
trzeniem przypadku jednowymiarowego oraz zadania szeregowania prac z
terminami zakoficzenia.

Dla rozwazanych modeli losowych zadan, ktére uzy ano przyjmujac zato-
zenie, ze wspélczynniki funkcji celu i lewych stron ograniczen sa realizacjami
zmiennych losowych o rozktadzie réwnomiernym w przedziale (0, 1], uzyskano
szereg ciekawych wynikéw analizy przypadku éredniego. Najwazniejszym z
nich byto wykazanie, ze wartosci rozwiazan optymalnych dla catych losowych
klas zadaf dgzg do swoich wartosci oczekiwanych - deterministycznych funk-
cji: rozmiaru zadania n (liczby zmiennych decyzyjnych), liczby ograniczen m
(w przypadku binarnego wielowymiarowego zadania zatadunku), oraz warto-
sci prawych stron ograniczen. Z przeprowadzonych rozwazan wynika istotny
wplyw wartoécii wz: mnych uwarunkowan wektoréw prawych stron ograni-
czen na asympt /czny wzrost wartoSci rozwigzan optymalnych jako funkceji
rozmiaru zadania n.

W przypadku binarnego wielowymiarowego zadania zaladunku mozna za-
uwazyt, ze liczba ograniczen m ma bardzo duzy wplyw na asymptotyczny
wzrost wartoéci rozwigz  optymalnych jako funkeji rozimiaru zadania n,
szczegdlnie w przypadku funkeyjnej zaleznosci wartoéei prawych stron ogra-
niczen od m oraz malych wartosci prawych stron ograniczen b;(n), j =
1,...,m. Dla duzych wartosci b;(n), 7 = 1....,m, zalezno$¢ od m ulega
znacznemu ostabieniu, a przy b;(n) ~ n /2 pr: tycznie zanika.

Powszechnie stosowana w pr  tyce obliczeniowej metoda  1zaca do oceny
algorytmoéw przyblizonych jest testows ei na zadaniach generowanych lo-
sowo. Uzyskane wyniki sa nastepnie poddawane analizie statystycznej. La-
two jest zauwazy¢, Zze powszechnie stosowane generatory zadan losowych sg
praktycznie tozsame z rozwazanymi w mv - ografii losowymi modelami zadaf.
Wyniki analizy przypadku redniego sa wiec w v :lu przypadkach potwier-

eniem 1 teoretycznym uzasad) niem wynikéw eksperymentalnych.

Co wiecej, w uzasadnionych przypadka wyniki analizy przypas u ére-
dniego moga wyeliminowa¢ koniecznoé¢ przeprowadzania eksperymentu obli-
czeniowego ujacego algorytmy dla zadan optymalizacji dyskretnej. W
takim przy W w oczywisty sposdb jest oszczedzany czas badaczy oraz
zmniejszane wykorzystanie zasobéw kompr rowych.

W monografii wykazano, ze bardzo proste algorytiny heurystyczne, o li-
niowej zlozonosei obliczeniowej, nie majace nawet gwarancji uzyskania rozwia~
zan dopuszczalnych zadan, sa asymptotycznie optymalne w srednim przy-
pa wm. Wyniki tego typu sa w oczywisty sposéb odmienne od wynikdw
analizy przypadku najgorszego i dlatego stanowig ich warto$ciowe uzupelnie-
nie.

Poglad, ze analiza przypac u ére iego moze zastapi¢ analize przypadku
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najgorszego jest w odczuciu autora bledny. Zaréwno analiza przypadku naj-
gorszego, jak réwniez analiza przypadku $redniego maja swoja specyfike oraz
uzyskuja wartosciowe wyniki i oceny. Dopiero zapoznanie sie z wynikami ana-
liz réznego rodzaju pozwala wyrobié sobie mozliwie najbardziej obiektywny
poglad na rézne aspekty analizowanego zadania lub algorytmu optymalizacji
dyskretne;j.

Nalezy réwniez podkre§li¢c, ze wyniki analizy przypadku $éredniego sg
prawdziwe tylko dla rozwazanych losowych klas zadan. Nalezy wiec zacho-
wat szczegdlng ostroznosé przy prébach uogdlniania uzyskanych wynikéw na
inne klasy zadan, gdyz moze to prowadzié do falszywych i nieuzasadnionych
wnioskéw.

Istotnym wyzwaniem badawczym pozostaje nadal przeprowadzenie ana-
lizy przypadku éredniego dla szczegdlnie trudnych zadan optymalizacji dys-
kretnej. Dobrym przykladem jest zadanie programowania catkowitoliczbo-
wego, patrz podrozdzial 1.2 oraz wzdr (1.2). W przypadku zadania programo-
wania catkowitoliczbowego postac funkcji Lagrange’a oraz zadania dualuego
nie sprzyja zastosowaniu technik 1 oszacowah wykorzystanych w podrozdzia-
tach 5.2 oraz 6.2.

Inniym waznym celem przyszlych prac badawczych wydaje sie rozwaze-
nie bardziej realistycznych modeli zadan, co w szczegdlnosci moze wyma-
gal zastosowania zlozonych rozkladéw prawdopodobiehstwa zmiennych lo-
sowych opisujacych charakterystyki analizowanych zadan. Réwniez w tym
przypadku oczekiwane jest uzyskanie analitycznych wynikéw o podobnym
charakterze jak wyniki zawarte w podrozdzialach 5.5 oraz 6.3 niniejszej mo-
nografii.
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