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METODY STABILIZACJI

Wojciech MITKOWSKI

Akademia Gérniczo-Hutnicza, Wydziat Elektrotechniki, Automatyki, Informatyki i Elektroniki
Al. Mickiewicza 30,30-059 Krakéw, e-mail: wmi@ia.agh.edu.pl

Streszczenie: W niniejszej pracy zamieszczono podsta-
wowe informacje dotyczace probleméw stabilizacji systeméw
dynamicznych. Przedstawiono filozofi¢ stosowania stabilizu-
jacego sprzezenia zwrotnego oraz algorytmy syntezy réznych
typ6w sprzgzen zwrotnych. Rozwaza si¢ modele matematycz-
ne systemu i systemun zamknigtego w postaci odpowiednich
réwnafi rézmiczkowych. W przypadku liniowych sprzezen
zwrotnych stosuje si¢ réwnie2z model w postaci transmitancji.
Oméwiono réwniez podstawy matematyczne projektowania
stabilizujacego sprz¢zenia zwrotnego.

Stowa kluczowe: Stabilizacja, stabilizacja skoficzenie wy-
miarowa, sprz¢zenie zwrotne, problem LQ.

1. WPROWADZENIE

Istnieje wiele sformulowan r6znych typéw zadan stero-
wania dla uktadu dynamicznego opisanego réwnosciami

x(t) = fl (.X.'(t), u(t)’ t)’

)
teT =[ty,), x(t)e X,

u(t)eU

(@) = fL(x(@®u@),1), y@)EY, 2
gdzie X,Y,U sa odpowiednimi przestrzeniami Hil-
berta. W praktyce czesto spotykamy si¢ z tak zwanym
problemem nadazania, w ktérym szukamy sterowania
takiego, by trajektoria stanu x lub trajektoria wyjécia

- ¥ z ukladu mozliwie dokladnie odtwarzala przebieg

zadanej z géry funkcji czasu. Jezeli funkcja czasu, za
ktéra odpowiednia trajektoria uktadu ma nadazaé, jest
réwna zeru, a czas sterowania jest nieskoficzony, to
wtedy méwimy o problemie stabilizacji. W tym miejscu
warto zauwazy¢, Zze problem nadaZania za dowolng
funkcja czasu przy nieskoficzonym czasie sterowania
mozna przeformulowaé na odpowiedni problem stabili-
zacji do zera. Zob. np. [19, s. 20].

Problem stabilizacji moze mie¢ wiele rozwiazan. Reali-
zacj¢ poszczeg6lnych rozwiazah mozna otrzymac stosu-
jac otwarta lub zamknieta struktur¢ sterowania (zob.
rys. 1).

Ze wzgledéw praktycznych wazne jest poszukiwanie
zaleznosci okreslajacych sprzgzenie zwrotne. Zastoso-
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wanie Sprz¢zenia Zwrotnego w rzeczywistym systemie
sterowania jest w zasadzie jedynym sposobem likwida-
cji na biezaco réznego rodzaju zakiécefi oraz odchylek,
wynikajacych z niedokladnej oceny parametréw,
z blednej oceny warunkéw poczatkowych lub ze zbyt
upraszczajacych zaloZen poczynionych przy tworzeniu
modelu.

Programator _’ Ukfad ___’
u(t) ¥(t)
u(t) y()

Sprzezenie zwrotne

Rys. 1. Otwarty i zamknigty uklad sterowania.

Zwykle rozwaza si¢ nastgpujace sprzezenia zwrotne:
statyczne sprz¢zenie zwrotne

u@)=f(y®.1). (3
oraz dynamiczne sprz¢zenie zwrotne
W(t)=f3(W(t), )’(t),t), W(t)e W (4)

u(t) = fo(w(t), y(1),1)

W przypadku statycznego sprzgzenia zwrotnego (3)
zadanie stabilizacji mozna sformutowa¢ nastg¢pujaco:
szukamy funkcji f takiej, by uklad zamkniety (1), (2),
(3) miat wlasno$¢ globalnej asymptotycznej stabilnosci.
Funkcja f, ktéra jest rozwiazaniem zadania stabiliza-
cji, okresla regulator stabilizujacy uktad (1), (2).

W przypadku dynamicznego sprzezenia zwrotnego (4)
zadanie stabilizacji mozna sformutowaé nastgpujaco:
szukamy funkcji f; i f, takich, by uklad zamkniety
(D, (2), (4) mial wiasno$¢ globalnej asymptotycznej
stabilnosci.

W zadaniach stabilizacji mozna zada¢ innych rodzajéw
stabilnosci. Dla przykladu mozna zada¢ asymptotycznej
stabilnosci lub wyktadniczej stabilnosci z odpowiednim



obszarem przyciagania asymptotycznego. Czesto réw-
niez stawia si¢ dodatkowe wymagania od ukiadu za-
mknigtego. Mozna 2adaé na przyklad zadanego z géry
wspoélczynnika tlumienia lub zadanych z géry czgstosci
drgan wlasnych uktadu.

Zauwazmy, ze przy analizie ukladu (1), (2) ze statycz-
nym lub dynamicznym sprzg¢Zeniem zwrotnym wyste-
puja trudnosci w okreéleniu modelu sytemu zamknigte-
go. Dla przykiadu wstawiajac (3) do (2) otrzymamy

y(@) = fo(x(2), f(¥(8),1),0), )

czyli r6wnanie uwiklane wzgledem y(f). R6éwnanie

tego typu mozna rozwiklaé np. w przypadku uktadéw
liniowych, ale tez przy pewnych dodatkowych zaloze-
niach. Tego rodzaju problem nie wystepuje, gdy wyjécie
y(t) nie zalezy bezpoérednio od wartoéci chwilowych
sterowania u(?) .

Rozwazmy zatem w miejsce (2) wyjscie z systemu (1)
okreslone w nastgpujacy sposéb:

() = f,(x(1).,1), y@®)eY, (©6)
przy czym doda{kowo zakladamy, ze
£10,0,5)=0, f£,(0,)=0, teT. )

Teraz system zamkni¢ty (1), (6), (3) mozna opisaé na-
stgpujacymi réwnosciami:

x(t) = fL(x@), f(f,(x(D),1),1), )

y(0) = f(x(0),1). )

W tym przypadku zadanie stabilizacji mozna sformuto-
waé nastgpujaco: szukamy funkcji f okre$lajacej regu-
lator (3) takiej, ze f(0,£)=0,7€ T oraz x=0 jest
asymptotycznie stabilnym rozwiazaniem réwnania ré2-
niczkowego (8).

W przypadku dynamicznego sprz¢zenia zwrotnego (4)
otrzymujemy nast¢pujacy system zamknicty (1), (6),
(4): :

5(t) = £, (K0, £, (W(E)s £ RO 1), 1)0)
W)= 5 (WD), £ (XD, 000)

z réwnaniem wyjécia (6).

(10)

Zadanie stabilizacji mozna sformulowaé nastgpujaco:
szukamy funkcji f; i f, takich, 2z £;(0,0,£)=0 i
f400,0,)=0dla treT oraz x=0i w=0 stanowia

asymptotycznie stabilne rozwigzanie ukladu réwnan
rézniczkowych (10).

Badanie stabilnosci zerowego punktu réwnowagi ukta-
du (10) nie zmniejsza ogélnoéci rozwazah. Badanie
stabilno$ci wybranego rozwiazania ukladu (10) mozna
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bowiem zawsze sprowadzi€¢ do badania stabilnosci ze-
rowego punktu réwnowagi pewnego innego ukladu
réwnan rézniczkowych.

Warto réwniez zauwazy€, ze z faktu istnienia rozwigzan
ukladu otwartego (1) nie wynika istnienie rozwiazan
ukiadu zamknigtego. W przypadku nieliniowych sprze-
Zen zwrotnych mozna napotka¢ tu na znaczne trudnos$ci
przy wykazywaniu istnienia trajektorii systemu za-
mknietego.

Zatem powstaje naturalny problem jak badaé¢ wlasnoéci
stabilno$ci systemu zamknigtego (8) lub (10) ? Prak-
tycznie wykorzystuje si¢ tu dwie metody, stosunkowo
proste w przypadku stacjonarnym. Metod¢ linearyzacji
oraz metod¢ funkcjonaléw Lapunowa.

Zauwazmy, ze w przypadku stacjonarnym systemy (8) i
(10) mozna przedstawi¢ w formie ukladu o nastgpujacej
postaci:

1) =F(x(t)), F(0)=0, an

gdzie x(t) nalezy do odpowiedniej przestrzeni stanéw

X . W metodzie linearyzacji prawa stron¢ réwnania
(11) przedstawia si¢ w postaci

F(z)=Az+¢(2), ¢(0)=0,

12
lzl20 = |o@2)|/|z}>0 i
System

x() = Ax(r) 13)

nazywamy liniowym przyblizeniem uktadu nieliniowe-
go (11). Zwykle A =F’(0). Fundamentalnym twier-
dzeniem o linearyzacji jest twierdzenie Grobmana-
Hartmana (np. [8, s. 13, 18]). Nie wnikajac w szczegély
twierdzenie mozna sformulowaé nastepujaco: zachowa-
nie trajektorii systeméw (11) i (13) w pewnym otocze-
niu zera sa ,,podobne” wtedy, gdy

det[jwI-A)#0, weR, j*=-1. (14)
Dokladniej, pomig¢dzy trajektoriami uktadéw (11) i (13)
istnieje w pewnym otoczeniu zera homeomorfizm #,
czyli odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne i takie, ze

hin? sa ciagle. Innymi stowy méwimy wtedy, ze
uktady (11) i (13) sa réwnowazne topologicznie. Roz-
waza si¢ rOwnie2 inne rodzaje rownowaznosci: réwno-
waznoé¢ liniowa, gdy istnieje odpowiedni izomorfizm
liniowy oraz réwnowazno$¢ r62niczkowalna, gdy istnie-

je odpowiedni dyfeomorfizm (h i h~"' sq rézniczko-
walne). Praktycznie waznym problemem jest poszuki-
wanie efektywnych metod wyznaczania przeksztalcenia
h. Poincare w pracy doktorskiej rozwazal zamiang
zmiennych (wielomianowsg), ktéra prowadzita do prze-
ksztalcenia réwnania nieliniowego w réwnanie liniowe.

Réwnoéci (11) i (13) przedstawiajg uktad nieliniowy i
jego liniowe przyblizenie. Warunek (12) jest spelniony,



gdy. macierz A nie posiada warto$ci wlasnych na osi
urojonej. Systemy liniowe generowane przez macierze
spetniajace warunek (12) s3 nazywane uktadami hiper-
bolicznymi. Wiasno$¢ hiperbolicznosci jest tak zwang
whasnoscia typowa ukladu dynamicznego. Pewna wia-
snos¢ jest wlasnodcia typowa, gdy zbiér uktadéw posia-
dajacych te wlasno$¢ jest otwarty i gesty w zbiorze
wszystkich rozwazanych ukladéw dynamicznych. Dla
przykladu liniowymi ukladami typowymi' sa uklady
generowane przez macierze posiadajace wylacznie
pojedyncze wartoSci wlasne, wymienione wyzej uklady
hiperboliczne oraz uklady sterowalne. Uktad nieliniowy
jest strukturalnie stabilny, gdy w jego otoczeniu istnieja
uklady o podobnej dynamice. Uklady strukturalnie
stabilne nadaja si¢ do ,.bezpiecznego” modelowania
rzeczywisto$ci. Taki model jest mato wrazliwy na
zmiany parametréw i jego wlasnosci moga by¢ trakto-
wane jako wilasnosci realnego procesu. Smale (1965)
pokazat, ze istnieja uklady przy n > 2, w ktérych oto-
czeniu nie istniejg uklady stabilne strukturalnie (praca
doktorska). Uklady stabilne strukturalnie nie sa geste.

Konsekwencja twierdzenia Grobmana-Hartmana jest tak
zwana I Metoda Lapunowa (metoda linearyzacji) bada-
nia asymptotycznej stabilnosci. Rozwazmy uklady (11)
i (13). Jezeli liniowe przyblizenie (13) jest asympto-
tycznie stabilne (Rq A(A) <0), to zero jest asympto-
tycznie stabilnym punktem réwnowagi ukladu nielinio-
wego (11). Przyblizony obszar przyciagania asympto-
tycznego do zera mozna wyznaczy¢ wykorzystujac
funkcjonat Lapunowa, np. dla przyblizenia liniowego.

Teraz krétko om6wimy metode funkcjonatéw Lapuno-
wa, dokladniej tak zwana Zasade LaSalle’a. Niech
v:XDQ [ R bedzie funkcjonalem dodatnio okre-

$lonym takim, ze dla pewnej liczby dodatniej ! mamy

I>v(2)>0, zeQ,, z#0 (15)
Dalej niech
wW(z)= av(Z) ——F(2)<0, z2eQ, 16)

oraz niech M bedzie maksymalnym zbiorem inwa-
riantnym ukladu (11) zawartym w zbiorze E ,

E={zeQ, :%(z)=0}. an

Kazda trajektoria systemu (11) startujaca ze zbioru Q,

dazy do M przy czasie zmierzajacym do nieskoriczo-
nosci (LaSalle i Lefschetz 1966 [14, s. 64]).

Niech zbi6r € bedzie zbiorem przyciagania asympto-
tycznego do zera ukladu (11). Zwykle zbiér przyciaga-
nia otrzymany z zasady LaSalle’a jest mniejszy od Q,
Qt ={z:v(z2) £}, Ql c.

Stosowany do danego ukladu funkcjonal Lapunowa
mozna réwniez wykorzystaé¢ do oceny szybkosci zmie-
rzania trajektorii stanu do zera. Niech
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= mle[-v(z)/f'(z)], z€Q,, z#0 (18)
Zatem jest —v(x(£))/v(x(t))<y,te T =[0,), czyli

ostatecznie mamy nastepujace oszacowanie predkosci
zmierzania do zera

w(x() S v(x(0)e™'”, teT =[0,0). (19)

W przypadku ogélnym synteza stabilizujacego sprz¢ze-
nia zwrotnego nie jest zadaniem latwym. Zwykle pro-
ponuje si¢ dokonanie linearyzacji uktadu (1), (2) lub (1),
(6) woké6l punktu pracy wyznaczonego przez parg
szczegblnych funkcji # i x. W przypadku wolno-
zmiennych parametr6w w wyniku linearyzacji .mozna
otrzymaé system liniowy stacjonarny, dla ktérego znane
sa algorytmy syntezy stabilizujacego sprzg¢zenia zwrot-
nego.

2. DLACZEGO SPRZEZENIE ZWROTNE ?

Rozwazmy system (1), ale stacjonarny, i jego liniowe
przyblizenie o nastgpujacej postaci:
x(t) = Ax() + Bu(r), (20)
gdzie A i B sa macierzami rzeczywistymi o odpo-
wiednich wymiarach. Problem stabilizacji dla systemu
(20) mozna sprowadzié do.zadania poszukiwania klasy
sterowafi u(t),t€ T =[0,o), ktére zapewnia utrzy-
manie rozwigzania réwnania (20) w poblizu zera. Dobra
teoria matematyczna podpowiada dwie metody poszu-
kiwania takich sterowaf. Jedna wykorzystuje metode
funkcjonaléw Lapunowa oraz druga wykorzystu_]e tak
zwany problem LQ.

Niech v(z)=z'Vz>0, V =V, bedzie funkcjonalem

Lapunowa systemu (20) przy u =0 takim, ze V =V’

spelnia réwnanie Lapunowa
ATV+VA=-G, @n
gdzie G =G jest ustalona z géry macierza dodatnio

okreslong. Rozwiazanie réwnania Lapunowa (21)
wzgledem V =v’ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
Re A(A) <0. Dalej mamy

V(x() = -x(t)T Gx(r) + 2x(t)T VBu(1), (22)

gdzie v jest pochodna po czasie ¢ funkcjonalu v li-
czona na trajektoriach systemu (20). Jezeli np.

u@t)=K x(t), K=-B"V, (23)

to z réwnosci (22) widaé, ze v(x(2)) <0, czyli system
(20) z u(#) danym wzorem (23) jest asymptotycznie

stabilny. R6wno$¢ (23) okreéla sprzg¢zenie zwrotne od
stanu systemu (regulator okre§lony na stanie systemuy).




/

Drugim podejsciem, ktére prowadzi nas w sposéb natu-
ralny do pojecia sprz¢zenia zwrotnego jest odpowiednio
sformulowany problem LQ. Rozwaimy system (20)
i nastgpujacy wskaznik jakosci (zob. np. [19, s. 79]):

J(u,x(O))=ej[x(t)TWx(t)+u(t)TSu(t)]dt, 4
0

gdzie wT=wz20, ST=5>0 sa macierzami od-
powiednio dodatnio pélokreslong i dodatnio okreslona.
Zauwazmy, ze minimalizacja wskaznika (24) prowadzi
do -utrzymywania trajektorii stanu systemu (20) w po-
blizu zera przy stosunkowo nieduzym koszcie sterowa-
nia. Jezeli para (A;B) jest stabilizowalna i para

(W;A) jest wykrywalna, to istnieje dokiadnie jedno

symetryczne i dodatnio p6lokreslone rozwiazanie D
algebraicznego réwnania Riccatiago [7, s. 180]
A"D+DA-DBS'B"D+W =0 (26)

oraz istnieje dokladnie jedno sterowanie u takie, 2e

J(u; x(0)) < J (&, x(0)), V¢, @7
przy czym
u@® =K x@t), K= -—S"'BTD. (28)

Réwnos¢ (28) okre§la sprzg¢Zenie zwrotne od stanu
systemu (regulator okre§lony na stanie systemu). Sys-
tem zamkniety (20), (28) jest asymptotycznie stabilny,
czyli ReA(A+ BK) <0.

3. OSZACOWANIE ZBIORU PRZYCIAGANIA

Niech v(z)=2z"Vz>0, V=V, bedzie funkcjonalem
Lapunowa (systemu zamknig¢tego (20), (28) lub (20),
(23) generowanego przez macierz stanu A+ BK ) ta-

kim,ze V =V7 spelnia réwnanie Lapunowa

[A+BK]"V+V[A+BK]=-1I. (29)

Réwnanie (20) jest liniowym przyblizeniem ukladu
nieliniowego

x(t) = Ax(t) + Bu(x(1) + @ (x(), u(x(1)) . (30)

" Wykorzystujac twierdzenie LaSalle’a (LaSalle i
Lefschetz 1966 [6, s. 64]), poszukujemy teraz najwigk-

szego [, przy ktérym v(z) = 2Vz>0 bedzie réwniez
funkcjonalem Lapunowa systemu nieliniowego (30),

czyli takiego, dla ktérego zachodzi réwniez ponizsze
oszacowanie [1, s. 136, 138]

2 max {z'Ve(z,Kz)/v(z)} <1/ A
v(z) <!

).

max

(€Y

Niech zbiér Q bedzie zbiorem przyciagania asympto-
tycznego do zera ukladu (30). Zwykle zbi6r przyciaga-

nia otrzymany z zasady LaSalle’a przy wyzej okre$lo-
nym sposobie wyznaczenia [ jest mniejszy od Q,

Qz ={z:v(z) <1}, Qz cQ.

4. METODA TRANSMITANC]I

Wykorzystujac odpowiednie aproksymacje modelu
matematycznego ukiadu dynamicznego w postaci

- transmitancji mozna stosunkowo prosto syntetyzowaé
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stabilizujace sprz¢zenie zwrotne (zob. np. [19, s. 243]).
Dla przykladu transmitancja uktadu macierzowego (20)
Z wyj$ciem '
y(£) = Cx(1), (32)
gdzie C jest macierza rzeczywista odpowiednich
wymiar6w, ma nast¢pujaca postac:
G(s)=C[sI-A]™B. (33)
Istot¢ metody projektowania stabilizujacego sprz¢zenia
zwrotnego pokazemy na prostym przykladzie.

u y
G(s)

+
©

W(s)

Rys. 2. Schemat uktadu regulacji.

Rozwazmy uklad regulacji pokazany na rys. 2. Zada-
niem naszym jest znalezienie transmitancji W(s) ta-
kiej, by ukiad zamkni¢ty byl asymptotycznie stabilny.

Zal6ézmy, 2e transmitancja dynamicznego sprz¢zenia
zwrotnego W(s) i transmitancja G(s) moga byé¢
przedstawione w nastgpujacej postaci:

G(s)=M(s)'N(s), W(s)=X,()X,(5)™, 34)

przy czym M (s), N(s), X,(s), X,(s) sa macierza-

mi, ktérych elementy nalezg do odpowiednich pier§cieni
funkcji wymiernych.

Transmitancja uktadu zamknigtego pokazanego na rys.
2 ma postaé

L(s)= G()I +W(s)G()] ™. (35)
Z réwnosci (34) i (35) widaé, ze réwnanie charaktery-
styczne ukladu zamknig¢tego (zob. mianownik transmi-
tancji ukladu zamknigtego) ma posta¢

deta(s) - 0, 36)
gdzie
a(s)=M()X,(s)+N(s)X,(s) €7))



Uklad zamknig¢ty bgdzie ukladem asymptotycznie sta-
bilnym wtedy, gdy réwnanie deta(s)=0 bedzie
miato pierwiastki o czgsciach rzeczywistych ujemnych.
Synteza stabilizujacego sprzg¢zenia zwrotnego sprowa-
dza si¢ zatem do znalezienia macierzy X,(s) i X,(s)
przy zadanych macierzach M(s) i N(s) oraz przy
zadanym wielomianie det & (s) asymptotycznie stabil-
nym. Jest tu pewna swoboda wyboru, bo mamy jedno
réwnanie (37), a poszukujemy dwéch macierzy X, (s)
1 X,(8).

Przedstawienie macierzy G(s) i W(s) w postaci (34)
jest nazywane faktoryzacja (Kaczorek 1998, [9, s. 154]).
Istnieja efektywne algorytmy wyznaczania macierzy
M(s), N(s), X,(s), X,(s) przy zadanych macier-
zach wielomianowych G(s) i W(s).

W celu zachowania dostatecznej precyzji rozwazan
nalezy wprowadzi¢ pewne pojgcia, dotyczace odpo-
wiednich pierscieni (zbioréw, w ktérych sa okreslone
dwa dzialania wewn¢trzne: dodawanie i mnozenie, z
odpowiednimi wlasno$ciami) wielomianéw (Opial
1976, [27, s. 47, 140, 150, 209]). I tak, zbiér wszystkich
wielomianéw skoficzonego stopnia o postaci

a, " +a, ;2" +...+a;z+ay,

(38)
a,€R, k<o

tworzy pier§cien wielomian6w zmiennej zZ nad pier-
$cieniem R, ktéry oznaczamy symbolem R[z]. Nato-

miast zbiér wielomianéw skoriczonego stopnia 7 <o o
postaci

a,(2)s" +a, (2)s" " +...+a,(2)s +ay(2),

39
a;(2)€ R[z], &)

n<eo
tworzy pierScien wielomianéw zmiennej s nad pier-
$cieniem wielomianéw R[z], ktéry oznaczamy symbo-
tem R[z][s]=R[z,s].

Transmitancja G(s) w przypadku ogélnym (np. w
przypadku systeméw nieskoficzenie wymiarowych; dla
systeméw z op6Znieniem Z =exp(—sh)) jest macierza
prostokatna, przy czym jej elementami sa funkcje wy-
mierne typu

8(8)=b(z,s)/a(z,s), stopb<stopa

a(z,5)€ R(z,5], b(z,s)€ R[z,s] @0

Elementy g(s) naleza do pierécienia funkcji wymier-
nych, ktéry oznaczamy symbolem R[z](s). Przez
R[z1(s),, podpiericien  pierscienia
R[z](s) zlozony z funkcji wymiernych, ktérych mia-

nowniki stanowia wielomiany asymptotycznie stabilne.
Dla przykladu wielomian wystgpujacy w ukladach z

oznaczamy
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op6znieniem a(z,s)€ R[z,s], z=exp(~hs) jest
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
a(exp(—hs),s)#0 dla s:Res >0;np. [19,s. 244]}.

Dynamiczne sprz¢zenie zwrotne (zob. rys. 2) jest przed-
stawione w postaci transmitancji macierzowej W(s),
ktéra jest okre$lona przez macierze X,(s) i X,(s).
Elementy macierzy X,(s) i X,(s) naleza do pier-
scieni R[z,s] lub R[z](s). Stabilizator skoficzenie
wymiarowy W(s) otrzymujemy stosujac odpowiednie
aproksymacje macierzy X,(s) i X,(s) elementami
piericienia R[s] lub R(s). W tym celu wykorzystuje
sie zwyklé aproksymacje Padego (funkcja rozwijalna w
szereg jest przyblizana skoificzona funkcja wymierng)

lub odpowiednim skoficzonym szeregiem Fouriera; np.
[19, s. 247].

5. WARUNKI STABILIZOWALNOSCI

Rozwazmy ukiad (20), przy czym zakladamy, ze
x()e X, u(®)eU, X i U sa odpowiednimi prze-
strzeniami Hilberta. Niech A bedzie generatorem infi-
nitezymalnym C, -péigrupy T(f)e L(X),t=20 w
przestrzeni X [28, s. 4] oraz niech Be L(U,X).
Przez L(U,X) oznaczamy przestrzefi operatoréw
liniowych ciaglych S:U — X 2z naturalna norma
okre$lona nastgpujaco: || S |l=sup{|Sv |x:|v|, S1}.
Niech

u(t)=Kx(t), KeL(X,U). 1)

Uklad (20) jest wykiadniczo stabilizowalny przez sprze-
zenie (41) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje operacja
Ke L(X,U) taka, ze system zamknigty

x(#)=[A+BK]x(t). 42)

jest wykladniczo stabilny, czyli gdy istnieja state ¢ >0
i <0 takie, ze norma w X rozwiazania systemu
zamknigtego | S(1)v|<cexp(at) dla 120 i ve X .
Zadanie stabilizacji polega na znalezieniu K takiego,

by generator systemu zamknigtego A + BK byl genera-
torem wykladniczo stabilnym.

W przypadku, gdy A jest macierza, to T(f)=e® .
Ogblnie zachodzi oszacowanie ||T(#)|KM %,
M2>1L,a20. Jezeli M=1,a=0, to T(¢) jest na-

zywana pélgrupa kontrakcji (pSlgrupa zwegzajaca). W
szczegblnych przypadkach oszacowanie mozna popra-
wic tak, ze zachodzi ono dla @ > &, (A), przy czym

a,(A) =infla:||T(®) |< M(a)exp(at),t 2 0}. (43)
Dalej niech (np. [19, s. 180])

a,(A) =sup{Res:se A(A)}, (44)



gdzie A(A) jest widmem A. W przypadku ogélnym
zachodzi nastg¢pujaca nierdwno$¢

o (A) S ap(A), (45)

czyli wzrost normy ||T(#)| nie jest determinowany
przez widmo A(A) generatora péigrupy A. Jezeli
generator jest wykladniczo stabilny, to &,(A)<O0.

Jezeli (A)<0, to A nie musi by¢ generatorem
wykladniczo stabilnym.

Nastepujace sformulowania sa sobie réwnowazne (np.
19, s. 187]):
1. Uklad (20) jest wyktadniczo stabilizowalny.

2. Para (A; B) jest stbilizowalna wykladniczo.
3. Vx(0)€ X, Fu: [ [|x(e) [P+ | u(®) [ 1dt < +ee.
0

4. TIstnieje operator samosprzezony P 20 spelniajqcy
algebraiczne ‘réwnanie Riccatiego o postaci
(PAv |v)+(v| PAV)+(v|v)—(Pv|Pv) =0,
ve D(A).

5. Dlakazdego x(0)€ X istnieje u takie, ze u i x

zmierzaja wykladniczo do zera, gdy t — oo, przy
czym Xx jest rozwiazaniem lagodnym réwnania
(20) przy sterowaniu x i warunku poczatkowym
x(Pe X.
Jezeli A i B sq macierzami, to para (A;B) jest stabi-
lizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
rzad[s;,]1 - A:Bl=n, Vs, € A(A):Res; 20, (46)
przy czym n jest wymiarem macierzy kwadratowej A .

Uwaga 1. Przy pewnych zalozeniach ukiad (20) mozna
ustabilizowaé za pomoca regulatora u(t) =—B"x(1).
Niech A bedzie generatorem péigrupy kontrakeji oraz
niecch A ma zwarta rezolwente R(s, A) =[sI —A]~",
to gdy (A; B) jest aproksymatywnie sterowalna [11, s.
130, 135], to A—BB" jest generatorem péigrupy S(r)
stabo asymptotycznie stabilnej, czyli (S(f)v|h)— 0,
przy t —> oo dla v,he X [19, s. 188]. Przy dodatko-

wych zatozeniach o dekompozycji uktadu A~ BB * jest
generatorem wykladniczo stabilnym [30], [19, s. 189].

6. METODA OGRANICZONEJ PERTURBACJI

Rozwazmy réwnanie (20) ogdlnie w przestrzeni Bana-
cha X . Niech u(r) = Kx(r) . Wtedy operator systemu
zamknietego ma postaé A+D,D=BK. Niech A
bedzie generatorem infinitezymalnym C, -péigrupy
T(t)e L(X),t20 w przestrzeni X, L(X) oznacza
przestrzefi operator6w liniowych i ciaglych X — X .
Niech De L(X). Wtedy A+D jest generatorem
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infinitezymalnym C, -péigrupy S(f)e L(X),t=0,
przy czym jezeli (Kato 1980, [10, s. 497])

ITOIMe™ to ||SE)|EM M (47

W tym miejscu warto pamigta¢, ze w szczegSlnych
przypadkach wlasno$ci generatora A sa przenoszone na
generator A+ D, czyli na generator systemu zamknig-
tego. Dla przykladu, jezeli A jest generatorem infinite-
zymalnym C, -péigrupy analitycznej dla >0 oraz
De L(X), to A+D generuje C, -p6lgrupg anali-
tyczna (Pazy 1983, [28, s. 81]). Jezeli A jest operato-

rem dyskretnym, to A+ D tez jest operatorem dyskret-
nym (np. [19, 5.192]).

7. METODA DEKOMPOZYCJI

Istnieje klasa ukladéw nieskonczenie wymiarowych,
ktéra mozna stabilizowaé w prosty sposéb wykorzystu-
jac techniki skoficzenie wymiarowe. Rozwazmy system

x(1) = Ax(t)+ Bu(t), y(t)=Cx(1)

x(H)e X, u()eU, y@)eY
Niech uklad (48) spelnia nast¢pujace zalozenia:

(48)

Z-1. X, Y, U —przestrzenie Hilberta,
dimU < o0, dimY < +oo.
Z-2. A jestgeneratorem infinitezy-
malnymC, — polgrupyT,(z), t 20w X.
Z-3. Be UX) Ce L(X)Y)

operatory ograniczone.
Z-4. A jestoperatorem dyskretnym
posiadajacym w pélpaszczyznieRes > g,
B < +o0, skonczona liczbe wartoéci wlasnych.

Przy powyzszych zalozeniach Z-1, Z-2, Z-3, Z-4 ukiad
(48) mozna zdekomponowaé¢ w nastgpujacy sposéb
(Triggiani 1975 [32]):

x (0 A 0 O x® B,
@) =10 A, O |x@|+]|B, y(t), (49)
x5(1) 0 0 Alflx@®]| |B
y@) = Clxlv(t) + Cx, (1) + Cyxy(8),
xeX,i=123 X=X,+X,+X,, (50)

dim X, <400, dimX, = p < oo,

Widmo ukladu (48) pokazano na rys. 3. Operator A,
jest zwiazany z ta cze$cig widma, ktéra powoduj¢ nie-
stabilno$¢ ukladu (lub stabe ttumienie). Operatory A, i
A, sa wyktadniczo stabilne.
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Rys.3. Widmo dyskretne ukladu (48).

Dalej niech beda spelnione dodatkowo nast¢pujace
zaloZenia:

Z-5. sup{Res:se A (A) <
sup{Res:se A (4,)}=y <0
Z-6. Para (A;;B,) sterowalna
i para (C,;A,) obserwowalna
Z-7. dimX,=p—r+e = |B,| >0
i fcsj-o.

Zalozenie Z-7 jest spelnione wtedy, gdy np. generator
samosprzezony ma zwarta rezolwent¢ (wektory wlasne
tworzga wtedy baz¢ przestrzeni).

Rozwazmy nastgpujace dynamiczne sprz¢zenie zwrotne

[19, s. 233]:

wi(t) _ A-G(C +BK, -GC,| w(r) G,
[wz(r)]'[ B.K, A, w:(r)]*[ 0 ]’ @ 6D
w)=Kwi(t) wineX, i=12.

Niech bgda spetnione zatozenia Z-1 do Z-7. Istnieje
skoniczenie wymiarowy stabilizator (51) taki, ze ukiad
zamkniety (48), (51) jest wykladniczo stabilny z zada-
nym z géry wspéiczynnikiem thumienia
ae (7,0).Zob. (Sakawa 1983 [29]) oraz [16-18], [19,
s. 230]).

Projektowanie sprz¢zenia zwrotnego (51) sprowadza si¢
do wyznaczenia macierzy K, i G,, co mozna wykonaé
technikami stosowanymi przy projektowaniu uktadéw
skonczenie wymiarowych, np. projektowanie LQ, np.
[19, s. 71, 78], [20], [22]. Po2adany wspéiczynnik thu-
mienia @€ (¥,0) otrzymujemy zwig¢kszajac stopniowo
parametr p=dim X, .

8. PRZYKLADY

Teraz podamy kilka przyktadéw stabilizacji wykorzy-
stujacych powyzsze metody oraz kilka uwag o innych
metodach.

Przyklad 1. Jezeli b(z) i c(z) sa odpowiednimi funk-

cjami, np. prostokatnymi, to uklad (zob. np. [18], [19, s.
237], 122))
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0x(z,1) g2 9x(z.0)

< 5 +b(2)u(), z€ (0D,
ox(z,0)| _ox(z| _ 0, 20, 2
07 |0 0z |

x(z0) = x°(z), z€ (O,

1
y(@) = Ic(z)x(z,t)dz.

] A
moze byé stabilizowany powyzsza metoda, projektujac
dynamiczne sprz¢zenie zwrotne w postaci (51). Uklad
(52) jest przykladem systemu z samosprz¢zonym opera-
torem A o zwartej rezolwencie, ktéry posiada wylacz-
nie widmo dyskretne spelniajace zalozenie Z-4. O

Przykiad 2. Rozwazmy elektryczny uklad taficuchowy
pokazany narys. 4, przy czym R, >0 iC, >0 sa dane.

Rl R2 Rn le

¢ 1TTX1 (t)j_T M Gl T xn(tlv

Rys. 4. Elektryczny uklad tancuchowy.

u(t)

Uklad ten mozna opisa¢ réwnosciami (48) z nastgpuja-
cymi macierzami (wypisanych ponizej dla przykladu

przy n=5):

b, ¢ 00 0 a

a, b ¢, 00 0 (53)
A=|0 a; b, ¢, 0 B=|0

0 0 a, b, c, 0

0 0 0 a b, 0

1

g =—1 ¢= . b =—(a+c), (54)

RC 7RG

i=12,...,n. Dalej niech y(t) = B"x(¢) . Wtedy dodat-.

kowo w (48) mamy C =B T (zob. uwaga 1 po (46)).
Uklad tancuchowy pokazany na rys. 4 jest skoficzenie
wymiarows aproksymacja uktadu typu (52) przy wa-
runkach brzegowych Dirichleta.

Wezmy funkcjonal' (Lapunowa) V(x)= xTx. Dalej
mamy V(x) =xT [AT +Alx+2x"Bu. W naszym
przypadku (zob. (53) i (54)) —[AT + A1>0 jest ma-

cierza [21, p. 301] dodatnio okre§lona. Zatem V (x) <0
i w konsekwencji regulator proporcjonalny

u(t)=-KB"x(r), K>0, KeR, (55)
stabilizuje system (48), (53), przy kazdym K >0.

Innymi stowy przy kazdym K >0 dla C = B" mamy
ReA(A-BKC)<0.

Praktycznie mozna uzyska¢ wigkszy sektor dopuszczal-
noSci na K. Na przyklad dla n=5 oraz
R, =R, C,=C, RC =1 rozklad wartosci wlasnych

systemu zamknietego (48), (53), (55) jest pokazany na
rys. 5.



Root locus for feedback u=-Kyandn=5

10
5 \'\_\\
9 e
e i e
o
-5 \
-10 \\\
-15
-10 5 0 5 10
Amplification K

Rys. 5. Warto$ci wlasne systemu (48), (53), (55)od K .

Z analizy rys. 5 wida¢, ze system zamkniety (48), (53)
jest asymptotycznie stabilny dla K >~1.0

Przyklad 3. Niech w systemie (48), (53) bedzie
C = B" . Rozwazmy teraz sprzg¢Zenie zwrotne z op6z-

nieniem

u(t)=—-Ky(t-7), 7>0, KeR. (56)

W tym przypadku system zamkniety (48), (53), (56) ma
postaé

x(t) = Ax(t) - BKB x(1 - 7). (57

Niech n=1 oraz R; =R, C;=C, RC=1. Jezeli
| K <2, wtedy system (57) jest asymptotycznie stabil-
ny dla 7>0 [5, p. 74, 85]. Jezeli | K [>2, to system
(57) jest asymptotycznie stabilny dla [5, p. 74, 85]

arccos(-2/K) _
K*-4

0<7< tau(K). (58)

Na rys. 6 pokazano funkcje fau(| K |) w zaleznosci od
| K| dla | K [>2 (zob. (58)). Z kolei na rys. 7 pokaza-
no trajektorie y(f) systemu zamknietego (48), (53),
(56) przy réznych 7 oraz K =-3. Uzyto nastepuja-
cych oznaczen: dla 7 =0.5 symbol "0",dla 7=1.0

symbol ":" oraz dla 7=1.5 symbol 7=1.5 "-".
Natomiast na rys. 8 pokazano y(¢) dla K=x=1
i7=10.

W przypadku n>1 otrzymanie warunku w postaci
nieréwnosci (58) jest prawie niemozliwe. MozZna nato-
miast uzyska¢ pewne rezultaty metoda symulacji. O

Przyklad 4. Rozwazmy teraz nasz uklad (48), (53)

z nieliniowym statycznym sprzezeniem zwrotnym (zob.
np. [19, s. 104], [13, s. 138])

u(t) = f(t, y(®)), (59)
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przy czym f € Sect[k,,k,], czyli (zob. rys. 9)

klv2 Svf(t,v)Skzvz. (60)

——— =

e — - — ~ —
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02+ % — - 'S

0 -A\--F-A---Y+f-\-—-fF-F-F -l

[V} 5

01

-02
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Y U U, R SO

05
0

120

Rys. 7. Wyjscie y(f) dla K=-317=0.5,1.0,1.5.

@ Output y(t), "o" for K=-1 and *** for K=+1
0.

0.5

04

0.3

0.2

0.1

10 20 30 40 50 60 70 80

Rys. 8. Wyjscie y(f) dla K =*1 oraz 7 =1.0.

Niech dimU =dimY =1 (zob. system (48)). Transmi-

tancja systemu skoriczenie wymiarowego (48), (53) ma

posta¢ G(s)=ClsI-Al"'B. Jezeli k <0<k,

iplot Nyquista G(jw),we€ R lezy wewnatrz kola

(zob. rys. 10)

K L i+i , radius |, radius
28k, Kk,



to system zamkniety (48), (53), (59) jest globalnie
asymptotycznie stabilny dla kazdego f € Sect[k,,k,].

A few

k,v

kv
Rys. 9. Sektor Sectlk,,k,].

Na rys. 11 pokazano plot Nyquista G(jw) dla n=1.

!

o
1 \ 1
k, k,
Rys. 10. Kryterium kota.
Nyquist plot for n=1
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//
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Rys. 11.Plot G(jw) dlan=1.

Analizujac rys. 11 i podobne symulacje dla n=35 i
n =20, stosujgc kryterium kota (zob. rys. 10) otrzy-

mujemy nastgpujace scktory dopuszczalne dla f:
k, <0<k, <2 dla n=1, k; <0<k, <12 dla
n=35, k, <0<k, <1.05 dla n=20v. B

Przyktad 5. Rozwazmy system (48), (53) z nastepuja-
cym sprz¢zeniem zwrotnym:
u(t) o f(t' }’(t _1‘))’

7>0. (62)
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Macierze A, B, C = BT dane sa réwno$ciami (53)
oraz G(s) = C[s] — A]™" B . Niech

|G(jw)[*< -kl- . (63)

Wtedy [7, p. 111] dla kazdego 7 >0 system zamknigty
(48), (53), (62) jest globalnie asymptotycznie stabilny
dla kazdego f € Sect[k,,k,], gdzie (zob. rys. 9)

ey

k, (64)

9. ZAKONCZENIE
Na zakoficzenie ponizej kilka uwag.
Przy sterowaniu komputerowym stosuje si¢ zazwyczaj

zamiang systemu ciaglego w czasie na system dyskretny
(zob. op. [19, s. 140], [22] oraz rys. 12)

x(k +1) = Ax(k)+ Bu(k), x(0)€ R"

y(k) = Cx(k), u(k)eR", y(k)e R™, (65)

A
A=e*, B:=Ie"‘Bdt, C:=C
0

te[kh,(k+Dh), t=kk, R>0, k=012,...

e e b L

= —{=}—

y(k)

SYSTEM
CIAGLY

CIA

u(k)

Rys. 12. Ukiad dyskretno - ciagly.

Do stabilizacji systemu dyskretnego (65) mozna stoso-
waé techniki proponowane dla systeméw z czasem
ciagltym.

W Laboratorium Katedry Automatyki AGH stworzono
stanowiska badawcze pozwalajace badaé i weryfikowaé
przedstawione algorytmy stabilizacji w czasie rzeczywi-
stym. Powyzsze algorytmy mozna réwniez stosowaé na
wigksza skalg przy sterowaniu obiektéw rzeczywistych
{12}, [31]. Proponuje si¢ wtedy zazwyczaj dwuetapowy
algorytm dziatania: 1. Doprowadzenie do obszaru line-
aryzacji. 2. Stabilizacja liniowego przybliZzenia.

Obecna technika komputerowa umozliwia stosowanie
nie tylko algorytméw sterowania z op6znieniem, ale
réwniez z wyprzedzeniem [15, s. 491].

Obszerny . przeglad literatury (do 1988) dotyczacy stabi-
lizacji mozna znalezé w [19].

Praca wykonana w ramach dziatalnosci statutowej AGH
nr 11 11 120 230,
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STABILISATION METHODS

Abstract: In this paper the stabilisation methods are
considered. The stability conditions for closed-loop systems
are given. Numerical calculations were made using the Matlab
program.






