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1. CEL PRACY

Mechanika statystyczna cieczy Jest dziatem fizykl
statystycznej, ktéry zajmuje sie miedzy innymi oplisem struktury
cleczy, oraz obliczanlem wielkoscl termodynamicznych. Jednym z
aktualnych badan Jest uporzadkowanie krétkiego zasiggu w cleczy
oraz przejscia fazowe nieporzadek-porzadek.

Celem naszym bylo zbadanie powstawania faz 2z parametrem
uporzadkowania w wynlku przejsé¢ fazowych porzgdek-nieporzadek na
dwu wybranych przyktadach.

Celem naszym bylo takze =zbadanle krétkiego zasiegu tzn.
geometrycznej struktury cleczy, =zaburzone) obecnoscia  jedne]

molekuty o innych rozmlarach.



2. STRUKTURA CIECZY W FAZIE OBJETOSCIOWEJ

Historycznie, clecze traktowano Jako substancje clagla /1/. Z
przyJeclem taklego obrazu zwigzane byly nazwiska Newtona, Eulera,
D.Bernoulllego, ktérzy budowali Jjej plerwsze modele, dajac podstawy
do oplisu hydrodynamicznego.

Dopiero od Laplace'a na ciecze zaczeto patrzeé¢ Jako na
dyskretny zblér molekul. W takim modelu wlasnodci makroskopowe
cleczy oplsane sa w Jezyku oddzialywahn pomiedzy molekutami. Na
podstawle doswiadczen okreslono w przyblizZeniu, Jak wyglada ksztalt
oddzialywan pomledzy molekutami w funkcjl ich wzajemne) odleglosci.
Z eksperymentu wiedziano, 2e potencjal oddzialywania Jest slilnle
odpychajacy na maltych odlegtosciach oraz przyclagajacy na duzych
odleglosciach (w poréwnaniu z rozmiarami{ ukiadu). Przykladem takim
Jest potencjal Lennarda-Jonesa /2,3,7/ stosowany Jako potencjal

modelowy w wielu obliczeniach.

12 8
OLJ(rul - k{['_L - [ri } o-parametr zblizZenia
12 12

P odleglosd miedzy

O(rm-crl =0
molekulami 1 1 2

1/8
p(rn-ae ) = -¢ c-minimalna energia

o=r _+r
I B8
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1/8 12

-

-c
(RYS. 1)

Potenc Jal Lennarda-Jonesa

Przy Jego tworzeniu przyjeto, 2e proste 1dealne clecze (tzw.
niepolarne-nie pokazuja specyficznych wigzahn homeopolarnych oraz
natury wiazan wodorowych /4/), skiladajg sie z poJjedynczych molekul
oddziatujacych radialnie symetrycznym potencjalem (w naturze ciecze
te sg reallzowane przez ciekle metale | clekle rzadkie gazy).

Clecz Jest stanem posrednim pomledzy gazem 1| clalem statym. Ze
wzgledu na trudnodc! w zbudowaniu modelu cleczy, ktéry dawalby opls
zgodny z obrazem rzeczywlstym, réwnolegle zaczeto stosowad dwile
metody oplsu.

Plerwsza metoda przyblizala ciecz poprzez gaz, druga przez
clalo state. Przy czym geste gazy leplej opisywaly cliecze o malych
gestosclach, natomlast cialo stale lepie) opisywalo ciecze o duzych
gestosciach. W obu przypadkach gaz 1 cialo stale traktowane byly
Jako stany poczatkowe, w oparciu, o ktére budowano przyblizZony opis
struktury | wlasnodcl cleczy. Takle patrzenie na clecze sugerowatly
podoblefnstwa wlasnosci flzycznych cleczy, gazéw 1 clal stalych.
Podoblefistwo cleczy do gazéw wynikalo gléwnle 2z podstawowe)
wtasnoscl cleczy, Jaka Jest Je] plynnoéé. Molekuly w cleczy maja
duz2g srednig droge swobodna pomiedzy zderzenlaml. Zderzenlia te sg

gléwnle dwuclalowe, co wynika z malej liczby sasladéw (oczywiscle



dla niezbyt duz2ych gestoscl).

Ruch molekut w cleczy oraz teoria van der Waalsa /2,8/ staly

sle podstawg do przybllZonego opisu wilasnoscl oraz struktury cleczy
poprzez gazy.
Réwniez za wyjsciem od opisu gazu do oplsu cleczy przemawlalo to,
2e przejécle fazowe gaz-clecz ma charakter clagly /cho¢ towarzysza
temu duze zmlany gestosci/, tak 2e mo2na stosowaé do obu tych
stanéw te same grupy symetril.

Z kolel doswiadczenla nad dyfrakc)s promien! rentgena oraz
rozpraszania neutrondw w cleczach, uwypuklaly podoblienstwo cieczy
do clal stalych. Eksperymenty te méwily o Iistnieniu w cleczach
kréotkozaslggowego porzadku, tzn., 2e w ograniczonych obszarach
cleczy istnleje cos na ksztalt lokalnego uporzadkowania struktury.

Uwidacznia sie to w ksztalcle radialne] funkcji rozkiadu g(r) /1,2/

glr) 1 T=-125 %
(148K)

(RYS. 2)

| >
0. 5. 10. r(A)

Krzywa experymentalna gi(r) dla argonu /2/

Maksima g(r) staja sle wyraznlejsze przy zblliZ2aniu do punktu
topnienia | rozmywa)a sie w miare wzrostu temperatury a gléwnle w
miare obniz2ania gestosci. Uwaza sie, 2e oscylacje te sa rozmytg
pozostaloscly stref koordynacyjnych krysztatu /2,3/. Podobnle Jest

przeciez w clele stalym. Z tym tylko, 2e uporzadkowanie w clalach



statych Jest uporzadkowaniem dalekiego =zasliegu 1 Jest wynlkiem
istnienia perlodyczne) struktury siecliowe].

Wystepowanie lokalnego uporzadkowania w cleczach nle sugeruje
Jednak istnienia w nich Jaklejkolwiek struktury sieciowej /1,4/.
Réwniez makroskopowy obraz cleczy méwil o podoblenstwach do clat
stalych. Nle ma znacznych réznic pomledzy clieplem wlascliwym cieczy
1 clal stalych. Choé przejécle fazowe clecz-clalo stale nle jJest
ciagle (plerwszego rodzaju), to zmiany obJjetosci przy topnieniu nie
sg tak duze, Jak przy przejsciu od cleczy do gazu /4/. Te
podoblefistwa sugerowalty, by clecze rozpatrywaé Jako stopione ciala
stale, cho¢ takle przyblizenie zaniedbuje wewnetrzne
nleregularnosc! cleczy, oraz Jjest niezgodne ze 2zmianam! entropii
dla cieczy | stoplonych cial stalych /5/.

Lokalne uporzadkowanle w cleczy sklonilo, by do badania Je]
struktury zastosowadé opls geometryczny, taki Jak przy badaniu
struktur clal stalych /12-14/. Geometryczng strukture cliata stalego
opisulJe sie, budujac tzw, komérki Wignera-Seitza. Odpowiednikiem
ich przy oplsle cleczy sg wielosclany Woronoja-Dirichleta
74,5,10-16/, ktéryml moZna wypelnié cals przestrzen /4,6,10-16/.
Wielodclany te poprzez swéj rodzaj 1 ksztalt daja nam informacje o
lokalne) strukturze w cleczy.

Innym sposobem badania struktury cleczy Jest metoda
niezmiennikéw orientacyjnych /10-12,21/. Daje ona podobne rezultaty
do uzyskanych metoda wielosclanéw WoronoJja-Dirichleta /10,11,21/
(na przykiad przy badaniu przejécia od cleczy do clala stalego
uzyskano takie same informacje na temat struktury cieczy).

W rozdziale 3 do badania lokalnej struktury przyjetego modelu
cleczy zastosowalldémy opis geometryczny, bazujacy na metodzie

wielosclanéw Woronoja-Dirichleta.
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3. STRUKTURA CIECZY OPISANA PRZY POMOCY WIELOSCIANOW
WORONOJA-DIRICHLETA

Z doswiadzczen nad rozpraszaniem promienl rentgena oraz
neutronéw w cieczach wynika 1istnienie w nich pewnege lokalnego
uporzadkowania /1,4/. Do oplisu tego uporzgdkowania wykorzystuje sie
miedzy innymi wieloéciany Woronoja-Dirichleta (W-D) /4-5, 10-16/.

W tym rozdziale stosuje metode wielosclanéw W-D do =zbadania
lokalnej struktury przyjetego modelu cleczy.

W literaturze spotyka sle rézne sposoby budowania wielodciandw
Worono ja-Dirichleta /5/. W paragrafie (3.1) przedstawiam zasade
konstrukcji tych wielosgclanéw. W paragrafie (3.2) opisuje wlasny
algorytm, ktéry dalej stosuje. W paragrafach (3.3)-(3.5) wprowadzam
parametry charakterystyczne wlelosclanéw W-D, definiu)e dla nich
histogramy oraz wyprowadzam reguty sum dla tych wieloscianéw. W
paragrafie (3.6) definiuje model cleczy. W paragrafach (3.7)-(3.8)
przedstawiam uzyskane wynlki dla przyjetego modelu cleczy oraz

przeprowadzam ich dyskusje.
3.1. 2asada konstrukcji wieloscianéw Woronoja-Dirichleta
Wielosciany W-D konstruuje sie ze zbloru punktéw w dwéch 1lub

trzech wymiarach. Jeden z punktéw obiera sie za centralny, np. Al i

od niego prowadzl do pozostalych punktéw AJ, odecinki 1”. Kazdy

11



tak]l odcinek dziell sle na polowy plaszczyzna CJ (linlg w R%) do
niego prostopadia. Plaszczyzny CJ przecinaja sle ze soba w réznych
punktach, ograniczajac w ten sposéb szereg obszardéw przestrzeni K‘
(pél w Ra). Najmnle jszy obszar ll wokél punktu Al. ktérego nle
przecina 2adna plaszczyzna Cj. nazywa sle wieloscianem Woronoja-
Dirichleta /26,27/. Plaszczyzny ograniczajace ten obszar nazywane
sa sclanami wieloscianu W-D, a punkty, w ktérych sle przecinaja-
wierzchotkam! tego wieloscilanu. Punkty Al zwigzane z pilaszczyznami
Cj tworzacymi sdclany wlelosclanu W-D nazywa sie geometrycznyml
sgsiadami punktu Al i dziell sie Je na "prostych" (direct, fill) 1
“nieprostych" (indirect) sasiadéw /28/. "Prostyml" sgasiadami punktu
Al sg te, dla ktérych odecinki 1lj przecinaja te czesé¢ plaszczyzny
C,' ktéra ogranlcza obszar ‘1‘ “Nieprostymi" sgsiadam! sg te punkty
Aj. dla ktérych odcinkl 111 przecinaja plaszczyzne Cu tez
ograniczajaca obszar ll ale rézna od plaszczyzny Cj.zulqzam z

linig llj /(rys.3.1)-przyklad wieloscianu W-D w dwéch wymiarach/.

(RYS.3.1)

Punkty 2-86 sa geometrycznymi sasiadam! punktu 1, a punkt 7 nie

Jest, przy czym punkty 2-5 sa “"prostymi” sasiadami, a punkt 6 Jest

12



"nieprostym” sasiadem. Odcinki (:2-(:B tworza éclany wlelosclanu W-D,
a punkty Sa-S. sg Jego wierzcholkami.

Réznice w budowle wielosclanéw W-D zwiazane sa z nlejednakowym
definjowaniem poJecia najbliZszych sasiadéw. W pracach /13-16,28/
przez naJblizszych (geometrycznych sasiadéw) rozumie sie te punkty,
w ktérych odleglosé od wybranego punktu Jest mniejsza ni2z zadana
wartosé re Przy takiej definicj! 1istnleje duza dowolnosé¢
okredlenia zbloru najbli2szych sasiadéw. Dlatego w innych pracach
/22-24,30,31/ poJjecle najblizszych sasiaddéw definiuj)e sie w sposéb
metryczny. Zwiazane Jest to z podzialem przestrzen! (plaszczyzny w
R°) na tzw. simplicjalne grafy (simplicial graph) /33/. Z podzialem
tym wia2e slie transformacja Delunaya /34/, pozwalajaca otrzymacl
regularng strukture slecl przez male perturbacje struktury
prymitywnej, tzn. takle), ktéra powstala z podziatu simplicjalnego
przestrzen! /w trzech wymiarach dla takliej struktury nie moze
spotka¢ sie w Jednym punktcle wiece) ni2z cztery Je) brzegl, a w
dwéch wymlarach trzy brzegl/. Na rys.(3.2) mamy przykiad podzialu
ptaszczyzny na simplicjalne grafy. Sg to tréjkaty (w trzech
wymiarach-czworosciany) oznaczone linlia przerywana. Linla clagila

oznaczono wielosclany W-D.

(RYS.3.2)




3.2. Algorytm budowy wieloscianu Woronoja-Dirichleta

W paragrafie tym oplisuje stosowans przeze mnle zasade budowy

wielosclanu Woronoja-Dirichleta w trzech wymiarach.

Bilerzemy zblér n-wektoréw niewspdlinlowych {cl } i

zaczeplonych w punktcie (0,0,0): nl-lul.ﬂ‘.al}- rys(3.3)

L

(RYS.3.3)
Budujac do ka2dego wektora L, plaszczyzne ortogonalng

przecinajaca go w polowle Jego dlugosci: |El|'(¢?"5f*5?)1/a

otrzymamy zblér n plaszczyzn o réwnaniach:

A‘x+B‘y+Clz+D1-0 (3.2.1)

gdzle
A‘-al/: ) Bixﬂl/z . C,'J,h
(3.2.2)
B9 5
D|- {A1+Bl+ct) 1=1,n

Wiadomo, 2e dowolne trzy nieréwnolegle do sieble pilaszczyzny
przecinaja sie w Jednym punktcle. Zatem zbiér n plaszczyzn wyznacza
w przestrzenl n(n-1)(n-2)/8 punktéw przecliecla, ktérych wspéirzedne

(El.nl.rl) otrzymujemy rozwigzujac uklad réwnan metods Cramera /35/

14



A’x+B‘y+Clz+Dl-0

D=0 3.2.3)
ij*Bjyﬂ:]z-r ; (
A.x+8ky+chz+[)k-0 1,),k=1,n
1% )%k
detA detB detC
§"3etU' M~ agetu' 7 " detv (3.2.4)

dla  1=1 n(n-1)(n-2)
’e 00_6_
gdzle
A B C, -D, B C
detU = A] Bj CJ detA = -D‘I| BJ C‘|
ABS D, B C
(3.2.5)
A D € A, B, -D,
detB = A -D C detC = A B -D
J : R i J
Ak ‘Dl: C. hh B. -D‘

Warunkiem istnienia rozwigzania réwnania (3.2.3) (dla dowolnych
1,J,k) Jest aby detU=0. Geometrycznie warunek ten oznacza, 2Ze Zadne
dwie plaszczyzny nle mogg byé¢ do sleble réwnolegie. Oczywiscle,
niektére punkty przeclecia mogg sle powtarzaé, gdyz punkt
wyznaczaja conajmniej trzy plaszczyzny przecinajace sie (np.
oémiosdclan foremny - cztery plaszczyzny daja Jeden wierzcholek).
Zagadnienle wielokrotnych wierzcholkéw w wleloscianach zostanie
rozwiazane dale].

Z definic)i wielosclanu W-D wynika, 2e wyznaczaja go te punkty
powstalte z przeclecia sle plaszczyzn, gdy pomigedzy nimi a punktem
centralnym nie ma plaszczyzn przecinajgcych ten obszar. Kryterium
sprawdzalnosci czy tak Jest moZzna prosto przedstawié¢ w Jezyku

wektorowym rys. (3.4)

15



(RYS.3.4)

Prowadzimy wektor BJ=(EJ.nJ,1J] od punktu (0,0,0) do J-tego
punktu powstaltego z przeciecia sie plaszczyzn. Blerzemy plaszczyzne
o, nalezaca do naszego zbloru n-ptaszczyzn, ktérej odpowlada wektor

n; do nle) ortogonalny i obliczamy wielokoscé

AX =D -|c) (3.2.6)
Z rysunku (3.4) mamy
D= |ﬂl|cns<(g;,ﬂj) (3.2.7)
Z lloczynu skalarnego wektordéw g; i Bj mamy
e |£l||BJ|c°8<(I:‘-B,) (3.2.8)
Laczac wzory (3.2.6)-(3.2.8) otrzymujemy
C, °B, ;
AX = —]—,Tgl - |El| (3.2.9)

Jeslli AX>0 to pomiedzy punktem (E‘.n‘,-.vl) a punktem (0,0,0)

16



lezy plaszczyzna o, 1 punkt (El.nl.ril nie wspéltworzy wieloscianu
wW-D.

Jedll AX<0 dla ka2de] plaszczyzny o, to punkt (51'“1’73)
nazywamny wierzcholklem tego wielosclanu.

Sytuacja AX=0 nle wystepuje, gdyZz nle bierzemy pod uwage
ptaszczyzn, ktére utworzyly punkt (El.n‘.zfl) (a tylko dla tych
punktéw moglo by byé¢ AX=0),

Badajac tak caly zblér n punktéw: {n‘}l-"n. otrzymamy
wszystkle wlerzcholkl wieloscianu. Plaszczyzny, ktére tworza te
wierzchiki, nazywamy scianaml tego wieloscianu. Na rysunku (3.5)
mamy przykiad wielosclanu Woronoja-Dirichleta w przestrzeni
(oczywiscie wielodciany W-D wcale nie musza mied takie) wysokle]

symetril, Jak przedstawiony na rysunku).

(RYS.3.5)
3.3. Parametry charskterystyczne wieloécianéw Woronoja-Dirichleta

Majac zbudowany wleloscian W-D, moZemy okreslié¢, 1le sclan on
posiada oraz Jaklego typu sj to sclany /tzn. Jakle s to wilelokaty/
W tym celu korzystamy 2z rdwnanla (3.2.8), gdzle B, przeblega
wierzchotk! wleloscianu, a wektor |;; ptaszczyzny, ktére utworzyly

Jego éclany. Ustalijac éclane oraz zmienlajac B, obliczamy wielkosé

AX, ktéra powle nam, czy dane wierzcholki le2s na badane) dclanie 1
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ile ich Jest-czyll rodzaj wielokata, Jakim Jest ta sciana.

Cdy AX=0, to wlerzcholek lezy na dane) sclanle, gdy AX<0,
wierzcholek nie lezy na nle] (sytuacja AX>0 nle zachodzl, bo przy
budowie wielosclanu W-D odrzucilismy wierzchotki dla ktérych ta
nieréwnoséé zachodzlla-patrz poprzedni paragraf). Postepujac tak dla
wszystkich sclan otrzymamy Iinformacje Jaklego rodzaju wielokaty
tworzg sclany wieloscianu W-D.

Liczbe krnuqd?i w wielodclanle obliczamy mnozac liczbe dclan
przez 1lod4¢ krawedzi te) dclany 1 dzlelgc przez dwa (bo kazda

krawedZ nalezy do dwéch scian). Mozna to zaplisaé¢ wzorem /12/

x=§z_jrJ (3.3.1)
J=a

K-catkowita liczba krawedzl, gdzie fj-llczbn gclan o J-krawedziach.

Dla scian | wierzcholéw mamy pododne zaleZnosci:

S = Zr} (3.3.2)

W= E: vj (3.3.3)

gdzie S-catkowita liczba scian w wielosclanie
W-catkowita llczba wlerzcholkéw w wielosclanie
v]-liczba wierzchlkéw na scianie o j-krawedziach.
Sciany, krawedzle oraz wierzchoiki speiniaja zaleznosé Eulera /5/:
HW+S=K+2 (3.3.4)
Korzystajac 2z tego, 2e przestrzehn mo2na podzlelié¢ na
czworodclany /5,33,34/, liczbe krawedzi 1| wierzcholkéw mozemy

obliczyé¢ znajac liczbe scian:

W=25 -4 (3.3.5)

K=35 -6 (3.3.86)
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Ze wzoru (3.3.5) wynilka, 2e wystepula tylko wlelosclany o
parzyste) liczble wierzcholkéw i Wz4, a ze wzoru (3.3.6) wynika, 2e
liczba krawedzl Jest parzysta badZ nle, gdy llczba dcian jest
parzysta lub nileparzysta 1 K=B8; (wielosclanem o najmniejsze)

liczble scian Jest np. czworoscian: S=4, K=6, W=4).

3.4. Histogramy dla wielo&ciandéw Woronoja-Dirichleta

Dla zbloru wlelosclanéw W-D mozna skonstruowaé¢ histogramy
sclan, krawedzl 1 wierzcholkéw. Histogram sclan N(S) oznacza liczbe
wielosclanéw majacych po S é4cian. Tak samo okredla sie histogramy

pozostatych wielkoscl: N(K), N(W). MoZna to zaplsad wzorami:

NC

N(S) = ZMS'_S) (3.4.1)
1=1
NC
N(K) = Za(xl-x) (3.4.2)
=1
NC
N(W) = Z‘““ﬁ“” (3.4.3)
1=1
gdzie &-Kroneckera
1 gdy X=X
8(x -X)=
0 gdy X *X

NC oznacza liczbe ropatrywanych wieloscianéw. Ze wzgledu na
réwnania (3.3.5),(3.3.6) pozwalajace Jednoznacznie wyznaczyé liczby
wierzchotkéw | krawedzl z liczby scian, zachodzl relacja pomiedzy
tyml histogramami:

N(S) = N(W) = N(K) (3.4.4)
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Mozna tez zbudowaé histogram dwuzmienny N(K,S), ktéry oznacza
liczbe sclan o K-krawedziach w wieloécianach majacych po S-sclan.

Wykorzystujac wzory (3.3.2) 1 (3.4.2) moZemy naplsac:

NC
N(K,S) = Z £, 3(5-5) (3.4.5)

1=1

rk l-ozn|cu liczbe sclan o k krawedziach w i-tym wieloscianie.

3.5. Reguly sum

Wezmy wielkosé r“ /wzér (3.4.5)/ 1 zsumujmy Ja po zblorze

ztozonym z NC wielodcianéw. Otrzymamy wtedy 1llczbe sSclan o

k-krawedziach w zblorze tych wieloscliandéw, oznaczona przez LS.:

NC
l.Sk =Z’k.l (3.8.1)

1=1

Jesl! dodamy do siebie lliczby scian S’l (Sl—liczba dclan w 1-tym
wielosdclanle) w zblorze NC wielogcianéw, to otrzymamy catkowita ich

liczbe, oznaczong przez LSS:

NC
LSS = ZSl (3.5.2)

1=1

NC NC
ale z (3.3.2) N szk.l i Z Zfl.l

1=1 k23 kZ3 =1
1 z (3.5.1) -ZI.Sk
kZ3

Wykorzystujac wzory (3.3.1)-(3.3.3) oraz (3.5.1)-(3.5.2), mozemy

policzyé nastepulace srednle w zblorze NC wlelosclandw



k i=1
“. = E = T—. {3-53)
)2
kZ3 1=1

Srednig liczbe éclan k-tego rodzaju w Jednym wielosclanie,

PP (3.5.4)

k
Se.
s 1=1, NC

kZ3
srednlia lliczbe wierzcholkéw w jednym wieloscianle,

NC
1
D = EZZVM (3.5.5)

1=1 kZ3

v, |—liczbn wierzchtkéw na <Scianie o k-krawgdziach w i-tym

wielosclanle,

srednig liczbe krawedzi w Jednyl wielosclanle,

(K)-—Zzz - (3.5.86)

i=1 k23

srednia liczbe sclan w jednym wielosclianle,

NC
LSS _ 1
S === EZZ&J (3.5.7)
iI=1 kZ3

Majac powyzsze zaleZnosci, wyprowadzimy reguly sum dla
histogramu N(K,S) /wzér (3.4.5): N(K,S)-oznacza liczbe s$cian o
K-krawedziach w wielodcianach majacych po S-dclan/:

Sumujac N(K,S) po NC wieloscianach otrzymujemy:

Zu(x S”‘ZZ .1 8(5,5)) (3.5.8)

J=1 1=1

NC

=me

J=1

ale wzér (3.5.1) = I.sll
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Otrzymaligmy liczbe scian k-tego rodzaju dla NC wielosclandw.

Sumujac teraz N(K,S) po rodzajach sclan:

NC
Z N(K,S)) = Z z £, 3(5-5) (3.5.9)
k=3

xZ3 1=1
NC
= Z G(SI-S’]Z fi.l
1=1 k=3
NC
{ wykorzystujac (3.3.2) = Z S;G(stj)
1=1
oraz (3.4.1) = SJN(SJ}

otrzymujemy calkowitsa liczbe 4clan w 2zblorze NC wielosclandw

ma jacych po 5, scian.
Sumujac N(K,S) | po rodzajach scian | po zblorze NC wielosclandw

(wynilk nie zalezy od kolejnosci sumowania) otrzymujemy:

NC NC NC
Z Z N(K.S,)-Z ZZ fhld{Sl-S,) (3.5.10)

kZ3)=1 kZ3 j=11=1

kZ3 =1

ze wzoru (3.5.1) =Z LS.
k=3

i ze wzoru (3.5.2) =LSS

NC NC
lub: ZZN(K.Sl) = ZSIN(SI) = LSS, gdzie wykorzystallsmy wzory

o ol (3.5.9) 1 (3.5.1)
3.6, Okreslenie modelu ukladu

Wielogclany W-D wraz 2z wyprowadzonym! powyzej zaleZnosciaml

wykorzystamy do oplsu ukladu ztozZonego z N molekul, w ktérym Jedna



z molekul ma wleksza $rednice niz molekuly Ja otaczajace tzn.

o-.b/o-“)l (czyll mamy mieszanine dwuskladnikowa nleskonczenie

SE)

(RYS.3.6)

Molekuty oddzialuj)a pomiedzy sobg potencjalem Lennarda-Jonesa

/2,3,7/. Catkowita energia tego ukladu wynosl:

T %ZZu.(r:j) . Zu.(r:j) (3.6.1)

1#1)#1 1*1
1#)

*(r°) = 4¢c's® “1/'12-1' (3.6.2)
u r” cso [so[ r”] [/r‘j] .B.

Jest energla oddzialywania pomiedzy molekuls "a" 1 molekuta "b",

. L] L ] 12 L ]
u"(r] )= [[1/:-”] —[m-u]o] (3.6.3)

Jest energia oddzlalywania pomiedzy molekulami i,) typu "b".

gdzie

- . L
uswe , re=r/oc , =€ /¢ s {s
ab ¢ & Taw ow.b ub'

€' Con parametry potencjalu Lennarda-Jonesa.

Bezwymlarowymi parametrami rozwazanego mode lu s3
so.c..'l‘.-k.'l‘/c“. p.-pa':b, gdzie T-temperatura, p-gestos¢, k -stala
Boltzmanna.

Dla tak okreslonego modelu cleczy prowadzone byly symulacje
komputerowe MC (symulacje opisane zostaly w rozdziale 3), dla

réznych wartosci bezwymlarowych parametréw., Z symulacj)i tych

otrzymaligémy zblory wspélrzednych molekut w wukiadzle, ktére



postuzyly do budowania wielodciandéw W-D. Poprzez te wlelosciany
opisaliémy lokalng strukture w cleczy wokél duze) molekuly. Wyniki
obliczen zostaly opublikowane w pracy Fluld Phase Equilibrium, 48,

141, (1989).

3.7. Dyskusja wynikéw dla wyisze] temperatury

Obliczenia  przeprowadziliémy dla T.-1.2. p--O.T oraz
50-1.0+1.8. Na rysunkach od (3.7) do (3.13) pokazalldmy wynlki tych
symulac ji.

Z rysunku (3.7) przedstawiajacego histogramy liczby scian N(S),
widaé, 2e dla Jednakowych rozmiaréw molekul, procentowo najwiecej
Jest wielodclandw o 14-15 dclanach. Potwlerdza to wynlkl uzyskane
wczednle) /4,28,33,34/.

Wzrost s, powoduje, 2e maksima przesuwala sle w strone
wielosclandéw o wieksze) liczble sclan, a najwleksza Ich wartosdé
przypada dla 50-1.2+1.3. Dalszy wzrost 5, wpitywa na rozmycle
histograméw, tzn., 2e Jest duzo wielosclanéw o réznych 1iczbach
sclan,

Ksztalt histograméw N(S) Jest podobny do krzywe) Gaussa,
symetrycznej dla S=16 przy 30-1.2 oraz dla S~18 dla 30-1.3.

Z rysunkéw (3.8)-(3.10) widaé¢, 2e nlezaleznie od Sy
najczescle) wystepula pleclokaty oraz stale utrzymuje sle ta sama
sekwenc ja wystepowania scian: 5,6,4,7,3,8.

Rozkiad (fk)-ércdnleJ liczby s$cian k-tego rodzaju rys.(3.9)
pokazuje, 2e pomliedzy s°=1.1+1.3. nastepuje reorganizacja w
strukturze wlelosclanu. Mamy wzrost sledmiokatéw 1 osmlokatéw,

podczas gdy maleje liczba tréjkatéw. Llczba pleclokatéw najpierw

malejJe, a potem rosnie, natomlast llczba szedclokatéw najplerw
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(RYS.3.7)

Histogramy liczby scian N(S) dla T =1.2
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(RYS. 3.8)

Histogramy N(K,S) liczby $cian o K-krawedzliach

w wielodclanach majgacych po S-scian dla T =1.2
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Srednia liczba sclan k-tego rodzaju dla T =1.2
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Rozklad scian k-tego rodzaju w wieloscianie (RYS.3.10)

dla T =1.2
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roénie, a potem maleje, by dalej znowu rosnaé.

Z2 histogramu N(K,S) rys.(3.8) wynika brak korelacji pomigdzy
liczbg 4cian o k-krawedzliach a liczbg éclan w willoscianach ma jacych
S $cian.

Przedstawione histogramy dla T.-1.2 pokazuja, ze lokalna
struktura w cleczy Jest czuta na zmlany rozmlaréw molekuly
centralnej. Wzrost rozmiaréw molekuly centralnej powoduje, 2e ma
ona coraz wlece) sgasladéw, W Jezyku wlelosclandéw W-D oznacza to
przegrupowanie w klerunku wilelog¢ciandéw o wiekszej llczble sclan,
Jak réwnlez pojawlenle sie wielosciandéw o szerokim spektrum liczby
écian (np. dla ao-l.B mamy wielosclany o S=14+26, podczas gdy dla

so=l.2. S=12+20).

3.8, Dyskusja wynikéw dla niZszej temperatury

Obliczenla przeprowadzone byly dla T.-O.B. p.-O.BS oraz
so=1.0+2.5. Rysunki (3.11)-(3.13) przedstawiaja wynikl tych
symulac ji.

Z rysunku (3.12) 1 (3.13) widaé¢, 2e nlezaleznle od S, nadal
najczescle) wystepujacyml scianaml w wieloscianach sg pleclokaty.
Utrzymala sle ta sama co poprzednio, sekwencla wystepowania
rodzajéw sclan: 5,6,4,7,3,9. Srednia Iich liczba <fu> Jest prawvie
stala (poza 30-1.0¢1.5). Jedynie mamy spadek liczby szesclokatdéw a
wzrost liczby tréjkatéw. Pojawlly sie natomiast dzlewieciokaty.

Z histograméw srednie] liczby scilan N(S) widaé, 2e sa one
dobrze zlokallizowane (niezaleznie od so}. symetryczne dla S=20, dla
ktérego osiaga)a swoje maksimum, (dla 8°=1.0 mamy ten sam wynik co
poprzednio). To oznacza, 2e liczba najbliZszych sasiadéw molekuly

centralne) Jest prawle taka sama, niezaleznle od JjeJ rozmiaréw,
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Z pordwnanla wynlkéw uzyskanych dla obu uktadéw, dla temperatur
L] -
T =1.2 oraz T =0.8 moZemy powledzieé¢, 2e uklad o temperaturze
ni2sze] ma lokalnle strukture bardzie) stabilna, 2ze wzgledu na

zmiany rozmiaréw molekuly centralnej, niZz ukiad ukilad o wy2sze]

temperaturze.



Histogramy 1iczby éclan dla T =0.8 (RYS.3.11)
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Srednia liczba scian k-tego rodzaju dla T =0.8 (RYS.3.12)
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(RYS.3.13)

Rozklad gcian k-tego rodzaju w wieloscianie

dla T =0.8

o
T
[ |
— —
b+ e gt @ x =
o iy
/mu O 0N OBO, -t =
L T o o — NN
s}
.\ 9
o < \\+I1a0
R R S o .
S o
l\‘lll l\
. o<meX_ —un
llllllllllll ..H...:lnr
e ! -
...... l+umﬁ:+ —m
L 1 = -
'...um. o o o o
-—
Ev O o

33



4. SYMULACJE MONTE CARLO W ROZTWORZE NIESKONCZENIE ROZCIENCZONYM

W rozdziale trzecim wykonalismy symulacje Monte-Carlo (MC),
ktére postuzyly do opisu struktury rozpuszczalnika, poprzez
wielogclany WoronoJja-Dirichleta /5/. Réwnoczesnie w czasie
symulacji MC zbleraliémy statystyki, pozwalajace na wyznaczenie
przyrostéw potencjalu chemicznego /2,3/ substancjl rozpuszczonej. W
niniejszym rozdziale opiszemy uzyskane wyniki z tych statystyk.

Potencjal chemiczny rozpuszczonych czasteczek w cleczy
obliczano wielokrotnie z rdéwnania Widoma /48B/ metoda symulacji
komputerowych /47,48,52-56,59-61/. Rozpatrywano uktady, w ktérych
rozpuszczone molekuty byty z grubsza taklej samej wielkodci, co
molekuty rozpuszczalnika, lub mniejsze /52-55/.

Uklad przez nas badany byl roztworem nieskonczenie
rozcienczonym, w ktérym wybrana molekuta byla wieksza od molekul ja
otaczajacych. Dla tego modelu /z symulacji MC/ wyznaczylismy
przyrosty potencjalu chemlicznege w funkcjl rozmiardw rozpuszczonej

molekuty.

4.1. Opis symulacji Monte-Carlo

Symulacje komputerowe odgrywaja coraz wiekszg role w badaniu

ukladéw cieklych. Z jedne] strony wykorzystuje sie je do testowania

modeli teoretycznych cieczy, z drugiej za¢ dostarczaja informacji o
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cleczach, ktérych nle mozna by uzyska¢ Iinnymi metodami /3,36/.

Istnieja dwie zasadnicze metody symulacji ukladéw o duze]
liczblie stopni swobody: Dynamika molekularna (MD) oraz metoda
Monte-Carlo (MC) /3,36/.

W MD, dla ukiladu N czastek calkuje sie réwnania ruchu Newtona.
Znana musi byé¢ funkc)a energil potencjalnej oddzliatywania miedzy
czasteczkaml. 2 wyznaczonych trajektori! ruchu obllcza sie
termodynamiczne wlasnoscl ukladu, Jako drednle po czasie =z
odpowiednich wielkosgci /3/.

W MC, dla ukiladu N czastek z zadanym potencjalem oddzlatywanla
miedzy nimi, kolejne konfiguracje (lancuch Markowa) w ukladzie sz
tworzone =z przypadkowych przesunieé¢ poJedyncze) czasteczki.
Wiasnosci ukladu otrzymuje sie tuta) dredniulac odpowlednie
wielkoscl po otrzymanych konfiguracjach. Ze wzgledu na ograniczenia
numeryczne nie mo2ina symulowaé zbyt duzych ukladéw (symuluje sle
N<10%). Aby  Jednak uzyskane wynlkl oddawaly wlasnosci
makroskopowych uktadéw (tzn. gdy Now, V-, N/V=const.),gdy ldzie o
badanie Jednorodnej fazy obJetosciowe], na uklad naklada sle

periodyczne warunkl brzegowe /3,36-38/.

i P ‘:{V
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° ‘J e ol ¢ o

(RYS.4.1)

To oznacza, Ze wybrany uklad otoczony Jest ze wszystkich stron
takim! samymi ukladami. Opuszczenie tego ukiadu (lub wejscie do
niego) - mocnie) zarysowany na rys.4.1 - przez molekule, Jjest
réwnowazone przez wejscle do niego (lub opuszczenie) inne) molekuty

ale z przeciwne) strony.
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Uktad 2z perlodycznymi warunkami brzegowymi posiada silne
korelacje ze wzgledu na swoja okresowodé¢ (pokazano /43/, 2e w
granicy termodynamicznej, wiasnosci ukladéw 2z periodycznymi
warunkam! brzegowymi 1 z twardyml sScianam] sz takle same). W celu
wyeliminowania wplywu rozmiaréw ukiadu, - gdy Jest to mozliwe
prowadzl sle ekstrapolac)e wiasnodci do Nsw (1/N-30).

W symulacjach MC pojawia sle tez problem ergodycznosci, tzn.
czy dowolny stan ukladu moz2e by¢ osiggniety z ka2dego 1nnego stanu
(aczkolwlek by¢ moze po diugim czasie). Zagadnienie to nle zostalo
do kofica rozwiazane /3,41/ (np. w ukitadach o du2ych gestoscliach
istnie)a nledostepne obszary w przestrzenl fazowej), dlatego w
czasie symulacjl trzeba bada¢, Jak fluktuuja oblliczane wielkosci.

W ukladzle 2z periodycznymi warunkami brzegowyml, energle
oddzialywania obllicza sle jako sume po wszystkich molekulach
lezgcych w obszarze o pewnym promieniu e /37-40/. Do sumy te]
wchodza tez molekuly bedace obrazaml czasteczek z gléwne) komédrki,
o 1le ich odleglos¢ od danej czasteczkl Jest mnlejsza niz r.
(2r;SL, L-rozmliar ukladu). Oddzialywanie z molekutam!l polozonymi
dale) niz2 r. uwzglednla sie w postacl poprawek /40-41/; (szerze] o

tym w dalsze) czesc! tego rozdziatu).
4.1.1. Symulacje Monte-Carlo w zespole kanonicznym (N,V,T)

W flzyce statystyczne], $rednig po zespole kanonicznym /2,3/ z
funkc ji wspélirzednych w ukiadzie, definluje sie w postacl:
N
ldf_'.f'[g')e-BUtE )
(e = - (4.1.1)
lacle-BU(g )

gdzle f=1/kT, k-stala Boltzmanna, T-Temperatura, U(n")-potenc,jal

oddzlatywanla czastek, w-objetosc ukladu, EF'E,---E,- dcﬂ-dcl...dc“



W obliczenlach MC, calkowanie we wzorze (4.1.1) moZna zastapié
w standardowy sposéb sumg po punktach wybranych losowo z Jednakowym
prawdopodoblienistwem. Taka metoda obliczanla <$rednich nie bytaby
Jednak wu2yteczna, gdyz prawdopodoblenstwo wystgplenia kazde]j
konfiguracjl |Jest takle samo, a przy Iliczeniu srednle] <f>,
uwzgledniane sa konfiguracje mato prawdopodobne, tj. taklie dla
ktérych wartogé funkc)! podcatkowe] /f(r)exp[-BU(r)l/ Jest znikomo
mata /40,41/. Dlatego tez zaproponowano metode generujaca kolejne
konfiguracje lancucha Markowa z czestotliwogclg ich wystepowania,
proporcjonalng do funkc)i Boltzmanna exp[-BU(r)] 749/.

Niech w tlancuchu MC konfiguracje beda doblerane 2z jJakim$
prawdopodoblenstwem p(J); wtedy poprawng sdrednia otrzymamy ze

zmodyf 1kowanego wzoru:

N
[ exp[-BU(1)1f (1) [p(1)]™

1=1

(p)) = (4.1.2)
) expl-BU(1)1p(1)]7"
1=1
gdyby udalto sie uzyskad
exp[-B8U())]
p(J) =
I exp[-BU(1)] (4.1.3)

i=1

to srednia <f> sprowadzi sie do srednie) arytmetycznej po 1losci

préb M.

N
me (4.1.4)
1=1

<« =

tancuch Markowa Jest to proces stochastyczny z dyskretnyml
zmliennymi losowymi /50/. Prawdopodoblenstwo przebywania w stanie k
w chwili t+1, Jest okreslone przez stan J-ty w chwili t, zas

prawdopodoblenstwo przejscla pomiedzy tymi stanaml pjk nie zalezy
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od t. Maclerz prawdopodoblefistw spelnia warunkl:

(4.1.5)

Lancuch Markowa Jest okredlony przez maclerz prawdopodoblenstw
przeJé¢ oraz przez stan poczatkowy. Prawdopodoblefistwo przejscla
n-krotnego p;:’ wynika wiec z rekurencji:

N
(n) - (n-1)
p}u ,Z,p“‘ plu (4.1.8)

Jesll stany tlafncucha spelniaja warunek ergodycznosci, to

istnieje granica /50/:

(n)

'j =i p” (4:.1.7)

n3x
dla wszystkich J, nlezaleinle od i, speinlajaca warunek

>
I,O

x =1 (4.1.8)

ostatnla réwnosé¢ Jest speilniona, gdy

P (4.1.9)

'P“ . 'l 1)

J

(zasada mikroskopowe) odpowiedniosci). Dla celéw symulac)l ukitadu w

zespole kanonicznym chcemy mieé zgodnie ze wzorem (4.1.3):

exp[-8U(3)]

l] - (4.1.10)

) exp[-BU(1)]

i=1

Schemat Metropolisa

2wykle przyjmuje sle¢ nastepujaca maclerz prawdopodoblenstw



prze jsé:

1/x dla = =m
o { L i
Y n/Mm dla =m <m (4.1.11)
¥ s (S
& 1
P %1 —’le” z .—l: 0 (4.1.12)

HI - liczba zwlgzana z i-tym stanem, ktére) konkretna wartosé¢ Jest
nieistotna.

Srednia liczona po takim tancuchu Markowa zblega do drednie]
kanoniczne) (4.1.1) gdy M /3,40,41,48,50/.

Generowanle konfliguracji odbywa sle w praktyce jak nastepuje
/3,40,41,49,50/:

Startujac ze stanu 1 ukladu, wyblera slie (cykllcznle 1lub
losowo) molekule oraz losuje dla nlej przypadkowo przesuniecie,
dostajac w ten sposéb J-tg konfliguracle. Jezell dla energiil tych
konfiguracj! zachodzl:

U) sU (4.1.13)

a wlec n oz (4.1.14)

to stan J-ty Jest akceptowany Jako nowa konfliguracja ukiadu w
chwill t+1. Natomiast Jesli

U, > U‘ (4.1.15)

to stan J-ty akceptuje sie z prawdopodoblenstwem e P8 gdzie
AU=U(3)-U(1). Aby to roztrzygnaé, losuje sie liczbe Re(0,1] 1
poréwnuje z e P2V cdy Rse PAY to stan J-ty Jest akceptowany, Jesll
zag me"‘u. to konfiguracja Jj-ta Jest odrzucona 1 Jjako nowg
konfiguracje dla czasu t+1, przyjmuje sle¢ poprzednig konfiguracje
ze stanu |{.

Losowe wyznaczanie przesuniecia dla kolejne) molekuly odbywa

sie zwykle tak, 2e losuje sie przesunlecla Ax, Ay, Az z szesclanu
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o dowolnie przyjetym 1. W praktyce doblera sie 1 tak, aby
proporcja przyJetych konfiguracji wynosila okolo 30%-50%.
Generujac kolejne konfiguracje wedlug schematu Metropelisa,

érednie wielkoscl oblicza sie ze wzoru (4.1.4).
4.1.2. Symulacje Monte-Carlo w zespole stalego cisnienia (N,P,T)

Oplerajac sie na schemacle symulac)l MC w zespole kanonicznym,
mozna sformulowaéd algorytm symulacji w zespole stalego clénlienia
/2,3/. W ukiladzie N molekuil, w temperaturze T, oprécz ruchu
molekul, dopuszcza sie¢ zmiany obJetoscl V ukladu /40/.

Prawdopodoblenstwo stanu 1 przyjmuje teraz postad

o PPV - BU(1)
pl1) = (4.1.18)
Iva-d(:)e—pr - 8U1)

p - cisnlenie, bedace parametrem, U(1) - energia potencjalna
i-tego stanu, V - objetosd¢ (1-tego stanu),

W symulac )i kolejne konfiguracje wyznacza sle¢ nastepujaco:
Wyblera sie czastke (losowo lub deterministycznie), losowo wyblera
sie Je) przesunigecle oraz losowo wyblera sie zmiane objetosct
ukladu AV. Nastepnie oblicza sie stosunek prawdopodoblenstw
poszczegélnych konfiguracjl : u=e BIPAVHAU] - j iy W21, to nowa
konfiguracja Jest akceptowana, Jesli zas We[0,1], to pordéwnuje sie
W z przypadkowa liczba R, 2z przedzialu [0,1]). Gdy RsW to
konfiguracjw akceptule sle, a gdy ROW to Jako nowa konfiguracje
przyJmuje sie poprzednia konfliguracje.

Gdy tancuch kolejnych konfigurac)i Jest dostatecznie diugi (np.
1(.’!"-1(3-r razy dla N=100), mo2Zna =zawlerzy¢ obllczonym wartosciom

drednim.



Zamlast zmlenne] losowe] AV przyjmuje sle czasami w
obliczenlach Jakoc zmienng losowg 1nV /51/, gdyz AlnV=AV/V jJest

bezwymiarowe.

4.2. Obliczanie przyrostéw potencjalu chemicznego

czgstki rozpuszczone]j

Z symulac)l MC nle mozna otrzyma¢ wprost takich wielkoscl, Jak
entropia czy energla swobodna /3,37,40/, dlatego powstaly metody
poéredniego ich wyznaczania.

Energle swobodna mozna obllczyé poprzez catkowanle energii
ukladu po temperaturze wzdiuz drogl od stanu, w ktérym Jest ona
znana (np.gaz ldealny), do stanu nas Iinteresujacego /44,45/
(obliczenie takie wymaga znajomosci energil uktadu w duzym zakresie
temperatur).

Réwniez energie swobodng mozna obliczyé /46/ z zaleZnosci
F - l’-‘o = -1n <{exp[-B(U - Uo)])o (4.2.1)
U,Uo - calkowlte energle ukladu nas Interesujacego, oraz ukiladu
odnlesienia,
Sredniowanie Jest po ukladzie odniesienia. Te metode obliczania
energi! swobodnej testowano dla potencjalu Lennarda-Jonesa /2,3/ z

uktadem odniesienia o potencjale r 2, uzyskujac dobre wyniki.

Srednig z wielkoscl A, definiuje sie nastepulaco /2,3/:
A = % J'dx;"jdg" AeBH (4.2.2)

gdzle H=T+V, Jest hamiltonianem ukiadu /2,3,78/, T, V-energie
kinetyczna 1 potencjalna ukiadu, Qu~sumn stanéw w zespole

kanonicznym /2,3/.
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N 3N
N'n

Q = : Jdg‘[dg' o U (4.2.3)

h = stala Plancka, (p,r) - pedy 1 poloZenia czasteczek

Czesto stosowana metoda Jest obliczanie /47/ residualnego

potencjalu chemicznego u® /2,37 z réwnania Widoma /48/

r

W = - 1n <exp[-8y(p)]> (4.2.4)

kreska pozloma, oznacza sredniowanie po wszystkich potoZeniach w
danej konfigurac)i, y(r)-energia oddzialywania prébne) czastkl w
polozeniu r, z resztg uktladu.

Metoda obliczania u'"® daje dobre wynlki w dosé duzym zakresie
gestoscl /2,47/. Oplerajac sie na te) metodzie, w tym rozdziale
wyznaczylismy przyrosty  potencjalu chemicznego substanc ji
rozpuszczone]).

Rozwazanym przez nas ukiadem byl roztwér nleskoficzenie
rozcleficzony. Skitadal sie on z molekul! b (rozpuszczalnik) oraz
molekut a (substancja rozpuszczona), przy czym ich 1losci byly
takle, 2e N./(N.vab]-aO. [N..Nb-liczby molekul a |1 b). Molekuly obu
typéw byly sferycznie symetryczne | oddzialywaly miedzy soba

potenc jalem Lennarda-Jonesa /2,3/:

RN (o ey

et Y {20 )

1<)

(4.2.5)

gdzle B parametry potencjaiu Lennarda-Jonesa,
" = odleglosci miedzy srodkami stykajacych sie
molekut a-b, b-b

Potencjal chemiczny substancji rozpuszczone) a Jest sumg czesci



idealne ) u:('l'). oraz pozostaltoscl (czeséci residualne)) /58/:
0 r
g = u.('r) + lenp. * 8 (4.2.6)
gdzie p.-N./V - gestosé, V - objetosé ukiadu
Wyrazenle na residualng czes¢ potencjalu chemicznego otrzymuje
sie latwo /48/:

r aF
A -[ 3N ] o F(N.+1.Nb.T.V) - F{N.'NB'T'V) (4.2.7)
T,V N

F - energle swobodne ukiadu, N.,Nb-) ®

Wtedy

-Bu

2(N #1,N ,T,V)
a b

VZ(N ,N_,T,V) h4.2.8)
a b
Z - catka konfiguracyjna

Z(N =1,N_,T,V) = Ihgfjh;u exp[-B(U+ U )] (4.2.9)

Un - energla oddzialywanla miedzy molekulami b-b
l}u - energla oddzlatywania molekuly a (dodanej do rozpuszczalnika)

z molekulami b

Podstawlajac (4.2.7) do (4.2.8) otrzymuje sig rdéwnanie Widoma na

residualny potencja! chemiczny /748/:

-Bu_ -guU

e =¢ 5 (4.2.10)

Srednila Jest wzlgeta po czystym rozpuszczalniku, a Ua Jest
energla oddzialywanla |JednejJ czastkl rozpuszczone), dodane})
przypadkowo,

Przyrost A.u: residualnego potencjalu chemicznego substancji
rozpuszczone), wyznacza sig tutaj poprzez stosowanie rdéwnania
(4.2.10) 1 obliczenie zmian spowodowanych wkladaniem do tego samego

rozpuszczalnika molekuty o réznych parametrach. Dla dwéch réznych
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standéw I 1 Il odpowiadajacych molekulom o réinych parametrach w tym

samym rozpuszczalniku, zachodzi:

rlll)

[ < r r(l)
. Ap. *H (4.2.11)
. r(ID) r(D)
gdzie Ap. K, K, (4.2.12)

Wykorzystujac réwnanie Widoma (4.2.10) otrzymuje sie:

5 s I
B(U,-U) -BU,

e-pau: _ Ic:rﬂl Id[‘_"e- s Y

Idra Idc_' e-BU; e-BU'

-BU

N
(4.2.13)

>

N+1,1

gdzle U’. ke
a' T«

sg energlaml oddzialywan w I | Il przypadku molekul
a-b, natomlast AU =U)'-U] jest réznica energii a-b dwu przypadkéw I
i II. Sredniowanie Jest po ukladzie N+1 czastek w I stanle.

W naszych obliczeniach molekuly a w stanach I 1 II réznily sle
od sleble oraz od molekut b rozmiarami. W punktcle startowym,
molekuta @ byla taka sama, Jak molekuly b, a w koleJnych krokach
puchta w stosunku do molekul b. Skofczone zmiany Au: pomiedzy
stanami I {1 Il 2zwiazane sg z Hn - czescla wirialu, poprzez
pochodne po T

Ogdlnie

duI
W= -Zr”—’- (4.2.14)

1<) 1)

W=W + W (4.2.15)
ab bb

H“.be-czqécl wirialu zwiazane z oddziatywaniam! a-b, b-b.

Wtedy



™ a

ab 1
do
ab

r I
(BaW)) = -BQW_ (o )>

(4.2.18)
a 11
B<e U“{o-“))

Wéwczas zmiana energil au' Jest dana wzorem:

-BAU -gAU
g - We B -awhee 5,
' = ' - <u‘;~l = =0 (4.2.17)

e B

1

Jesll wykonamy symulacje w zespole stalego clsnienla, to mamy av':

-BAU -BAU

av' = - = b ¢>’ = e B)' (4.2.18)
4 )" <v>x -BAU“) . B¢
{e

Wéwczas przejsciu od stanu I do II towarzyszy zmlana entalpil
ukladu:

. . L
AH = AU + pAV (4.2.19)
p - clénienie ukladu (p=const. w obliczeniach)

Z oblliczenlem catkowlte] energll oddziatywania Uu pomiedzy
molekula a oraz molekulami roztworu b, zwlazana Jest poprawka
pochodzaca od czescl dlugozasiegowe] w potencjale oddzlatywanla
(long-range correction "LR").

W symulacjach MC ustalamy pewien obszar o promieniu R“t. po
ktérym sumujemy wszystkle oddzialywania miedzy molekulami. Poprawks
do tych obliczen Jest wklad do energil, pochodzacy od molekul
zna Jdujacych sie na zewnatrz obszaru o promieniu ‘Rcm_ (patrz
§3.1.1).

R
uu = Zuuj L U:. (4.2.20)

J

r_ <R
@) cut
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Wielkosd U:' zalezy od konkretnej postacl dlugozasiegowe]

potencjalu oddzialywania. Dla potencjatu Lennarda-Jonesa

-]
r

=
UR o= ];u_zdr {-Iur.p)
a

Rcut {4.2.21)

3

18 8. -
e PR

gdzle ¢,0 - parametry potencjalu Lennarda-Jonesa,
p - gestosé ukladu

4.3. Dyskusja wynikéw dla wyzszej 1 niisze) temperatury

Obliczenia residualnego potencjaiu chemicznge w roztworze
nieskoficzenle rozclenczonym z réwnania (4.2.13), przeprowadzilismy
metoda symulac)i MC w zespolach kanonicznym (N,V,T) oraz stalego
cisnienia (N,p,T).

Obliczenia te wykonalismy dla temperatur T =1.2 (T =kT/e,
gestosci p'=No" /V=0.7) oraz T=0.8 (p'=0.758+40.832). W zespole
stalego cidnienia przyjmowalismy p.=po-:h/ebb-1.

Molekuly oddzialywaly potenc jalem Lennarda-Jonesa,

PrzyJmowal i$my, ze oraz zmienialismy n-cr.b/c“ W

Cab Cop’ 0
przedziale [1;1.65]. W symulacjach w zespole (N,p.T) Jako zmienng
losowa przyJmowaligémy InV (/51/,84.1. tej pracy),natomiast AV/V
wyblerallémy losowo z przedzialu [-3,3].

Symulacje MC stalego cisnienla dawaly lepsza réwnowage
struktury wokél duze) molekuly dla wy2szych gestoscl ni2 symulacje
MC w zespole kanonicznym, ale za to powodowaly wzrost fluktuac]ji.

Wszystkle wlelkoscl wyrazone bylty w Jednostkach pudelka, w

ktérym zamkniety byl uktad L=v'2. Do symulac)i brallsmy 107+1



-BAU
czastek, uwzglednlajac do 22x10° ruchéw MC. Wyznaczylismy <e “).

b, 0, H.b. ‘be oraz AV 1 AU a takZe czeé¢ energll AU:
Ed = (AUG exp[—BAU“]) (4.3.1)

Ré2nice w wynikach symulacji MC w zespotach (N,V,T) i (N,p,T)

(dla skoniczonych rozmlaréw ukladéw) sa rzedu t«l'l /63/.

~Bu

-Bu. ~Bu. ; . 8%e ™
{e >T,I,\f = {e >T.l-P - {(AV) >T.l,p _av_z (4.3.2)
gdzle > = -kT[% = vx, (4.3.3)

T
N = "u + 1, z_l_ - 8cidliwosé¢ izotermiczna /2,3/.

Na przyktad dla T--O.B, p.=0.85 i N=107+1, =zakladajac
xTc/o-a-G.B oraz szacujac 8u:/8p' oraz ¢‘.Ia,.z:/ap'2 graficznie z
Jednoskladnikowego modelu plynu van der Waalsa {[8u:/8p']-15.
[azu:/ap-’]-z'rS). otrzymujemy poprawkl rzedu 0.02. Oznacza to, :ze
$rednie liczone w zespole (N,V,T) byly by wy2sze o okolto 2% od
érednich liczonych w zespole (N,p,T).

W obliczenlach u: uwzglednialismy poprawke dlugozasiegowg
(4.2.21) - U-" dla R _=Ls2, v=L™:

U:;n = - 1? tc‘hs: N[ %3 i (4.3.4)

Dla symulacj! w =zespole (N,V,T) poprawka "“LR" Jest stala,
natomlast w zespole (N,p,T) zmienia sig wraz z fluktuac)a objetosci
ukladu, ale malo, gdy? réznica pomledzy <V > 1 V) > Jest rzedu
0.01%. Poprawka U:" w istotny sposéb wplywa na wyniki, ze wzgledu
na swoja wlelkosé,

Wyniki obliczeh dla T =1.2 przedstawiligémy w tabell I oraz na

rysunku (4.2), natomiast dla 'l‘.=0.8 wynikl przedstawilidmy w tabell
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I1 oraz na rysunkach (4.3)-(4.5). Oble grupy wynlkéw zostaly
opublikowane w pracach: Fluld Phase Equilibria 48, 141, (1889),
Mol.Phys. 70(6), 985, (1880); /8B,9/.

Dla T =1.2 (p'=0.7) - tabela I - w plerwsze] kolumnie mamy
wartosci Sy ¥ drugie) zas$ przyrosty Bhp: residualnego potencjalu
chemicznego. Przyrosty te liczone byty dla aso--°(11>-s°£1}-a-o.os
i odpowladaly nliZszej wartosci przedzlialu [so.lo+6L Kolumna
trzecla zawiera zakumulowane wartosci [Bu:(ao]—B.u:(so-l)]. czwarta
kolumna pokazule zmiany obJgtoscl ukladu, a piagta kolumna zawlera
wartoscl E‘ (wyniki w kolumnach od 2 do 5 sg przedstawione w
funkc ji -oL

Rysunek (4.2) przedstawia zmiany ABp: spowodowane puchnlieciem
molekuty a (tzn. w funkcJji sol, dla 430-6-0.05 (tréJkaty). Pelnymi
kélkam! oznaczyliémy zakumulowane wartoscl [ﬂu;(so]—ﬂp:(aotl)L
Kwadraty oznaczajs [ﬂu:(su}-ﬂu:(s;l}lw po uwzglednieniu poprawki
dlugozasiegowe) "LR". Oprocz tego wykreslilismy AV/cr:b w funkcji s_
(krzyzykl X).

Bitad obliczen byl maly np: dla ABu wynosit 20.01 1 odpowiadal
rozmiaram! wartosciom punktéw rysunku.

Dla poréwnania z innymi wynikami, zaznaczyllémy dwle wartoscl
Bu:(so} z prac Shing-Cubbins /52-54/ dla s =1.1447 1 s =1.26 (+),
ktére wynosily: +0.12 | +0.38. Wartosci te nlewiele ré2nia sie od
naszych wynikéw.

Z powy’szego rysunku widaé, zZe ﬂu: Jest funkc)a rosnaca
(wzgledem lol. posiadajaca minimum dla 30-1.05 (minimum to
odpowiada pewnemu przegrupowaniu sie molekul rozpuszczalnika wokél
wieksze) molekuly patrz rozdz.3 te]J pracy).

Z kolel uwzglednienie poprawki "LR" (4.3.4), wplywa zasadniczo

na przebleg Bu:. ktére staje sie malejaca funkcjg s, © wartosciach



Zmiany residualnego potencjatu chemicznego (RYS.4.2)
Bp: (pelne kélka) oraz Suzor{kuadraty)

spowodowane puchnieciem molekuly a
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Zmiany residualnego potencjalu chemicznego (RYS.4.3)
r r

[[ﬂu.(sol Bu.(so-l)]/c (krzyzyki)

Zmiany poprawkl diugozasiegowe]

|Ut*(s ) /€| (krzyzyki w kotkach)
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Zmiany catkowite) energll ukladu

U(so)/c (krzy2yki w kéltku)

Zmiany objetosci uktadu V(sov.r’ (krzy2yki)

(RYS.4.4)
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Residualny potencjal chemiczny u:"'(so)/c (RYS.4.5)
po uwzglednieniu poprawkl dlugozasiegowe]
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TABELA 1

dane symulacy)ne dla T*=1.,2

s " ;:: &Bp:{soi Bp:(so)-ﬁp:fsoi aV/c:h E,
1.0 0.0 0.0 0.0 0.0
1.05 -0.03 -0.03 " -

1.1 0.0 -0.03 - -
1.15 0.123 0.083 0.743 -0.445
1.2 0.252 0.345 0.532 -0.565
1.25 0.292 0.637 0.350 -0.380
1.3 0.341 0.978 0.849 -0.398
1.35 0.362 1.340 0. 499 -0.222
1.4 0.614 1.954 - =
1.1447 - +0.14") - -
1.26 - +0.38"" - -

*) dane z prac Gubbinsa /52-54/

TABELA 2

dane z symulac)l dla T*=0.8

u_(su)-p.[so-l)

‘ .
5 = :‘” B (8=0.028) X t'(s° = ¢
bb po LR correction
1.0 0.121 0.0 0.0
1.08 0.108 0.121 -0.163
1.2 0.3 0.769 -0.856
1.25 0.343 1.369 -0.91
1.3 0.384 2.055 -1.022
1.38 0.475 2.823 -1.181
1.4 0.521 3.773 -1.33
1.45 0.643 4.815 -1.587
1.5 0.694 6. 101 -1.761
1.55 0.833 7.489 -2.087
1.8 1.02 9. 155 -2.346
1.65 1.08 11.185 -2.478




ujemnych. Dla maltych S, zmiany w Bp“r s3 male, gdyz poprawka “LR"
Jest tez mala, natomiast ze wzrostem 5, poprawka "LR" znacznie
rosnie, co powoduje duze zmiany w Bu:.

Z wykresu moZna oszacowad, 2Ze ﬂu: rosnie z potega =9, natomiast
ze wzoru (4.2.1) wynlka, 2ze “"LR" rosnie z potega 6. Zatem mozna by
sie spodziewad, 2e Bp“r przejdzie w koficu przez minimum dla bardzo
duzych 8, Jednak dla duzych s, nie mo2na wilasciwie nic powiedzied,
gdyz potenclal Lennarda-Jonesa w postac! skalarne) u(r/¢) Jest
wtedy nlerealistyczny, ponlewaz nle uwzglednia rozmiaréw molekuly
a.

Wzrost U:' wraz 2ze wzrostem S, spowodowany Jest tym, z2e
molekula a zajmuje coraz wiekszg czesé objetoscl ograniczone] przez
R‘m. A zatem coraz mnie) molekul b Jest w te) objetosci, a wiec

coraz mniejsza Jest 2u¢
J

molekul b Jest na zewnatrz obszaru ograniczonego przez R“'_. co

4 dla r‘”(Rmt (4.2.20). Natomiast wiece)

powoduje wzrost U-" (4.3.4).

Dla duzych ukiadéw poprawka "LR" moze nie mie¢ tak istotnego
znaczenia, Jedll obszar, po ktérym sumujemy wklady do energii Ua we
wzorze (4.2,.20), Jest dostatecznie duzy /55,56/.

Wyniki  obliczen dla T =0.8 (p =0.758-0.832; p =1.)
przedstawilismy w tabelil II oraz na rysunkach (4.3)-(4.5).

Kolumna plerwsza podaje zakres Sy druga kolumna zawlera
przyrosty Au/c pomiedzy As°-6-0.025, odpowiada jace ni2szemu koncowl
przedziatu [so.-o-l'&]. W kolumnie trzecie) umiescilisdmy akumulowane
wartosc! [n:(lol-u:(so-l)]/c. liczone dla 350-26-0.05 oraz poprzez
rozwl Janle w szereg Taylora Bu:(sol wokét 8, (dlatego obliczalismy
I 1 II pochodne Bu: po s ). Kolumna czwarta zawlera wartosci
cor

u /e, tzn, n:/c po uwzglednlieniu poprawki "LR".

Na rysunku (4.3) przedstawilidmy [u:(so)-u:(uo-ﬂ]/c (krzyzyki)



oraz |u:"/c| (krzy2yki w kétku) w funkc)i s . Rysunek (4.4) ukazuje
zmlany calkowite) energil ukladu U/c oraz zmlany objetoscl ukladu
V/¢° tez w funkcji s, Natomlast rysunek (4.5) przedstawia u /e w
funkc 1 S,

Z rysunku (4.3) widaé, ze p:/c Jest funkc)a rosnaca (wraz z

s,), oraz, Ze |U:"/c| Jest tez funkcja rosnaca z s .

cor

Z poréwnania wykreséw (4.3) 1 (4.5) na u:/c 1 1" /e wynika, ze
uwzglednienie poprawkl "LR" zmienia zasadniczo wartosci p:/c oraz
przebleg u:{so)/c: /e staje sle funkcj)a malejaca o wartosclach
ujemnych | Jak widaé¢ z rysunku (4.5) ma tendenc)e do osiagniecia
minimum dla pewnego 8, Zaleinos¢ ta zgadza slg dos¢ dobrze z
teorls plynéw /52-58/, przeciwnie niz “gote" p:/:. ktére odbiegalo
zasadniczo od te) teoril.

W pracach Gubbinsa /52-54/, otrzymano u:/c w funkcji s . Przy
obliczaniu calkowite) energii ukladu ograniczono sie Jednak tylko
do sumowania po obszarze R‘M. nie uwzglednliajac czlonu zwigzanego
z oddzialywaniem dlugozasiegowym U (4.2.20). To spowodowato, 2Ze
uzyskane wynikl na l.l:/l: nie zgadzaly sle z teoria plynéw. Poprawka
"LR" cho¢ stala (dla danego ao) Jest Jednak numerycznie duza 1 nle
moze byé pominieta (szczegélnie dla niezbyt duzych ukladéw N«100),

Z przedstawlonych obliczen dla T'=1.2 | T =0.8 wynika giéwny
wniosek, 2e uwzglednlenie poprawkl zwigzane) 2z przyciagajacym
oddzialywaniem r® istotnie wplywa na otrzymane wartosci
residualnego potencjalu chemicznego p:/c. Poprawkil do p:/c rosnga
wraz ze wzrostem rozmiaréw molekuly a w rozpuszczalnlku,.

Obliczenia nasze wykonalismy pomijajac rozmiary przestrzenne
molekuly a. Lepsze wynikl moZna by otrzymaé, gdyby przy obliczaniu
poprawk! U:'. uwzglednié¢ wplyw rozmiaréw molekut na obszary

catkowania we wzorze (4.2.21).



4.4 O0Oddzialywanie diugozasiggowe uwzgledniajace

rozmiary czgstki centralne}

W tym paragraflie wyprowadzimy analityczne wyraZenia na poprawkl

Uu. zwiazane z oddzialywaniem dlugozasiegowym. Do wzordéw tych, w
istotny sposéb wchodzié beda rozmiary molekuly a.
Catkowita energle ukiladu zloZonego z molekul b oraz z molekuly

a mozna zaplsaé¢ wzorem:

UtotﬂU-be (4.4.1)
gdzle ©
2
u, = Z ., Z u (r )+ [m ar p,(r)u_(r) (4.4.2)
"o r <R R
ia cut cut

Jest calkowita energla oddzialywania molekuly a 2z molekulaml b.
R ™ Jest promieniem kull, wewnatrz ktére) wszystkie oddzialywania
a-b przedstawione sa w postacl sumy, a na zewnatrz ktérej
oddzialywanla a-b przyblizZone sa przez calke; pb{r} Jest gestoscla

ptynu molekul b, u.b(r) Jest energig oddzialywania pary a-b.

Ub'Z"‘u "Z“n *'Z“ (r, ’* tot (4.4.3)
1 1

(rlj<ncut)

Ub Jest catkowita energla oddzialywania molekul b z wszystkiml
innymi molekulami, U“ - energia oddzialywania pary b-b.
U::t Jest calkowita energia oddzlalywania molekul b z Iinnyml

molekutam! pomigdzy ktéryml odleglosé Jest wigksza ni2 R“t

N
R R
u:'“ « 5 Jd;: U *(p) (4.4.4)
V-V‘r
ab
gdzie V obJjetoéé¢ ukiadu, V’ objetos¢ zajeta przez molekule a,
ab



lf'"(r_) energla oddzialtywania molekuiy b z innyml molekutami.
Postaé¢ cztonu | oo zalezy od tego czy molekula a Jest wewnatrz
kuli o promieniu Rcm. centrowanej na molekule b, czy przecina te

kule, czy te2z Jest na zewnatrz tej kuli. Mamy zatem trzy przypadki:

(RYS.4.86)

U';' = J&urzdr pb[r)uhb(r) (4.4.5)

R

cut

Czion ten Jest takl sam jak poprzednl wzér (4.2.21). W drugim i
trzecim przypadku, w catkowaniu na zewnatrz kull o promieniu Rcut
musimy uwzglednié, 2e czesé obszaru o gestoscl plynu pb(r) za jete
Jest przez molekuie a. Musimy wiec odjaé¢ od wyraZenia lf:‘ (4.4.5)

wkiad pochodzacy od tego obszaru, gdyby nie byto w nim molekuty a.

B: dla R - < r <R + 0o
cut ab ab cut ab
R R
u‘; = ut -1 (4.4.8)
gdzie I. - ’I'dr'n ph(_r:_b‘)u“(cu) (4.4.7)
v

x
Vx - obJjetogé¢ na zewnatrz kull o promieniu R"t.zathn przez czesdé

molekuly a



.h:
C: dla Rcut + c;b < r'-“b
vt =utt -
. .k [
gdzle Ic - Jdnlb Ph(IZ“]““(l:“)
v
a
v
a

Przypadek C Jest granicznym dla B, gdy V‘»\".

PrzyJmujac, 2e

8
( ) ( ) = - “bbvbbp
pb nbl ubb Ebl Ir. IG
ib

(RYS.4.7)

(4.4.8)

(4.4.9)

(RYS.4.8)

(4.4.10)



mozemy obliczyé U';'l i U::"‘: B s parametry potencjatu Lennarda-

N -1
b
Jonesa, p= S Przyjmujemy dalej, 2e o=0, . E=C_ . B-r_m.
Dla
€
PR o o J0uEpe (4.4.11)
A 3
3R
cut
/patrz wzér (4.2.21)/, obliczmy calke I’ (4.4.7)
8
I. = -4eo p[d}:w |p |3
v ~ib
x
O"b x. (4.4.12)
= -Blcpc"[radr [ = :x ~
o R (R™+r"-2Rrx)
cut -1
gizle 5 8 172
|e,,|= |B-r| =(R"+r"-2Rrcosé) (4.4.13)
oraz a RR+r° =R "
X = cos@ = g (4.4.14)
(RYS.4.9)




Wtedy po wycatkowanlu otrzymujemy

)2

s [o° -(a -r r + 30 2r -3R
I. - Zlu:pc : ab. _ ab ab . . _ b - cut (4.4.15)
Reut Gtrab+coh) snenl.

Obliczmy teraz catke Ic (4.4.9):

IC - Idr'bl pbtnbi)ubbtrblj

v
a
= ~4epo Jd;;“ | | (4.4.18)
: Doy
a
o.ab 1
= -B:cpa" ridr I - :x 3
(R™+r"-2Rrx)
0 -1
2.3 1/2
gdzie |rm| = |R-r| = (R°+r°"-2Rrcos8)
Wykonujac calkowanle otrzymujemy:
lsucpo'ao'ah
3(r" -o" )
ab ab

Ostatecznie dla przypadkéw A,B,C otrzymujemy wyraZenia:

]
dla o <r <R =-o v = - 16wepe (4.4.18)
ab ad cut abd A 3
3R
cut
dla R =0 <r <R +o (4.4.19)
cut ab ab cut ab
3 e [o° -(R -r )z r + 3o 2r =-3R
T 16repo | 2mepo ab cut ab _ ab ab _ ab  cut
B 3 r 4 3 3
:’Rcut L ZRcu!. G(P.t‘*F.b) sacut
8 16nepo o
dla R 4o <r U:n - = mlg‘w + < ; = (4.4.20)
i i ol 3R (r® - )
cut b



Podstawlajac wzory (4.4.18)-(4.4.20) do =zaleznosci (4.4.4)

otrzymujemy U:’:t :

cut ab cut ab @™
4nN
Ut:t - b [radr U:' . [rzdr u:" ” Irzdr U:al (4.4.21)
R - R +o
ab cut ab cut ab
8
'-uﬂh[nb-l)c“r“ 2,1 *. N Y 2-3‘2 T V?
3v R V| 2| R 2| R al R
cut cut cut
cut
3 3

U. b o'lb 20‘.&

—
- -

2( Rcul. +3°'nb ) 2l Rﬂ“*ZF.b) (Rc ut+3¢hb) (acut +c-.hj ( Rcut’scnb )

Jest to wyrazenie na caltkowita energle oddzialywania molekul
b-b, pomiedzy ktérymi odleglosé¢ jest wieksza niz Rc“t.

Wzory (4.4.18)-(4.4.20) przedstawiaja poszczegélne poprawki do
energli oddziatywanlia b-b, gdy odlegilosé miedzy molekulami b-b jest
wigksza niz2 th. Poprawkl te uwzglednial)gq obecnosé¢ "puchnace]"
molekuty a.

Patrzac na wzory (4.4.18) 1 (4.4.20) widzimy, 2e uuzglcdnieni.e
rozmiaréw molekuly a zmniejsza U:a. ktére brallémy poprzednio w
obliczenlach (4.2.20), o czlony zawierajace Informac)e o molekule
a. Wobec tego wynikl dla residualnego potencjalu chemicznego (po
uvzglednieniu U:.) 53 co modulu zawyZone, cho¢ a priori nie moZemy
powledzled, Jak bardzo. Na pewno Jjednak nie znoszg one calkowite]
U:" dla danego B Dla dostatecznie duzych R“t oraz r Uta

b.

staje sile wielkosdclia mala rzedu r;:.
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5. ZASTOSOWANIE TEORII BIFURKACJI DO PRZEJSC FAZOWYCH

Rozdzlial ten poswiecony Jest przejsciom fazowym od fazy
nieuporzadkowane) do fazy uporzadkowanej /2,3,74/. Do opisu tych
faz wprowadza sie parametr uporzadkowania lub w ogélnosci zblér
{51} (SI{SI}J parametréw uporzadkowanlia /76,89,92/.

Parametr uporzadkowania Jjest to wielkod¢ definlowana dla
ilosclowego okreslenia stopnia uporzadkowania w danej fazie.
Definlcje w dodatku dobiera sie tak, by fazie nleuporzadkowane]
odpowladalo S=0, a idealnemu uporzakowaniu S=1.

Na przyklad w stople CuZn o strukturze sleci przestrzennie
centrowane) (bcc) (rys.5.1), w stanie uporzadowania, wezly Jednej
podsieci (A) sa calkowicie obsadzone przez atomy Cu, a drugie]

podslieci (B), przez atomy Zn.

2)

v, G
O  atomy Cn, podsieci A

|
|
' @
|
/@.__ Lo O atomy Zn, podsleci B

”

@' Va

(RYS.5.1)

W miare wzrostu temperatury ukladu idealny porzadek zostaje

zaktdécony | pewna 1loéé¢ wezldw podsieci B zostaje obsadzona atomami
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Cu | odwrotnle. Jezell sposréd wszystkich N‘ wezldéw podsieci A, N:
wezléw Jest obsadzonych przez atomy Cu, to QCM-N:/Njlk stanow! Jjuz
dobrg definicje parametru uporzgdkowania. Podobnle dla podsieci B 1
atoméw 2Zn; QB-N;/N'. gdzle H: oznacza liczbe weziléw podsieci B
obsadzonych przez atomy Zn. W fazie nlieuporzadkowane) oble podsieci
A | B sa obsadzone z jJjednakowym prawdopodoblefistwem przez atomy
badz Cu badz 2Zn: QCu-Qh-ifz. Na ogét 2ada slie aby S=0 w fazle
nieuporzadkowane) 1 w tym celu wystarczy linlowa transformacja
wielkosc! QCu i an

Z reguly parametr uporzadkowania S definiuje sie Jako srednig z
pewne) funkcjl o odpowiednio dobrane) symetrii /89/. Przykladem
moze byé¢ clecz 1zotropowa zloZona z podluZnych czasteczek, ktéra w
nizszych temperaturach porzadkuje sie tak, 2e drednlio czasteczki

obleraja wspdlny klerunek. Parametr uporzadkowania S okreslamy Jjako
S = Jdn £(Q)P;(cose) (5.0.1)

gdzie f(1) funkcja rozkladu katéw, P:[cossl-(lzzl[Scosaa—l).

W postaci ogdlniejszej

S = Jdmpmém (5.0.2)

gdzle d(1) oznacza wszystkie zmienne okreslajace stan Jedne]
czastkl, p(1) Jest Jednoczasteczkowg funkcja rozkiadu (gestosé
prawdopodoblefistwa), a S(1) Jest funkcja o odpowiednio dobrane)
symetril, o ktérej byla mowa powyzZe].

Stan réwnowagowy uktadu okresla Jego energla swobodna F(T,V,N).
Teorla funkcjonaléw gestoscl /88,91/ wprowadza wlelko$¢ uogdlnionay:
funkc jonatl energii swobodne j okreslony dla zadane j
Jednoczasteczkowej funkcj! rozktadu §([p(1)],T,V) w danym ukladzie

(tJ. w ukladzie 2z zadanym hamiltonlanem). Warunek konleczny
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réwnowagl ukladu /8B8/ wyraza sie wzorem:

33
— -+ V1) =0 (5.0.3)
3p(1)

T,V,u - zadane

gdzle up-potencjat chemiczny /2,3/, T-temperatura ukiadu, V-objetosé
ukiadu, 83/3p(1) oznacza pochodng funkcjonalna /3,87,88/
funkc jonatu energll swobodnej po jednoczasteczkowe] gestosci ukladu
/3,87,88/, a  V™'(1) Jest  Jednoczasteczkowym  potencjalem
zewnetrznym.

Réwnanie (5.0.3) okredla w ogélnoscl réwnowagows funkcje
rozktadu p(l)-poll) i dalej energle swobodna F-is[po(l)]. Jesli
stosuje sie ogdlna regula (5.0.2) dla parametru (parametroéw)
uporzadkowania, to warunek (5.0.3) Jje réwniez okredla.

Z warunku (5.0.3) otrzymamy wiec ukilad réwnan

fl [{SJ};T.V.u] =0 (5.0.4)

i=1,n
na parametry uporzadkowania S. Dla uktadu prawdziwie makroskopowego

rézne wybory zmliennych niezaleznych sg rdéwnowazne, a wliec réwnie

dobre.

f [{SJ};T. v, N] =0 (5.0.4a)

i=1,n
rozwazmy pzypadek pojedynczego parametru uporzadkowania S.

Jegll zachodzl przejdcie fazowe od S=0 dla DTP‘ do S#0 dla
T<‘l'p‘. to rozwiazania réwnania (5.0.4) zachowu)a sie nastepujaco.
Dla pewnej wartoscl temperatury T (nazywane) dalej paramertrem
bifurkacyjnym), T-T.. od rozwiazania S=0 odgalezla sle rozwigzanie
S#0, odpowladajace pojawieniu sie fazy uporzadkowane]. Punkt, w

ktérym nastepulje odgatezienie sie rozwigzania S#0, nazywamy punktem
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bifurkacjl /68,69,92/. Fizycznle punkt bifurkacj! Jest punktem, w
ktérym faza nleuporzadkowana przestaje byé¢ stabilna wzgledem
zaburzen o symetri! wlasciwej dla fazy uporzadkowane].

Stabilne rozwiazanle S=0 dla T '<(T )~} staje sie niestabilnym
dia T7(1 1Y, Wiedy S0 odpovisda makeimas snergli swobodnel,
badz punktow! siodtowemu /65-68,89,82/.

Najczescle) spotykamy sige z trzema przypadkami, przedstawionymi
na rysunku (5.2).

(a) (b)

()™  db

(c)

(RYS.5.2)

-

Dla przypadku (a) mamy:
- V. -
Dla T '<(T )} rozwiazanie S=0 dla fazy nleuporzadkowane) Jest
L
stabilne, natomlast w punktcie (T ) ' odgalezia sle nowe

rozwiazanie S=0,

= .
Dla T 'z(T )? mamy dwa rozwiazania: S=0 oraz S#0, ale tylko



rozwigzanie S#0 Jest stabllne.

Punkt bifurkac)! Jest punktem utraty stablilnosci | Jest punktem
przejécla od fazy nleuporzadkowane] do fazy uporzadkowane). Jest to
przejécle Il rodzaju /85-69,89,82/.

W przypadku (b) 1 (c) dla pewnych wartosci T '<(T ) istnieja
réwnoczesnie dwa rozwiazania S=0 1 S#0 |1 oba sg stabllne, a jJedno z
nich odpowiada ni2sze) wartosci energii swobodne) ukladu F(S).
PrzeJécle fazowe dla tych przypadkéw zachodzl wczednie) (dokladnie,
tam gdzle mamy roéwnosé energil swobodnych obu faz /3/-1linila
przerywana) ni2 utrata stabilnosci fazy nleuporzadkowane)]. Jest to
przejscle fazowe | rodzaju.

Punkt bifurkac)i wyznaczamy 2z zerowania Jakobianu /B85-88/

uktadu réwnan (5.0.4)

|

S
ask s._o i=1,m A - parametr
bifurkacyjny.
Zachowanie sle rozwigzan S#0 w okolicy punktu bifurkac])i J\-A-
mozna zbadaé parametryzujac S oraz A parametrem rzeczywistym t.
(w punktcie bifurkacji t=0).

% a3 et
S(t) =St » g7 ¥ (5.0.8)

.
Alt) =4 + A"t + i A"t ¢+ .

Wspdélczynnikl rozwiniecla do n-tego rzedu moZna obliczyé¢ z réwnan

of, [{Si(t)}.h(t)]
dt

t=0

=0 (5.0.6a)

Jesll w pewnym otoczeniu punktu bifurkacji Jest A(t.)Q. to



mozemy oczekiwaé przejécia I rodzaju rys.[5.1:(b),(c)], natomiast
gdy bedzle A(t)n- to mozemy oczekiwaé przelscla fazowego I1I
rodzaju rys.(S5.1:(a)] /65-89,82/.

Dodajmy, 2e w ogdélnym przypadku moZ2emy mie¢ do czynlenlia z
dwoma zmlennymi niezaleznymi T,p (albo T,p) zamlast jedne) zmienne]
niezalezne) T. Wtedy linle na rys.5.2 stang sie powlerzchniam! w
przestrzeni S, T,p.

Doda jmy takZe, 2e z momentem rozwiazania réwnania (5.0.3) 1
wyznaczenia Jednoznacznego funkcji p(1) Jestedmy Juz w obreble
teoril pola sdredniego, ktéra prowadzi do dobrych wynikéw poza
punktami krytycznymi: W punktach krytycznych 1 w bezposrednim Jego
sasiedztwle, gdy dlugosé¢ korelacjl roénie nleograniczenie,

fluktuacje p(1) nie moga by¢ zanledbane.

S5.1. ORIENTACYJNE PRZEJSCIE FAZOWE TYPU HERRINGBONE

LINIOWYCH CZASTECZEK NA DWUWYMIAROWEJ SIECI TROJKATNEJ

Z doswiadczenin wiadomo /70,71/, 2e czasteczkl adsorbowane na
powlerzchnl clala stalego bywaja czasem ulozone na plaskie) slecl,
ktére) strukture wymusza sleé ciala statego.

Rozwazmy liniowe czasteczkl, ktére oddzialuja wzajwmnle ze sobg
oraz z clalem stalym | sa rozioZone na dwuwymlarowe] slecl
tréjkatne), wspdimierne) z siecia clala stalego. Mamy tu na mysli

takle uklady, Jak H, 1 N

2 zaadsorbowane na graficie /70,71,76/.

Dopuszczamy orientacyjne 1 translacyjne stopnle swobody. Dla
takich czasteczek pokazano doswiadczalnie 1 teoretycznle, 2e
istnieje orlentacyjne przejscle fazowe /712-7T4/ od fazy
nieuporzadkowane) do fazy uporzadkowane]. Symulac)e komputerowe

/T7T4-76/ daly temperature tego przejscla dla czasteczek l-i2 | Hz'
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zgodna z doswliadczeniem /70,71/ oraz okreslily Jego rodzaj.

Rysunek (5.3) pokazuje przyklady struktury .horrlngbone-. Siowo
to oznacza -szklelet ﬁledzla- a Jego polsk!l odpowlednik nie Jest mi
znany.

Zaadsorbowane czgsteczki 1linlowe rozloZone sa na slecl
tréjkatne), nad hexagonalna struktura sliecl powlerzchnl grafitu.

Stala sleci tréjkatne) e Jest‘ v3 razy wigksza od stalej siecl

grafitu a.

N/

(RYS.5.3)

Dla ukiadu linlowych czgsteczek adsorbowanych na powlerzchni
clala stalego znajdziemy temperature, w ktére) zachodzi

orientacyJne przejscle fazowe od orlentacjl typu herringbone do

orientacjil przypadkowej.



Przyjmlemy pewlen rodza] oddziatywafhi w tym ukladzie, oraz
narzucimy rdéZnego rodzaju wiezy na translacyj)ne | rotacyjne stopnie
swobody, celem uzyskanla przyblizZefi, ktére umoz2liwlg konkretne
rachunkl 1 rozwiazania.

W obliczeniach stosujemy teorie pola dredniego (dlatego nie
wyznaczamy nowych  wykladnikéw  krytycznych) oraz analize
bifurkacyjng /77/. Uzywamy klasyczne] flzykl statystyczne), gdy2
temperatury przeJ)s¢ beda na tyle wysokie (np.dla N{SOK). 2e efekty

kwantowe sg do pominigcla.

B.2. ROWNANIA NA PARAMETRY UPORZADKOWANIA UKLADU
V PRZYBLIZENIU POLA SREDNIEGO

Rozpatrujemy zbiér linlowych czasteczek zaadsorbowanych przez
clalo state, wuloZonych na plaskiej tréjkatne) sleci. Energls
oddzialywania pary czasteczek 1,) Jest U(1,J), a V™(z) Jest
potenc jalem pochodzacym od clala stalego, w polu ktérego znajduja
sle czasteczkl (zakladamy, 2e potencjal ten nle zalezy od wezila
siecl, anl od orlentac)i czasteczki, oraz, 2e czasteczkl moga sle
poruszaé¢ w klerunku ortogonalnym do powlerzchnl clalta stalego); 2z
Jest odlegloscia molekuly od powlerzchnl clala statego.

Konstruujemy funkcjonal energil swobodne) Flp] /3,87/:

F-Fu*F“ (5.2.1)

gdzle Fm— czes¢ 1dealna energil swobodne) (pochodzaca od

nieodzlaltujacych pomiedzy soba molekul)
BF,, = [d(l)p(ll[lnp(l)-l] e [d(ﬂN’“tl)p(U (5.2.2)

oraz F“"' czesd¢ nadmliarowa energil swobodne) (pochdzaca od



odzialywah miedzy molekulami), zgodnie 2z czesto stosowanym

przyblizeniem /87,88,91/
F = ;lQ(1:JQ(2)u(1.zlpt1)p(2) (5.2.3)

B-lkaT. k." stala Boltzmanna, T — Temperatura.

Wielkosé p(1) Jest Jednoczasteczkows funkc)a rozkiadu

p(1) = p(r ,Q ) (5.2.4)

gdzle 0 = (0,¢) katowe zmienne czasteczk! /2,3/.

£,=(B.2) . E=0Ly)) (5.2.4a)

Zmienne N oraz 2z sa zmiennyml ciagiymi. 2Zblér {E:):_x Jest

dyskretny 1 wyznacza wezly tréjkatne) sleci, w ktérych leig
czasteczkli.

Przy wykorzystaniu pola sdredniego /77/, réwnowagows funkcje

rozktadu dla ukladu czgsteczek otrzymamy minimalizujac /zobacz

(5.0.4)/ wzgledem p(1) funkcjonal energii swobodnej /88/ Flp]l 2z

réwnan (5.2.1-5.2.3)

xt
p(R],2,Q) = ce BV’ {"exp[-ﬂ-l- J-dzz p(n‘;.z'.mu(:.n] (5.2.5)

J#

Wykorzystalidmy =zaloZenie, 2e V¥ (1)=v"**(2). C Jest stala

normal izacyjng dla p:
c"-Ithhnp(B:.z.nJ (5.2.8)

Rozwl jajac funkcje p(B:.z,ﬂ} na harmonoki sferyczne YL”(G} /187
otrzymamy

p(af.z.m = Z sum:’,zwu(m (5.2.7)

LN
dla |MI<L

Wspdlczynnikaml tego rozwinlecla sa SL;(ﬂf.z)lSl‘_:’(z). 1 traktulemy

Je Jako parametry uporzadkowania (patrz wstep do tego rozdziatu).
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Mianowiclie, calkujac oble strony wzoru (5.2.7) z Y:.(n]
0 - 0 .
dM(ﬂI.z.OlYL...(ﬂ] = Zsufﬁ‘.z] dn YL...(Q)YL.(D] (5.2.8)
LX

i wykorzystujac warunek ortogonalnosé /78/ funkcji Yu(ﬂ)

Idn‘fu(ﬂ)YL... =3 .3

LL" uN' (5.4.9)

GLL.a“,— delty Kroneckera

otrzymamy

Iﬂ p(ﬂ‘:.z.n)Y:..,(ﬂ] = SL.'.(Bol.z} (5.4.10)

lub
0
SL...(Bi.z} = «L'l' (Q)) (6.2.11)

Parametry uporzadkowania S::(z] sa to srednle z odpowlednich
harmonik sferycznych Yu'
Podstawiajac (5.2.7) do (5.2.5) oraz catkujac oble strony wzoru

-
(5.2.5) z czynnikiem YL'H' (Q)

0 .
[dﬂ Su(B‘.Z)VL'(Q)YL.H.(n} = (5.2.12)
LK

-BV""(:I . » ' » o _., ’
Ce Jan YL.I.(n)exp[ pIdn [az Z Z S, (B2 )Y, (@ Jut..n]

J#1 LM

otrzymujemy ukiad nieliniowych réwnah na parametry porzadku Su:

8 .(n?.zl = (5.2.13)

-AV**%(s) . . o _, g ;
Ce Jdn Y. (Rexp -sz Z-[dz S (B2 )[an v, (0 )uu.n]

LN )=
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8.3. PUNKTY BIFURKACJI JAKO ZAGADNIENIE WLASNE

Uklad réwnan nieliniowych (5.2.13) okresla parametry porzadku
Suu' Stosujemy do nlego teorie bifurkacjl /69,77/, poszukujac
punktu, w ktérym od rozwiazania zerowego Su-O (patrz wstep do tego
rozdzialu), odpowiadajacego fazie nieuporzadkowane), odgalezia sie
rozwiazanle nlezerowe Suvo. Pojawlenle sle tego rozwigzania
sygnalizowaé¢ bedzie poJawlenie sle fazy uporzgdkowanej. Punkt
bifurkacji mo2e by¢ utozsamiany 2z punktem przejscla, Jezell
przejscle do fazy uporzadkowane] nie Jest I rodzaju.

Zachowanle sle rozwigzania nlezerowego su-o w poblizu punktu
bifurkac)i badamy linearyzujac réwnanie (5.2.13) wokél tego punktu.

Otrzymujemy wtedy linlowy uklad réwnah na parametry uporzadkowania

Su T/,

0
s, (R,2) = (5.3.1)
Ce"wm"’ 5 5 -glaz’ S, (B%z' )L'M |Ul1, 5) |LM>
10" MO LN j. v )
L' M 3=
gdzie CL'M'|(...)|LM) = Jdnldnw:._. @y, (2)(...) (5.3.2)

Korzystajac 2z translacyjne) nlezmienniczosci sleci tworzymy
sume Fourlera /77,78/
0
o, 1
s (k) = Zsum'h = (5.3.3)
1
Wektory k nale2a do plerwsze] strefy Brillouina slecl.
Dokonujac transformaty Fourlera obu stron réwnania (5.3.1)
otrzymujemy linlowy uklad réwnah calkowych na parametry

uporzadkowania Su w przestrzenl k:



(5.3.4)

—mr""(n
S, (k. z)=Ce [awa.o-aldz Z (‘,“.L...(k.z.z )S, . 0 (k. 2")

L K

0o .0
C, .. o(kz2)= Z e KB B g mjuas, ) L ey (5.3.5)

L, L'
J
Jest to wuklad 1linlowy, ale Jeszcze nle skoficzony. Jesli
ograniczymy sle do I..SL_‘. mozna ukiad ten rozwlgzacd.
Do rozwigzania tego ukladu wybralidémy malo znang lecz bardzo
skuteczna metode, =zaczerpnieta =z monografil/gl,82/.
Niech calkowanie bedzle wykonane numerycznle przy pomocy

procedury Caussa. Wowczas
N

b P

(5.3.8)
Idz f(z) = W, (a,b,N )f(z,)
a r=1

zv-zadane punkty w procedurze calkujace)
Hv-uagl w procedurze catkujace]j, aszsb.

Podstawiajac wzér (5.3.6) do kazdego z rdéwnan ukladu (5.3.4)

otrzymujemy przy ustalonym wektorze k, zadanych a 1 b oraz Hp

L N
max p
-1 P RdP L,
(-pc)'s = Z Z B |Lwe)s,, .. (5.3.7)
L'% =1
gdzle
Sw & S“(zv) (5.3.8)
oraz Ak -ﬁv.“'(z)
G(lw|L'Mp’) = e Eu‘l_...(z”.zv.)u”, (5.3.9)

Sumowanie po L',M" musl! byé ograniczone do L.L'SLm.
Réwnanle (5.3.7) mozna interpretowaé¢ Jako zagadnienie wlasne:
GA=AS. 2najdujac A (przy zadanych parametrach problemu) otrzymamy

temperature w punktcle bifurkacji.



5.4. MODEL LINIOWYCH KWADRUPOLI NA TROJKATNEJ SIECI

ZAADSORBOWANYCH NA GRAFICIE

Przejsécle fazowe "herringbone” badamy dla ukladu modelowanego
przez linlowe kwadrupole umieszczone na dwuwymlarowe] tréjkatne]
slecl w polu grafitu. Przyjecle takiego modelu zasugerowata praca
O'Shea 1 Kleina /75/, w ktére] z symulacji MC otrzymano, z2e
oddzialywanie kwadrupolowe Jest giéwnie odpowliedzialne za powstanle
struktury "herringbone".

Energia oddzialywania pary kwadrupoll wyraza sie wzorem

2 - i
u1,2) = S Z ¢™(r, )T (0T, (0,) (5.4.1)
rlz KN

: - _ L

Q-moment kwadrupolowy, r _-wersor: r = .
12 12 ||'-, I
2

wektor: Ln-h:‘-r_‘l , laczy srodkil 1-sze] oraz 2-gle) molekuly.

T '(ﬂl-funkc,je symetryczne przystosowane-symmetry adapted
functions, /77,837 bedace liniowyml komblinacjaml harmonlk

sferycznych Y(Q) 1 tworzacymi zbiér ortonormalny /78/

Idﬂ'l‘.(ﬂ)'l’l(ﬂ) = 6“ (5.4.2)

1 1 -1
T.(0) = ;[vztm-wra (m] o s
T (2 = 5[ 2(0)+Y] (nl]
bt | 1 -1
Tzfﬂ) = - Yz(n]-tvz (D)] , Yz i (5.4.3)
TB{D) = 5[ 2(9)-72 (nl]

o
'l‘s(ﬂ] = Yz(ﬂ)

Maclerz E"' o wymlarach 5x5 Jest symetryczna (E’“-é“') i zalezy

od wersora r : nu-r_‘jflnu|.

Dla potencjalu zewnetrznego v (z) w réwnaniu (5.3.4)

rozpatrywa¢ bedzlemy dwa przypadki. W plerwszym zaktadamy, 2e
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v"*“(z) ma silne minimum, w ktérym tkwia centra kwadrupoli. W
drugim przypadku przyjmujemy na v (2) model potencjatu grafitu
zaproponowany przez W.A.Steele /7,76,84/.

Podstawla jac réwnanie (5.4.1) do wzoru (5.3.5) otrzymamy

C

u.,_.'.(k.z.z') = (5.4.4)

c*E(r. )
Q? — " oo v ey, .t (o ye BB B
ra LK N L'n' K » ]
) KN 1)

Wykorzystujac wzory (5.3.5) oraz korzystajac z tego, 2ze Ym
tworzy zblér ortonormalnych funkcji /78/ otrzymujemy, 2e we wzorze
(5.3.4) 1stnleJa tylko wyrazy z Lm-L-L'-z oraz, 2e M ,M'=%2 $1,0.

Réwnanie (5.3.7) redukuje sie wtedy do postacl:

+2 P
—1 -~ = &
(-0, = ) ) Bewlanvis,, (5.4.5)

K'==2 v=1

gdzie z réwnania (5.3.3) mamy

xt
Glam |2M'v') = o e g 3 o (212 W, (5.4.8)

Maclierz Cu'“. obliczana jest ze wzoru (5.4.4).

Uktad réwnan (5.4.5) byt rozwiazywany procedura EISPACK dla
NP-B 1 N’-lz (N’-ozna.cn liczbe punktdéw Gaussowskich w procedurze
calkowania).

Macierz G byla odpowiednio 40X40 1| 60X80. Je) elementy
otrzymano sumujac po wszystkich wezlach slec! we wzorze (5.4.4),
dla ka2dego wektora k. Wektory k przeblegaly cala komérke
Brillouina (okolo 30), a w okolicach ekstremum wartosci wlasnych
problemu, zwiekszano ich liczbe.

Wszystkie otrzymane wartosci wlasne byly rzeczywiste, a

obliczono Je z doktadnoscig 0%,
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Dla kazdego zbloru parametréw wejsclowych znalezliona byta
wartosdé A.’n {A-udJ). ktéra wyznaczala wartosé bezwymlarowego

parametru 803/5r: wzorem

g T (5.4.7)
Sr: e
otrzymanym po podstawieniu do sleble réwnan (5.4.4)-(5.4.6),
ro-stn’ta slecl tréJjkatne), Q-moment kwadrupolowy.

Stala normalizacyjna C obliczana byla numerycznie 2ze wzoru
(5.2.8) | przyjmowala rézne wartoscl w zaleznoscl od przyjJetych
wartoscl na parametry wejsciowe. Wartosci stalej C bedg podane w
kolejnych podpunktach tego paragrafu.

Oprécz parametru bezwymliarowego mz/Sr': mamy dwa Inne
bezwymiarowe parametry problemu: p-t-(k'r/c“)(d/cr“)" zwigzane 2z
potenc jalem zewnetrznym BV"" oraz I../d. zwigzane 2ze stalymi
materialowymi clala stalego. W obliczenlach parametry te byly
wielkosclaml startowymi. Dla grafitu .'/d-1.zs. Zada jac p-‘
otrzymywalismy z réwnania (5.4.5) A-m' ktére z kolel wyznaczalo
ma/Sr: ze wzoru (5.4.7).

Wyniki obliczefh,, ktére przedstawlamy dalej, dla wukiladu

kwadrupoll 2z réznym! warunkami naloZonym! na wiezy, =zostaly

opublikowane w: Langmuir 4, (1988), Langmuir §, (1989) /79,80/.

5.4.1. Kwadrupole w dwéch wymiarach
bez translacyjnych stopni swobody

Badamy temperature przejscia fazowego "herringbone" w ukladzie

linlowych kwadrupoll zaadsorbowanych na powlerzchi grafitu,

tworzacych dwuwymliarows tréjkatna sleé¢, wspélmierna z slecla
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grafitu. Zakladamy, 2e srodki kwadrupoll tkwig w minimum potencjalu

V(z) grafitu le2ac w plaszczyznle slecl, réwnolegle) do Jego

powlerzchnl, tzn., 2e we wzorze (5.4.1) r”-(oun/z.t ). Tak

X T
przjete zaloZenla upraszczaja wzér (5.4.5), gdy2 V"™ (z)=const. we
wzorze (5.4.6) oraz energia oddzialywania pary kwadrupoli (5.4.1)
przyjmuje prostsza postaé¢, poniewaZ maclerz Eu ulega redukcji

(dodatek 5), oraz ze wzoru (5.4.2) mamy

n n
Tt(G-;.ﬂ = Tz(e'-z'"} =0
" 8
Tieg# =~/ &=
(5.4.8)
n S
T‘[e-;. ‘] - [ﬁ cosZ2¢
" S
T.(D-;.Ol = [m sin2¢

co rzutuje na postaé maclerzy czu.zu’ we wzorze (5.4.8).

Dla tak okreslonego uktadu rozwigzaliémy zagadnienie wlasne
(5.4.5) w sposdéb oplsany w paragrafie (5.4).

Dla m'/rgns/lluul /wzér (5.4.7)/ otrzymalismy z oblliczen
wartogé 0.139, przy czym stala C=(4x) .

PrzyJmujac teraz rézne wartoscl na moment kwadrupolowy, moZna
obliczaé temperature przejscia (przykiady sa podane w ostatnim
paragrafle tego rozdziatu).

Interesujace Jest pytanie, Jak uwalnlanie kolejnych stopni
swobody ukiadu wpiynie na zmiane tej temperatury. Dlatego dale)
bedziemy to zagadnienie, badaé zwiekszajac liczbe stopni swobody

uktadu.



§.4.2. Kwadrupole w trzech wymiarach

bez translacyjnych stopni swobody

Nadal rozpatrujemy liniowe kwadrupole, ktére tworza
dwuwymiarows tréjkatna sie¢ nad powlerzchnig grafitu.

Utrzymujemy zalozenie, 2e srodki kwadrupoll leza w ptaszczyinie
te) slecl - ktéra Jest réwnolegla do powlerzchnl grafitu - 1 tkwig
w minimum potencjatu v*(2) grafitu. tzn., ;”-(e”-x/a,ou) we
wzorze (5.4.1) 1 maclerz ™ nadal przyJmuje postaé¢ zredukowang
dodatek 5.

Dopuszczamy teraz obroty kwadrupell w trzech wymlarach, tzn.,
Ze ﬂlttel-ﬂa.ﬂ). Zatem wzory (5.4.2) nie ulgaja Juz uproszczeniu
tak Jak to byto w poprzednim przypadku /patrz wzory (5.4.8)/.

Dla ukladu kwadrupoll z powyZszymi ograniczeniam! rozwigzalidmy
zagadnienle wlasne okreslone ukladem réwnan (5.4.5) w sposéb
opisany w paragrafie 5.4..

Dla m“'/r:-sx|a_ln| /wzér (5.4.7)/ otrzymaliémy wartosé O.28,
gdzle stala C=(4n) .

PrzyJmujac rézne wartoscl na moment kwadrupolowy mozna obliczyé
temperature przejscla, oraz Jak sie ona zmlenia w pordéwnaniu do
poprzednie) sytuac)l w paragrafie (5.4.1), gdy uwolnilismy Jeden
stopleft swobody. /Przykiady, pordéwnania | dyskusja s3 w nastepnym
paragrafie (5.4.3)/.

Dotychczas uwolnilismy wiezy zwigzane z rotacy)nymi stopniami
swobody. Chcemy zobaczyé¢ teraz, Jak wprowadzenie translacyjnych
stopni swobody wplynie na temperature przejscia w ukladzie. Aby
utrzyma¢ nadal strukture sieci tréjkatne) dla kwadrupoll, dozwalamy
aby poruszaly sle one w kierunku prostopadlym do powlerzchni

grafitu,
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5.4.3. Kwadrupole w trzech wymiarach

z Jednym translacyjnym stopniem swobody

Tak Jak poprzednio uklad zlozony Jest z linlowych kwadrupoll
tworzacych dwuwymiarowsa tréjkatna sieé¢. Utrzymujemy zalozZenie o
swobodzie rotacjl w trzech wymiarach.

Wprowadzamy natomiast Jeden translacyjny stoplen swobody, tzn.
pozwalamy na ruch kwadrupoll w kierunku prostopadiym do powlerzchni
grafitu. Ruch ten odbywaé sle bedzie w potencjale zewngtrznym
V' (z) grafitu. Zakladamy przy tym, 2e nle zalezy on od wezla
siec!, w ktérym tkwig kwadrupole, oraz od ich orlentacji.

W obliczenlach we wzorze (5.4.6) przyjmujemy realistyczny
potencjal grafitu /7,66,87/-rys.(5.4), ktéry powstal z sumowania
oddziatywahh typu Lennarda-Jonesa (6-12) /2,3/ pomiedzy adsorbowang

molekuls a wszystkimi atomami wegla w graficle:

(5.4.9)

umr' zo" 1 1 1 axa + Tzd + 742
Vo = s 10 | sl”| «°
ed(z + 0.724) z

% *la Bd(z + d)u

gdzle n.-ob,thoéc komérk!l elementarnej dla grafitu,

d-odlegloéé pomiedzy plaszczyznaml siecl w graficle /(ai/a’)-o.453/

c,o-parametry oddzlialywania Lennarda-Jonesa.

Wyrazenie (5.4.9) mo2na przedstawi¢ w formle bezwymiarowe]
BV***(2) = anp(asd®)f(2/d) (5.4.10)
gdzle

a8
p-&[g] (5.4.11)

Potencjal grafitu V**'(z) ma glebokie minimum dla (z/d)s1.



Potencjat grafitu V™*(z) (RYS.5.4)

b N

3.0 !
32 Z(A)
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Ze wzgledu na dopuszczenie translacyjnego stopnia swobody,
macierz Cn we wzorze (5.4.1) na energle oddzialywania pary
kwadrupol!l nie ulega redukcji. tak jak poprzednio | przyjmuje pelns
postaé¢ /dodatek-S, nadal wykorzystujemy pelna postaé na
T.(n}-(S.G.ZI/.

Dla tak okreslonego modelu kwadrupoli rozwiazalismy zagadnienie
wlasne, okredlone réwnaniem (5.4.5). W obliczenlach startowalismy
zada jac wartoscl parametru p_‘ wzér (5.4.11). Catkowanie we wzorze
(5.3.6) bylto wykonane dla a=3.0 1 b=4.4 (dlatego, 2e w tym
przedziale potencjat grafitu V™ (z) (rys.5.4) ma giebokle
minimum).

Z rozwiazania zagadnienla wlasnego (5.4.5) otrzymywalismy Jego
wartosci wlasne 4\.“. ktére wyznaczaly ze wzoru (5.4.7) ﬂszr:
(wartosc! stale) normalizacyjnej C zmienlaly sle w przedziale
[0.42x10'7+0.11x10'°),w  zaleznosci od  wartosc!  parametru
poczatkowego p_‘l.

Na rysunku (5.5) mamy wykreslone linig clagla ma/r: w funkcji
parametru p-‘. Dla poréwnania wynikéw, l1inlg przerywana
zaznaczylismy obliczenla z poprzedniego modelu (paragraf 5.4.2) dla
m’/r:-o.ze. gdy zamroZone byly translacy)ne stopnie swobody.

W tym modelu, kwadrupole poruszaly sle w polu grafitu, w
kierunku z-prostopadiym do Jego powlerzchnl. Dlatego obliczylismy

réwnle2 srednie poloZenie kwadrupoll nad powlerzchnia grafitu,

J'dz zexp[- v"“(z)]

Idzaxp Ih-:av”‘t ( z)]

(5.4.12)

2 =

ktére wynosilo <(z)*3.4A | bardzo malo zmienlalo sie wraz 2
temperaturs. Obllczylismy zmlane dyspers]j! o Wreaz z temperatursy.

172

o = [<z’> - <z)’] (5.4.13)
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Zaleznosd BQz/rs w funkeji p-1={k'l'c/l:m)/(d/orxc)a (RYS.5.5)

(l1inia ciagla) - przy uwzglednieniu pola grafitu v (2)
(linia przerywana) - gdy nie uwzgledniono translacyjnych

stopni swobody
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Dyspers ja o wzrosta nlewiele od 0.09 do 0.12, gdy temperatura
(kT/e,_Xd/o_)°® wzrosta od 0.91 do 1.33.

Z rysunku (5.4) wida¢, z2ze ﬂQz/r: (zredukowany moment
kwadrupolowy) wzrasta powoll 1 praktycznie linlowo z temperaturs
bifurkacjl. Ta slaba zaleznosé¢ Jest rezultatem wzglednile slabego
oddzialtywania kwadrupol-kwadrupol W poréwaniu z silnym
oddzialywaniem kwadrupol-grafit (V.m-SSOK).

MoZemy teraz poréwnaé, Jjak uwalnlanie kolejnych stopnl swobody
wpilywa na otrzymane wynlki. Rozpatrywallsmy trzy przypadki:

Plerwszy, gdy kwadrupole mialy swobode obrotéw w dwéch
wymlarach, a 1ich s$rodki tkwily na ptaskie] sleci w minimum
potencjatu grafitu: rl-{B:.zo}.

W drugim przypadku wprowadzilismy pelna swobode rotacji w
trzech wymiarach utrzymujac ograniczenle na polozenie sdrodkéw
kwadrupoli.

Trzeci! przypadek utrzymywal! swobode rotacji w trzech wymiarach
oraz wprowadzal Jeden translacyjny stoplefi swobody w kierunku
ortogonalnym do plaszczyzny grafitu, rl-{ﬂ‘:. z°%) uzlsb.

Z wartoscl uzyskanych na BQe/rg dla tych modeli (w plerwszym
0.139, w drugim 0.26, dla trzeclego mamy wykres (5.4)) wynika,ze
przy ustalonym momencle kwadrupolowym Q, temperatura przejscia
“herringbone” obni2a sie, gdy zwlekszamy liczbe stopn! swobody w
ukiladzle.

Mozemy dokonaé¢ pordwnania ilosclowego z wynlkaml eksperymentu
/70,71/ oraz symylacji /75,767 na przykiladzie azotu Nz (poréwnanie
to bedzlie mialo charakter przyblizZony, gdyZ rzeczywista czasteczka
Nz oddzialuje dwoma centrami z grafitem, a nle Jak w naszym modelu,
Jednym). Dla Q=1.4B /1B=10 Pesw/ w plerwszym modelu 'rc-'?Z.QK, w

drugim modelu TC-SB.QK a w trzecim ‘I'c-38.0K /dla c“-ﬁz./. Dla



Q=1.17B (model X1 /85/) mamy odpowiednio dla naszych modell

(2) (3)

rt‘:"-m.x. T ,“'=27.2K, T_V'=26.K. Z symulacjl /75,76/ otrzymano dla

c
Q=1.4B, rc-aa.x. a dla Q=1.17B, otrzymano TC-ZS.K. Eksperyment
/70,71/ dal temperatury 'rc-zz.—zs.x.

Z poréwnania naszych obliczen z  wynlkami symulac ji
komputerowych oraz eksperymentu wynika, 2e uwalnianie kolejnych
stopn! swobody (a wiec przybliZanie naszego modelu do warunkéw
bardzie) realistycznych) zmienla w modelu temperature przejscla w
dobrym klerunku. MoZzna réwniez stwierdzié¢, 2e dobrym przybliZenlem
byto =zakladaé¢, 2e 2za orlentacyjne uporzadkowanie odpowledzialne
Jest gléwnle oddzialywanie kwadrupolowe.

Obniz2enle temperatury przejscia w naszym modelu moZna by,
spowodowad gdyby dopuscicé przesuwanie sle kwadrupoli W
ptaszczsyinile grafitu. Mielibysmy wtedy sprzezenie
translacyjno-rotacyjne 1 mozliwodé powstania wspdlnych modéw
fononowych 1 libronowych (chociaz dla Ha na graficie otrzymano
S(k,w) z symulac)l /86/ oraz badano wspdélne mody fononowe |
libronowe, nie stwlerdzono modéw odpowlednich dla przejscia
orientacyjnego /86/).

Z kolel dotaczenle dwucentrowego oddziatywania Lennarda-Jonesa
(6-12) czasteczek ze soba oraz z grafitem spowoduje powstanie
pomiedzy nimi orlentacyjnego sprzezenia. Ten efekt pogorszy
zgodnoé¢ 2z eksperymentem temperatury przejsclia (wzrost), gdyz
oddzialywanie Lennarda-Jonesa narzucajac swoje uporzadkowanie
utrudni uzyskanie struktury “herringbone”.

W ramach stosowanej tutaj teorii nle otrzymano pelnej zgodnosci
z eksperymentem, gdyZz Jest to teorla pola srednlego, ktéra leple]
pracuje dla slec!l tréjwymiarowe], gdzie ka2dy punkt siecl ma wiece)

otaczajacych go sasiadéw. Teoria ta zanledbuje fluktuacje, majace
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duze znaczenle w samym punktcle przejscla., Wreszcle, mozna
przypuszczaé, 2e przejéclie np. dla Nz /T72-74/ mo2e byé przejsciem I
rodza ju.
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DODATEK S.

Maclerz Cn(r”) Jest symetryczna, ol R e zalezy od klerunku

wektora ;“ laczacego srodkl molekut i oraz J.

- z -z
r = [8 = arccos —".ﬂ
1) 1) I‘1j 1)

Wprowadza Jac
Sn = sin{nful n=1.2.3.4
Cn = cos[lwu)

Maclezr E.'“(r”] zawlera nastepujace elementy:

B ™ by 38?40 Caa = :;’P“Cs+ gpucz
Ca ® 31“‘252 Cs ™ 54Pw
Cia ™ -gy/é—p“cl Caa ™ %gpaz 2
Cu 2l :i’ Puc:* ; Pucx C_m= ﬁ r
38 2 4272
Cw i g P"SI- g Pms: C_=23p C+ 9P

4“4 B 44 4 40

45 B 44 4

68 w B

24



11

12

dla e”-l/z mamy uproszczona postaé mamclerzy C“:

48 44 318 27
Y 3 % S
s
= - — 5 318
= ] C“ = S‘
48 Pl 318 27
2% 3 " T YW
81
aa P
.- 93 C.oC = C.s0
T 2
VE)
sk

s stowarzyszonymi wielomianami Legendre’'a /78/.



6. TEORIA KRYSTALIZACJI TWARDYCH KUL Z MIEKKIM POTENCJALEM YUKAWY

Krystalizacja Jest przejsciem fazowym plerwszego rodzaju od
fazy clekle) (nieuporzadkowanej, o ni2szej symetril) do ciala
stalego (fazy uporzadkowanej, o wy2sze] symetril) /3/. Znaczacs
role w stworzenlu scenariusza tego przejscla odegraly symulacje
komputerowe /123-125/. Wyniki symulacjl postuiyly Jako testy dla
istniejacych | nowo powstajacych teorii krystalizacji.

Opls teoretyczny zjawiska krystalizacji w cleczach stal sle
przedmiotem wielu prac /2,95-100/ od czasu ukazania sieg
plonierskiej teoril oparte] na hierarchll Born—Bogolliubov—
Kirkwood=Yvon /3/.

W clagu ostatnich dzlesleclu lat zaczqeto stosowad¢ funkcjonalng
teorie gestoscl /27/. W teorii tej rozwaza sle potencjaly
termodynamiczne ukladu jako funkc jonaly Jednoczgsteczkowe]) funkcji
rozkladu gestoscl p(r) 72,3,27/. Na bazle te) teoril Ramakrishnan |
Yussouff zbudowall teorie krystalizacji, ktéra faze clekils traktuje
Jako ukiad wyJdclowy do perturbacyjnego oplsu krystallzujacego
ukiadu 1 powstajace) fazy state] /3,101-103/.

Teoria ta zostala rozwinieta przez Haymeta | Oxtoby'ego /110/.
Wykorzystano Ja do zbadania krystalizac)! uktadu twardych kul
7111/, uktadu twardych kul 2z potencjalem odpychajacym /114/,
(uktady te krystalizu)a w strukturze fcc /150/), ukiadu twardych

kul z potencjalem dlpolowym /115/, do Jednoskiadnikowe) plazmy



/113/ (krystalizuje w strukturze bcc /150/) oraz do pilynu
Lennarda-Jonessa /122/.

W innym rozwinleciu teorii Ramakrishnana 1 Yussouffa (zobacz
/104—-109/) Jednoczasteczkows funkje rozkiladu fazy stale) p(r).
przedstawia sie nle w postacl szeregu Fourliera wektoréw slecl
odwrotne) /150/ fazy stale) — tak Jak to bylo u Haymeta 1
Oxtoby'ego /110/, lecz Jako sume funkcji Gaussa /108/ centrowanych

na wezlach slecli:

plp) = Z[-%-]Q:ip[-u(;—n.]’] (6.0.1)

i
i - numeruje wezly slecl.

Rozwinlecle w wektorach sieci odwrotnej fazy stale) Jest wolno
zble2ne | wymaga wzlecla do obliczeA wlelu wyrazéw, natomiast
aproksymacja funkcjami Gaussa wymaga =zaloZenla, 2e czynnik
Debye—Wallera /150/ Jest niezale2ny od wektora falowego
/101,106, 127/,

Formalizm funkcJonalne) teoriil gestoscl w zastosowaniu do
krystalizac)i =zostal réwnlez rozwinlety w Iinnych pracach
/134,137,141/ | wykorzystany do obliczefh modelowych.

Réwnolegle do oplisu krystalizac)l opartege na pracach
Ramakrishnana | Yussouffa rozwi jane bylo ujecle zaproponowane przez
Ryzkowa | Tarayeva wykorzystujace teorie bifurkacjl /116,rozdz.S
te) pracy/. W teoril tej punkt, w ktérym zachodzl przejscle fazowe
od fazy clekle) do clala stalego utoZsamiany Jest 2z gestoscia
cleczy, dla ktére) faza clekla zaczyna tracl¢ lokalng stablilnosc.
Metode te rozwinleta w pracy 7117/, zastosowano w obliczeniach dla
ukladu Jednoskladnikowe) plazmy /118,119/ oraz do pilynu
Lennarda—Jonesa /126/.

Oméwione teorie krystalizacjl opleraja sie na Jedno- 1



dwuczasteczkowych funkc jach rozkiadu. Do pelnego opisu
krystallzacji uwzglednlajacego rézne struktury siec! krystaliczne],
nalezaloby bra¢ pod uwage rdwniez funkcje rozkladu wyzszego rzedu,
az do czwartego /11/. (Pokazano w mlkroskopowe] teorii szkiel
/138-140/, 2e przy pomocy czteroczasteczkowe) funkcjl rozkladu
94(51.22.:9.2‘) mozna uzyskaé¢ pewne Informacje o przejsciu
szklistym /glass transition/). Dotychczas Jednak nle powstaly takie
teorie, ze wzgledu na znlkomy zaséb wiedzy o tych funkcjach.

Oprécz teoril krystallizacji bazujacych na funkcjonalnej teori!
gestoscl, do oplsu przejscla ciecz-clalo stale wykorzystano metode
wlelosclanéw WoronoJja—Dirichleta /5,13, rozdz.3 tej pracy/ oraz
metode niezmiennikéw orientacyjnych /10/. Metoda ta daje obraz
geometrycznych zmlan zachodzacych lokalnie w strukturze cleczy, w
poblizu przejscia. Ceometryczne ujeclie krystalizac)i doprowadzilo
do powstania teorll krystalizacji orientacyjnego uporzadkowania
bazujacych na teorll elastycznosci /143-145/.

W pracach na temat krystalizac)l oplerajacych sie na
funkcjonalnej teoril gestoscl nile rozwazano krystalizac)l twardych
kul z dodatkowym potencjatem przyciagajacym. Dlatego tez zajelisgmy
sle takim modelem, rozwazajac ukiad twardych kul 2z dolaczonym
potenc jatem oddzialywania typu Yukawy /128—133/.

Jest to wa2ny flzycznle przyklad, pokazujacy Jak dodanie
potencjatu przyclagajacego wplywa na zmiane gestosci! krystallzac]ji
uktadu w poréwnaniu z ukladem samych twardych kul. Wprowadzona tu
zostaje temperatura, ktéra dla ukladu twardych kul zjawla sle
Jedynie w sposéb trywialny /2,84/.

Obliczenlia moje przeprowadzilem stosujac teorie Ramakrishnana 1|
Yusouffa /101-103/ rozwinleta przez Haymeta 1 Oxtobyego /110/.

W paragrafie (B.1) przedstawiam teoriq Ramakrishnana—Yussouffa-



Haymeta—Oxtobye'go (RYHO).

W paragrafie (6.2) definiuje model ukiadu wzigtego do obliczen,
oraz opisuje srednle przyblizenie sferyczne (MSA — mean spherical
approximation /2,3/) zastosowane do obliczen w tym modelu.

W paragrafach (6.3-6.5) przedstawlam wyniki obliczenA, ich
dyskus je oraz podsumowanle.

Wynikil tuta) przedstawlone, =zostaly opublikowane w pracy

J.Chem.Phys. 88(8), 5834, (1988) /148/.

B6.1. Teoria krystalizacji

Ramakrishnana-Yussouffa-Haymeta-Oxtoby’ego

Dla ukitadu N czastek zgromadzonych w obJjetosci V, hamiltonian
HN Jest sumg energll kinetyczne), energi!l potencjalne) oraz pola

zewnetrznego U(r) /2,3/:

P
HN'ZZI?* V(c‘....g} + Jdg elr)u(r) (6.1.1)

1=1
gdzle r_l.pi. sg polozeniem 1 pedem 1-te) czastki, m Jest masg
kazde) z czastek, a p(r) Jest mikroskopows gestoscigy:

p(p) = Z 8(r - |:l) (6.1.2)
1=1
p(]:—n‘) Jest funkcja Diraca /2,3/.

Wtedy wielkl potencjal termodynamiczny fl dla ukiadu wyraza sieg

poprzez wlelks sume¢ stanu £ wzorem:

= Bl = 1n= (6.1.3)

gdzie ﬂ-l/k.T. k' — stala Boltzmanna, T — temperatura ukladu
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g = -Z . Iq'[dg'em[—'a[ H- uN)] (6.1.4)

Nt R
N=0

h = stala Planca, p — potencjal chemiczny /2,3/ oraz

[dt'[dg.(...) = 'I'dr_l..‘dgll‘dgl...dg.(...] (6.1.5)

Zwlgzek wielklego potenc jatu termodynamicznego 4] z

termodynamika Jest nastepuljacy /2,3/:

Q=-pv (6.1.8)

gdzie p=p(T,V,u) oznacza cisnienie w ukiadzie.

Teorla Ramakrishnana—Yussouffa /101/ rozwinleta przez Haymeta i
Oxtoby'ego 7110/ sformulowana Jest w Jezyku funkcjonalnej teorii
gestoscl /27/. Dla fazy cieklej 1 stale) konstruuje sie funkcjonal
wielkiego potencjatu termodynamicznego 0 /110/, ktéry zalely od
Jednoczasteczkowe) funkc)l gestoscl p(r) 727/ oraz od objetoscl V,
temperatury T 1 potencJalu chemicznego p ukladu. Funkcjonail Q daje
sle wyrazié (dokonujac transformaty Legendre'a) poprzez funkcjonal

energli swobodne) F /27/:
ga = B P, R, pox }.I-N] (6.1.86)
gdzie

F'4 = Id;; p(;){ln[p(nm"] - 1} (6.1.7)

nazywane Jest czeécig 1dealna energil swobodnej (pochodzaca od

1/2

nieoddzlatujacych pomiedzy soba czastek), A-[haﬂfmml Jest

diugoscla fall Broglle, oraz
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F<t= Idg PV () (6.1.8)

czedé zewngtrzna energll swobodnej (zwiazana z polem zewnetrznym
V’xt(r) dzlalajacym na uklad), a g nazywane Jest nadmliarowa
czescia energil swobodnej 1 pochodzi od oddzialywah mledzy

czastkami. 2 warunku réwnowagl /27/

3Qlp]

3p(r)

=0 (6.1.9)

Po

(8/8p(r) oznacza rézniczkowanie funkcjonalne /3,27/) otrzymuje

sie réwnowagows Jednoczasteczkowa funkc)e rozkiadu /3,27/.

™) = a”.xp[au - V"™ (p) + c“’t:)] (6.1.10)

C“’[r_) Jest  Jednoczasteczkows funkcj)a korelacjl wprost
/3,27,30/, ktéra wiaZe sle z nadmiarows czescla energll swobodne]
F** poprzez rézniczkowanie funkcjonalne po gestoscl /3,27,30/:

(1) (- BF™)
i § 0 N e — (6.1.11)
dp(r)

Ogélnie n—czasteczkowa funkcje korelac)i wprost definiuje sle

poprzez n—krotne rézniczkowanie funkcjonalne:

(n=1) (1) (n),_ ex
- 3 c () 8 (—pF )

€ (LsvsrL )™ =
5 & ap(nl)...ap(nn) cp(n'}...ap(R)

(6.1.12)

Dla réwnowagowe] Jednoczasteczkowe] funkc)i rozktadu p*%(rp),
funkc jonal Rlp] staje sie wielkip potencjalem termodynamicznym
(6.1.3). Fazy clekla 1 stala okreslone sa Jednoczasteczkowa funkcja

gestosci, p(r) ktéra w ogdlnosci zalezy od (u,T,V). Dalej przyjmuje



sle, 2e objetosé ukladu Jest stalta. Wtedy p=p(r,u.T).
Dla cleczy w temperaturze TL oraz o potencjale chemicznym M

-3 (1)
o (1, T) = A exp[ Bu + ! ‘“..-T:.’] (6.1.13)

Rozpartuje sle tuta) clecz Jjednorodns, dlatego p_oraz CL nie
zale2a od polozenlia; pL-<H>/V. <N>-oznacza srednig liczbe czastek w
ukladzie.

Dla fazy state)
-3 (1)
p(r;..us.'rs) = A axp[ ﬁps + (:s {n.u’.‘r')] (6.1.14)

gdzle Ts-telpemtura fazy stale], us—potanc,jll chemiczny fazy
stale].

Dzielac oba réwnania (B.1.13) 1 (B6.1.14) otrzymuje sie

(6.1.15)

(1) (1)

ln[p(r;‘.us.Tsl/pL(nL.TLl] = B(us- B)+C e .p,T) ~ C, (b .T)

Krystalizacja za)dzie wtedy, gdy dla obu faz - clekle) | stale)
bedzile zachodzié¢ réwnosé potencjaiéw chemicznych, temperatur oraz

ciénlen. Z réwnania (6.1.15) otrzymuje sie wtedy, 2Ze

(1)

ln[p(r'l/pL] =c'Pp) - ci”

(6.1.186)

W teorii RYHO faze cleklsa traktuje si¢ Jako ukiad odniesienia
do perturbacyjnego rozwiniecla obejmujacego faze stals.
Prawa strone rdéwnania (6.1.16) rozwija sile w funkcjonalny szereg

Taylora 73,110/, w potegach réinicy gestoscl faz clekle) | stale):

(2)

(1) | ¢ I -
C (r;l) CL [dQCL (;’.r_‘] p(r,) pL] (6.1.17)

+ él;c1j;[2c:31(gz.tz.tni[P(tz)‘ pL][pinn)- pL] s



A prior! nlc nle wladomo o =zbleZnosci tego szeregu. Miedzy
innymi Haymet 1 Oxtoby /110—-115/ stwlerdzili, 2e wzlecle plerwszych
kilku a nawet tylko plerwszego wyrazu rozwiniecia, prowadzl do
wynikéw zgodnych z wynlkami experymentalnymi /110-115/. Dlatego te2

(n)

w obliczeniach zwykle ogranicza sie do CL ([;I....r_a) dla n=2; poza

tym dla n>2 praktycznle wspdiczynniki C:.'"

nie sg znane.
Wspélczynniki C:_"’ue wzorze (6.1.17) zale2sa od struktury

cleczy. Ze wzgledu na izotropowosé¢ cleczy

(2)

¢ (o) =cl-r|) (6.1.18)
c(|;;l.r_‘|J-Jast funkc jg korelacjil wprost (korelac)i bezposgrednie])
Ornsteina-Zernlke /3/. Transformata Fourlera c(|[;‘,r_‘|) 72,3/

zwigzana Jest z czynnikiem struktury cleczy S(k) /3,110-114, 150/

wzZorem:
clk) mc_= pL[dn c(r)el® = 1. s (k) (6.1.19)
-1
dla k = 0 c, = 1-(pk,Tx ) (6.1.20)
o

gdzie g - p"[ T3 ] Jest scisliwoscia lzotermiczng /2, 15/.
T

Wprowadza jac transformate Fouriera funkcji C‘a’q;I.r_‘.r_“:

(6.1.21)

3) 3
c( (3)

(kyeky) ® cpp = v:[dn.,]dn.ac,‘f”tn..nz-rg"*v[”k..c.; )
mozna w szczegdlnym przypadku obliczyd¢ c“”(kn.k-) znajac c(k).

Dla k=0 otrzymano 7111/

dc(k)

¢P(k,0) = = c(k) + p, e (6.1.22)
L

Korzystajac z rozwiniecia (6.1.17) moZna wyrazié¢ formalnie



réznice wielkich potencjaléw termodynamicznych faz clekiej | state]

w postacl szeregu poteg [p(n)-pL] /111,112/:

480(T,u,V) = Ba_ - pa_= (6.1.23)
- 1 2
J-dcl [P(L‘ )= pI.] . ; Jdclf cl.. (r-l'rT) [p(g)_ pL] [p(l:l )= pL]

1 (3) e -
va Jdn,JdL,[dr_,CL (¢, 0 [pty- o] [piey)- o, | otz e 0] ¢ -
Punkt, w ktérym zachodzl przejsclie clecz-clialo stale okreslony

Jest przez warunek

ABQ = O (6.1.24)

Znalezienle gestoscl, dla ktére]) zachodzl krystalizacja wymaga

rozwiazania réwnania (6.1.16). Wstawlajac (6.1.17) do (B6.1.18),

otrzymuje sle /wykorzystujac (6.1.18) | ogranliczajac sle do

plerwszych dwéch wyrazéw rozwinlecia/ réwnanie

)
ln[p{t}/pL] - qu:f_’ (g~ g,) |elr,)- pl_] (6.1.25)

| =

+

[ e,y ey ] ey o]

(3

(2)
i cL

Postaclie funkc]ji 9 : zalezg od przyjetego modelu cleczy.

Do rozwiazania réwnania (6.1.25) potrzebna Jest zaleznosé na
p(r) dla fazy stalej. W teorii RYHO funkc)e rozkiadu fazy statej
rozwlija sle w szereg Fouriera wektoréw slecl odwrotne) /150/

(zato2one) sleci, w ktére) clecz bedzie krystalizowad):

plp) = pl_[l + 4+ E pnelh:h] (6.1.26)
n
LRI (ps- pL)/p oznacza wzgledna zmlane gestodcl przy
krystalizacji



pn-u-potczynniki ma jace sens parametréw uporzadkowania (patrz
rozdziat S5 teJ pracy), mlerzacych stopieAn translacyjnego
uporzadkowania. Wspétczynnikl te 2zwliazane s3 2z czynniklem
Debye-Wallera /110,150/. Suma jest wzleta po zblorze {kn) wektorow
slec! odwrotne). Dla kaZde) translacyjnie uporzadkowane] struktury
siec! rozwiniecle (6.1.26) Jest dokladne, gdy blerze sie sume po
wszystkich wektorach siecl odwrotne].

Podstawiajac (6.1.26) do (6.1.25), otrzymuje sle zbliér rdéwnan

catkowych na zmiane gestosci dla krystallzac)l n oraz na paramerty

uporzgdkowania By

exp(xo) i
1¢n = —— d;exp[[xaexp[ mn;; ]] (6.1.27)
exp(x,) r (6.1.28)
Hy= —y— [dcexp(lkr ]exp[ Z x exp( 1k © ]]
gdzie X, =c.n+ i—c;:)nz - % g cgln: (6.1.29)
(3)
L [cn+ C0 'ﬂ]l-ln (6.1.30)

Podstawiajac natomiast (6.1.26) do (6.1.23) otrzymuje sie
(6.1.31)

= n e} o et 5 e o 1] e ton e el

Rozwigzujac réwnania (6.1.27)—(6.1.28) 2z warunkiem (6.1,24)
wyrazonym wzorem (6.1.31) otrzymuje sie punkt, w ktérym - przy
zadanych parametrach uktadu - zachodzl przejscle fazowe od fazy
ciekte) do fazy state].

Choé¢ rozwlazanle przyjete na funkc)e gestoscl (6.1.26) Jest

wolno zblezne, to Jak pokazal Haymet /127/ wzlecie do sumowania



duzego zbloru wektordw sieci odwrotne] (Haymet uwzglednii w
sumowaniu 258 wektordéw) daje dobry profil gestoscl. Sumy

D(nexp(lk;;) w réwnaniach (6.1.27)—(6.1.28) sg natomiast szybko

zblezne, ponlewaz transformata Fourlera funkcj! korelacji c(kn)
male je szybko ze wzrostem kn'
Majac réwnania (6.1.27)—(6.1.28) mozna rozwiazaé jJe dla konkretnego

modelu cleczy | zbada¢ dla nlego zjawisko krystallzacji.

B.2. PrzybliZenie srednie sferyczne
(MSA-mean spherical approximation) w modelu twardych kul

z potencjalem Yukawy

Prze jécle fazowe clecz-cialc stale badamy dla ukladu cleczy
modelowanego przez twarde kule z dotaczonym potencjalem Yukawy.
Potencjat oddzialywanian pomiedzy molekutaml Jest postacl

/128-133/:

@ dla r <o
" (6.2.1)

axp[- Z[rtz_ ﬂ.l dla Pa2 ®
r

12

V(rm) =

)

gdzle rn-lr_l-r_‘|. o-érednica molekuly, 2-zasleg potencjalu

vir,)) (RYS.6.1)

"
12

¢




Kluczowym problemem w policzeniu parametréw krystallizac]ji
ukliadu Jest znajomosé funkcji korelac)i wprost c(r) dla cleczy
Jednorodne ).

W naszym przykladzie wykorzystalismy funkcje korelacji wprost
c(r) policzona metoda przybliZzenia s$redniego sferycznego (MSA)
/2,37,

Dla ptynu twardych kul z potencjalem Yukawy Jest

h(rm) = g(rmJ-I = -1 dla Pa €

(6.2.2)

c(rm) = -svtrm) dla ia > o

gtrm) Jest dwuczasteczkowa funkcja korelacji /2,3/.

Plerwsze z réwnan oznacza, Ze na matych odleglosciach molekutly
zachowu)a sle Jak twarde kule, a drugle, 2e korelacje sg
proporcjonalne do potencjatu oddziatywanla.

Funkc je h(r) oraz c(r) spelniaja réwnanie Ornsteina-Zernike

/2,3/:

h(r“l = c(ru) = pJ.dr__’h(rm)c(rn) (6.2.3)

(Jest to szczegdlna postaé¢ dla ukladu translacy)nie niezmienniczego
1 izotropowego).

W pracach /126-133/ rozwigzano w przybliZzeniu MSA rdéwnanle
Ornsteina-Zernike (6.2.3) technika transformac ji Fourlera

wprowadzonga przez Baxtera /146/ 1 otrzymano funkcje c(r) dla r, <o

-zr
= - 2 1 . vl 12
r-mc(ru) TR l::mrlz + 2£aor‘z - 3[1 e ] (6.2.4)

2

v [
+ cthlizr ) - 1]
2Kz2eZ 12

gdzle E-ItpO'a/B, K=BA. Parametry an bo 1 v zaleZn od §. Wlelkosd

veuffdrrg(r)e ' Jjest proporcjonalna do energil wewnetrzne) ukiadu



(réwnania na ‘o' bo i v sg zamleszczone w dodatku).

Obliczono réwnlez transformate Fourlera funkc)i c(r) 7130/ dla

r <clr >o:
12 12

24¢ X
c, = clk) = - — {}olith + B I (k) + 5 I (k) (6.2.5)

2 2
’[;* vzz]lo(k)"[';" vaz] zkz
2Kz e 2Kz"e z +k

2 2
+ [ y + ; =N ]J(—z,k) - J(z.k)}

4Kz’e? aKz%e”

1
gdzie 1 (k) = I&r rsinkr (8.2.8)

ez[ kcosk - zsink ]
2

oraz J(z,k) =
" T (6.2.7)

Korzystajac z réwnan (6.2.4) oraz (6.2.5)+(6.2.7) bedziemy
mogll rozwiazaé¢ réwnania calkowe (6.1.27) 1 (6.1.28) z warunkiem
(5.1.24) | otrzyma¢ gestosci P krystalizujacej cleczy-przy

zadanych wartosciach parametréw potencjatu: K ~ T © oraz zasiegu z.

B.3. Wybér sieci, w ktérej krystalizuje ukliad twardych kul

z potencjalem Yukawy

Krystallzujacy ukilad twardych kul z potencjatem Yukawy tworzy
strukture przestrzenny. W teoril krystalizacji RYHO do obliczenh
zada je sie konkretna posta¢ sleci. Obliczenia nalezaloby wykonad
dla wielu typéw slecl 1 wybra¢ te, ktéra daje stabilng faze
krystaliczna. W praktyce Jednak pod uwage blerze slie kilka typédw

slecl, z ktérych Jedna spelnla powyZszy warunek.
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W naszym modelu twardych kul =z @potencjatem Yukawy
rozpatrywalismy dwie siecl: centrowans powlerzchniowo (fcc) 1
objetosclowo centrowana (bcc). /150/. Ich wybér podyktowany byl
tym, 2e ukiad twardych kul krystalizowal w strukturze fcc /111/, a
Jednosktadnikowa plazma w strukturze bcc /113/. Dla okreslenia, w
ktére) ze struktur (fcc czy bec) bedzie krystalizowad uktad,
poréwnalidmy ze soba energle swobodne obu slecl utworzonych 2z
twardych kul odzialujacych pomiedzy soba potencjalem Yukawy. Slec
minimalizujaca energle swobodng Jest tg, w ktérej wykrystallizuje
nasz uklad.

Energlia swobodna krysztalu Jjest sumg energi!l swobodnej drgan Fn
oraz energll wewnetrzne) krysztalu Uo

Fn_ - FD(V.T) + I.lo{\'l (6.3.1)

Drgania sieci pomljalidmy dale), gdyz rozwazalidmy uklad w
poblizu zera stopnl Kelvina (To zalozenie Iimpllkuje 2znikanie

entropi!l krysztatu S”IO. gdyz

R
s, =~ m[F, v + ”o“”]v (6.3.2)

i dlaTs0 Fn(V.T}-) 0, a Uo nie zalezy od temperatury).
Wobec tego F"- UO(V) dla T» 0.
Energle wewnetrzna sleci UO(V) obliczalismy ze wzoru /2/:

1 N
e Z uryd =3 Z n,#(r, ) (6.3.3)

1,) 1
gdzie r'”-|nl-r_j|. N-liczba molekul, ni-llczha. molekul lezacych w
i-te) strefle tzn. w odleglosci G od molekuly polozone) w centrum
uktadu wspdéirzednych. Q(rl)-energia oddzlialywanla pomigdzy molekuilg
potozona w odlegtosc! " od centrum a molekula w centrum ukiladu.

Na ¢frll przyjmujemy zaleZnos¢ okreslona wzorem (6.2.1).

Sumowanie we wzorze (6.3.3) odbywa sie po strefach odleglych o r,
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od centrum ukladu wspdlrzednych. Wobec tego dla T20 energla
swobodna krysztalu utworzonego z N twardych kul 2z potencjalem
Yukawy wynosi:
gF, = g:znl’—i::-—'l (6.3.4)
1
gdzie K=fc, a r zale2zy od rodzaju sieci, dla ktére) obliczamy
energle swobodna.
Wyrazamy teraz energle swobodng krysztalu w funkec )l Jego
gestoscl dla obu slecl fcc 1 bcc 1 badamy, ktéra z nich (przy

ré2nych gestosciach) minimalizuje te energle.

Dla slec! fcc | beec ich gestoscl wynosza /150/:

s ¥ .2 (8.3.6)
pl‘ce 3 pbcc 3
a a
a — stala slecl, natomlast r, zmienla sie nastepujaco /B5/:
foeo fee bce bee
6. - clﬁmt:l T T (6.3.7)

fee bee
" i e sg &cigle okreslone, a dr“ 1. d

sa odleglodciaml miedzy najbliZzszymi sasladaml w obu siecliach:

gdzie wspélczynnikl c s

.5

a
dl‘cc- E dhoc 2 {8.3.8]
2 &
| O |
| .
| |
O 1
A b ;
7’ o O CJ 7~ =
sie¢ FCC sie¢ BCC (RYS.6.2)
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Korzystajac ze wzoréw (6.3.6)+(6.6.8) otrzymujemy, 2Ze

fce 1 fcc[ 4 ]U"3
r = -C Too=)
1 Y 21 )

(6.3.9)
/ achcc

e ST

Podstawiajac zale2nosé¢ (6.3.8) do (6.3.4) otrzymujemy wyraZenle

na energle swobodne krysztalu w naszym modelu

1/3
exp -z[/‘ %cf"[-;—] - er]
fee
BF --ngn' (6.3.10)
i

kr
1 fcc[(]l/:
- C —_—
TR P

VST ]m_ ’]

- [ > 12

bee N
ﬂFu --EKZn (6.3.11)
1

Obliczenia energl! swobodnych przeprowadzilismy dla 12 stref
slecl fee 1 bee, dla kilku zasiegéw 2z, oraz kilku wartoscl
parametru K>0.

Na wykresie (6.3) przedstawlilismy wynlkl przykiadowo dla K=1,
z=1 (duzy zasleg), | z=5 (maly zasieg). GCestosé zmienlalidmy a2 do
gestosc! maksymalnego upakowania, ktéra wynosl dla sleci fcc
p:“-/; a dla bee p:“-(a/;)n (gdzte p =pc”).

Z otrzymanych wykreséw widaé, 2e dla z=5, krzywa uzyskana dla
slecl fcc lezy ponize) krzywej uzyskane) dla siecl bce. Oznacza to,
ze energla ukladu twardych kul z potencjalem Yukawy tworzacego slied
fce Jest ni2sza nlZ energla tego samego ukladu ale tworzacego sled

becc. Nieréwnosé ta zostanle utrzymana réwnlez dla energll
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Energie swobodne krysztalu dla dwéch slecl: (rys.6.3)

FCC 1 BCC dla z=2, z=5 oraz K=1 w funkcji p
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swobodnych. Zatem, ukiad nasz krystalizujac, utworzy strukture
powlerzchnlowo centrowang fcc.

Powy2szy wynik nile zaleZzy od zasiegu potencjalu. Wzrost zasiggu
powoduje Jednak, 2e energie obu siec! obni2aja sle, Jak rdéwnlez
wzgedna réznica pomiedzy niml rosnie dla obu sieci. RéwnleZz wzrost
zaslegu powodule, 2e zaleznosé energlil od gestoscl staje sle w
przybliZeniu liniowa.

Zatem, przy badaniu krystalizacjl uktadu twardych kul =z
potencjalem Yukawy teorig RYHO do obliczen przyjmujemy strukture
slecl fcc, Jako te, ktéra daje stabllng faze krystallczna,

korzystnie jsza energetycznie od struktury bcc.

6.4. Krystalizacja plynu twardych kul z dolaczonym potencjalem
Yukawy (obliczenia dla potencjalu przyciagajacego

i odpychajacego o duZym 1 malym zaslggu)

W paragrafie tym przedstawione sg obliczenia wlasne parametréw
krystalizac)! uktadu twardych kul z dolaczonym potencjalem Yukawy
(5.2.1) opublikowane w pracy "Freezing of hard core Yukawa
fluid"-J.Chen.Phys. 88(9),5834, (1988).

W obliczeniach bralidmy dwie wartoscl parametru z (zasleg
potencjatu): =z=1 (du2y =zasleg), 2=5 (maly =zasleg), oraz wlele
wartosci na parametr K(~T'). K>0 odpowiadato potencjatowl
przyciagajacemu, a K<O potencjalowl odpycha jacemu.

Wybdr gestosci p,_ oraz K do rachunkéw nie byt calkiem dowolny
(dla ustalonego z). 2wiazany byl on 2z Iistnienlem rozwiazan
rzeczywistych réwnania algebraicznego czwartego stopnia na v
/dodatek 6/ oraz 2z warunkiem mechaniczne) stabllnoscl uktadu

/2,3/:
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8
s[ 55 ]T = l-pLJdm(nl >0 (6.4.1)

Dla pewnych wartoscl pL.K (przy ustalonym z) réwnanie na v nie
ma rzeczywistych rozwigzan /odpowliada to zerowaniu sie wyznacznlika
tego réwnania/ oraz nle Jest speiniony warunek (6.4.1) mechaniczne)
stabllnoscl.

Na rys 6.4 wykredlone sz krzywe odpowladajace znikaniu
rzeczywistych rozwigzan na v (linla clagla) oraz krzywe
wyznaczajace granice mechaniczne) stablilnosci ukladu (linla
przerywana) dla dwéch wartosci z: z=1, z=5,

Dla ustalonego z pole pod krzywa przerywana wyznacza obszar
rozwiazan rzeczywistych dla v oraz obszar mechanicznej stabllnosci
ukladu. Pole pomigdzy krzywsa przerywang a clagla wyznacza obszar
niestabllny uktadu, a pole powyZze] krzywe) clagie) zwiazane Jest z
dwufazowym obszarem o nlerzeczywistych rozwigzaniach.

Minima krzywych definiuja punkty krytyczne /132,133/ modelu.

Dla ustalonego K powyze] Kc (krytycznego) mamy dwa obszary
gestoscl, gdzle istnleja flzyczne rozwigzania.
Obszar p<pc odpowiada fazle gazowe], a obszar o gestosclach pc<P
odpowlada fazle clekile) [pc-gestoéé krytyczna). W dalszych
obliczeniach parametréw krystalizac)i ukladu wybleralidmy takle
px." (przy ustalonym z), ktére odpowiadaly fizycznym rozwigzaniom.

Do obliczenia parametréw krystalizac)l ukladu z réwnah (6.1.27)

i (6.1.28):

14y = ?&ﬂ ..dc axp[ Z xnexp( 1k‘|:J]

exp(xo) E
wy= —g— |dcexp( ik ]ew[ ;ﬂna*P(ik,.t)]
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Linia clagla oznacza znlkanie rzeczywlistych rozwligzan (RYS.6.4)
na v (réwnanie A.1 w dodoatku 6)
Linla przerywana wyznacza granice mechanicznej

stabllnosci ukladu

| «

13,5

10, -
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/sg to powtérzone wzory (6.1.27)+(6.1.30)/ wybralismy strukture fcc
/patrz §6.3. tego rozdzialu/. Réwnanla te daly sle rozwiazac
analitycznle dla szczegélnego przypadku, gdy wzlellismy tylko Jeden
wektor sleci dla fcc (slecig odwrotng dla fcc Jest sleé¢ bec /150/):

k=(2n/a)(1,1,1), a-stala slecl. Otrzymalismy wtedy:

1
1+9= axp(xo) :ch 2
1

1

z [18x?
|

1

(6.4.2)

- -2 s
o [ris+l J [mxf]

exp(x ) k
' X

3
s=0 |[(s + l]] s!

(B.4.3)

2 r s
3 2
2x exp(x ) < [l'(s t2 )] lexi]

n 3

»=0 [I‘(s + 2)] s!

gdzie :F‘(. ..) — uogélniona funkcja hipergeometryczna 7147/, I(s) -
funkc ja gamma /147/.

Uwzglednienle Jednak tylko jednego wektora slecl odwrotne)] jest
nie wystarczajace do policzenia parametréw krystalizacjl uktadu, ze
wzgledu na slabg zbleZnosé plp) (7127/.8§ 6.1 tego
rozdziatu). Dlatego przy rozwiazywaniu ukladu réwnan na zmiane
gestoscl ukladu dla krystalizacji »n (6.1.27) oraz na parametry

uporzadkowania K (6.1.28) (réwnania sy powtérzone powyze))
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bralismy 15 plerwszych komérek siecl odwrotnej (patrz dodatek), co
oznaczalo w rachunkach uwzglednienie 258 wektordw. Podstawienle
tych wektoréw do réwnan (6.1.27) {1 (6.1.28) na n | Ky dawalo nam do
rozwigzania ukiad 16 réwnan. Ich rozwigzywanie odbywalo sie wedlug
nastepujacego schematu:

Ustalalidmy parametry =z,K oraz wybleralismy P, Dla nich
rozwigzywaliémy réwnanie 4-stopnia na v /dodatek 6:(A.1)/

/numerycznle-program PROOT-CYBER/:

Ke‘[ ve Y 1w "
L D + D+ D ]+ D ]
z 4K22u22 -} zxzez 1 : | 0

v v " v 5
= x+x][x[ n+n]-x[ D+D]]
[21<zez Vool % ogze? 2 M) Lpgge® ' °

/Wspdiczynniki DO.DI.D;.D;.DZ,XO,XI sa podane w dodatku 6:

(A.3)+(A.1B)/.

Jesli dla ustalonych z.K,pL istnlaly rzeczywiste 1 stabllne

rozwigzania (patrz komentarz wczedniej w tym paragrafie), to dale]

(3) (3)
obliczalidmy transformaty Fourlera c (6.2.5) oraz By C i Sag

wzory (A.17)+(A.19) w dodatku. Policzenie transformat c::. :;:j
wymagato rozwlgzania numerycznego /program PROOT-CYBER/ rdéwnania
4-stopnia na 8v/8€ /dodatek 6: (A.20)+(A.33)/.

Majac policzone c_, € €€ podstawialismy Je do ukladu

] 00" "no’
réwnad na w: (6.1.27) oraz {.uj}: (6.1.28) (gdzie 1 s j = 15).
Uktad 16 réwnah na 7 | {uJ} rozwigzywaliémy numerycznie (program
NEWT-CYBER). Tréjwymiarowe calki wystepujace w tych rdéwnaniach
obliczaliémy Gaussem 12 | 24 punktowym (oba obliczenia byly zgodne
ze soba z doktadnoscia 107°).
Obliczone €y G St Copr OBZ M i {pJ} podstawialidmy do
réwnania (6.1.31), z ktérego obliczaligmy ABD'B{RS-QL) Jesll nle
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byl spelniony warunek (6.1.24), 2e ABO=0, to dla tych samych K, z,
zmienial idmy P i1 przechodzilidmy cals powy2sza droge otrzymujac
znowu ABSN.

Proces zmlenlanila P prowadzilismy tak dilugo a2 znalezllsmy
takg wartosd pL.dln ktérej-przy ustalonych K, z zachodzil warunek
(6.1.24): ApO=0. Punkt, w ktérym to =zachodzilo byl punktem
krystalizac)l, a wartosé 13(=[P-PLI/p&) odpowladajaca Jemu byla
wzgledna zmlang gestoscl ukladu przy krystalizacji

Nastepnie = przy ustalonym z wybleralidmy nowe K 1 szukallsmy

takiego p (tak Jak poprzednio), dla ktérego zachodzlila

L
krystalizacja. K przybleralo wartoscl dodatnie jak | ujemne oraz
zero.

Kolejnym krokiem byla zmiana zaslegu z 1 tak Jjak wyze)
obliczanle-dla réznych K, gestosci P krystalizac )i ukladu oraz
zmiany te) gestoscl n.

Postepujac w ten sposéb, otrzymalismy zaleznodé na K-K(pl_.z)

oraz 7=7n(K,z) w punktach krystalizacjl ukiadu.
6.5. Wyniki i1 dyskusja

Obliczanie parametréw krystalizacji pL.n.{pJ} ukladu twardych
kul z dolaczonym potencjalem Yukawy wykonallidmy dla réznych
wartosci K(~T™') oraz z-zaslegu.

Parametr K zmlenlany byl od wartosci K>0 (przypadek potencjaiu
przycliaga jacego) do wartosci K<0 (przypadek potenc jatu
odpycha Jacego).

Zasieg potencjalu z przyjmowal dwie wartoscl: z=1 (odpowiadalo
potencjalowl o duzym zasiegu) oraz z=5 (odpowiadalo potencjalowl o

matym zaslegu).
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Zmiana gestoscl krystallzacji p,_wraz z temperaturs (RYS.6.5)

(k~T"!) oraz z zasieglem potencjatu: K[pl_.z)

I
0.94 0.36 0.93 1.0
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Wzgledna zmiana gestoscl krystalizacji n=(p.-pL)/pL (RYS.6.6)

w funkcji K (~T™') dla z=1, z=5.

Z=5,

i

!/

0.15 -
0.1 ~
05
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Wynlkl obliczen przedstawllidmy na dwéch rysunkach:

Plerwszy rysunek pokazuje, jak gestosé krystalizacji 7 zmienia
sle wraz z temperaturg ukladu,oraz z zaslegliem potencjalu: K(pL.z)
rys. (6.5).

Drugl zad8 przedstawla zmiany gestodcl ukladu 7 dla
krystallzacjl, w zaleZnoscl! od temperatury ukiladu oraz zasiegu
potencjalu: nl(kK,z) rys(6.6).

Z wykresu (6.5) wynika, 2e dla potencjalu przyclagajacego,
coraz wyisze) wartoscl K(~T-1] odpowlada coraz nlZsza gestosc P
fazy clektej, dla ktérej zachodzi krystalizacja. Dzleje sle tak
niezaleznie od tego czy zasleg potencjalu Jest maly,czy duy.

Z kolel dla ukladéw o tym samym K (ta sama temperatura),
gestosd¢ krystalizacjl Jest ni2sza dla potencjalu o duzym zasiegu
(z=1) ni2 o malym zasiegu (z=5). Dla wysokich temperatur (male K),
mamy zachowanie odwrotne. Dla K30 dostajemy gestoscl krystallizacji
plynu twardych kul bez dolgczonego potencjalu (pB-O.Q’?B). co Jest
zgodne z wynikami Haymeta /111/.

Dla potencjalu odpychajacego (K<0) mamy inne zachowanlie. Wzrost
K (co do modulu) powoduje, 2e krystallzacja ukiadu zachodzi dla
coraz wyzszych gestoscl P 1 to niezaleznie od zasiegu. Natomiast
dla ustalonego K (ustalone) temperatury) uklad 2z potencjalem o
wigkszym zaslegu (2z=1) krystalizuje w niZsze) gestoscl P niZ uklad
z potencjalem o mniejszym zaslegu (z=5). Mamy tak niezaleznie od
tego czy K Jest duze,czy male.

Z przedstawionego wykresu wynika, 2e dolaczenle potencjatu
Yukawy do pilynu twardych kul wplywa na zmlange gestoscl
krystalizacji tego ukladu. Potencjal przyclagajacy Yukawy obniza te
gestos¢, natomlast potencjal odpychajacy podwy2sza Ja, w poréwnaniu

z twardymi kulami. Wielkosé¢ tych zmian zale2y od zasiegu potencjalu

113



oraz od K(~T™).

Na wykresie (6.6) mamy wzgledna zmiane gestoscl n krystalizacji
w funkcjl K, dla ré2nych =zasiegéw z. W przypadku potencjalu
przyclagajacego (K>0) zmlany n sa wigksze dla potencjalu o duzym
zasiegu (z=1) ni2 dla potencjaléw krétkozasiegowych (z=5),

Dla przypadku odpychajacych sie twardych kul (K<O) zmlany
gestoscl przy krystallzacjl n sa z kolel wigksze dla potencjatéw
krétkozasiegowych niz dilugozasiegowych. Natomiast szybkogé zmian 7
w funkcjl K (dla obu przypadkéw-przyciagajacego | odpychajacego)
rosnie wraz ze wzrostem zasiegu potencjalu Yukawy. Z wykresu tego
wida¢, 2e nlezale2nle od zasiegu z potencjalu, krzywe n(K,z)
przecinaja sle tylko w jednym punktcie,gdy K+0. Punkt ten odpowliada
skokow!l gestoscl n przy krystalizacji ukladu twardych kul (dla tego
punktu n:;°-o.osa (~8%),co Jest zgodne z obliczeniami Haymeta
/111,112/7).

Otrzymane zale2noscl gestoscl fazy clekle) dla krystalizacji
oraz zmlany tych gestoscl dla krystalizac)l od zasiegu potencjatlu,
53 Jakosclowo zgodne 2z rezultataml uzyskanyml 2z symulacjl dla
"miekkich kul" z potencjalem typu 1/r" /3/. Natomlast ze wzgledu na
brak symulacjl dla plynu Yukawy nie moglismy dokonaé pordéwnan

ilosciowych.
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DODATEK 6.

Réwnania (A.1) — (A.33) otrzymano 7130/ z rozwiazania
réwnania Ornsteina-Zernike dla plynu twardych kul 2z potencjalem

Yukawy, metoda Baxtera /146/.

v = 2Kze’y (A.1)

gdzle y Jest rozwlgzaniem réwnania 4 stopnia:
e 2 _— *
k[ 700,00

(A.2)
S C A (ELENEACLEA]
gdzlie
e
B‘ = (126/2)(-2"e 1[ dl(--z)(aoiF bo) + ¢z(-z}ao] (A.3)
(:11»3_z = --I!l + (12§/2) a ¢+ bo - (1/z)a°] (A.4)
- e |
B, = (126/2)(-z"e )[ 9,(-2)a - 4¢2(-—z]b°] (A.5)
Ce® = -B, + (126/2) [a (4/z)bo] (A.6)
-2+ 2
D, 1zg[¢2(z)az+ ¢,(2)B,- (1722)(1-e )] (A.7)
' -2 -z
D1 = 12€e [Qz(z)C2+ 41(2)61- (172z)(2-e )] (A.8)
D, = n;+ (126/2)e % (A.9)
D = 12&'22[{1/:"1@: +2C,) - (1/2z)] (A.10)
0 2 1 ;
X = 1-12€ [¢2(z]no+ él(z){aoi- bo}] (A.11)
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=

-z,.3
xo = =12€(e "/27) a+ z(a°+ bnl] (A.12)

a, = (1+2€)7(1-€)% (A.13)

2
a ¢ bo =(1+1/2€)/(1-€)

(A.14)
9, (2) = (1/2%) (1-z-¢ %) (A.15)
¢,(z) = (1/2°) [1-z+(1/2z’)—e'z] (A.18)

b a_(4+€) “
= lim c(k) = 24&[ K(zel) _ o _ o - Y |22 2[1—0 z(z*l)]]

k-0 z° 4 12 22°
vﬂ 2
+ 317 + 2[th - zsbz-l]} (A.17)
4Kz e
c? (x,0) = ‘¥ (A.18)
n,0

anE | 8a " 3
o[kcoslt sink _ f(kc_ 12k2+ 24)cosk - 4(k°- Bk)sink —24}]

k | ¢ K? 2k°

1 2 8b°

-—5[2-2ksink - (2-k*)cosk |[—>

Kk 8

) 2 3
—2f0t- 126%+ 20)cosk - 4(k™-Bk)sink - 24]
251

-

ov cosk-1 | k-e>(zsink + kcosk)
zk z(z2 + k)

-

v [kchzcosk - zshzsink - k & l-cosk]l
F
e k

Kzz zi . ka
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3x,0)

445 aa 1 ab a
= e
12 ae BE 12
{z

- 2[ 1 --"'(zn)]}

av » ar
— = 2Kze" —

a€ a€

c lla c

1
T Al

(A.19)

[z + 2(chz - zshz -1)]
le e

(A.20)

Réwnanie na 8v/8€ otrzymuje sle ze zréziniczkowania réwnania (A.2)

(A.21)

ZK(ez/z)['raDzi' 1(n;+ n:) + no] [2702 (6v/2€) + +° (ép,70¢) + {D;+ D:)(&:l&ﬁ]

+ 1{[80;/85] . (an:/ae)} . [anoxae]]

s-[x1 (0v788) + v (oX /88) + (axofae]] [x°(1D2+ n;} - Xl(ﬂl:* DOJ]

+(7X + xo}{(wna+ D,) (8% 73€) + xo[n

= (D + D) (8X /8€) ~ X, [1:1 (8378¢€)

gdzie 8a

, (07/6€) + 7 (8D, /3€) + (an;/ae]]

5 1[8D:/6€] + [600/851]}

o 4-2¢
- ’ (A.22)
3¢ (1-§)
8 301+ )
- (A.23)
8¢  2(1-¢)°
8D,/8€ = D/ + 1ze[¢ztz)[anzxae] B ¢l(z)(aalxae)] (A.24)
an;/ae; = D;/e + 126e % [¢a(z)(ac2/ae] + ¢1tz)[acl/ae)] (A.25)
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aD /8§ = 8D /8€ + 12 %/2 (A.26)

8D /6€ = D /€ + (12€e”2%) (1/2%) [[acz/aej . z[acl/axs]] (A.27)

6)(‘/8( -lZ[Oz(z)ao + Ol[z)(a°+ bol] (A.28)

12&{'3(2)(“0‘,85] + ¢1{z)[[aa°/ae] + [aboxaa)]}

(A.29)
oX /6€ = X /6 - 125(«"/2’){(&&0/&5] + z[[aao/ae) + [aboxae]]}

(A.30)
3B /86 = B /€

+ (12€/72)( -e'zzz}{qﬁ ,(-2) [(aao/as]+ (ev /3€) ] +¢,(-2) (aaozae]}

a(cle‘z}/at-: = - 8B /8§ + (12/2)|a + b - (n.o/z)] (A.31)

+

(126/2) [( 1-1/2) (8a /3€) + aboxag‘]

(A.32)

+

8B, /08 = Ba/z (125/:)(-(’:21 [ﬁl(-z)(aao/BE} - Ma(-z] [8b°/aﬁ]]

8(C,e ) /0 =

832/85 + (12/zl[a°+ (4/z)bo] (A.33)

+ (126/2) |8a /8€ + (4/2) [8b°/6€]]
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Pierwsze 15 komérek wektordéw sliecl odwrotne]j dla sieci fcc uzyte do
obliczen kn=(2n/a](n*,ny.nz), Nn-degeneracja wektoréw. Kazdej
komérce odpowiada zbiér wektordw powstalych z perturbac])l znakéw w

wektorach przedstawionych w tabelce:

Np n, n, n, N, kz /( 2![/&)2
1. 1 1 1 8 3
2. 2 0 0 6 4
3. 2 2 ¢} 12 8
4, 3 1 1 24 11
L 2 2 2 8 12
6. 4 0 0 6 16
7. 3 3 1 24 19
8. 4 2 0 24 20
g. 4 2 1 24 24
10. 3 3 3 8 27
11. 5 1 1 24 27
12. 4 4 0 12 32
13. 5 3 1 48 35
14. 4 4 2 24 38
15. 6 0 0 6 36
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1.

7. PODSUMOWANIE WYNIKOW PRACY ORAZ DYSKUSJA

7.1. Zestawienle najwazniejszych wynikéw pracy

Metoda wielosciandw Woronoja-Dirichleta  zbadano geometryczng

strukture cleczy, w ktére]J Jedna z molekul ma inne rozmiary:

a) Zbudowano wiasny algorytm do konstruowania numerycznego
wieloscianéw W-D w d=3.

b) Otrzymano histogramy liczby s$clan, krawedzl, wlerzcholkdéw 1
liczby sclan o K-krawedzlach w wielosclanach o S-dclanach;
obliczono wielkosci srednie (rys.3.8-3.13).

c) Stwierdzono brak korelacji mledzy calkowita liczba sclan w
wielosdcianie a liczbg scian o K-krawedziach (rys.3.8)

d) Wyprowadzono reguty sum dla powyzszych histograméw.

Symulacje Monte-Carlo zastosowano rdéwniez do pollczenla

przyrostéw residualnego potencjatlu chemicznego u"'

obce

molekuty (ob. punkt 1)

a) Obliczono dla réznych stosunkéw srednic 5, gérednie: energle,
objJetosé | entalple ukladu oraz ich zmlany przy zmlanle Sy 2
takze czescl! wirialu zwiazane z oddzialywanlam! a-b, b-b
(rys.4.2, 4.4).

b) Otrzymano W'~ oraz u:::r { wykazano, 2e uwzglednienie

poprawki na czesé dlugozasiegows energil oddzialywania

zmlenla wynlki w sposéb Jakosclowy. Poprawlono w ten sposéb
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wezedniejsze 1 nieuzasadnione wnioskl grupy K.Gubbinsa z
Cornell Universlity opublikowane w Mol.Phys. /52-54/.

c) |Wyprowadzono nowe analityczne wyraZenla na czesé
dlugozasiegows energili, uwzgledniajaca obecnos¢ obce)
molekuly w cleczy.

Opracowano teorie orientacyjnego przejscia fazowego w ukiadzle

l1inlowych kwadrupol!l zaadsorbowanych na dwuwymlarowej tréjkatne]

sleci w polu grafitu.

a) Wyprowadzono réwnania parametry uporzadkowania w przybliZeniu
pola drednlego.

b) 2Zastosowano teorie bifurkacji do znalezlenla punktéw
pojavienia sig struktury “herringbone”.

c) 2Zbadano wplyw dopuszczenia translacyjnych stopnl swobody
zaadsobbowane) czasteczki w kierunku =z prostopadiym do
ptaszczyzny grafitu; rozdziatl 5 §5.4.3. Opracowana teoria 1
metoda otrzymywania rozwigzan stanowl pewns nowosc.

Rozszerzono teorie Ramakrishnana-Yussouffa-Haymeta-Oxtoby'ego

krystallzac)! plynu twardych kul poprzez dolaczenle potencjaiu

pzyciagajacego (lub odpychajacego) modelowanego potencjalem

Yukawy.

a) Stwierdzono, 2e uklad ten nadal krystallizuje w strukturze fcc
(rys.6.3).

b) Wyznaczono obszary wartosci parametréw: zaslegu potencjalu,
temperatury oraz gestosci plynu dla ktérych zachodzi
bifurkacja (rys.6.4).

c) Rozwigzano numerycznie nieliniowy uklad réwnan catkowych,
otrzymujac parametry krystalizacji ukiadu dla przypadkéw
potencjalu: przycliagajacego 1 odpychajacego oraz réznych Jego

zaslegéw 1 temperatur.

121



d) Stwierdzono, 2e czlon przyciagajacy Yukawy obniza, a czilon
odpychajacy podwy2sza gestosé¢ krystallzac)l w stosunku do

twardych kul (rys.6.5,6.86).

7.2. Dyskusja

Szczegétowa dyskusja dotyczaca rozdzlatu trzeclego znajduje sle
na stronach 24-33.

Szczegblowa dyskusja dotyczaca rozdzialu czwartego znajduje sie
na stronach 46-55 oraz 61.

Szczegélowa dyskusja dotyczaca rozdzlialu piatego znajduje slg¢ na
stronach 82-85.

Szczegbétowa dyskusja dotyczaca rozdzialu szdstego znajduje sle

na stronach 110-119.
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