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ROZDZIAL I :

WSTEP: CEL i ZAKRES PRACY .

Obszar zjawisk magnetycznych w fizyce ciata statego
jest ogromny. Wystarczy przypomnieé niektére z nich: para- i

diamagnetyzm (oddziaiywanie 2z zewnetrznym polem magnety-

cznym), istnienie réaznych typdw uporzadkowania
magnetycznego: para-, ferro-, antyferro-, ferrimagnetyki i
inne bardziej ziozone struktury, przejscia fazowe , fale
spinowe, (kwantowy) efekt Halla, efekt Kondo (wplyw

domieszek magnetycznych na opdér w metalach) - mozna wymienic
by jeszcze wiele innych zjawisk (patrz np. [1-9]). Taka
roznorodnosé zwiazana jest z istnieniem, badZz pojawianiem
sie momentéw magnetycznych, ktdére oddziatywujg w rdézny
sposdb: z polami zewnetrznymi, miedzy soba lub z ukladem, w
ktérym sie znajduja, co pociaga za 8oba rdéznorodne efekty
fizyczne. Do ich opisu stosuje sie wiele metod
teoretycznych: poczawszy od prostych (choé bardzo waznych)
koncepcji pola molekularnego Weissa [10] 1 hamiltonianu
Heisenberga {111, poprzez réwnania samouzgodnione
Hartree-Focka(-Slatera) [12-15] lub EKohna-Shama [16-17] 1
zaawansowane metody oparte o funkcje Greena (patrz np.
[18]), a kornczac na teorii grupy renormalizacji [19] oraz
scislych rozwiazaniach 2-wymiarowego ukladu spindw Isinga
[20,21] i1 problemu Kondo [22,23].

Niektdére typy wielkosci fizycznych zwiazanych 2z ©polem

magnetycznym (moment magnetyczny, podatnosé magnetyczna,



zmiany objetosci i energii pod wplywem tego pola)
wystepujace dla cial stalych mozna rozwazaé lokalnie. Znaczy
to, ze obserwowana wielkosé fizyczna jest suma wkiladow
pochodzacych od poszczegdlnych atomdéw prébki. Wéwczas metal
mozna potraktowaé jako zbidr atomdw wypeilniajacych objetosé
prébki, a poszukiwane wielkosici fizyczne mozna obliczaé dla
poszczegdlnych atomdéw metalu. Takiego potraktowania metalu
jako zbioru atoméw mozna dokonaé na gruncie kwantowo-
-statystycznego modelu atomu (patrz np. ([24-29]) typu
Thomasa-Fermiego (TF) [30-31], przy czym atomy zastepuja w
tym przypadku komérki objetosci metalu typu
Wignera-Seitza. Glebsze uzasadnienie takiego postepowania
wynika z twierdzenia Hohenberga-Kohna, wedlug ktérego pelny
opis fizyczny ukladu (w stanie podstawowym) moze byé
dokonany przy pomocy gestosci elektronowej i gestosci
magnetyzacji. Jesli wiec gestosé elektronowa 1 gestosé
magnetyzacji obszaru atomowego powtarzaja sie w prdébee,
mozna pokugié g8ie o0 mozliwie poprawne wyznaczenie tych
gestosci dla takiego obszaru elementarnego. Warto przy tym
pamietaé, 2ze atomy typu Thomasa-Fermiego sa na ogdél
pierwszym przyblizeniem do obliczenia doktadnych rozkltadow
gestosci elektronowej w ukladach wieloelektronych (patrz np.
[26]).

W przypadku opisu struktury elektronowej cial statych
szczegdlnie przydatna wydaje sie modyfikacja modelu TF
poprzez uwzglednienie efektu wymiany, czyli tzw. model

Thomasa-Fermiego-Diraca (TFD) [32]. Po rierweze atom TFD ma



skonczony promien o) wielkosci rzedu odleglosci
miedzyatomowych W krysztatach, po drugie gestosé
elektronowa na brzegu tego modelowego atomu tez jest
skoriczona. Mozna zatem przyjaé¢, ze model TFD opisuje uktad
Jadro+gaz elektronowy zawarte w pojedynczej komérce Wignera-
-Seitza przyblizonej przez kule o tej samej objetosci co
komérka. tadunek elektrondw w kuli rozlozony jest sferycznie
[33,34] - to przyblizenie (lub jego modyfikacje) jest
stosowane rowniez w obliczeniach teorii pasmowej (patrz np.
[34,35], a takze [36-38]). W przypadku metali (lub
krysztaiow innych pierwiastkéw) potencjat elektrostatyczny
na granicach (neutralnych) atoméw-komdérek Wignera-Seitza ma
w modelu TFD zerowa pochodna, co zapewnia wymagana fizycznie
ciagtosé pola elektrycznego w krysztale. Czwarty powdéd,
ktory czyni model TFD odpowiednim do opisu cial statych, to
uwzglednienie w nim oddziatywan wymiennych, odgrywajacych -
Jak wiadomo - podstawowa role w wielu zjawiskach, takze
magnetycznych. Wreszcie warto podkreslié, 2ze model TFD
nalezy do tzw. teorii ab initio, w ktérych nie wystepuja
zadne parametry fenomenologiczne poza fundamentalnymi
statymi przyrody.

Celem obecnej pracy jest rozszerzenie modelu Thomasa-
-Fermiego-Diraca o mozliwosé wystepowania magnetyzacji gazu
elektronowego w tym modelu. Takie rozszerzenie nie bylo
dotychczas opracowane mimo waznosci modelu TFD w wielu
zastosowaniach [39-47,24,25)]. W dalszym etapie pracy celem

jej jest zbadanie przy pomocy wyprowadzonego modelu wplywu



magnetyzacji spinowej na wtasnosci objetosciowe i
energetyczne metali oraz obliczenie podatnosci magnetycznych
tych metali. Wzgledna prostota modelu umozliwia stosunkowo
latwe wyznaczenie zaleznosci tych wtasnosci od liczby
atomowej Z oraz wielkosci zewnetrznego pola magnetycznego B,
ktére to pole wywoluje magnetyzacje atomu. Jednoczesnie
opisu wlasnosci atomu mozna dokonaé w szerokich zakresach
wartosci Z i B . Z uwagi na uproszczenia modelu celem pracy
nie jest Jjednak uzyskanie dobrej zgodnosci wielkosci
obliczonych 2z wynikami doswiadczalnymi dla poszegdlnych
metali, lecz stwierdzenie tendencji wystepujacych we
wspomnianych zaleznosciach fizycznych, pray czym 2zgodnoscé
rzedéw wielkosci uznaé mozna za zadowalajaca.

Poniewaz w modelu TFD jako parametry podstawowe
pojawiaja sie jedynie fundamentalne state przyrody, zatem
naturalnym ukladem jednostek dla tego modelu jest uklad
jednostek atomowych zbudowany w oparciu o te s8state (patrz
dodatek A). Jednostki atomowe beda stosowane systematycznie
w calej pracy, chyba ze w danym miejscu wyraZnie zostanie

zaznaczone, ze jest inaczej.



ROZDZIAL II

PODSTAWY I KONSTRUKCJA MODELU.

IT1.1. Teoria funkcjonalu gestosci.

Energia wymienno-korelacyjna.

Proponowany w obecnej pracy rozszerzony model TFD
stanowi jedno z najprostszych przyblizen w ramach teorii

funkcjonalu gestosci (w skrdcie DFT - od ang. "Density

Functional Theory“) (patrz np. [48]), ktére jest oparte o
rezultaty wyprowadzone dla jednorodnego gazu elektronowego.
Nasze rozwazania na temat ogdlnej teorii DFT

ograniczymy w zasadzie do twierdzenia Hohenberga-Kohna (HK)

[48-50,16,29)], ktdére stanowi centralny punkt tej teorii.

Stosowana ponizej rozszerzona wersja twierdzenia HK [17,48]

d
- udowodniona przez Gunnarssona 1 Luné;iata - dopuszcza
mozliwosé polaryzacji spinowej elektrondw. Twierdzenie

sklada sie z dwu czesci: w pierwsze]) uzasadnia sie fakt, z2e
znajomosé gestosci elektrondw i gestosci magnetyzacji
wystarcza do obliczenia wszystkich w zasadzie wlasnosci
uktadu w jego stanie podstawowym; w drugiej czescli dowodzi
sie, ze istnieje uniwersalny funkcjonal energii =zalezny od
tych gestosci, ktéry osiaga minimum dla gestosci
odpowiadajacych stanowi podstawowemu uktadu. Twierdzenie HK
lub jego rozszerzona wersje uzasadnia slie zazwyczaj w
obrazie drugiej kwantyzacji. Nie jest to jednak konieczne -
W obecnej pracy dowdéd tego twierdzenia przeprowadzony jest w

przestrzeni wieloelektronowych funkcji falowych opisujacych



uktad o ustalonej liczbie elektrondéw. Dowéd ten przytaczamy
tu dlatego, ze dla ukladdéw magnetycznych w tym ujeciu nie
spotyka sie go w literaturze - stanowi on rozszerzenie na
przypadek magnetyczny dowodu zamieszczonego w ksiazce [29].

Rozwazmy zatem uklad N oddziatywujacych ze sobg

elektrondw poruszajacych sie W statycznych polach
zewnetrznych: elektrycznym i magnetycznym, opisanych
odpowiednio przez potencjail elektrostatyczny Vext(F) i
indukcje magnetyczna B(r) . W  jednostkach atomowych

hamiltonian takiego ukladu ma postaé (por. np. [29,51]):

-~

H=T+ Uee + Uext 5 (1I1.Y)

gdzie po prawej stronie wystepuja nastepujace operatory:

(a) energii kinetycznej

N
r=) (277 . (11:2)
i=1
(b) energii oddziatywania kulombowskiego elektrondéw ze soba
N
0. =2 — . (I1.3)
ee 2 |7, -7, |
1,3=1 "1 7
i=j
i (¢) energii oddzialywania elektronéw z zewnetrznymi polami
N N
- - - - (S
B+ Z Vouifti) = Z E(ri)u ) (II.4)
i=1 i=1 N
Wektor ;i oznacza polozenie i-tego elektronu, Bi jest
operatorem jego pedu. Wielkosé
B = —pgo™ (11.5)

jest operatorem momentu magnetycznego i-tego elektronu

~ .
: M ={1) & - (L)
zuiqzanyn 2 operatorem JEego splnu +%‘¢7 ’ gdzxe o oznacza



wektor nacierzy Pauliego: F?Q]aﬁ - ( ]“’ -

x
qﬂ'azﬂ'oan , ktdérego kazda skladowa dziala W
2-wymiarowej przestrzeni spinowej i-tego elektronu,

natomiast "B=—§E_E Jest magnetonem Bohra. Indeksy « i @ moga
“

przybieraé 2 wartosci: T , ¥ |, ktére numeruja stany wtasne
operatora z-wej skladowej operatora spinu Eoz“’ i I | ¥>
(odpowiednio o wartosciach wtasnych + f i~ f ) obrane jako
stany bazowe w przestrzeni epinowej. W 6ext pominieto
oddzialywanie pola magnetycznego z pradami elektronowymi, co
oznacza, ze zaniedbano efekty diamagnetyczne. Nie
uwzgledniono réwniez w hamiltonianie oddzialywan
magnetycznych pomiedzy elektronami.

Aby uproscié dalsze rozumowanie, zakladamy, ze stan
podstawowy |io> hamiltonianu ﬁ Jjest niezdegenerowany.
Gestodé elektrondw n(r) i gestosé magnetyzacji m(r) w tym

stanie dane 8a przez wartosci oczekiwane odpowiednich

operatordw jednoczaatkowych'

a(Ty = Zam--ri) , (11.6)
N
Zﬁ 8(F-1,) (11.7)
i1=1

Wobec tego otrzymujemy

n(F) = <#;|n(7) |8, = Z ...ZNJ'..._['d?l.
N 1

<.0' Z6(;_;1)|;11a1;---;;Nsa“><;1,ﬂli...;;N,G.N|’0> =
i=1



™M=

z ...Zﬂj‘..._]‘d?l...d}'u &(r-1,)
1

i=1
<§0|r1,al; N e I To LR ;ru,aN|§0> =

N
= Z Z ‘"Z“-r'"-['drl"'dri-ldri+1"'drH
izl 1

B = o N
[ €Ty ei e 3Ty 1,0y 15T 5T g0 g5 T oy B> |7 =

= uz ...Z“j'...j‘d‘fz...d§“|<;,al;§2,a2;...;?H,an|n0>|2 (11.8)
1

oraz
B(T) = <&;|m(T) |8y = Z ...Zﬂf..._]’d?l...di:“
1
N
S v e - - -
d‘olz (-#p)o 6(r-r ) [Ty, ;.. T, o< a5 . irg, oy 8=
i=1
N
. —pBZ Z ...Zﬂ_r...fd'fl...drn 5(F-%,)
=1 <1
<.Olr1'a1;"';ri-l’“i-l;ri'ﬁi;ri+1'ai+1;'“;rﬂ'aﬂ)
<r1;a1;-..;rﬂ,aﬂ|§0> —t
N
- _HBZ Z -..Z“I...J.drl...dri_ldri+1...drn
i=1 1

E"niai Bolry,oyi. Ty 0 (TBT 10 i T O
= .



s e e iT 100 iR 0 10%5405-iT Oy B> =

= -uy Z T Bagl®) 3 (11.9)
a,f’
gdzie
naa(T) = N Z ...Z;f...dez...dFﬂ
2
<§0|;.ﬁ;?é,a2;...;;ﬁ,au><?,m;—é,a2;...;?ﬁ,aﬂ|§0> . (I1.10)

Macierz spinowa nqﬁ(F) , choé zostala tu wprowadzona
Jako wielkodé pomocnicza (por. [52]), ma swoja interpretacje
fizyczna, a przynajmniej taka interpretacje maja jej

diagonalne elementy

nes(T) = ne(r) (I1.11)
i

n () = ny,(¥) . (11.12)
WielkoSci nge(r) i ny(r) spelniaja bowiem - zgodnie =z

réwnaniami (II.8-10) - nastepujace zwiazki:
n(r) = nqa(r) + ny(r) (I1.13)
B, (T) = -y [ne(T) - ny(¥)) (I1.14)

i wobec tego na(r) i ny(r) mozna uwazaé za efektywne

gestosci elektrondéw o spinie T i ¥ odpowiednio - bedziemy

Je nazywaé gestosciami spinowymi. [ Trzeba jednak zwrécié

uwage, Zze ta interpretacja wcale nie oznacza, ze kazdemu
elektronowi przypisujemy ustalona wartodé spinu (T 1lub ¥);
nalezy natomiast rozumieé to tak: w kazdym punkcie r

$rednio n4(r)/n(r) czesé¢ elektronéw ma spin T , natomiast



$rednio ny(r)/n(r) czedé elektrondéw ma epin ¥ .]

Dwie fizycznie rézne pary pél zewnetrznych
Vot (T),B(X)} 4 {V  (¥),B ()} (Vg (r)=V_ , (F)+const.)
prowadza do dwu réznych stanéw podstawowych Iio> i |§6> -
poniewaz rézne 8a odpowiednie réwnania wlasne spelniane
przez te stany. Skoro zatem |§0> jest jednoznacznym
funkcjonalem {Vext(;)'g(;)} , funkcjonatami takimi =83
réwniez n(r) i m(r) okreslone przez réwnania (I1.8-10).

Okazuje sie, 2e prawdziwe jest rdéwniez twierdzenie

odwrotne: para pél {V B} Jjest jednoznacznie wyznaczona

ext’
przez pare gestosci {n,m} ( z dokladnoscia do nieistotnej

fizycznie stalej addytywnej w Vext). Aby tego dowiesé,

zaldézmy, ze tak nie jest (dowdd reductio ad absurdum), tzn.
B} 3 v ..B

niech dwie fizycznie rézne pary ({(V axd?

ext’
prowadza do tej samej pary gestosci {n,m}={n",m"} . Oznaczmy

odpowiadajace im hamiltoniany, stany podstawowe 1 ich
energie odpowiednio przez ﬁ i ﬁ' i |¢0> i |§6> oraz E 1 E-
Jak stwierdzilismy powyzej |ﬁ0>#|!6> . Wobec tego dla stanu
podstawowego |i0> , tj. stanu wlasnego hamiltonianu ﬁ

o najmniejszej energii, spelniona jest nierdwnosé

E = <3 |H|8;> < <B)|H|®8;> = <3 |H+0_ -0 . |%;>
= B" + <#3)|0__.-U_ . |%5° (II.15)

Obydwa czlony, ktére pojawia sie po watawieniu ﬁax (II.4)

t
do sredniej <§6|ﬁ°xtlié> mozna wyrazié przy pomocy gestosci
n(r) i m°(r) [okreslonych w stanie |§6> przez réwnania

analogiczne do (II1.8-10)]
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N N
<!6IZ Vext(Ty) 1¥p> = ZZ ...ZNJ'..._]'drl...drN Vext(T3)
i=1 1=1"1
<§6|r1,a1;...;ru,au><r1,a1;,,,;rN,aN|§6> -
= [dr T = = e .= s dl =
- jﬁrlvext(rl)z ...Z;j...jarz...drﬂ 1<r1,a1,,,_,rn,an|§0>' =
1

= fdr vext(;) n’(r) > (1II.16)

N N
wgl Y BE R 85 = ) ) “'Zﬂf“'ﬁ;i'“d;“ B(T,)
i=1 i=1 "1

2 %a, BT ey T o TBT g Ty oy
<r1'al;'“;ri-l'ai-l;ri’ai;ri+1‘“1+1;"‘;ru"'u"(']’ =

= -upN y Y fdr, E(;l);r?lal z ...Z“I...j'd'fz...d?u
a8, 2

<56|r1.61;r2.a2;...;ru,anb<r1,a1;r2,a2;...;r“,au|l6> 2

= JoF B(P) [-1g J J Tpanop(™) = Jar B(H) @ (1) . (I11.17)
anp

Powyzsze rdéwnosci pozostana oczywiscie sluszne, gdy vext iB

zastapimy odpowiednio przez V_ ., i B° . HWykorzystujac
poczynione zalozenie, 2ze n(r)=n’(r) i m(r)=m (r) ;
nieréwnosé (II.15) mozemy =zatem zapisaé w nastepujace)

poetaci:
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R+ B = fdr [V __ (r)-V . (T)lalr) ~

ext
- JH? [B(T)-B"(r)Im(r) . (II.18)
Analogicznie otrzymujemy nierdwnosé (II1.18), w ktorej

wielkosci primowane sa zamienione miejscami z nieprimowanymi:
BF & B = fde QU 8=V _ AB)ala) =
- IH? [B"(r)-B(r)1Im(T) ! (I1.19)

Dodanie stronami dwéch ostatnich nierdwnosci prowadzi do

fatszywej relacji
E+E <E +E ¢ (I1.20)

Wynika stad, ze gestosci n(r) i m(r) 2zwiazane ze stanem
podstawowym ukladu, ktéry odpowiada polom zewnetrznym
vext(;) i B(r) , nie moga byé odtworzone przez inne
(fizycznie rézne) pola véxt(F) i B°'r) . Wobec tego para
gestosci {n(r),m(r)} (odpowiadajacych pewnemu niezdegene-
rowanemu stanowi podstawowemu) jednoznacznie wyznacza pare
pél zewnetrznych {Vext(F),ﬁ(F)}

Wyptywa 8tad =zasadniczy wniosek, 2e zardwno stan
podstawowy (niezdegenerowany), Jjak i wartosci oczekiwane
i innych) w tym stanie s3
jednoznacznie okreslone przez pare _gestosci__{n(r),m(r)}
Stwierdzenie powyzsze stanowi istote twierdzenia Hohenberga-
-Kohna i jest bardzo wazne =z punktu widzenia fizyki. Po
pierwsze mowi ono, ze informacja zawarta W parze

jednoczastkowych gestosci {n(r),m(r)} jest taka sama jak w

funkecji falowe}j <r1,al;...;rN,aN|§0> opisujacej stan

12



podstawowy uktadu N czastek. Po drugie =z twierdzenia HK

wynika, ze wartosci oczekiwane

<#,|T|8,> = E_, [n,8] , (I1.21)

kin
<§0|Uee]§0> = Eee[n,;] (I1.22)

sa funkcjonalami gestosci n(r) i m(r) , ktére to funkcjonatlty
nie zaleza od pél vext(;) i B(r) , a Jjedynie od postaci
operatordéw % i ﬁae , ktére w ogdlnosci - dla innego rodzaju
czastek - mogtyby sie réznié od operatorédw danych przez
(II.2) 1 (II.3). [Zauwazmy bowiem, ze choé przyjete postacie
energii kinetycznej i {3¥1.2) A energii oddzialywania
2-czastkowego ﬁee (II.3) ograniczyly nasze rozwazania do
uktadu oddzialywujacych elektronéw, to dowéd twierdzenia HK
obowigzuje dla dowolnych % | ﬁee , a =zatem dla dowolnych
czastek: fermiondéw lub bozonéw - pod warunkiem, ze 6axt ma
postaé (I11.4).] '
Powyzsze twierdzenie pozwala sformulowad zasade

wariacyjna dla nastepujacego funkcjonatu gestosci:

E(n",m"] = Ekin[n'.;'] + Eee[n'.;'l +

+ IH; [*Vext(;)n'(;)-g(;);'(F)] s (II.23)
gdzie vext(;) i B(r) sa ustalone [nie sa funkcjonatami n (r)

i m'(r) J. Funkcjonal (II.23) ma__nizsza__wartosé dla

—— i ——————— —— —— o ————————— - ——————————————
— e - - - —— i ————
——— s ————— o ——

—— i ——————— i —————— -

Jn'(r)dr = [n(r)dr = N . (11.24)
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Dowdd tego faktu jest prawie natychmiastowy. Jesli Dbowiem
parze gestosci {n",m"} odpowiada stan |§6> , to przy
zalozonym niezdegenerowaniu stanu podstawowego |i0> mamy
E[n,m] =
= Ekin[n’m] 5 Eee[n,m] + gayr [=V

ext

= <§0|H|§D> < (§6|H|§6> =

® Ekin[n',ﬁ'] + Eee[n'.;'] + Jdar [—Vext(F)n'(F)-ﬁ(?)ﬁ'(?)] =

= E[n",mn"] ’ (11.25)
co wyraza sformulowana powyzej zasade wariacyjna; dla
napisania drugiej i trzeciej réwnosci W (II.25)

skorzystalismy ze 2zwiazkdéw (II.16-17) oraz ich analogdéw
uzyskanych po podstawieniu |§0> w (II.16-17) w miejsce |§6>.
Oczywiscie - jak wynika 2z drugiej réwnosci w (II.25) -~
E[n,m] jest energia stanu podstawowego zwiazanego 2z polami
vext(;)" B(r) i liczba elektrondw N .

W powyzezej zasadzie wariacyjnej nalezy rozwazad

oczywidcie tylko nieujemne wariacyjne gestosci elektronowe
n'(r) 20 ’ (I1.286)

Podobnie wariacyjna gestosé¢ magnetyzacji podlega pewnemu
naturalnemu ograniczeniu. Gestosci spinowe n¢(F) i n*(F) s
jako wielkosci dodatnie [por. (II.11,12) oraz (II.10)], nie
moga bowiem -~ 2zgodnie 2z relacja (II.13) - przekraczaé
wartosci gestosci elektrondw n"(r) . Stad , wobec zaleznosci
(ITI.14), wynika ograniczenie na 2z-wa sktadowa wektora

gestosci magnetyzacji :

14



Im (r)| = pgn'(r) . (I1.27)

Analogiczne nierdwnosci musza byé spelnione przez pozostale

sktadowe wektora m (r):
|m ()| < pgn'(T) (I1.28)

|m§(F)1 < an'(F) 3 (I1.29)
wystarczy bowiem jako stany bazowe w przestrzeni spinowe}
wybraé¢ stany witasne x-wej (lub y-wej) skladowej cperatera

spinu %a , a wtedy macierz tej skladowej w nowej bazie

b

bedzie miala taka samg postaé jak macierz skladowe) z-wej w
starej bazie i wobec tego beds spelnione zaleznosci
analogiczne do (II1.13,14) oraz (II1.27) w odniesieniu od
x-wej ( lub y-wej ) skladowej wektora gestosci magnetyzacji.
Nie jest znana obecnie procedura pozwalajaca uzyskacd
postaé funkcjonaldw Ekin[n,E] i Eee[n,ﬁ] na podstawie
znajomosSci hamiltonianu ﬁ . W celu optymalnego =zastosowania
teorii DFT w przedstawionej formie nalezy dokonaé takiego
przyblizenia funkcjonalodw Ekin[n’E] i Eee[n,E] , ktdre
uwzglednitoby najwazniejsze cechy opisywanego ukladu.
Oczywiscie takie podejscie prowadzi do pewnej dowolnosci w
konstrukcji tych funkcjonaidw i zdaniu sie w duzym stopniu
na intuicje fizyczna.
Z Eee[n'E] wydziela sie zazwyczaj czion odpowiadajacy
klasycznemu oddzialywaniu kulombowskiemu:
E_[n,m] = II H(Tinir|) drdr’ + E__[n,m] .  (II.30)

Pozostatosd Exc[n,m] nazywana Jjest funkcjonalem energii
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wymienno-korelacyjnej.

Energia Exc Jest bowiem zwigzana 2z wystepowaniem
korelacji ruchu poszczegdlnych elektrondw . Wyrdzniamy dwa

typy korelacji. Pilerwszy z nich - korelacje wymienne - jest

rezultatem antysymetrii wieloelektronowej funkcji falowej 1
wynikajacego z niej zakazu Pauliego . Korelacje wymienne
maja miejsce dla elektrondw 0o tym samym spinie (sScislej:
stwierdzenie powyzsze jest prawdziwe, jesli kazdemu
elektronowi mozna przypisaé¢ funkcje falowa o pewnym
ustalonym spinie - tak, jak ma to miejsce w przyblizeniu
Hatree-Focka [13-15,26,51]). Drugi typ - korelacje

kulombowskie - to wynik odpychania kulombowskiego pomiedzy

elektronami, ktdre oczywiscie nie zalezy od ich spindw. Oba
rodzaje korelacji, choé réznego pochodzenia, maja
ostatecznie ten sam skutek: zwieksza sie drednia odleglosé
kazdego elektronu od pozostatych elektrondw (jest to efekt
dynamiczny, gdyz ma miejsce przy nie zmienionej gestosci
elektronéw n), a tym samym zmniejsza sie energia
oddziatywania elektronéw pomiedzy soba. To obnizenie energii
oddziatywania jest wlasnie energia wymienno-korelacyjna Exc'

ktdra mozna wyrazié przez jej gestosé sxc(F) nastepujaco:
Exc = bec(r) dr 2 (II.31)

Podstawowym skitadnikiem w sxc(F) jest gestosé energii
wymiennej sx(?) , 2wiazanej 2z korelacjami wymiennymi, choé

podzial

"xc(;) - sx(?) + sc(F) : (I1.32)
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gdzie ac(F) oznacza gestosé energii zwiazanej z korelacjami
kulombowskimi, nie 2zawsze jest wlasciwy (w pracy [53]
wykazano, 2ze rozwiniecie gradientowe w gestosci n nie
istnieje osobno dla . i €. ale tylko dla ich sumy g ).

Obnizenie energii oddziatywania pomiedzy elektronami

wynikajace z korelacji wymiennych jest nazywane energia

wymienna i wynosi

B = [e (F) aF . (11.33)

I1.2. Przyblizenie lokalnej gestosci: energia kinetyczna i

wymienna.

Podstawowym zadaniem W budowie (przyblizonego)
funkcjonalu gestosci jest okreslenie postaci gkin[n’;] i
Exc[n,i] . Pierwszym naszym krokiem bedzie przyjecie tzw.

przyblizenia lokalnej gestosci (LDA - od ang. "Local Density

Approximation”, znanym tez, w przypadku m=0, jako LSDA - od
ang. “Local Spin Density Approximation”) (np. [48,16,49]). W
tym przyblizeniu gestosé energii kinetycznej ckin(?)
[spetniajaca relacje Ekin=jkkin(F)d; ] i gestosé energii
wymienno-korelacyjnej sxc(F) zaleza tylko od gestosci n(r) i

m(r) w punkcie r :

B inln:m] = fe , (n(T),m(r)) dr , (I1.34)

B [n,®) = fe _ (n(F),n(T)) dF . (I1.35)

Zaldézmy, ze rozwazany uklad elektronéw znajduje gie w

jednorodnym zewnetrznym polu magnetycznym
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B(r) =B = (0,0,B) (I1.36)

(skierowanym wzdluz osi z prostokatnego ukladu wspélrzednych
Oxyz). Wtedy, przy zalozeniu braku oddzialywan magnetycznych
pomiedzy elektronami, wektor gestosci magnetyzacji jest w

kazdym punkcie r skierowany w kierunku pola B
m(r) = (0,0,m(r)) s (I1.37)

gdyz wowczas takie ustawienie odpowiada najmniejszej wartosci
funkcjonatu E[n,m] (II.23) (przy oczywistym zatozeniu

- od wektora m ). Do

izotropowej zaleznosci €rin -

okreslenia stopnia namagnesowania gazu elektronowego

wygodniejszym niz m(r) parametrem jest wzgledna magnetyzacja

{(r) zdefiniowana jako

L(r) = ——ELEE— ; (11.38)
B pax(T)
wielkosé
mmax(F) = uBn(;) (I1.39)

Jest maksymalnag magnetyzacja odpowiadajaca catkowitej
polaryzacji spinowej w punkcie r [por. (II.27) ]. Wzgledna
magnetyzacja wyraza sie poprzez gestosci spinowe n,(F) i
n,(r)

C(r) = BalE) = ne(E) (1I.40)
na(r) + ny(r)

[por. (II.37-39) oraz (II.13-14)] i zatem jest 1liczba =z

przedziatu <-1,1>:
-1'<{(r) =1 ; (I1.41)

[por. (II.27)]. W réwnaniach (II.34-35) skin(n,i) i exc(n,ﬁ)

18



53 zastapione obecnie przez funkcje ckin(n,() i cxc(n,()
Poniewaz ckin(n,t) i sxc(n,() powinny mieé 2zgodnie 2z
duchem teorii DFT uniwersalny charakter, zatem uzasadnione

jest przyjecie ich w postaci otrzymanej dla jednorodnego

gazu elektronowego (j.g.e.). Oczywiscie postepowanie to jest

stuszne w takim stopniu, w jakim sluszne jest przyblizenie
LDA dla danego ukladu. Podchodzac rygorystycznie do tej
kwestii, przyblizenie LDA Jjest odpowiednim pierwszym
przyblizeniem dla uktadéw, w ktérych gradienty przestrzenne
gestosci sa malte. Wtedy uwzglednienie tych gradientdw w frin
i e powinno poprawiaé wyniki. Okazuje sie jednak, ze
przyblizenie LDA daje zadowalajace rezultaty rdéwniez w
przypadku, gdy wystepuja duze gradienty gestosci, natomiast
uwzglednienie tych gradientéw z reguly wyniki pogarsza. W
ten sposdéb LDA stanowi w istocie samodzielne przyblizenie,
ktdrego zakres stosowalnosci wydaje sie duzo wiekszy niz
mozna tego oczekiwaé. Problemu stosowalnosci przyblizenia
LDA oraz konstrukcji innych przyblizern w teorii DFT nie
bedziemy tu dalej omawiaé, dajac jedynie odsylacze do
literatury [49,17,52-54].

Gestosé energii kinetycznej nienamagnesowanego j.g.e. o
gestosci n jest rdéwna (np. [24,51]):

5/3

ekin(n,t:G) = xkon A (11.42)
gdzie
— 2.2/3
0 = 10 (3n°) (II.43)

Gdy namagnesowanie ! gazu elektronowego staje sie niezerowe,

postad €xin musi ulec odpowiedniej modyfikacji. Aby obliczyc¢
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ckin(n.() dla namagnesowanego j.g.e., zauwazmy, ze calkowita
energia kinetyczna jest suma energii kinetycznych grupy
elektrondéw o spinie T i grupy elektrondéw o spinie ¥ -

- prawdziwa jest zatem ponizsza rownos¢ spelniona przez

odpowiadajace gestosci energii:

= T +
kin = “pin ¥ Thn ¢ (11.44)

e
Zakladamy przy tym - tak samo, Jjak to czyni sie podczas
wyprowadzenia zaleznosci (I11.42) (patrz np. [24]) - ze
kazdemu elektronowi odpowiada funkcja falowa (fala plaska) o
pewnym ustalonym spinie (T lub +); wtedy wieloelektronowa
funkcja uktadu jest wyznacznikiem Slatera zbudowanym z tych
l-elektronowych funkcji, a wiec jest to po prostu znane
przyblizenie Hartree-Focka (HF) [13-15,24,51]. Gestosé
elektrondéw o spinie T jest rdéwna wprowadzonej uprzednio
gestosci spinowej ny , a elektrony o spinie ¥ maja gestosé
ng . (Zwréémy uwage, ze obecnie, tj. w przyblizeniu HF, n4
lub n, nie jest jedynie efektywna gestoscia spinowa, lecz
rzeczywista gestoscia elektrondéw o ustalonym spinie: T lub +
odpowiednio.) Gestosé energii kinetycznej zwiazana 2z grupa
elektrondéw o spinie T , tzn. a;in , zalezy tylko od n, ,
podobnie S;in wyznaczona jest jednoznacznie tylko przez n,
(jest to sluszne w przyblizeniu HF). Zaleznosé ta jest

identyczna w obu przypadku, tzn. zachodzi rdwnosé

sgin(ﬁ) = atin(ﬁ) (II.45)

dla kazdego n - bo w j.g.e. czesci przestrzenne funkcji

falowych elektrondéw [ a tylko na te czesci dziala operator
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energii kinetycznej T (II.2) ] nie zaleza od kierunkéw ich
spindw. Zatem, jesli chwilowo przyjmiemy, 2e n; rdéwna sie
ny , Wowczas mamy przypadek nienamagnesowanego Jj.g.e. o

gestosci elektrondw 2n4 , a z réwnan (II.44-45) dostajemy
+ -1 =

Analogicznie - przyjmujac tym razem, Ze n, réwna sie ng -
otrzymujemy

4 . -
efin(ny) = 5 &, (2n,,0=0) . (I1.47)

Wstawiajac otrzymane zwiazki (II.46-47) do rdéwnania (II.44),
a nastepnie korzystajac z zaleznosci (II.42,13,40) dostajemy
ostatecznie formute na gestosé energii kinetycznej

namagnesowanego j.g.e. [56,57]:
€y i (nsC) = zk({')ns/s ' (11.48)

Stala %0 (II.43), wystepujaca w (II.42), =zastapila tu
funkcja
x () = 3 01-0°%301e0)%%) ), (I1.49)
ktorej wartosé dla {=0 wynosi oczywiscie %0 -
Dla j.g.e. mozemy rowniez dokonaé dokladnego
obliczenia analitycznego energii wymiennej. W przypadku
braku namagnesowania ({=0) gestos¢ energii wymiennej sx

wyraza sie jako funkcja gestosci elektrondéw n w nastepujacy

spoaéb (np. [24,51]):

Fx(lh('zﬁ) =‘xa0n4/3 » (II1.50)
gdzie
s =i (B0 (I1.51)
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Znalezienie optymalnej formuly na gestosé energii

korelacyjnej €_ nienamagnesowanego j.g.e. bylo przedmiotem

c
badari wielu autordéw [58-71]. Obecnie 2znane s8a analityczne
wzory bedace rezultatem z jednej strony rozwazan
teoretycznych, z drugiej - dopasowania wynikéw uzyskanych w
metodzie Monte Carlo [72,73], ktdére to wzory odtwarzaja
energie korelacji Jj.g.e. w calym zakresie gestosci z
doktadnoscia %1-%2 [74-76]. Otrzymane wzory sa Jjednak na
ogét ztozone i niezbyt czytelne pod wzgledem fizycznego
znaczenia poszczegdlnych czlondw i dlatego energia
korelacyjna nie zostanie wlaczona do budowanego W naszym
przypadku funkcjonalu gestosci. Postepowanie takie jest
réwnowazne przyjeciu dla j.g.e. przyblizenia HF .
Uwzglednienie mozliwosci wystapienia niezerowej
polaryzacji  spinowej J.g.e. wprowadza do problemu
oddzialywujacych elektronéw dodatkowy stopieri zlozomnosci i
czyni funkcje cxc(n.() jeszcze trudniejsza do okresdlenia.

Barth i1 Hedin [77] zaproponowali nastepujaca ogélna formule
dla :xc(n,()

e, .(n,8) = €, (0,0=0) + £({)[e, (n,{=1)-6  (n,{=0)], (II.52)

gdzie funkcja £({) musi spelniaé oczywiste warunki

£(0) =0 " f(1) =1 . (II.53)
Formula (II.52) jest jednak przyblizeniem, gdyz zaniedbano w
niej zaleznosé f od n . W literaturze mozna spotkaé¢ kilka
wersji przyblizonych wzordw, ktére odtwarzaja wyniki
obliczern numerycznych z dokladnoscia %1 E77.,Y7,74]1-

Najczes$ciej wykorzystywane sa wyrazenia podane w pracy
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Gunnarssona i Lundqvista [17] - funkcja f({) ma wtedy postac:
£(0) = [(1-0)¥3+(140)4 32312327 . (I1.54)

Jest ona taka sama jak w przyblizeniu Hartree-Focka, w

ktorym £ =& s W sx(n,() dla namagnesowanego Jj.g.e. rowna

XC
sie [56,57]:
e, (n,0) :-xa(t:)n4/3 ' (11.55)
gdzie
x (€)= 1 10104314083 . (11.56)

Aby wykazaé prawdziwosé rdéwnan (II.55-56), zauwazmy, ze
— analogicznie jak O - réwniez gestosé energii wymiennej
€ jest suma dwu skladnikdéw pochodzacych od grup elektrondw
o spinach T i ¥ - oznaczmy je odpowiednio s; i s; . Pierwszy
z tych skladnikéw zalezy tylko od ns , drugi - tylko od n, ,
a obie zaleznosci sa identyczne [por. (I11.44-45)] (patrz np.
[24]). Zatem postepujac ta sama droga Jjak w przypadku

energii kinetycznej, dostajemy zwiazki analogiczne do rdéwnan

(II.46-47):
el(ny) = 2 e (2n,,020) (11.57)
e¥(n,) = 3 £,(2n,,£=0) (11.58)

ktdre wobec (II.50) i (II.13-40) prowadza ostatecznie do
zaleznosci (I11.55-56).

Pordwnanie gestosci energii kinetycznej €rin i energii
wymiennej €. jako funkcji { przeprowadzono na rys. II.1
Jak latwo mozna zauwazyé, zaleznoscé €rin od { jest Dbardziej

stroma niz zaleznosé cx
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Rys.II.1. Zaleznosé skin(n,()/skin(n.(=0) (krzywa 1) i
Ex(n,()/sx(n,(=0) (krzywa 2) od { [por. (II.48) i (II.55)].

I1.3. Funkcjonal energii magnetycznego atomu

kwantowo-statystycznego.

Uktad rozwazany w obecnej pracy to atom zbudowany =z
punktowego jadra o tadunku 2 i otaczajacej Jje
kulisto-symetrycznej chmury N elektrondw, umieszczony w
Jednorodnym zewnetrznym polu magnetycznym B (II1.36). Spinowe
momenty magnetyczne elektrondw oddziatywuja 2z polem B ;
zaniedbujemy jednak wzajemne oddziatywanie tych momentdw.
Nie uwzgledniamy rdwniez efektdw diamagnetycznych, co
oznacza zalozenie, ze zjawiska 2zwiazane 2z magnetyzacja
spinowa i orbitalna mozna odseparowaé i opisaé oddzielnie.
Dla takiego modelowego atomu mozna zastosowaé przedstawiony

w rozdz. II.1 formalizm teorii DFT. W tym celu nalezy przede
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wszystkim okreslié dokladnie funkcjonal energii naszego
atomu, ktérego ogdélna postaé dana Jjest przez rodwnanie
(II.23).
Gdy pominiemy energie korelacji kulombowskich (por.
rozdz. II.1) i uzyjemy przyblizenia lokalnej gestosci
rcedstawionego w rozdz. II1.2, wéwczas funkcjonatami energii

kinetycznej Ekin[n,C] i wymienne]j Ex[n,(] sa :
By Uik ) = [ ilin)y o™ ) 68 (11.59)

B [n,0] = - [ %, (C(r)) a*%(x) aF (11.60)

gdzie zaleznosci wspdéiczynnikow " i x od { dane sa przez
wzory (II.49) i (II.56). Zgodnie 2z uczynionym zatozeniem
dotyczacym ukladu przyjelismy w powyzszych wyrazeniach, ze
rozktady n(r) i {(r) maja symetrie kulista, tzn. sa
funkcjami r=|;| . Nastepne cziony w funkcjonale energii
naszego atomu to: (i) energia oddzialywania elektrondéw ze
soba - 4dcislej: elektrostatyczna (klasyczna) czesé¢ tej
energii [por. (II.30)] - oraz (ii) energia oddziatywania 2z
zewnetrznym potencjatem wytworzonym przez jadro

= A
ext(r) = . (II1.61)

Energie te wynosza odpowiednio:

ln) = J] a(e)a(r’) 4rar- (I1.62)
je=%"|
i
B [n] = - [ 2 n(r) oF (11.63)

[por. (II.23) i (II.30)]. Gestosé energii oddziarywania

spinéw elektronowych z polem magnetycznym B wynosi -B'm(r)
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(por. (II.23) oraz (II1.36-37)], gdzie gestosé magnetyzacji
m(r) wyraza sie - zgodnie z (II1.38-39) - poprzez n(r) i
{(r)

m(r) = uBn(r)t(r) ; (I1.64)

Energia zwiazana z tym oddzialywaniem
Egln,{]) = -pgB [ n(r){(r) dr (11.865)

stanowi ostatni sktadnik w funkcjonale energii rozwazanego

atomu

E(n,C) = By, [n,£] + B [n,L] +

+ Eg;[n] + E__[n] + Egln,{] . (1I1.66)

Tylko trzy czlony w powyzszym funkcjonale zmieniaja sie
wraz z {(r) , a =zaleznosé ta jest lokalna. Pozwala to

napisaé E[n,{] w nastepujacej postaci:

E(n,l] = [ F(n(r),{(r)) dr +

2 % JI n(r) ;T'I iFde” = f % n(r) dr (II.67)

gdzie zostala wprowadzona nowa funkcja zmiennych n i (

(sparametryzowana przez indukcje pola magnetycznego B):
F(n,£) = %, (On>/? - = 0)n*/? - upBat . (11.68)

Zgodnie 2z idea teorii DFT rozwiazanie problemu atomu
sprowadza sie w naszym modelu do znalezienia rozktaddéw n(r)
i L(r) , dla ktérych energia E[n,{] jest mniejsza niz dla
wszystkich innych rozktadéw n'(r) i { (r) odpowiadajacych tej

samej liczbie elektrondw N , tzn.
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E(n,{] < E[n",{"] ; (11.69)

gdy
Jn(r) dr = [ n°(r) dF = N (11.70)

[por. (II.25,24) ]. Oczywiscie musza byé przy tym spelnione

naturalne ograniczenia fizyczne :
nz=z20 . =1 3L 8 1 , (II1.71)
n'EO . = FTELET SN (11.72)

[por. (II1.26,41) 1.

Jesli w funkcjonale (II.67) poltozymy {(r)=0 , otrzymamy
funkcjonat energii atomu w znanym modelu Thomasa-Fermiego-
-Diraca (TFD) [32,24-28]. Funkcjona? (II.67) stanowi

naturalne rozszerzenie funkcjonalu TFD, gdyz namagnesowanie

gazu elektronowego zostalo w nim uwzglednione - pod postacia
{(r) - na poziomie przyblizenia obowiazujacym w modelu TFD,
tzn. poprzez gestosci energii kinetycznej Crin i wymienne}j
L obliczone tak, jak dla jednorodnego gazu elektronowego.
Gdy zatozymy - oprécz zerowej wartosci {(r) - brak korelacji
wymiennych, tzn. przyjmiemy _,=0 , funkcjonal (II.67) staje
sie funkcjonalem energii atomu w modelu Thomasa-Fermiego
(TF) [30-31,24-28], ktéry to model stanowi chyba najprostsza
samouzgodniona teorie atomu. Modele TF, TFD oraz ich rézne
dalsze modyfikacje czesto okresla sie wspdlna nazwa “teorii

kwantowo-statystycznych” . Stosowanie tej nazwy wynika 2z

uzycia kwantowej statystyki Fermiego-Diraca do otrzymania
wyrazen ®rin (11.42) 4 €, (I1.50) 1 Poniewaz przy

wyprowadzaniu analogicznych wyrazern w przypadku (=0 , +tzn.
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zwiazkdéw (II.48) i (II.55), zalozenie statystyki Fermiego-
-Diraca zostaje utrzymane, okreslenie "kwantowo-
-statystyczny” bedziemy stosowaé roéwniez w stosunku do
obecnego modelu. Odpowiednio, atom opisywany przy uzyciu

tego modelu bedziemy nazywaé¢ atomem kwantowo-statystycznym.
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ROZDZIAL III

ATOM KWANTOWO-STATYSTYCZNY W PRZYBLIZENIU

STALEJ WZGLEDNEJ MAGNETYZACJI.

I1I.1. Rozwiazanie modelu.

Minimalizacja funkcjonalu energii atomu E[n,{] (II1.67)
ze wzgledu na n i { (jednoczesnie!) nie jest tatwym zadaniem.
Dlatego zanim zajmiemy sie Jjego Scisiym rozwigzaniem,
rozwazymy przyblizony model, ktéry jest wynikiem przyjecia w
funkcjonale (II.67) stalej wartosci wzglednej magnetyzacji

w calym obszarze atomu:

L(r) = { = const. J (I1I.1)

Zalozenie to pozwala znalezé przyblizone rozwiazanie
rozwazanego problemu atomu w relatywnie znacznie prostszy
sposdéb, bowiem wéwczas energia atomu staje sie funkcjonatem
jedynie gestosci elektronowej n(r) sparametryzowanym przez

f . Funkcjonal ten ma nastepujaca postaé:

E(n] = E%[n] + . (111.2)
gdzie
E'n] = [ %0°/3(r)ar - [ %0 °r)ar -
- 2P n@v_()dr - [Larear ,  (IIL.3)
Eg = -up BN T (I11.4)

[por. (II.65,67)]; wielkosci ;k i ;a 83 wspdélczynnikami

zaleznymi od { (lecz nie zaleza one od r):
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;k = = (L) ; (II1I.5)
;a - ga(?) ’ (I11.6)
natomiast
v (z) == I nlr’) 4z (1I1.7)
e g e ]
jx-x" |

Jest potencjalem elektrostatycznym wytworzonym przez ladunek
elektrondw. W skladniku EB (III.4) wuwzglednilismy juz
warunek normalizacyjny (II.70) [por. (II.65)]. Energia E°
choé¢ nie jest calkowita energia atomu, odgrywa role jego
energii wewnetrznej - tzn. tej czesci energii atomu, ktdra
nie jest bezposrednio zwiazana 2z  zewnetrznym polem
magnetycznym B . Energia wewnetrzna zalezy od wartosci pola
B, lecz jedynie poprzez wielkosci n(r) i 7 , ktoére
zmieniaja sie wraz z B . Gdy B=0 1lub =0 , energia Eo
pokrywa sie z calkowita energia atomu E .

Dla ustalonej wartosci 4 minimalizacja funkcjonatu E[n]
sprowadza sie do minimalizacji funkcjonalu Eo[n] , gdyz EB
nie zalezy od n (przy ustalonym N). Funkcjonal Eo[n] ma taka
sama postaé¢ jak funkcjonat emergii w modelu TFD (patrz np.
[24]) - wystarczy bowiem w oryginalnym funkcjonale TFD

dokonaé nastepujacej zamiany wspdiczynnikdw :

o

x = . »

k0 (II1I.8)

"~
— x

*a0 a 4

(111.9)

aby otrzymaé funkcjonail Eo[n] i *®o i * 0 Ba odpowiednio
wspolczynnikami przy energii kinetycznej i wymiennej atomu

TFD [ich wartosci okreslone 83 w rdwnaniach (II.43,51)].

30



Zamiana ta oznacza, ze rdéwniez wszystkie rdéwnania wynikajace
z warunku minimalizacji funkcjonalu Eo[n] 83 takie same jak
odpowiednie réwnania w modelu TFD, gdy dokonamy w nich
podstawienia (II1.8-9). Nie ma zatem potrzeby powtarzania
catej procedury minimalizacyjnej dla funkcjonalu energii
Eo[n] - wystarczy bowiem skorzystaé¢ 2ze znanych roéwnan i
zaleznosci obowiazujacych w modelu TFD (patrz np.
[24-26,28] ).

Wynika stad, ze - analogicznie jak w oryginalnym modelu
TFD - zachodzi zwiazek pomiedzy gestoscia elektronowa n(r) a

zredukowanym potencjalem w(x)

1/2 3
Co - w(x
aley = [ w(x)) 7, n] : (III.10)
4“’&5 [x ]
gdzie
X = § (III.11)

oznacza odleglosé zredukowans, natomiast wspéiczynniki a i 3

zaleza od T i okreslone 83 nastepujaco:

axJumy A3 7V (I11.12)
N -1/3 ~ ,-2/3
g = §(4n) :az . (III.13)
Potencjal zredukowany
4%
w(x) = 7 [V(r) +pr— ] (III.14)
15-:k
wyraza sie poprzez calkowity potencjal elektrostatyczny
A
Yir) = = ¥ Ve(r) (III.15)

oraz potencjal chemiczny o [tj. mnoznik Lagrange a 2zwiazany
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z warunkiem normalizacyjnym (II.70)], ktéry dany jest

przez nastepujace wyrazenie [24]:

= 2
i - Z;N S 3 (I11.16)
0 4xk

gdzie r, jest promieniem atomu (skoriczonym w modelu TFD
[24,78]).
Réwnanie Poissona zapisane - po uwzglednieniu (III.10) -

w zmiennych zredukowanych ma postaé

2 1/2 3
dw(x) . [[f-gﬁl] + r:'] (I11.17)
dx
znana Jjako (zredukowane) rdéwnanie TFD. Potencja? w(x)

spelnia trzy warunki brzegowe

wio) =1 ., (111.18)
wixg) = 18 B, (111.19)
v(xo)—xov'(xo) =q= ZE—H ' (III.20)

z ktérych dwa ostatnie okreslone sa na brzegu atomu, tzn. w
punkcie

e (II1.21)

X, nazywamy zredukowanym promieniem atomu, zas qQ -

stopniem jonizacji atomu. Zwiazek (III.19) wiaze sie z

wartoscia gestosci elektronéw na brzegu atomu, ktéra -

zgodnie z wynikami modelu TFD) - wynosi
~ 3

x
i M a
n, = n(ro) = [ - ] (III.22)
x®
k
i - jak widaé - nie zalezy ani od Z ani od N, ale jedynie

od { (poprzez * i uk).
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Rozwiazanie réwnania TFD (II11.17) wraz 2z warunkami
brzegowymi (III1.18-20 ) polega na wyznaczeniu zredukowanego

promienia X, oraz zredukowanego potencjalu y(x) w przedziale

OSxSxO . Po znalezieniu tego rozwiazania mozemy przy pomocy
zwiazku (III.10) wyznaczyé rdwniez gectosc elektronowa nir),
a nastepnie gestosé magnetyzacji m(r) [por. réwnania (II.64)
i (III.1)], moment magnetyczny atomu, energie atomu i Jjej

sktadowe oraz inne wielkosci.

III.2. Relacje skalowania.

Otrzymywane w rozwazanym modelu wyniki beda zalezeé od
Z , qQ oraz - poprzez wspdlczynniki ;k i ;a - od wybranej na
poczatku wartosci g . Oczywiscie, aby je uzyskaé, dla kazdej
wartosci E nalezy numerycznie rozwiazaé réwnanie TFD
(III.17). Okazuje sie jednak, ze postaé réwnania (III.17)
oraz warunkdéw brzegowych (II1.18-20) pozwala na pewne
uproszczenie obliczeri, a dzieje Bie to za sprawa relacji
skalowania przedstawionych ponizej.

Parametrami wystepujacymi w réwnaniu rézniczkowym
(IIT1.17) oraz w zwiazanych 2z nim warunkach brzegowych
(III.18-20), a przez to okreslajacymi jednoznacznie
rozwigazanie tego zagadnienia [tzn. X ivwv(x)l]ea @ i B
Wspdélczynnik [ zalezy 2z kolei od ;a i Z porzez ich

-2/3

kombinacje §az Poniewaz

-2/3
'3/22] : (I11.23)

~ 5=2/3 _ N Pt~
ol & 'aﬁ[("a/xao)

rozwiazanie: Xg o v(x) odpowiadajace danym Z , q i ;a Jjest

33



zatem identyczne z rozwigzaniem : Xg » w(x) odpowiadajacym

3/2Z

temu samemu q , zZmienionej liczbie atomowej: (;a/ﬂao)-
oraz zerowej magnetyzacji z=0 (gdy ;azxao), czyli pewnemu
rozwiazaniu w oryginalnym modelu TFD. Innymi siowy, dla X, i

¥(x) spelnione sa nastepujace relacje skalowania:

~ . -3/2
xg(2,9,% ) = x4(8, Z,a,%_ ;) 3 (II1.24)
wix;Z,q,%. ) = w(x;s =3/24 a,*_.) (III.25)
’ ] ) a ] a ? ] ao 3 -
gdzie

%
B = a2 : (I11.26)

a F 4

a0

Wspdiczynnik a (III.12) =zalezy od x i Z poprzez

k
kombinacje ;kz-l/s , coO w polaczeniu 2z relacja (III.24)

pozwala na ustalenie , jak skaluje sie promiern atomu ry

ro(z,a,%,,%,) = a(Z,%)xy(Z,a,%,) = a(Z,%)xy(s, " %2,q,x_ )=
-3/2
pd ~ . T8y "% 5i%g)
= &(Z,x) ~3/2 =
a(Ba z'ukﬂ)
= -1/2 -3/2
= sy 8y ro(aa Z,q,xao,ako) " (III.27)
gdzie
8, = (111.28)
k *k0

Podobnie na podstawie réwnan (III.10) i (III.25) dostajemy
relacje skalowania dla gestosci elektronowej n(x) (tu

wystepujacej jako funkcja x):

X ~ ~ - 3 _3 ™
n(x.z-q;'a,zk) - 3& Bk n(x.ﬁa

3/22.q,xa0,nko) . (III.29)

[Zuréémy jednak uwage na to, ze choé x jest takie samo po

obu stronach tego rownania, to wartosé r=ax jest rdézna, bo
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rézne jest a w sytuacji odpowiadajace] lewej ( Z=0 ) i
prawej stronie ( =0 ).] Szczegdlnego przykladu tej relacji

dostarcza rdéwnanie (III.22), ktdére mozna zapisaé jako
8, By n50 . (II1I.30)

gdzie n,, ©znacza gestos¢ elektronéw na brzegu atomu w

oryginalnym modelu TFD (?:0)

2 3
ngy = n(ro)l?_0 = [ a0 ] ; (III.31)

2%00
Réwniez energia Ro podlega skalowaniu, a odpowiednia
relacja ma postaé:

2%3.0,5,.%) = o, 20,7t 20, 22,90 0, . (111.32)

Aby uzasadnié jej prawdziwosé, wystarczy wykazaé, ze
analogiczne relacja skalowania spelnione sa dla kazdej ze
0 cl
skladowych energii E s LEB. gkin > Ex " EBa i Een
[zdefiniowanych odpowiednio przez réwnania (II.59,60,62,63)],

z osobna:

. T | "
Byin(Z:2.2,%) =8, ""8y "B (8,

~ ~ . _ _1/2_ -1 -3/2
B (Z,q,% ,») =8, ""8s, "E (8, Z,9,%,0:%0) (III.34)

Mg, qim 0% o) (111.39)

l, = = 7/2_ -1gel, _ -3/2
Bae(Z:2:%y:%y) = 8,7 8y "Eggl8y " 72:2:%y0:%p)

(II1.35)

~ o~ = 7/2_ -1 -3/2
Een(z.q.ua.tk) =8, "8y Een(sa Z.q.tao.xko) . (III.36)

Wyprowadzimy teraz - przykladowo - relacje skalowania
(III.33) dla energii kinetycznej Ekin [dowéd pozostatych
relacji (III.34-36) "jest podobny 1 jest zamieszczony w
dodatku B]. W tym celu, w caice definiujacej energie Eki

n
[por. (11.59), a takze (III1.3)] dokonujemy najpierw zmiany
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zmiennych:

e SR (I11.37)
a(z,=. )

gdzie x i r oznaczaja tu wektory o diugosciach x i r

odpowiednio, a nastepnie korzystamy z relacji (III.29):

Ekin(z’q’xa’ uk) -

= ;k __r n5/3(x='—r~"'_;z,q,;a,;k) d;
a(z,x.)

5/3

(x;Z,q,%_,% ) dx

%a%2,%3) [n

= %22, %) [8,%8, %)% [ 2% (x30,7 22,0, %, %) dF =
25
= R (2,508, %e, 0 [*koaa(sa's/zz’*ko’]
{%k0a3(sa‘3/22,uko)j n/Yxie 02, q,% 0% o) dX } .(1I1.38)

Gdy w powyzszej calce wprowadzimy nowa zmienna wektorowa
" -3/2 -
R = a(s, »®,0) X (I1I1.39)

o dtugosci R , wyrazenie w nawiasach klamrowych wystepujace

po prawej rdwnania (III.38) staje esie rdwne

/8. - R -3/2 = _
(x= ; 8 Z,q,=_,,» ) dR =
-3/2 a a0’ kO

a(s, ""Z,%,)

-3/2,

ol 0

= Eyin(®, D *a00 %) (LT 40)
wobec czego dostajemy ostatecznie zadana relacje skalowania
(II1.33) -

Otrzymane relacje skalowania (III.24-25,27,29,32-36)

pozwalaja wyznaczyé wielkosci odpowiadajace atomowi W
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stanie namagnesowanym (3#0), tzn. promien ry gestosé n(x) ,
energie E i jej sktadowe, przy pomocy odpowiednich wielkosci
obliczonych dla ?:0, tzn. w oryginalnym modelu TFD.
Trudnosé, jaka sie jednak pojawia w stosowaniu tych relacji,
polega na tym, Zze w procesie skalowania wraz z E zmienia sie

réwniez liczba atomowa Z oraz ladunek jonowy

Q = Z2-N = g2 ; (III.41)

W miejsce caitkowitych wartosci Z i Q po przeskalowaniu mamy,

=3/25 4 g "8/2,

W ogdélnosci, niecatkowite wartosci 8, 5

Jezell jednak nie jestesmy zainteresowani w uzyskaniu duzej
dokladnosci wyniku, mozemy dokonaé interpolacji
wykorzystujac np. bardzo obszerne tablice Thomasa [78], w
ktérych przedstawione sa promienie r, oraz poszczegdlne
sktadowe energii atoméw TFD w szerokim zakresie Z i @Q
1=Z=105 , Q=0,1,2,3,4 .

Relacje skalowania maja rdéwniez swoja wartosé z czysto
teoretycznego punktu widzenia. Na potwierdzenie te) tezy
zauwazmy, 2e prosta konsekwencja relacji (III.32) Jjest
ogdélna postaé energii w modelu TFD:

-1 ZT/S

-2/3
K0 e

E(Z|Q|”aosak0) = ® f(q;"ao ’ (11142)

gdzie f pewna nieznang funkcjg. Aby dowiesé zaleznosé

(I11.42), wystarczy zauwazyé, ze relacja (III.32) zachodzi w

L ~

istocie dla dowolnych dodatnich statych neor %o'r "2 ®
-2/3

a w szczegdlnosci dla ak0=1 § nao=:az , co dla f:O - gdy

% =® (11.51) , 0 (I1.43) - prowadzi do (III.42). Gdy

8k=lk
pominiemy energie wymienna, tzn. polozymy ua0=0 y otrzymamy
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dobrze znana ogdélna zaleznosé energii w modelu TF (por.
[28,29]):

A Z?/S

TR0 = £la) (111.43)

gdzie f jest ponownie pewna funkcja @ (postaé tej funkcji
dla matych q zostala wyznaczona analitycznie w [78]; por.
tez [29]). Inne zastosowanie relacji skalowania znajdziemy w

nastepnej sekcji.

III.3. Zaleznosci wlasnosci atomowych od stopnia

namagnesowania atomu.

Przedstawiony w tym rozdziale model atomu magnetycznego
pozwala na zbadanie, jak zmieniaja s8ie wiasnosci fizyczne
atomu wraz z namagnesowaniem okreslonym przez ? . Wzgledna
magnetyzacje atomu z traktujemy jako wielkosé mniezalezna o
dowolnych wartosciach z przedzialu <0,1> . Oznacza to, :ze
nie interesuje nas - przynajmniej na razie - zaleznosé E od
pola B indukujacego namagnesowanie atomu, albo wrecz
zakladamy, ze wartosaé ? jest wyznaczona przez jakied inne
oddziatywania magnetyczne, ktdorych nie uwzglednilismy w
funkcjonale energii explicite, a jedynie poprzez niezerowa
magnetyzacje AR ktéra to oddzialtywanie wywolalo (np.
sprzezenia spindw elektrondw nalezacych do réznych atoméw).
W ten sposéb nasz model moze byé zastosowany rdéwniez do
opisu atomu ferromagnetyka, w ktérym =0 , choé B=0

Dla malych wartosci I zaleznosé od 4 gestosci

elektronowej n(r) , Promienia atomowego rU § energii
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wewnetrznej atomu E0

i jed sktadowych oraz innych
wyrazajacych sie przez nie wielkosci jest jakosciowo taka
sama. Zgodnie bowiem 2ze spelnionymi przez te wielkosci

relacjami skalowania, =zaleza one od E jedynie poprzez

wspotczynniki 5, i 8, - Poniewaz dla maltych 4 obowiazuja

rozwiniecia:
iy B ol oad
s, =1+ 2% o@h , (111.44)
s =1+ g T2+ o(TY (I11.45)

[symbol typu O(x) okresla tu, a takze wszedzie ponizej,

wielkosé rzedu x , co oznacza, 2e granica 1lim 0(x)

x=0

Jest

skonczona i rézna od 0 ], zatem 2zmiany wymienionych wyzej
wielkosci (w pordwnaniu 2z przypadkiem T=0 ) - ktére w
pierwszym przyblizeniu wyrazaja sie przez zmiany Ba-l " Bk-l
wspomnianych wspolczynnikow - powinny byé wéwczas
proporcjonalne do ?2 ; pokazemy ponizej, ze ma to w istocie
miejsce.

W przypadku objetosci atomowej

_ 4n 3
Y9 = -3 Tp (II1.46)
jej zmiana wywolana namagnesowaniem gazu elektronowego - w
stopniu okreslonym przez wartosc E - Wynosi
_ 4n 3 A 3
Aoo = =3 [rU (Z,q,xa,zk) ~ T (Z,q,xao,xko) ] « KILL: &T)
Stad - wobec relacji skalowania (III.27) oraz 2zwiazkdw
(III.44,45) - wynika, ze dla matych E mamy :
vy = Aoy (M) % k M2 (III.48)

Wepotczynnik propocjonalnosci
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dro

dr
» 2 4 o 0 o -2 -2
k = 4nr0 [ 3%0 32[—32——]Q EQ[ 3 ]Z ] N Hp (III.49)

obliczamy dla
L . (111.50)
0 QM rEZY Talt ki . ¥
Wprowadzona w rdwnaniu (III.48) wielkosé
M= pg N 4 (I11.51)

jest po prostu calkowitym momentem magnetycznym atomu, w

ogolnym przypadku zdefiniowanym jako
M=[m(r)dr ; (I11.52)

Scislej: jest to sktadowa wektora momentu magnetycznego w
kierunku osi z (kierunek pola B)- jednak pozostale skladowe
(tzn. skladowe w kierunkach prostopadiych do osi z) zeruja
sie.

Na rys. III.1 przestawiono zaleznod¢ Av, (III.47) od T
oraz pordéwnano ja z przyblizona formuta (III.48). Poniewaz
8, i 8y 8a parzystymi funkcjami T (fizycznie oznacza to, ze
gestosci energii ®rin i & nie zaleza od kierunku
gestosci magnetyzacji m , a Jjedynie od jej wartosci),
dlatego na rys. III.1 i rdwniez na pozostatych rysunkach w
tej sekcji ograniczylismy sie do przedzialu 0sP<1 .. Jak
mozna zauwazyé na rys. 1I1I.1, zaleznosé (I11.48) jest bardzo

dobrym przyblizeniem dokladnej formuly (III.47), gdyz dla
0<7 <0.4 (II1.53)

wzor (III.48) odtwarza doklaclne wyniki z dokladnoscia lepszga
niz 2% , natomiast w calym przedziale 0s<{<1 jego btad nie

przekracza 30% . Przedziat (III.53) obejmuje caty =zakres
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fizycznych wartosci f ; np. dla zelaza H=2.2yB i GO
odpowiada {=0.086

Ewadratowa zaleznosé przyrostu objetosci atomowej Avo
od momentu magnetycznego atomu M zostala zaobserwowana
doswiadczalnie w metalach przejsciowych grupy 3-d : Cr ,Mn ,
Fe , Co , Ni i ich stopach [80,81]. Schlosser ustalil
empirycznie, ze wspdélczynnik k jest taki sam dla wszystkich

wymienionych metali 1 wynosi 0.108 Aa 2

pB- Wartosci k
uzyskane na podstawie wzoru wzoru (III.49), w oparciu o
promienie atomowe otrzymane w modelu TFD [78] sa zebrane w
tabeli III.1. (por. tez [82]). Biorac pod uwage duze

uproszczenia naszego modelu, uzyskano bardzo dobra zgodnosé

609.9 ! !

T T

0.9 9.2 9.4 0.6 0.8 1.9

Rys. III.1. Przyrost objetosci Aoo atomu zelaza (Z2=26,Q=0) w
zaleznosci od sredniej wzglednej magnetyzacji atomu
model TFD - krzywa 1, empiryczny model Schlossera - krzywa 2,
przyblizenie kwadratowe w modelu TFD (III.48) - krzywa
kreskowana.
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Tabela III.1. Wspdtczynnik k (I1I.49) dla metali
przejsciowych grupy 3-d : Cr , Mn , Fe , Co , Ni obliczony w
modelu TFD (Q=0).

e, '

8.0 | i i i
20 49 60 80 160 120

Metal yA k [ASPB-zj
Cr 24 0.1138
Mn 25 0.1060
Fe 26 0.0990
Co 27 0.0927
Ni 28 0.0870
0.18 ! — : T
T8 ] W— B ;
r 0.12
o : :
Ey é z
e T, e e e s R T R
b : :

Rys. I1I11.2. Zaleznosé wspdélczynnika k (III.49) od Z dla

neutralnych atoméw (Q=0) modelu TFD ; wartosci doswiadczalne

zaznaczone sa krzyzykami ( x ).
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obliczonych wartosci k 2z empirycznym wynikiem Schlossera
(por. tez rya. 1I11.1 ), choé - byé moze - zgodnosé ta jest
przypadkowa, szczegdlnie, jesli wezZmie sie pod uwage duza
niezgodnos¢ objetosci atomowych przewidywanych przez model
TFD w pordwnaniu z objetosciami doswiadczalnymi [24, 83].
Przyrostowi objetosci atomu zwiazanemu z jego
namagnesowaniem towarzyszy¢ powinno zmniejszenie gestosci
elektronowej n(r) - przynajmniej sSrednio w catym atomie -
tak, aby liczba elektronow w atomie nie ulegla zmianie. Jest
tak w istocie - gestosé elektrondw na brzegu atomu
wyrazajaca sie wzorem (III.22) zmniejsza sie o ©polowe
podczas przejscia atomu od stanu nienamagnesowanego (E:D) do

stanu pelnego namagnesowania (E:l) (por. rys. ILY 238

0.8822 T T T T

8.0820

0.0818

0.8a16

Ny [a.u.]

0.0014

B B2 L sy ter s i A R R s e NG S

6.0010
8.9 8.2 0.4 0.6 0.8 1.8

Fan +

Rys. 111.3. Gestosé¢ elektronowa na brzegu atomu n,
w zaleznosci od [ [por., CILL.22}].
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Wewnatrz atomu gestosé elektronowa n(r) nie zachowuje sie w
sposéb tak jednoznaczny - gestosé ta bowiem wraz ze wzrostem
4 maleje w poblizu jadra (dla r < 0.6 a.u.), lecz w
przewazajacej czesci atomu rosnie (patrz rys. I111.4).
Oczywiscie, w sumarycznym efekcie otrzymujemy 2zmniejszenie
liczby elektronow w obszarze 0 £ r = ro(fzﬂ) (tzn. catka 2z
funkcji  przedstawione} na rys.111.4 Jjest ujemna).
Przedstawiona na rys. III1.4 wielkosé 4nr2[n(r;f)-n(r;?=0)]/fz
jest - dla kazdego os:-s:-o(E:m - funkcja niezbyt silnie
zalezna od £ , a w przedziale 0<{<0.3 prawie nie zalezy od
f . Oznacza fo, se réwniez w przypadku gestosci elektronowe]

- dla matych (tu 05?50.3) - zachodzi propocjonalnosé:
n(r;¥) - n(r;¥=0) « T2 (I11.54)

(wspdiczynnik proporcjonalnosci jest oczywiscie funkcja r),
co jest zgodne z wczesniejszymi przewidywaniami.

W pracy wyjscia elektronu 2z metalu wyrédzniamy dwa
podstawowe sktadniki: objetosciowy i powierzchniowy.
Sktadnik objetosciowy, ktdéry zwykle ma duzo wiekszy wkilad do
pracy wyjdcia niz sktadnik powierzchniowy, mozna przyblizyé
przez energie jonizacji pojedyncze] komorki metalu
reprezentowanej przez atom kwantowo-statystyczny. Energia
Jjonizacji I1 zdefiniowana jest jako réznica energii atomu o

Z-1 elektronach i energii atomu o Z elektronach, tzn.

I1 = E(Z,Q=1) - E(Z,Q=0) : (III.55)
Pojawienie sie niezerowego namagnesowania elektronéw metalu
sprawia, ze - podobnie jak catkowita energia E - ulega
zmianie réwniez energia jonizacji 11 . Jesli rozpatrujemy
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Rys. III.4. Stosunek zmiany radialnej gestosci elektronowej
4nr2[n(r;f)—n(r;f=0)] do ?2 w zaleznosci od r dla £=0.1
(krzywa 1), £=0.3 (krzywa 2), £=0.6 (krzywa 3) i Z=1.0
(krzywa 4); Z=26,Q=0 . Rys. a) odpowiada przedzialowi 0 = r =

1.0 , rys. b): przedziatowi 1.0 < r < ro(?zﬂ)MAlSB a.u.
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przypadek ferromagnetyka - to Jjest sytuacje, gdy f’O W
jJonizacji 11 maleje wraz ze wzrostem 7 (por. rys. II1.5).
Gdy wartosé E jest mata, przyrost energii wewnetrznej

E0 Jest proporcjonalny do Ez

EO(Z,N,Za,Zk) = g% 4 a2 | (I11.56)
gdzie
00 00
2 00 1 .,(4E 1 . (3E
A=%E -EZ[T] —§N[W] : (III.57)
N A
zas
00 _ o0 _
B = BB o) (111.58)

oznacza po prostu energie nienamagnesowanego atomu TFD (tu

0.19

0.18

.17

8.16

0.15

I1 [a.u.]

0.14 3 AR

.13 - ,. ..... \\-

0.8 0.2 0.4 0.6 8.8 1.8

{

Rysa. III.5. Energia jonizacji atomu I1 (krzywa ciagla) oraz

jej przyblizenie kwadratowe (III.59) (krzywa kreskowana) w
zaleznosci od L ; 2=26, Q=0
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0 : :
E” jest traktowana jako funkeja Z , N , xR = ®kp ).

Zaleznosé (III1.56) wynika z réwnania (III.32) po wstawieniu
do niego B i B ¥ postaci przyblizonych wyrazen (III.44-45)
obowiazujacych dla matych . W ten sposdb uzyskujemy
przyblizenie kwadratowe dla energii jonizacji I1 W ponizszej

postaci:
1,(2,8) = 1,(2,8=0) - [A(Z,Q=0)-A(Z,@=1)1* , (III.59)

ktére rowniez i w tym przypadku okazuje sie bardzo dokiadne
w szerokim zakresie { : dla 0<(<0.4 btad tego przyblizenia
jest mniejszy niz 2% (por.rys.III.5).

Dla danych Z i N wspdlczynnik A wyznaczony jest przez
wartosci energii EOO oraz JjeJj pochodnych (OEDD/BZ)N i
(aEOD/aN)Z - Pochodnych tych nie trzeba wyznaczad
numerycznie (tzn. obliczajac EUU dodatkowo dla Z+AZ i N+AN ).

i (Z=0) wzgledem liczby

Pochodna energii atomu TFD E
elektronéw N jest bowiem rdwna potencjaltowi chemicznemu u

(patrz np. [24]), ktéry wyraza sie przy pomocy wzoru

(III.16)
EE—DE(ZNa: % ) = u(Z,N,%_.,% ) =
N YT a0 et T 22N G0 kDS T
2
Z-N *a0

5 : (III.60)
ro(Z,N,x q,%4) 4= 0

Z kolei pochodna (6EOD/6Z)N Wwyznaczamy z twierdzenia

Hellmana-Feynmana w nastepujacej postaci [84,85]

aEDD
52——(Z,N,xa0,uk0) = Ve(r=0) 5ose - {I1I.61)
x x
77 7a0” kO

Powyzsze rdwnanie jest sScisle, tzn. obowiazuje 2zardwno w
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mechanice kwantowej Jjak i w ogdélnej teorii funkcjonalu
sie analogicznie jak we wspomnianych s$cistych teoriach
[por. tez relacje (VII.79) i dyskusje ponizej w rozdziale
VII.5, punkt C]. Uzytecznosé przedstawienia (OEOO/OZ)N jako
Ve(r=0) wida¢ od razu, gdy =zauwazymy, 2ze 2z 2zaleznosci
(III1.14) - po uwzglednieniu w niej 2zwiazku (III.15), a
nastepnie zrdézniczkowaniu jej obustronnie wzgledem x (dla
E:D) - wynika réwnosé:

Z

V (r=0) = ————— p' (x=0) -
e a(ee, .,72)
Z’H’xao’xko ko Z.N.xao.xko
4ma(Jz
—P(Z.N.*ao.*ko) = Tg;;a 3 (III.62)

wystepujaca tu pochodna ¥’ (x=0) jest wielkoscia, ktdra
zawsze wyznacza s8ie podczas calkowania rownania TFD,

podobnie jak r0 .

I1I1.4. Minimalizacja energii Jjako funkcji wzglednej

magnetyzacji. Wlasnosici atomu w zewnetrznym polu

magnetycznym.

Do tej pory traktowalismy ? jako ustalona wielkosé =z
przedzialu <0,1> . Jesli jednak przyjmiemy, 2ze czynnikiem
okreslajacym wartosé I jest wylacznie zewnetrzne pole
magnetyczne B , to - aby znalezé dla danego B wartosé [ -
nalezy zminimalizowaé energie atomu E ze wzgledu na  przy
ustalonych: Z, N i B . Z réwnan (III.2) i (III1.4), relacji
skalowania (III.32) oraz definicji gq (III.20) wynika
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nastepujaca zaleznosdé

~ 0 o DA ~ B
E(ZJN}B’() - E (Z,N,xa,xk) PBBNC =

- /2 -1.0 -3/2 -3/2 F, s
Warunek konieczny minimum:
2R(Z,H.B.50 < 19 (I11.64)
ar

prowadzi zatem do nastepujacego rdéwnania

ds ds
7 5/2_ -1 a 922, ~2 k ] 0
= 8 8 — - 8 — E (2, ,Ny,%_o,% .} +
[ 2 "a k at a k at 1’71’ a0’ kO
ds 0 0
3 -1 a OE dE
= Z %a% = [zaz ‘21'N1'”ao'”ko)*ﬂéﬁ‘(zl’ﬂl'*ao'“ko)] -
df 1 1
- ugBN = 0, (111.65)
gdzie oznaczylismy
- -3/2
Z, = 8, Z ; (II1.66)
o -3/2
Nl =8, N (III.67)
oE? ag” .
Pochodne 'é-'z—l(zl,ﬂl,zao, 3k0) i Frq(zl’ﬂl’xa()’xko) wyznaczamy

tak jak uprzednio, tzn. przy pomocy wzordw (III.60-62). Dla

~

kazdego 0 = [ = 1 jestesmy =zatem w stanie obliczyé lewa

strone rdéwnania (III.65), jesli tylko znamy rozwiazanie: Xg o

0

w(x) [a wiec réwniez v’ (x=0) ] oraz energie E=E dla

nienamagnesowanego atomu TFD ({=0) o liczbie atomowej 2

1 i
Nl elektronach. Oczywiscie - gdy nie zadamy duzej
doktadnosci - mozemy uniknaé numerycznego rozwigzywania
réwnania TFD dla niecatkowitych i zmieniajacych sie - bo
zaleznych od E - wartosci Z1 i Nl , rozwiazujac rownanie TFD
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dla catkowitych wartosci Z i N (lub korzystajac =ze znanych
wynikow dla catkowitych Z i N [78]) i stosujgc odpowiednia
interpolacje. Poniewaz dla kazdego f umiemy obliczyé lewa
strone rdéwnania (III.65), roéwnanie to mozemy rozwiagzac
numerycznie i znalezé wartosé odpowiadajaca danemu B
Wyznaczona w ten sposob zaleznosdé E=E(B) przedstawiona Jjest
na rys. III.6-7 dla kilku wartosci Z oraz Q=0 i Q=1 . Dla
kazdego Z i @ 1istnieje pewna graniczna wartosd pola
magnetycznego Bc=Bc(Z,Q) , powyze]j ktérej réwnanie (III.65),
rownowazne warunkowi (III.64), nie moze byé spelnione.
Oznacza to po prostu, ze dla B>Bc(Z,Q) minimum absolutne
funkeji E(Z,N,B,?) ze wWzgledu na 4 lezy w punkcie =1 (na
brzegu przedziaitu dozwolonego dla z ) , a wtedy - w
ogélnosci - nie jest speiniony warunek (III.64). Zaleznosé
Bc od Z dla Q=0 pokazana jest na rys.II1.8; przebieg BC(Z,Q)
dla Q=1 jest prawie taki sam - pole magnetyczne BC(Z,Qzl)
jest nieco wieksze od pola BQ(Z,Q=0) , a ich réznica nie
przekracza 3% w zakresie 1<7Z=<120 (por. rys. III1.6-7).

Dla stabych pdél magnetycznych B odpowiadajaca im
wzgledna magnetyzacja z jest mata, a wtedy z dokiadnoscia do
cztonow drugiego rzedu energia atomu rowna sie:

0

E(z,N,B,7) = g0 + A7? BNT (III.68)

[por.(III.2,4,56)), gdzie E°°

(III.58) Jjest energia
nienamagnesowanego atomu TFD , zas wspdlczynnik A dany jest
przez wyrazenie (III.57). Warunek znikania pochodnej 9E/a{

~

(III1.64) daje w tym przypadku od razu wartosé (
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S : : : :
6.0 1,19t 2.10*11 3.19*11 40911 5.t

B [6s]

Rys. II1.6. Zaleznosé¢ £ od B ; Q=0 , Z=19 (krzywa 1), 2=37
(krzywa2), Z=55 (krzywad).

1.2 : . . 1

8.0 i
0.0 1-10*it

i i i
2.“411 3_10111 4_1.§11 5.10+11

B (6Gs]

Rys. II1.7. Zaleznosé f od B ; Q=1 , Z=19 (krzywa 1), 2Z=37
(krzywa2), 2=55 (krzywald).
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Rys. III.B. Krytyczne pole magnetyczne Bc w zaleznosci od Z;

Mo N
T=—p—B , (I11.69)
ktéra, jak widaé, =zalezy 1liniowo od B (co uzasadnia a
posteriori uczynione wczesniej zalozenie o maltosci ' , gdy
mate jest B ). Stad - wobec (III.51) - dostajemy liniowa

zaleznosé¢ momentu magnetycznego M od pola B :

M= _fEiEi B (III.70)

¥ 2A - .

ktéra obowigzuje dla dostatecznie stabych pél B , tzn.
takich, aby dla 4 wyznaczonych 2z rdéwnania (III1.69) mozna
dokonaé rozwiniecia (III.68). Liniowa zaleznosé¢ momentu
magnetycznego M od Wymuszajacego ten moment pola
magnetycznego B jest typowym przykladem liniowej odpowiedzi

ukladu na stabe zaburzenie zewnetrzne, tak jak to zaklada

sie czesto w elektrodynamice klasycznej [86,87], a co
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znajduje swoje uzasgadnienie na gruncie mechaniki Kwantowe],
w formie teorii liniowej reakcji ukladu na jego zewnetrzne
zaburzenie [88].

Wspdétczynnik stojacy przed B w =zaleznosci (III.70)

interpretujemy zgodnie 2z elektrodynamika Jjako podatnosé

magnetyczng atomu x:?
- “BZNZ
- S ¢ (IIE:T1)
A zatem - traktujac rozwazany atom kwantowo-statystyczny

Jako komdérke metalu - otrzymujemy nastepujace wyrazenie na

podatnosé molowa ngl metalu:
s “BZNZ
Kool S 0L T 4 (R T4

gdzie NA jest liczba Avogadro. Wielkosé x:El odpowiada

Jedynie temu wktadowi do catkowitej podatnosci magnetycznej
metalu Xenl ktéry pochodzi od spinéw elektronowych.

Dlatego xggl bedziemy ponizej nazywaé spinowa podatnoscia

magnetyczna, co zaznaczono rowniez explicite w symbolu tej

wielkosci wprowadzajac w nim gdérny wskazZnik “sp (por. tez
rozdz. VII.6).

Zaleznosé tak wyznaczonej spinowej podatnosci

magnetycznej xﬁgl od liczby atomowej Z i tadunku jonowego @Q

przedstawiona zostala na rys. III1.9 . Zwrdémy uwage , 2ze w

stosowanym tu przyblizeniu statej wzglednej magnetyzacji

x5P

St maleje, gdy Z rosnie, wszedzie poza waskim przedzialem

.

matych Z (Z2<10), gdzie w przypadku Q=1 i Q=2 obserwujemy

sp < - 5a: - B ;
wzrost X 01 ¥raz z Z ; dla Q=0 podatnosc xmol maleje w calym

zakresie 1<2<120 . Podatnosé xflgl (II1.72) jest zawsze
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Rys. III.9. Spinowa podatnosé¢ magnetyczna zzgl w zaleznosci

od liczby atomowej Z dla Q=0 (krzywa 1), Q=1 (krzywa 2), Q=2
(krzywa 3).

dodatnia, co formalnie wynika z dodatniej wartosci
wspélczynnika A , a fizycznie oznacza to, ze moment
magnetyczny M ma kierunek 1 zwrot indukujacego go pola
magnetycznego B . Nasz modelowy atom wykazuje zatem
zachowanie paramagnetyczne, tak samo jak ukltad spindéw
elektronowych w jednorodnym gazie elektronowym (por. np.
[891]).

W tabeli III.2 poréwnujemy obliczone wartosci x50, =z
wartosciami doswiadczalnymi dla metali alkalicznych. Z tego
pordéwnania wynika, Ze obliczone wartosci X 01 84 © 2 rzedy
wielkosci mniejsze od rzeczywistych wartosci. Oznacza to, ze

W stosowanym modelu atom jest 2zbyt slabo podatny na

dziatanie pola magnetycznego. Podstawowa przyczyna tego nie
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Tabela III.2Z. Spinowa podatnosé magnetyczna ngl metali

alkalicznych w modelu TFD w przyblizeniu stalego { w

porownaniu z wartosciami doswiadczalnymi.

Metal | 2 *pey [10"cn’/mol]
model TFD doswiadczenie®’

Li 3 0.8885 25.5

Na 11 0.6040 25.6

K 19 0.5087 42 .1

Rb 37 0.4109 46.1

Cs 55 0.3613 68 .7

mDane obliczone na podstawie wartosci stosunku xggl/xiﬁgli

zamieszczonych w pracy [90]; podatnosé Pauliego
Pauli
*mol

wyrazenia (VII.104,105) w rozdz. VII.6 ] wzietych z ksigzki

[89].

wyznaczono przy pomocy objetosci atomowych Y [por.

Jest jednak przyblizona postaé¢ (II1.67) funkcjonalu energii,
lecz przyjecie zatozenia staltosci wzglednej magnetyzacji w
obszarze atomu: ((r)=? . Gdy bowiem w dalszej czesci pracy
odejdziemy od tego =zatozenia, otrzymane wdéwczas wartosci
podatnosci magnetycznej xggl beda w zZznacznie lepszej
zgodnosci z danymi doswiadczalnymi.

Zwréémy uwage, ze postepujac Scisle z konwecja przyjeta
w elektrodynamice (por. np. [7,86]), powinnismy obliczaé

podatnosé magnetyczna xgz dzielac moment magnetyczny atomu

nie przez pole B , lecz przez pole H :

sp _ M
Rt = 4 (II1.73)

Natezenie pola magnetycznego H rdézni sie jednak od jego
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indukecji B bardzo nieznacznie w rozwazanym przypadku. Oba

pola sa bowiem zwiazane relacja
B =H + 4nAM : (III.74)

gdzie M oznacza makroskopowa gestosé magnetyzacji, ktora W
naszym przypadku rdéwna sie sSredniej gestosci magnetyzacji w

obszarze atomu:
iy S (I11.75)
Y0

Z réwnan (III.73-75) wynika zatem liniowa zaleznosé pdl B i

H 3
= sp
B = (1+ 4nxvol) H . (I1I1.76)
gdzie
8P sp
x x
8p at mol
- = (I1I1.77)
vol = ¢, Navg

jest podatnoscia jednostki objetosci metalu. Poniewaz

doswiadczalne wartosci podatnosci ngl i objetosci atomowej
-5 3

v, sa odpowiednio rzedu 10 “¢m“/mol (por. tab. III.2 ) i
102a.u.~10—23cn3 (por. [89]) zas Nazﬁ'lﬁza 1/mel , zatem
podatnosé zggl jest wielkoscia rzedu 10-6

2°P. ~ 1076 (I11.78)

vol

[jest to wielkosé bezwymiarowa (w uktadzie CGS); por.

(III.76)]; przy uzyciu teoretycznych wartosci xggl (por.
tab., 111.2) 1 Y9 (takze rzedu 102a.u. : por. tab. III1.3
ponizej) otrzymujemy jeszcze mniejszy rzad podatnosci xsgl

( ].0'_B ). Wynika stad - zgodnie z zaleznoscia (III.76) - ze

pola B i H 83 réwne sobie =z dokladnoscia wzgledna rzedu

-5

10 Y. Dlatego - jesli nie zaclamy wiekszej doktadnosci pray
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obliczaniu podatnosci magnetycznej ng i x:gl=ﬂax:£
(doswiadczalne wartosci podatnosci maja 2z reguly mniejsza
dokladnosé; por. tab III.2) - mozemy =zamiast 2z rdéwnania

(I11.73) korzystad¢ bezposrednio z zaleznosci:

sp _ M ;
NS (I111.79)
w ten sposéb uzyskalismy wyrazenia (III.71,72) na x:i i xﬁﬂl-

Analogiczny wniosek Jjest 1déwniez siuszny W przypadku
catkowitej podatnosci > Y metali, gdyz Jjej maksymalne

“4on3 /01 (por. tab. III.4

doswiadczalne wartosci sa rzedu 10
ponizej, a takze [91]).

W wielu metalach zaobserwowano doswiadczalnie zjawisko
magnetostrykcji i bezposrednio z nim zwiazany efekt zmiany
objetosci metalu pod wplywem zewnetrznego pola magnetycznego
[92,93]. Stwierdzono przy tym, Ze wzgledna zmiana objetosci

Av/v jest proporcjonalna do kwadratu pola B ; 2zmierzone

doswiadczalnie wspéiczynniki magnetostrykcji, tzn. wielkosci

Av/(UBz) , zebrane sa w tabeli III.3. Tego typu zaleznosd
uzyskujemy réwniez w naszym modelu atomu. Dla dostatecznie
slabych pél magnetycznych B zachodzi bowiem - 2zgodnie =z

rownaniami (III.48) i (III.70) - zwiazek

2 2
sp 8p
Av o A”o . k[‘xat] - k[xmol]

g S 3= v -— = 5 , (II1.80)

vB oOB 0 Y NA
gdzie k i pr i xﬂp s8a stalymi danymi odpowiednio przez

at mol

réwnania (III.49) i (III.71) i (II1.72), =zas v, o©oznacza
objetosé¢ atomu w stanie nienamagnesowanym ( ?:0 ).

Wepdltczynnik magnetostrykeji Av/(sz) jest dodatni w catym
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Tabela III.3. Objetosé atomowa vy spinowa podatnosé

magnetyczna x:gl i wspdiczynnik magnetostrykeji Av/0/32 w
modelu TFD w przyblizeniu staltego { oraz doswiadczalne
wartosci Av/O/Bz 5

Metal| Z v [a.u.] x;gl 3 Aolufnz [10-1863-21
[10 "cm™ /mol] |model TFD dosw.

se | 21| 342.17 0.493 2.21-107° | 130 *
Ti | 22 | 346.20 0.486 1.93:107° | -2.07 *’
v 23 | 350.05 0.479 1.74-107° 16 *°
zr | 40 | 397.76 0.401 4.06-107% | -10 @
Nb | 41 | 399.87 0.397 3.81-10°% | 10.8 ®
Mo | 42 | 401.92 0.394 3.57-107° 1.8 %
Pd | 46 | 409.67 0.383 2.81-10°% | 105 ®
Ta | 73 | 448.39 0.329 8.31:20°7 | s.75 *®
W 74 | 449.52 0.328 8.02-107" T Y

* Dane z pracy [93].
= Dane z pracy [92].

zakresie wartosci Z (por. rys. III1.10), gdyz dodatni jest
wspéiczynnik k (por. rys. III.2) . Oznacza to, ze atomy TFD
zawsze zwiekszaja swoja objetosé w polu magnetycznym - tak
jJak ma to zazwyczaj miejsce w rzeczywistosci. Niestety
otrzymane wartosci wspélczynnika magnetostrykcji s o 5 , 6 ,
7 rzeddéw mniejsze od wielkosci 2zmierzonych doswiadczalnie
(por. tab. I11.3). Jest to zwigzane z blednymi
przewidywaniami dotyczacymi wielkosci objetosci atomowej vg

a przede wezystkim spinowej podatnosci magnetycznej xsp

mol '’

ktérej kwadrat wystepuje w rdéwnaniu (III.80). Widaé to
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Rys. III1.10. Wspolczynnik magnetostrykcji Av/(UB2)=A00/(vUBZ)
w modelu TFD w zaleznosci od Z .

wyraznie, gdy pordwnamy tabele III.3 zawierajaca teoretyczne
wartosci v i ngl z tabelg III.4, w ktdérej umieszczono

doswiadczalne wartosci objetosci atomowej Y i catkowitej

. sp
podatnosci magnetycznej X ol (doswiadczalne wartosci X0l
udaje s8ie wyznaczyé z reguly tylko dla metali alkalicznych;

52
por. [77]); ta ostatnia wielkosé - choé =zawiera oprécz

sktadnika spinowego xggl inne sktadniki, a przede wszystkim

ujemny skladnik diamagnetyczny - jest co najmniej o 2 rzedy
wieksza od teoretycznej podatnosci xﬁﬁl . DOkazuje s8ie, ze
jesli we wzorze (II1.80) przyjmiemy doswiadczalna wartosé Y
i zastapimy - nieprawidlowo co do wartosci, lecz prawidiowo

co rzedu - xggl przez doswiadczalng wartosé catkowitej
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Tabela III.4. Doswiadczalne objetosci atomowe vy o calkowite
podatnosci magnetyczne Xosi i wspdélczynniki magnetostrykcji

Ao/U/B2 metali oraz wartosci Av/v/B2 obliczone wg wzoru

(III.80) przy pomocy doswiadczalnych wartosci 00 y xmol i
teoretycznego wspdlczynnika k (por. dyskusje powyzej).
a) x b) 2 —-18., -2
Metal| 2 [e¢g [a.u.] &SMOé Av/o/B® [10 ""Gs “]
[10 "ecm™ /mol]|wg (III.80) dosw.
Sc 21 168.7 315 18.30 1
Ti 22 120.3 153 5.58 =207
v 23 93.48 230 15.02 A6 =
Zr 40 139.9 122 0.99 =30 =
Nb 41 119.2 204 3.36 10,8 =2
Mo 42 102.7 89 0.71 10 - i
Pd 46 99.67 549 23.74 108 <*
Ta 73 120.82 149 0.63 3.75 9
W 74 106.33 59 0.11 I e
d Dane z ksigzki [94].
® pane z tablic [91].
“ Dane z pracy [93].
o Dane z pracy [92].

podatnosci Xony 3 natomiast wspdlczynnik k bedzie mial nadal
wartosé otrzymana w modelu TFD, wowczas uzyskamy W
wiekszosci przypadkdéw zgodnosé co do rzedu 2ze zmierzong
wartoscia Av/(vB%) (patrz tab. III.4).

Wszystkie wielkosci poza energia E i wielkosciami
wyrazajacymi sie przez E nie zaleza w rozwazanym modelu

atomu od pola magnetycznego B bezposrednio , a Jjedynie

60



poprzez Sredniag wzgledna magnetyzacje E , ktéra to pole
indukuje. Wystarczy wtedy w miejsce z wstawic E(B)
wyznaczone z rownania (III.65), lub po prostu (uBN/2A)B dla
matych B [por. (III1.69)], aby wuzyskaé¢ zaleznosé tych
wielkosci od B . W przypadku energii catkowitej E jednym =z
jej skladnikow jest energia oddzialywania pola B ze spinami

elektronowymi EB = —MBBNf [por. (II1.2-4)], ktéra zalezy

bezposrednio od pola B . Dla stabych pdél magnetycznych
energia E wyraza sie przy pomocy wzoru (III.68), skad - po
wstawieniu liniowej zaleznosci £ od B (II1.69) - otrzymamy
> 0 _ ¥,
E(Z,N,B) = E(Z,N,B,{(B)) = E - IR(Z.Q) B (ITII.81)

A zatem energia atomu E w polu magnetyczanym ulega
obnizeniu w pordwnaniu z energig EUO=E(Z,N,B=0) oryginalnego
atomu TFD. Jednoczesnie sama energia wewnetrzna EO atomu
ulega zwiekszeniu - rdéwniez o (HB2N2B2)/(4A) . Staje sie to

lepiej zrozumiale, gdy zauwazymy, 2ze zgodnie z zaleznosciami

(III.4) i (II1.69) zmiana energii catkowitej E , okreslona w

E(Z,N,B) - E(Z,N,B=0) = E 3 (III.82)

B

D)=

natomiast z drugiej strony EU:E—EB [por. (III.2)].
Réwnanie (III.81) pociaga za soba nastepujace wyrazenie

na zmiane energii jonizacji I1 [ zdefiniowanej w (III.55)]:

1,(2,B) - I,(2,B=0) =

2
o 22 (132 1 2
4 [ A(Z,Q=0) ~ A(Z,Q=1) ] B . (III.83)

Obliczenia numeryczne wykazuja, 2ze wyrazenie zawarte w
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Rys. I11.11. Zaleznos¢é¢ energii jon i zacji I 1 od pola
magnetycznego B dla Z=19 ; 1linia przerywana zaznaczono

rezultaty przyblizenia kwadratowego (III.83).

nawlasach kwadratowych jest zawsze dodatnie - zatem energia
jonizacji I1 rosnie wraz polem B (por. rys. 1I11.11) podczas,
gdy Jjej zaleznosé od T w_zerowym polu B (przypadek

—— e = T = ——

ferromagnetyka) jest wprost przeciwna; por. rys. III.S.
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ROZDZIAL IV :

METODA MINIMALIZACJI FUNKCJONALU ENERGII ATOMU

W _PRZYBLIZENIU LOEKALNEJ GESTOSCI.

Przechodzimy teraz do rozwiazania podstawowego =zadania
w tej pracy, jakim jest znalezienie rozkladu gestosci
elektronowej n(r) i wzgledne] magnetyzacji ¢{(r) w atomie
kwantowo-statystycznym dla dowolnego zewnetrznego pola
magnetycznego B . W tym celu wyznaczamy minimum funkcjonaiu

energlii w postaci

E [n,0] = [ F(a(®),0(F) dF + 5 Jf 2EGED g7 g5 -

[ B = ]
- [ n(r)v_ ,(r) dr (IV.1)
przy speilnieniu warunku normalizacyjnego
[atryde=sN . (IV.2)

Pierwszy sktadnik po prawej stronie (IV.1l) to suma
Epinln.C1 + B [n,L] + Egln,{] (1V.3)

wyrazona w przyblizeniu 1lokalnej gestosci (LDA) (patrz.
rozdz. II.2,3 ). W przypadku atomédw mamy do czynienia 2z

ukfadami o symetrii kulistej, a wiec V , n i ( zaleza

ext
tylko od r=|r|. Potencjat zewnetrzny V__, (r) - ktéry na ogélt
moze byé w znaczne] mierze dowolny - Jjest tutaj kulombowskim

potencjatem jadra Z/r (II.61). Gdy E E. , funkeja F(n,[)

xc °x
dana jest wzorem (II.68), a funkcjonatr E[n,{] (IV.1) jest
wtedy jole) prostu funkcjonatem energii atomu

kwantowo-statystycznego (II1.67), ktdory jest przedmiotem

naszego bezposredniego zainteresowania; otrzymane w tym
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rozdziale rezultaty sa jednak sluszne dla dowolnej funkcji
F(n,{) (np. takiej, ktdéra uwzglednia korelacje kulombowskie

elektrondw).

IV.1. Podstawowe rdwnania wariacyjne.

Gdy <funkcjonal E[n,{] osiaga minimum dla pewnych
rozktadéw n(r) i {(r), oznacza to , ze dla dowolnych innych
rozktadéw fizycznych n"(r) i (" (r) speitniajacych warunek
(II.70) zachodzi nierdwnosé (II.69). Zaktadamy przy tym - =
uwagi na warunki fizyczne problemu - 2ze na rozkiady n(r) ,
{(r) oraz n"(r) , {"(r) narzucone sa naturalne ograniczenia
wyrazone przez nierdwnosci (II.71-72). Minimalizujace

rozktady n(r) i {(r) znajdujemy rozpatrujac funkcjonat
K“[n'.(’] = E[n",{"] - # N[n"] , (IV.4)

gdzie
N[n"] = I n’(r) dr = (IV.5)

a ¢ jest stala zwana mnoznikiem Lagrange a (patrz dodatek C).
Zaktadamy mianowicie, 2e w kazdym punkcie r rozklady
n(r) i ["(r) réznia sie infinitezymalmie malo od

poszukiwanych n(r) i {(r), tzn.
n"(r) = n(r) + én(r) . (IV.6)
{"(r)= {(r) + &{(r) - (IV.7)
Obliczamy wariacje funkcjonatu KH :

6Kp[n,(]‘5 K”[n+6n,(+6C] = Kp[n,(] =

2

(o 4]
= I [%(n(r).((r)) - V(r) -l-l] én(r) 4nr~dr +
0
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' I%f(n(:-),c(r)) 6C(r) 4nrldr (IV.8)
0
gdzie
n(r’) b
Vir) =V__, (r) - I = W Tt * Vi) 18]

jest catkowitym potencjalem elektrostatycznym, a jego drugi

sktadnik, oznaczany jako Ve(r) pochodzi od gestosci
elektrondw n(r) . Dla dowolnych infinitezymalnie matych
wariacji én(r) i 8{(r), dopuszczalnych 2z punktu widzenia
fizyki [tzn. takich, ktére sa zgodne z warunkami

(II.71-72))], musi zachodzié
6K“[n,(] > 0 ) (IV.10)

Wariacje dn(r) i 86{(r) maja dowolny znak oprécz tych punktodw
r , w ktérych n lub { przyjmuja wartosci graniczne. 1 tak
dla r, dla ktérych gestosé elektrondw zeruje sie [ n(r)=0 ],
wariacja én(r) nie moze byé ujemna . Podobnie, gdy {(r)=-1
lub £ (r)=1, to wariacja &{(r) musi speiniaé odpowiednio
nierdwnosci : &{(r)20 lub &{(r)=<0. Warunek znikania (IV.8) -
po zastosowanie standardowej procedury wariacyjnej, tzn.
zalozeniu, ze én, 8 sa dowolne [ n(r) > 0, -1 > {(r) > 1]
- prowadzi do relacji

aF

o (n(r),l(r)) - V(r) -~ =0, (IV.11)
—(n(r),C(r)) =0 (1v.12)

przy czym - aby bylo spetnione (IV.10), gdy zachodzi (IV.12)

- potrzeba, aby
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a°F

75— (n(r),0(r)) > 0 ; (IV.13)

Natomiast dla r , w ktérych n(r) i {(r) osiagaja wartosci

graniczne, oczekujemy spelnienia (IV.10), zadajac odpowiednio

gﬁ (n(r),{(r)) - V(r) - u> 0 , gdy n(r)=0, (IV.14)
aF
aC (n(r),l{(r)) >0 , gdy {(r)=-1 , (IV.15)
ar
aC (ni{z);L(r)) ¢ 0 , gdy {(r)=1 . (IV.18)

Nalezy jednak zwrécié uwage, ze powyzsze zaleznosci stanowia
w zasadzie tylko warunki konieczne (lecz nie wystarczajace)

wystepowania minimum funkcjonalu K“[n,(]

w
Czes¢ K [n,(] zalezna od { to catka [F(n(r),{(r))4nr’

0
Jesli ustalimy n , to dla zminimalizowania Kp[n.(] ze wzgledu

dr

na {(r) wystarczy zminimalizowaé powyzsza calke. Zostanie
to osiagniete, gdy w kazdym punkcie r tak dobierzemy wartosdé
{(r), aby wielkosé F(n(r),{) osiagata minimum absolutne dla
{=0(r).

Poszukujemy minimum absolutnego funkcji Fn(()EF(n,() .
przy czym w zaleznosci od wartosci n minimum to wystepuje
wewnatrz przedzialu -1<{<-1, badZ dla granicznych wartosci
{=-1 lub +1 ; kazdemu z tych przypadkéw powinna odpowiadaé
badZz para relacji (IV.12-13) badZ relacja (IV.15) badzZ
(IV.16). Jednakze zachodzenie jednej 2z tych sytuacji nie
wyklucza pozostatych, gdyz Fn(() moze mieé kilka minimdw
lokalnych, i odnalezienie jednego z nich nie wystarcza do
stwierdzenia minimum absolutnego. Jesli zatem na przyklad

dla pewnego Cn zeruje sie pierwsza pochodna:
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aFn/ac(z:m)=aF/a:(n,cm):o , a druga pochodna jest dodatnia:
32Fn/a(2(cm}=32F/3§2(n,(m)>0 , to Cm moze Jjednak nie byé
miejscem minimum absolutnego funkcji Fn(() , lecz Jjedynie
miejscem minimum lokalnego. Nalezy bowiem uwzglednicé
dodatkowo punkty graniczne {=-1 i {=+1 , w ktérych rdwniez
moga Wystapi¢ minima lokalne, Jjesli tylko speinione sg
odpowiednio warunki BFn/ﬂf(-1)>0 lub BFn/3C(+1)<0 . Dopiero
porownanie wartosci Fn(Cm) (jesli (m istnieje), Fn(—l) i
En(l) pozwala rozstrzygnacé¢, gdzie znajduje sie poszukiwane

minimum absolutne funkcji Fn(C)=F(n,().

IV.2. Niecigglosé rozkladdéw n(r) , L(r) i promienie graniczne.

Ogdlny schemat minimimalizacji energii atomu.

W naszych rozwazaniach pojawita sie w sposéb naturalny
mozliwosé istnienia obszaru (lub obszardw), w ktérym n(r)=0 ,
a wiec rdéwniez mozliwosé wystapienia skoriczonego promienia
atomu ry - Rzecz jasna dla r)ro, gdzie n(r)=0, pojecie
wzglednej magnetyzacji {(r) traci sens; z formalnego punktu
widzenia zachodzi wtedy rdéwnosé Fn(r)(c) = skin(n(r),C)+
sxc(n(r),f)-pBBn(r)C=0 i polozenie minimum funkcji Fn(r)(c)
mozna wybraé¢ dowolnie, np. {=0. We wnetrzu atomu, to =znaczy
dla 0<r<r° zaleznosé {(r) moze zmienia¢ swdj charakter w

pewnych punktach ry (121,254« 34)
ry > ry ¥ e ¥ By D 0 (IV.17)

tak, ze na przyktad dla re(ri ri_l) mamy -1<{(r)<1l i
obowiazuja tam réwnania (IV.12) i (IV.13), zas w sasiednim

obszarze (ri-Z’ri-l) [ badz (ri+1,ri) ] mamy C(r)=+1 (lub
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{(r)=-1).

Oczywiscie w punktach r=ry wystapia na ogol
nieciagtosci funkcji {(r) i n(r) 1lub przynajmniej ich
pochodnych. W sensie mechaniki kwantowe] Schrodingera
rozktady takie sa niefizyczne, gdyz zardwno n(r) jak i J{(r)
wyrazaja sie przez wieloelektronowa funkcje falowag V(Fl.al;

.3 Tysey) [por. (I1.8-12,40)], a ta z kolei jest ciagla i
rozniczkowalna c¢o najmniej dwukrotnie wzgledem kazdego
swojego argumentu Fi (bowiem operator energii kinetycznej

wynosi - % Ai ). Sa to jednak niefizycznosci nie tak
i™

istotne jak nierdwnosci: n(r)<0 1lub |{(r)|>1 , a ich
istnienie zostalo dopuszczone w modelu typu Thomasa-Fermiego
[95]. Zwréémy bowiem uwage na to, 2ze gdybysmy podczas
minimalizacji funkcjonalu energii E[n,{] w przyblizeniu LDA
[tj. funkcjonalu w postaci (IV.1)] ograniczyli sie tylko do
ciagtych, rézniczkowalnych funkcji wariacyjnych n(r) i {(r),
wtedy zagadnienie minimalizacji mogioby nie mieé rozwiazania
w tej klasie funkcji. Mialoby to miejsce wéwczas, gdy
funkcjonal E[n,{] osiaga - w klasie dowolnych funkcji n(r) i
{(r) - minimum dla rozkladdéw n(r) i C(r) nieciagiych w
pewnym punkcie r=r, . Modyfikujac te nieciagle rozktady n(r)
i {(r) tylko w matym otoczeniu punktu ry o szerokosci Ar ,
tzn. dla ri-Ar/Z < r < r1+Ar/2 , tak, aby rozklady te staly
sie ciagle i rézniczkowalne (por. rys.IV.1 i rys. 1V.2),.
bardzo nieznacznie _znieniany wartosé funkcjonalu E[n,(]
(IV.1) . Przyczyna maltej zmiany funkcjonalu energii lezy w
tym, ze uzywamy przyblizenia LDA, w ktérym ten funkcjonal
nie_ _zalezy od pochodnych dn(r)/dr , d{(r)/dr (ani od

——————————
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pochodnych wyzszego rzedu) - wyraza sie on bowiem przez
catki z funkcji n(r) i {(r) . Gdy Ar»0 , odpowiednia 2zmiana
energii AE tez dazy do 0 , a zatem optymalne rozktady n(r) i
{(r) minimalizujace funkcjonal energii uzyskamy przez
przejscie graniczne Ar+0 . Niestety w wyniku takiego
postepowania dostaniemy nieciagle rozktady n(r) i {(r) . A
zatem w rozwazanym przypadku funkcjonal E[n,{] nie osiaga
minimum w klasie funkcji cigglych, istnieje jedynie ciagg
coraz to lepszych - z punktu widzenia zasady
minimalizacyjnej - ciagtych rozkladdw n(r) i {(r)
(odpowiadajacych coraz to mniejszym wartosciom Ar ) takich,

ze E[n,{] zbliza sie coraz bardziej do wartosci minimalnej,

odpowiadajacej nieciaglym n(r) i {(r) . Stad wypiywa

nir)

/.,

ri-Ar/Z r. r.+Ar/2

-
N
ot o

Rys. IV.1. Gestosé elektronowa n(r) w otoczeniu punktu
nieciagtosci r=r, (linia ciagta) oraz Jjej aproksymacja

funkcja ciagla i rézniczkowalna (linia przerywana).
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Cir)

r.-Ar/2 r. ri+ﬂr/2

Rys. IV.2. Wzgledna magnetyzacja {(r) w otoczeniu punktu

nieciagtosci r=r, (linia ciagla) oraz Jjej aproksymacja
funkcja ciagla i rézniczkowalna (linia przerywana).

wniosek, ze rozwazajac nieciagle funkcje wariacyjne, wcale
nie narazamy sie - w_przypadku funkcjonatu energii LDA - na
ryzyko, ze w wyniku minimalizacji tego funkcjonatu otrzymamy
energie istotnie mniejsza niz energia uzyskana dla
prawidiowych, tzn. ciagtych, rézniczkowalnych funkcji
wariacyjnych. Z tych powoddw w obecnej pracy dopuscimy
mozliwosé wystepowania nieciaglosci rozkladdw n(r) i {(r) ;
zwlaszcza - jak sie okaze w dalszej czesci pracy (por.
rozdz. V.3, punkt C) - jest to potrzebne dla dostatecznie
silnych pdl magnetycznych B.

Proces minimalizacji funkcjonaitu E[n,{] (IV.1) przy
spelnieniu warunku normalizacyjnego (IV.2) przeprowadzamy w

dwu etapach. Po pierwsze zbidr wszystkich fizycznie

dopuszczalnych funkcji wariacyjnych n(r) i C((r) podzielimy

70



najpierw na klasy, 2z ktérych kazda odpowiada innemu

zespotowi promieni granicznych

r = (ro,rl,...,rz) g (IVv.18)
Okreslimy przy tym, w ktérych przedziatach (ri,ri_l) funkcja
[(r) ma wartosé stala i jaka jest ta wartosé (-1 lub +1).
W pierwszym etapie bedziemy zatem szukad¢ minimum E[n,{]
w obrebie klasy rozktaddw n, { o tym samym ustalonym r

Funkcjonal energii E przyjmie wtedy postacd:

r
0
E_[n,£] = [ F(n(r),{(r)) 4nrdr +
& 0
To
+20p MBIl g7 g7 - [a(r)V,_  (r) dnridr , (IV.19)
F= =y ext
osrsr0| r-r| 0
OEr'Ero
zas n(r) spetnia ponizszy warunek normalizacyjny:
r
g 2
Nr[n] = I n(r)4nr“dr = N . (IV.20)
< 0

Nalezy przy tym jednoczesnie pamietaé, ze rozklady n(r)

i {(r) maja w istocie nastepujaca forme:

4
n(r) = ) n;(r)n,(r) (Iv.21)
i=0
i
4
Cix) = ) m (e le). - (1V.22)
1=0

gdzie ni(r)zl dla ri+1<r<ri’ ni(r)zo poza tym przedzialem,
120, 500050 3 rt+1EO . Funkcje n, i Ci , zdefiniowane tylko
dla ri+1<r<ri , to po prostu rozktady n i { wewnatrz tego
przedziatu. Wartosci n(r) i {(r) W punktach r=r,

pozostawiamy nieokreslone [ okreslone sa tylko n(ri-),

n(ri+), C(ri-) i L(r;+), przy czym granice lewo- i
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prawostronne moga byé rézne ], co nie ma oczywiscie wpiywu

na wartosci funkcjonaldw Er i Nr X

~

Wzory (IV.21) i (IV.22) unaoczniaja fakt, ze przy

ustalonym r funkcjami wariacyjnymi, od ktérych zalezg

funkcjonaly E£ p NE i zdefiniowany dalej KH-£ [wzor
(IV.23)], s w istocie nie n i { , lecz funkcje Ngs ... 0,
oraz (ix' (iz y... = tzn. te sposrdd CD 5 o (c , ktére nie
maja ustalonych wartosci - réwnych -1 1lub 1 [jesli dla
pewnego i mamy (i(r)zconst. , to funkcja ta jako stata nie

moze podlegaé wariacji]. Taka interpretacja - dla skrdécenia
i wiekszej czytelnosci =zapisu - nie ma swojego odbicia
explicite w réwnaniach (IV.19) i (IV.20), ale bedziemy o
niej pamietaé¢ w dalszym ciagu. Jednoczesnie przyjelismy, ze
gestosé elektrondw jest niezerowa w catym obszarze DSrErO -
tak, jak ma to miejsce w atomie TFD, choé =z formalnego
punktu widzenia mozna by rozwazaé inne uktady, np. takie, w
ktérych n(r)=0 tylko dla 0<ROSr£rD ; przypadek rozkladu
gestosci w formie takiej czaszy pojawi sie w naszym
rozumowaniu w rozdz. IV.5. Uogdlnienie rozwazan i
otrzymywanych zaleznosci na tego typu uklady jest na ogdl
trywialne i moze byé tatwo wykonane, gdy =zajdzie taka

potrzeba.

W celu minimalizacji Er[n,C] przy wiezach (IV.20)

L

wprowadzamy funkcjonal
K“.E[n.C] = Eg[n,(] - M Nz[n] 3 (IV.23)

gdzie p oznacza mnoznik Lagrange a. Poniewaz wariacje &n(r)

72



i &8 (r) (a scislej: wariacje 6n1(r),...,6nz(r) i 6Ci (r),
1

6Ci (r),...) moga byé dowolne, =zatem wariacja funkcjonalu
2

KJu r[n,(’] musi znikaé dla rozktaddw n(r):nr(r) <3 E(r)=(r(r)

.

minimalizujacych jego wartosé

éKP r[nE'CE] =0 g (IV.24)

Podstawienie nr(r) do (IV.20) definiuje funkcje N=N(u,r),

jak rowniez okresla implicite relacje odwrotna wm=u(N,r).
Zgodnie z metoda mnoznikdw Lagrange a (por. dodatek C), przy
ustalonych: liczbie elektronéw N i promieniach granicznych r

rozktady nr(r) i Cr(r) minimalizuja energie Er[n,(] , ktéra

~ ~ —~—

staje sie wtedy funkcjg N i r :
Ez[ns.(sl = E(N,r) 2 (IV.25)

Drugi etap omawianego procesu minimalizacji funkcjonalu
E[n,{] to wybdér takiego zespolu promieni granicznych r, dla
ktérego wartos¢ funkcji E(N,r) Jjest najmniejsza przy
ustalonym N . Dla danego ¢ , N i ustalonych przedzialodw
statosci {(r) [oraz wartosci {(r)=*1 w tych przedziatach]
E(N,r) staje sie po prostu funkcja zalezna, poza N, od <{+1
zmiennych: Fys Tys --:sTp . Przy naturalnym zalozeniu, ze ta
funkcja Jjest rozniczkowalna, dla zespolu promieni

granicznych odpowiadajacych jej minimum

s ]

= £(N) = [rg(N),...,r,(N)] (IV.26)

zachodza roéwnosci

E (N,p) sl (1V.27)
B r=r(N)
i=0,1,...,¢ , pod warunkiem, ze r=r(N) lezy wewnatrz obszaru
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okreslonosci E(N,r) : r0>r1>...>re>0. [Gdy ri+1(N)=ri(N) dla
kilku, np. ?, réznych wartosci i , to po zmniejszeniu liczby
promieni granicznych o 7 réwnania (IV.27) staja sie 2znowu
stuszne.] Dla wykazania, ze 1 (N) daje rzeczywiscie minimum
(lokalne) nalezatoby stwierdzié, ze znaki kolejnych minordéw
9E

gidwnych macierzy [5;—5;—
M |

(N,g(N))] zmieniaja sie na przemian
poczynajac od dodatniego. W praktyce nie bedziemy jednak
tego sprawdzacé - ze wzgledu na diugoscé czasu potrzebnego do
obliczen numerycznych. O ile bowiem - jak s8ie to oka:ze
pézZniej - pierwsze pochodne E(N,r) wzgledem ry wyrazaja
przez wartosci graniczne n(r) i {(r) dla r:rit i w ten
sposéb warunki (IV.27) moga byé bezposrednio uzyte W
procesie rozwigzywania réwnania Poissona (patrz rozdz. 1IV.3
i IV.6 ), o tyle pochodnych wyzszych rzeddéw nie da sie tak
wyrazié - mozna je obliczyé jedynie na drodze numerycznej.
Réwnania (IV.27) pozwalaja w zasadzie wyznaczyé r(N) ,

a w konsekwencji roéwniez rozkiady

n(r) = nr(N)(r) ; (IV.28)
Ery = L) (1V.29)

ktore odpowiadaja minimum funkcjonatu E[n,l]. W ten sposdb
energia atomu E - dla okreslonej liczby promieni granicznych
{ oraz przy ustalonych przedziatach stalosci wzglednej
magnetyzacji {(r) - staje sie ostatecznie funkcja liczby
elektronéw N :

E(N,r(N)) = E(N) ; (IV.30)

Dopiero pordwnanie wartosci E(N) dla réznych ¢ i réznych

obszardw statosci funkcji {(r) pozwoli na wyznaczenie
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prawdziwego minimum funkcjonaiu E[n,{] 1 odpowiadajacych
Jemu n(r) i C(r) . W tym celu nalezaloby wyznaczydé
(numerycznie) wartosé E(N) dla kazdego ¢. W praktyce jednak
posta¢ V__.(r) i F(n,{) pozwala okreslié¢ mozliwe wartosci ¢
na podstawie wstepnych rozwazan analityecznych - bez
koniecznosci przechodzenia przez cala procedure
minimalizacyjna i zwiazane z nia obliczenia numeryczne. To
samo uproszczenie dotyczy  wyznaczenia dopuszczalnych
przedzialdéw stalosci wzglednej magnetyzacji i wartosci C{(r)
W tych przedzialach (por. rozdz. V.5).

Warto zauwazyé, ze z warunku zerowania sie GKM E[n.(]
[réwnanie (IV.24)] otrzymujemy zaleznosé
FN.E) = w(N,p) (1V.31)

wystarczy bowiem jako wariacje én(r) i &L(r) przyjacé

odpowiednio ng(r)IN+6N - nz(r) N = [dnE(r)/aﬂjéﬂ oraz
(£(r) N+&N ~ (E(r)lH = [sz(r)/oNléﬂ , gdzie r traktujemy

Jako wielkosé ustalona [a nie jako funkcje N , tj. r(N) 1].

Gdy ustalimy tylko wartosé promienia atomu ry o mozemy
zminimalizowaé energie atomu E(H,g):E(N,ro.rl....,rt) ze
wzgledu na pozostale promienie graniczne (tj. Ly o wnes rz),

w wyniku czego zardéwno te promienie , jak i energia atomu

stana sie funkcjami N i ry » tzn.
By S ri(H,rO) (Iv.32)
dla i=1,...,¢ oraz

E= E(N,ro,rl(ﬂ.ro),...,rg(ﬂ,ro)) = E(N.ro) (IV.33)

Oczywiscie, jesli rozro(ﬂ) promienie rizri(ﬂ,rD(N)) B3 rowne
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ri(N) , 2as energia E(n,ro) wynosi E(N) [por. (IV.26,30)].
Speinienie warunkdéw minimum energii (IV.27) dla ri=ri(N,r0) s
i=1,...,f£ , ©pozwala dowiesé, 2ze rdwniez w przypadku

ustalonego rs pochodna energii E wzgledem N rdéwna jest
mnoznikowi Lagrange’a o , analogicznie jak w rdwnaniu

(IV.31) - w szczegdlnosci, gdy roer(N) ,» zachodzi:

OE(N,rD)
— = u(N). (IV.34)
- N)
r, ro(
Wielkosé
H(N)=p(N,r(N)) (IV.35)
- zgodnie z zaleznoscia (IV.34) - jest rdéwna pochodnej

energii atomu E wzgledem liczby elektronéw N przy ustalonej

objetosci atomu, a wiec jest to potencjat chemiczny atomu.

Zauwazmy tez, ze gdy zalozymy, ze rowniez r, moze zmieniac
sie wraz z N - w wyniku minimalizacji energii E(N,r) ze
wzgledu na wszystkie ry (i=0,1,...,¢) - otrzymujemy energie
E jako funkcje N [patrz (IV.30)], ktérej pochodna wzgledem N
jest takze réwna p(N)

) = u(N) . (IV.36)
Innymi stowy, zmiana energii atomu &E 2zwiazana 2e 2zmiang

liczby elektrondw o SN wynosi u(N)SN .

IV.3. Réwnanie kwantowo-statystyczne.

Przesledzimy teraz proces znajdowania promieni r(N)
oraz odpowiadajacych im rozktaddw nN(r) i (N(r)
Dla pewnego r i pewnego zalozonego M warunek (1IV.24)

prowadzi do réwnan (IV.11), (IV.9) i (IV.12), gdy podstawimy

76



w nich : n=n_ i (:(r . Réwnanie (IV.11) obowiazuje w calym

zakresie 0£r<r0 , zad8 (IV.12) tylko w tych przedziatach

(ri+1.ri), w ktdérych ~1<(r(r)<1. W przedziatach tych mozna

wyznaczydé (r(r) jako funkcje nr(r) z rownania (IV.12) i

—~ —~

wstawié do (IV.11). W pozostalych przedziatach (r(r) ma

znana wartosé réwna -1 lub +1 . W ten sposédb - 2z rdwnan
(IV.11), (IV.9) i (IV.12) - otrzymujemy Jjedno rdéwnanie

catlkowe na n(r):nr(r) , ktdére powinno wystarczyé do

znalezienia nr(r) dla danego r (i ustalonego ).

~

Réwnanie calkowe rozwiazujemy zastepujac Jje przez
wynikajace z niego réwnanie rézniczkowe i warunki brzegowe.

Podzialajmy najpierw na potencjat V(r) (IV.9) operatorem

2
- 2__1 d
Laplace a A=V == E—f

r
r
AVext(r)=-4n26(r)=0 [6(r) oznacza funkcje & Diraca] dla r>0,

. UDwzgledniajac, ze w przypadku atomu

otrzymujemy w wyniku réwnanie Poissona
AV(r) = 4nn(r) ; (IV.37)
ktére obowigzuje dla n=n_ wszedzie w obszarze 0<r<rO poza

punktami r=ry, W ktérych to punktach wartosé nr(r) moze byé

niejednoznaczna [por. wzdér (IV.21) i dyskusje ponizej].

Poniewaz ((r):(z(r) jest dla danego r albo wielkoscia znang

(réwna *1) albo mozna ja wyznaczyé 2 zaleznosci (IV.12),
réwnanie (IV.11) pozwala nam 2znaleZé 2zwiazek  gestosci

elektrondw n(r):nr(r) z catkowitym potencjatem V(r)

n(r) = n(V(r)+u) (IV.38)
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Wstawienie tego zwiazku do rdéwnania Poissona (IV.37) daje w

efekcie réwnanie rézniczkowe 2-go rzedu spelniane przez V(r)

1 a2
24y [ V(r) ] = 4nn(V(r)+p) (IV.39)
r

(0<r<rD 3 r#ri , i=1,...,%¢). Jest to rdéwnanie w ©postaci
analogicznej do rdéwnan TF i TFD (np. [24]), dlatego tez

bedziemy Jje rdéwniez nazywaé roéwnaniem kwantowo-

-statystystycznym.

Aby rozwiazaé (IV.39) w calym przedziale 0<r<r0 .
wystarczy znajomosé V(r) i pochodnej éV/or (r) w Jjednym

dowolnym punkcie r, np. r=rg, gdyz w punktach r=r,

(i=1,...,¢) mamy nastepujace warunki zszycia:
V(ri~) = V(ri+) ; (IV.40)
a a
So(r,-) = Se(r,4) (IV.41)

wynikaja one z zadan ciaglosci potencjatu elektrostatycznego
V(r) i pola elektrycznego -dV/8r(r) , ktére to warunki
spetnione sa, gdy przyjmiemy naturalne zalozenie, Ze gestosc
elektronéw nie ma w punktach r=r, pikdéw typu é(r-ri)
Jesli oznaczymy'przez‘ﬂr liczbe elektrondéw odpowiadajaca
ro =
gestosci nz(r) : Nr=jh£(r)4ﬂr2dr , to potencjat wytworzony

0
przez te elektrony na zewnatrz atomu, tzn. dla r>r0 , Wynosi

-Nr/r , co pozwala okredlié wartosé calkowitego potencjalu

V(r)=V (r)-NE/r oraz jego pochodnej aV(r)/or=

ext

2 ! e 3
avext(r)/0r+N£/r w punkcie r=r, - Uzyskane w ten sposdb

warunki brzegowe - wraz z warunkami zszycia (IV.40-41) -
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pozwalaja (dla ustalonego Nr) na- przeprowadzenie calkowania

~

rownania (IV.39) od r=r, az do r=0. Wprowadzenie dodatkowego
warunku brzegowego w r=0 powinno zatem umozliwié

jednoznaczne wyznaczenie Hr . W przypadku atomu, gdzie dla

.

rx0 najwazniejszym czlonem W potencjale V(r) Jjest
kulombowski potencjal jadra Z/r [zakladamy oczywiscie,ze w

gestosci ns(r) nie ma piku typu &(r) 1, otrzymujemy

nastepujacy warunek w r=0 :

rV(r) ke Z 5 (IV.42)

Po 2znalezieniu V(r) mozemy wyznaczyé 2z zaleznosci
(IV.11) i (IV.12) (pamietajac tez o obszarach stalosci

wzglednej magnetyzacji) n(r):nr(r) i ((r)=(r(r) .Rozktlady te

odpowiadaja jednak ustalonemu r oraz M . Aby znalezZé
u=p(N,r) odpowiadajace danemu N , przedstawiona procedure
rozwiazania nalezaltoby powtdrzyé wielokrotnie (dla wielu u),

az N£=N . Mozna by wéwczas obliczyé energie E(N,r) [por.

(IV.25)], a  nastepnie zminimalizowaé Ja - réwniez
numerycznie - ze wzgledu na r.

Taka metoda postepowania stanowilaby literalna
realizacje drugiego etapu przedstawionej w sekcji 1IV.2
formalnej procedury minimalizacyjnej. Nie jest to jednak
droga najlepsza. Okazuje sie bowiem, ze warunki
(IV.27) prowadza do analitycznych zaleznosci speitnianych
przez n(r) i {(r) w gunktach r=r; , co pozwala znacznie

uproscié caty problem minimalizacji (patrz rozdz. 1IV.6).

Nastepne dwa sekcje podwiecimy wlasdnie otrzymaniu wyrazesn na
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OE/Ori (i=0,...,¢%), zaczynajac od wyznaczenia OE/GrO -

IV.4. Minimalizacja energii jako funkcji promienia atomowego.

Ustalonej liczbie elektrondw N i promieniom granicznym

r odpowiadaja rozktady nr(r) i (r(r) oraz energia E(N,r)=
Er[nr,(r] (IV.25). Korzystajac 2z przedstawienia (IV.19)
funkcjonatu Ex[n.(] mozemy wyrazié pochodna GE(N,E)/arO
nastepujaco

3E _ 2 L

grc (NE) = 5 (e tngo2,) =

= anr 2F(n_(ry),C (ry)) - 4nr,?n_(r )V, . (ry) +

0 e Bl g 0 0" 'ext*" 0

r
0 én_(r)
oF 2
+J [E (n (), 0 (7)) Vg, (F) ] g;ﬁ— 4nr
0

dr +

"o a _(r)
+ [ %g (n.(r),L,(r)) g;ﬁ—— anrdr +

0

vz I

r.r'<r0

nr(r)nr(r')

—r

—— d?d?'] ; (IV.43)
IT- |
Przedostatni skladnik powyzszej sumy znika, jesli weZmie sie

pod uwage, ze w przedzialach (ri+1,ri) , W ktérych CE(r) ma
stata wartosé (=+1 lub -1) zeruje sie pochodna GCr(r)/aro .

zas w pozostatych przedziatach obowiazuje réwnanie (IV.12)

dla n=n_, i (=(r . Ostatni czion W (IV.43) mozemy

b

przeksztalcié w nastepujacy sposdb :

oL 12 -

0 r,r'(ro |r-r° |

n (r)n_(r)
9 [1 ) o dFd?] -
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[G(ro-r)n:(r)][G(ro-r')ns(r')] d?d?'}

-2 fa
o { " |77 |

,r ar L9(rp-rin (r)] [€(ry-r")n (r7)]

5 JJ =0 drdr’+
|r-r" |
a3 ; .
) % If (8(ry-r)n (r)] 5;5[9(r0-r )n (r’)] 4sas -
=" |
a
=——[{8{¥,~v)n_(r)] [Elr,~p°)a (7)) _ _
= II ZEp 2 X —n 2 X drdr” =
- |
® 5 [ n. ey - 2
== [ &_ to(rg-tin ()] |- J —=% dr" | 4nrdr =
Ir, 0 r
0 \r<r |r r’ I
0
w on_(r)
==f [6(r0-r)n£(r) + 9(r0-r)a—£ ]v (r)anrlar =
> "0 on _(r) 2
= -4nr0 nE(ro)Ve(rO) - 5;3——— Ve(r)4ﬂr dr (1IV.44)

0
gdzie Va(r) jest okreslone drugimi cztonami rdéwnosci (IV.9)

dla n=n_, [8cislej: dla n(r):e(ro-r)nr(r) , gdzie € jest

~

funkcja schodkowa Heaviside a , to znaczy €(x)=0 dla x<0 ,
8(x)=1 dla x20 ; pochodna & jest funkcja & Diraca, tzn.
dé(x)/dx=6(x) ], natomiast symbol II (bez zaznaczonego
explicite obszaru catkowania) oznacza podwéjne catkowanie po

catej przestrzeni. Wobec tego mamy :
. (N.E) = 4ﬂr02[F(n (rD).(r(ro)) - nE(ro)V(ro)] +

(r)
["F (n,(),C,(r)) - V(r) ] ST dnrldr , (IV.45)

gdzie Vir)=V (r)+Ve(r) [por. (IV.9)]. Skorzystanie z

ext
zaleznosci (IV.11) pomiedzy catkowitym potencjalem V(r) oraz

rozktadami n(r):nx(r) i ((r):(r(r) dla statej wm=p(N,r)
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umozliwia dalsze uproszczenie wyrazenia (IV.45):

S (o) = anrg? [F(n (rg) € () = n (r)V(rg)] +

0 an_(r)

+ u(N,p)[ zE— dnrldr . (1V.46)
0
0

Nastepny krok na drodze do wyrazenia BE(N,g)/arD to

zrozniczkowanie stronami warunku normalizacyjnego (IV.20)

dla n:nz
r
0 on_(r)
2 r 2 .
4nry“n (rg) + I g 4nr®dr = 0, (IV.47)
0

gdyz N jest ustalone. Po wykorzystaniu (IV.47) do wyrazenia
catki wystepujacej w (IV.46) otrzymujemy:

OF 2
5;5 (N,r) =

> 4nr02[F(n£(r0),{£(r0)) - nx(ro)[V(r0)+p(N,£)]] . (IV.48)

Ponowne uzycie podstawowego réwnania (IV.11) daje ostateczny

rezultat w postaci zaleznosci

ggg (N,p) =

= anr?[F(atrg) L(rg)) - nrg)getalrg) Llrg))] =
= 2 28 (n,T)
e L

w ktdérej pochodna energii atomu E(N,r) wzgledem promienia Ty

’ (IV.49)

To

jest wyrazona przez wartosci brzegowe n(r0)=nr(r0) -
((r0)=(£(r0) 3

Warunek (IV.27) dla i=0 , spelniony w stanie uktadu

odpowiadajacym minimum funkcjonalu E[n,{] przy ustalonym <,

a
_"Eo (N,g) =0, (1IV.50)
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okazal sie - wobec réwnosci (IV.49) -~ zwykiym rdwnaniem

nieliniowym :

F(n(rg),C(rg)) - nlrg)e(n(ry),L(rg)) = 0 ,  (IV.51)
ktére wiaze n(ro) i ((ro). Wielkosdé ((ro)=(£(ro) jest albo
znana i1 réwna -1 lub +1 albo zalezy od n(r0)=n£(r0) poprzez

niezalezne od (IV.51) réwnanie (IV.12). Oznacza to, 2e w
kazdym z tych przypadkéw mamy dostateczna liczbe réwnan, aby
wyznaczyé¢ wartoscli brzegowe rozktaddw: n(ro) i ((ro). Jak
tatwo mozna zauwazyé, wartoscl te nie zaleza od N, ani od
postaci potencjaiu vext(r) (2 zatem od Z w przypadku atomu),
lecz zaleza tylko od wyboru funkecji F(n,{) oraz przebiegu
zaleznosci {(r) w przedziale (rl.ro) [1lub (O.ro) , gdy ¢=0].

IV.5. Warunki réwnowagi wewnatrz atomu.

Gdy i>0 , mozna - w sposdéb analogiczny jak dla i=0 -
otrzymaé analityczne wyrazenie na OE(N,E)/Ori zbudowane 2z
wartodcl rozkladéw n(r) i {(r) w punkcile r=ry tzn. =
wartodci n(ri-) ’ n(r1+) ’ ((ri-) i0(ry+) Przedstawione
ponize) rozumowanie nie bedzie jednak odpowiednio
zmodyfikowanym powtdrzeniem obliczeri prowadzacych do
wyznaczenia GR(N.;)/Oro (IV.49). ©Stanowi ono alternatywna
droge uzyskania wyrazenia na GE(N,E)/Or1 8 ktéra
Jednoczednie nada sens fizyczny czlonom tego wyrazenia.

Dla okreslonego i>0 powierzchnia graniczna r=r, rozbija
chmure elektronéw otaczajaca jadro atomu na dwa poduklady: A

i B. Poduktad A odpowiada przedzialowli O=sr«<r zad dla

1 »
podukladu B mamy r <rer, . Poduklady zawieraja odpowiednio
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¢ 5

i
N2 = N1 = [ nf(r)anrar (IV.52)
0
i
To
N2 = NP1 = [ nB(r)anrlar (IV.53)
rs
elektrondw. Wielkosci
2l (#) = a(r) dla Ocrer (IV.54)
1
nB(r) = n(r) dla ri<r<r0 (IV.55)

83 gestosciami elektronéw odpowiednio w podukladach A i B

Tak samo definiujemy wzgledne magnetyzacje zwiazane z kazdyn

poduktadem:
(A(r) = {(r) dla 0<:-<x-.1 ¢ (IV.56)
(B(r) = {(r) dla r <r<rg . (IV.57)

[Wszedzie dalej w tej sekcji gestosé elektronéw lub wzgledna
magnetyzacja opatrzona gérnym inaeksem A bedzie oznaczac ta
wielkos$é ograniczona do obszaru poduktadu A , podobnie
bedzie dla podukiadu B , por. réwnania (IV.54-57).] Zachodzi

przy tym oczywista rdéwnosé
NArnd1 + NBLaB - N (n] (1IV.58)
[por. (IV.20)].
Kazdy =z podukladdéw znajduje sie w zewnetrznym
potencjale jadra Vext(r)=Z/r oraz potencjale wytworzonym
przez elektrony drugiego podukiladu: ich suma tworzy

catkowity potencjal zewnetrzny dziatajacy na ten poduklad.

Wobec tego dla podukladu A potencjal zewnetrzny jest rdwny
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A 3 B
Vext(r) = Vext(r) + C dla 0(r(ri > (IV.59)
gdzie
B s B ;
¢® = ¢°ta"1 = ~ TE—éﬁT’dF' % = I 2{r)ar-  (1v.60)
r-r’
r,<r <r, r,<rocr,

jest stalym wewnatrz kuli poduk?ladu A potencjalem

wytworzonym przez sferyczny rozklad 1adunku elektrondw

poduktadu B. Wzdér (IV.60) nie jest uproszczeniem; w zasadzie
c® mogloby zaleze¢ od r , lecz dla r<r’ zachodzi

réownosé |F-F'|-1= %vPo(cose)+-£§P1(cone)+... ( @ oznacza kat
r'

pomiedzy r i Tr°, zas P, » Py , ... to wielomiany
Lagrange“a), co daje wynik podany wyzej. Z kolei na ukiad B

dziata zewnetrzny potencjal w postaci
A

B . Y
vext(r) s vext(r) = dla 0<r<ri " (IV.61)
gdzie HA = NA[nA] dane jest przez calke (IV.52).

Funkcjonal energii catego atomu (IV.19) mozna

rozdzielié w sposdéb nastepujacy:

E [n,C] = BAtnd,c2) + EB(oB,cB) - EAB(al,nB1 . (1v.62)
Wystepujace tu funkcjonaty energii poduktaddw:
=3
At c?) = [ reP(n),thr)) anrlar +
0
1 el L. Sk A 2
+x 11 = dr dr” - [ n"(r)V_ , (r)4nr"dr (IV.83)
O<rer, |5~y 0
0<r'<ri
i
Yo
EB[nB,(B] = { F(nB(r),(B(r)) dnrldr +
8|
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B B, - o _
v 1 pp 2B @) g7 gr - [ aBnv B (mancfar (1v.64)

§ -
|2 =]
ry<rer, ry
Z'1<I' (I‘o
zaleza - poprzez Veit(r) i Vezt(r) - odpowiednio od CB S NA

[patrz rdéwn. (IV.59) i (IV.61)]. Parametry te moga byé w
ogdlnosci dowolne, jednak rdwnanie (IV.62) Jjest speinione
tylko wtedy, gdy CP=CP[nP] i NA:-NA[n®] . Punkcjonaty (IV.63)

i (IV.64) zaleza rowniez od promieni granicznych poduktadow,

tzn. dla A od

_ ¢ Y, S (1V.65)

e

zas dla B od

B
L5

(rU,..,,ri) . (I7.€8)

W obu przypadkach dzieje sie to w sposob analogiczny do

zaleznosci funkcjonatu Er[n,{] (IV.:18) od xr (1V.18), tzn.

—~

d g T A A B
poprzez granice catkowania oraz wyrazenianan , {7 , n i

(B analogiczne do wzordw (IV.21-22). Zaleznosci funkcjonaidw

A B A B A B

E”" od C° 1 r" oraz E” od N i r - choé¢ nie znalazly odbicia

explicite w ich oznaczeniach (poza wprowadzeniem ogdlnych

indeksdw A i B) - stang s8ie bardzo istotne w dalszych
rozwazaniach.
W sumie EA[nA,(A]+EB[nB,(B] wystepujacej W

(IV.62) energia oddziatywania elektrondw podukiadu A =z

elektronami poduktadu B

A B, .
g =P

O<r<r
i
{<r'<r

ry 0
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= [ 1l €3 Ll 0 WP

| ® =27
r1<r<r0
0<r’<ri
= -N8rn?3-cBrn®) (IV.67)

jest liczona dwukrotnie i dlatego pojawil sie skladnik —EAB

W wyrazeniu (IV.62).

Poprawnie zdefiniowane funkcjonaly energii podukladdw
powinny osiaggaé swoje minima (przy ustalonej liczbie
elektronéw w nich zawartych) dla tych rozktaddw nﬁ(r) 5
(A(r) oraz nB(r) : CB(r) , ktére w odpowiednich obszarach sa
rowne n(r) , {(r) minimalizujacym funkcjonat energii catego
uktadu (atomu). Dowiedziemy ponizej, ze funkcjonaly
E2n?,c2] 1 EB(nP,tP] rzeczywiscie speiniaja ten warunek.

W tym celu zdefiniujmy najpierw funkcjonatly Kﬁ[nA,CA]

§ KE[nB,(B] W sposéb analogiczny jak K, [n,] w (IV.23):
L)

Kt c%1 = Bipat, 0ty ~ oWty (IV.68)
KE[nB.(B] = EB[nP,tB) - uNBaP) (IV.89)

gdzie n jest stata peiniaca role mnoznika Lagrange a. Gdy CB

B

ext(r) -

i HA wystepujace odpowiednio w Veit(r) 3 N
odpowiednio rowne CB[nB] i NA[nA] , wtedy zgodnie z
réwnaniami (IV.23), (IV.58) i (IV.62) mamy rdéwnosdé

g o] = Eired %y o iR B - 2P . v
M, T (% u
Dla rozkladéw n=n i (=(r , minimalizujacych funkcjona?

energii atomu Er[n,(] (IV.19) przy ustalonej liczbie

elektronédw N , wariacja 6K [n_,{ ] znika - gdy u=u(N,r) -
HE X *
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przy dowolnych wariacjach én(r) i &8{(r) . Wobec tego - jesli

przyjmiemy CB=CB[nE]ECB(N,£) oraz zerowe wariacje 6nB(rJ i

6CB(r) Ww podukladzie B - woéwczas zgodnie =z rodownaniami
(IV.70) 1 (IV.67) mamy

orB

. 2 A A H . anh A B .
0 = 6K“,£[n£,(£] = 6Kp[n ,(E] + ;EK[n s6. JEONT+¥ SN E[n" ] =

>

B
E

N
H o

= 5Kﬁ[n ¥ 2 B (IV.71)

N >
e i

gdzie dla napisania ostatniej réwnosci wyrazilismy pochodng

OKB/8NA przy pomocy rownan (IV.69), (IV.64), (IV.61) 1

(IV.60):
B
aK B
3] B By . 0K A
aNA [nss(;‘:] - aNA[n,r_’(zl =
r
o B, B
= —~—— 4nar“dr = -C [n_] . (IV.72)
r o
3
Ostatecznie z rdéwnosci (IV.71) wynika, 2ze gdy ustalimy

CB=CB(N,£) , rozktady naznﬁ ’ (Azti minimalizuja funkcjonal

~

Kﬁ[nA,Ca] dla p=pu(N,r) . A zatem - zgodnie z metoda mnoznikdw
Lagrange"a - rozktady te minimalizuja rdéwniez funkcjonal
energii poduktadu A : EA[nA,CA] przy ustalonej liczbie
elektronéw N* réwnej N[n21=N¥(N,r) i ustalonym cPB=cB(n,p).

Minimum funkcjonaiu energii poduktadu A odpowiada stala H:“A

réwna M(N,r) (tzn. tej samej wartosci 4 , ktéra odpowiada
minimum funkcjonalu energii calego atomu Er[n,E] ) -

zachodzi zatem zwiazek analogiczny do (IV.31):

A
E_NAN.p) . 2hicBe)) = ef 2wl (IV.73)

oN
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Energia EA(NA,ga;CB) oznacza energie poduktadu A o
promieniach granicznych ;A znajdujacego sie w potencjale

B dowolne, ale ustalone) i

A 3 LB
zewnetrznym Vext(r) —Vext(r)tc (C
zawierajacego ustalong liczbe elektrondw rowna NA . Energie
te wyznaczamy poprzez minimalizacje funkcjonatu Ea[na,(a].
ktéry ma postaé analogiczna do funkcjonalu energii calego

atomu Er[n,C] , a zatem EA(NR,EA;CB) jest analogiem energii

atomu E(N,r) (ktéra zalezy rdéwniez od Z bedacego wtedy
analogiem CB). Stad wynika, ze EA(NA.EA;CB) musi spetniaé
analogiczne zaleznosci jak E(N,r) , a w szczegdlnosci
zwigzek (IV.73).

Analogiczne wnioski otrzymujemy dla podukladu B , jesli
zatozymy, ze w podukladzie A rozklady nA(r) . (A(r) sa réwne

odpowiednio ng(r) s (i(r) i nie zmieniaja sie, a NA

wystepujace w Veit(r) réwne jest NA(N,E) . Wtedy bowiem -
znéw dla p=u(N,r) - zachodzi réwnosé analogiczna do (IV.71):

A
0= 6K, [n,C.] = —Eroh cAy.sc
T OUHETETET T 5B ETE

B B _

B, B ,B A. A,
+ 6K“[n£.tz] + N [nE] 6C

BTSN
= oK [n L1 (IV.74)

dla wyprowadzenia ktérej skorzystalismy z zaleznosci

(IV.70,67) oraz z nastepujacego zwiazku:

A
K A
oo Ayl . OR A A, _
;Eﬁ— [RE.(EJ = ;Eg [nx’(zl =
|
= -f n;(r)4nr2dr = N[0} (1V.75)

0
[por. (IV.68,63,59,52)]. Stad wynika, 2ze dla ustalonego

NA=NA(N,r) rozktady nP=n® , ¢P=t® nminimalizuja funkcjonai
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Kﬁ[nB,(B] dla p=u(N,r) , a zatem rozktady te minimalizuja
rowniez funkecjonal energii EB[nB,(B] przy ustalonej liczbie

elektronéw NP=NP[nD]=NP(N,r) . Tak samo jak dla poduktadu A ,

minimum funkcjonalu energii podukladu B odpowiada stala p:pB

réwna n(N,r) , ktéra speinia zaleznosé analogiczna do
(IV.73):

2E® B B, A B

;;g(ﬂ (N,r),z ;N (N,x)) = v~ = (N, r) . (IV.76)

Energia EB(HB,EB;HA) jest - wyznaczona poprzez minimalizacje
funkcjonatu EP[n,{] (IV.64) - energia poduktadu B o

promieniach granicznych ;B , ktéry zawiera NB elektronéw i
A

A - N

znajduje sie w zewnetrznym potencjale vext(r)"vext(r)+_?

(Nﬂ ustalone, ale dowolne).

B

Jak dowiedlismy powyzej, gdy N3=N*(N,r) i1 NB=NB(N,p)

natomiast CB=CB(N,£) ’ rozktadami minimalizujacymi

funkcjonaty (IV.63) i (IV.64) sa odpowiednio: |

A A
°N,r ° (N»E
5y B

N,x ’

energie atomu E(N,r) (IV.25) mozemy wyrazié¢ nastepujaco:

(NB£ . Zatem na podstawie rdéwnan (IV.62) i (IV.67)

E(N,r) =
= AN (N, by 2R B )y + EBONBaN, ) 2B iNA L)) 4

+ M v, o cBanp . (IV.77)
Obliczymy teraz pochodng 0E(N,£)/0ri . Rézniczkujac

wyrazenie (IV.77) otrzymujemy

B (4 9.y = oE® on®  oE® | oE} ac® |

oy m® 9%y Oy " 0B vy
oEB oNB  oEB  oEB onA  on® B . A acP

¢ 2B N OB L LB (IV.78)
aN i i oNd ory i i
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Poniewaz suma NA(N,£)+NB(H,£)=N [por. (IV.58)] nie zalezy od
r (N ustalone!), mamy rdéwnosé¢ pochodnych:

A
%%I(N,g) = ’“ e D) (1V.79)

ktdéra wraz ze zwiazkami (IV.?S) i (IV.76) pozwala zredukowac

sktadniki: pierwszy i czwarty w wyrazeniu (IV.78):

O
-—(N,r) =
ari
_ogA  opP acP  orP  oEB on®  on® B . A oCP
- ar * B or +0r " A ér dr "C H o, (1V.80)
§ e 9%y i oN i i i
Pochodne 9EA/acB i oEB/oN® zgodnie z (IV.75) i (IV.72)
sa réwne odpowiednio -NA i -CB , co umozliwia dalsze

uproszczenia wyrazenia (IV.80) do postaci

a
S (Mp) =
1

A B
= & (N“(N 0.2 + Eofm,p, vt ). (av.sy
i

Wielkosé r, spelnia w istocie dla poduktadu A taka sama

i
role, Jjak ry dla catego atomu, gdyz jest promieniem
poduktadu. Wobec tego pochodna c’!!'a‘(N"‘,,;*_A;C!B)lc?r-JL jest
odpowiednikiem pochodnej 9E(N,x)/dr, i musi sie wyrazaé -
analogicznie do wzoru (IV.49) - poprzez wartosci brzegowe

A A
n“.'l‘:(riﬁ) ’ (N .E(ri‘-)

A
s (N*(ﬂ £),c;cBN, ) =

= -4nr . “ n° — |/~ (IV.82)
i on [F n ] n=ny . (ry-)
( (N r(r _)

W przypadku czaszy r,<r<r, stanowiacej poduktad B

91



wielkosc¢ r jest wewnetrznym promieniem czaszy i choé
wyrazenie (IV.49) bezposSrednio nie daje wtedy wartosci
pochodnej 6EB(NB,£B;NA)/8ri , to aby ja znaleZé, nie trzeba
przeprowadzac¢ w calosci rozumowania analogicznego do tego,
ktére doprowadzilo do (IV.49). Wystarczy przypomnieé sobie,
ze W obliczeniach pochodne j 6/81:'O energii

E(N’E)zEE[nN’E’(N-E] z formalnego punktu widzenia 1istotne
bvto tylko to, ze ry jest w funkcjonatach Er[n,C] (IV.19) a
Nr[n] (IV.20) Egodrna granica catkowania, a rozktady
n(r):nr(r) i C(r):tr(r) speiniaja rdéwnania (IV.11) i (IV.12)

oraz zaleza - w blizej nieokreslony sposéb - od r, (por.
rozdz. 1IV.4). Natomiast dolna granica calkowania W
wymienionych funkcjonalach mogla byé rdézna od 0 - mamy wtedy
przypadek czaszy - 1 nie zmieni to koncowego wyniku (IV.49)
Jesli teraz dokonamy w funkcjonatach EB[nB,(B] (IV.64) 1
NB[nB] (IV.53) zmiany zmiennych: r»-r , r’=»-r° , +to .
stanie sie gdérna granica catkowania (dolna bedzie —ru), a

B(NB B A

wtedy dla pochodnej 8E £ N )/0(-ri) mozemy wykorzystad

w sposdb formalny ostateczna formule (IV.49); w rezultacie

dostaniemy:
B B
ok B B A = 8Kk B B A é,
5}?(“ (NJE):E ;N (NJE)) = a(——ri)-(N (N,z)iﬁr_ ;N (N:E)) -
2 299 (n,0)
= - |-4n(-r.)" n° — |——= =
[ % o [F 5 ] nan,g(ri+) ]
C=CN,£(I'1+)
A (n,l)
= 4nr.” n” — (IV.83)
~ on [F ' ] n:nN (r.+)
Wk &
C=CN’£(ri+)

92



Ostatecznie =z warunku (IV.27) i rdéwnan (IV.81-83)

otrzymujemy roéwnosdé
% & (n,t

o [F__Ln ] (1V.84)

. 5B gﬁ [F(E,()]

(1=<i=<!), ktéra jest spelniona dla n=n_ i (=Er oraz r=r(N)

L ~

=r.+
1

r=r.-
1

Warunek

A 9E2, B

= twup .o = or (N (D) B8N, ) (1v.e5)
1

- 2z ktorego bezposrednio wynika rdéwnanie (IV.84) [por.
(IV.27) i (IV.81] - mozna interpretowaé¢ fizycznie jako
réwnosé cisnien gazu elektronowego po obu stronach
powierzchni granicznej rsry . Wyrazenie (4ﬂr12)-10EA/ari
jest bowiem rdéwne pochodnej 6EA/0UA wzgledem objetosci v

poduktadu A . Poniewaz pochodna ta 1liczona Jjest przy
zalozeniu, ze w poduktadzie A jest ustalona liczba
elektrondw NA oraz ustalony jest dziatajacy na nie
zewnetrzny potencjal Vaxt(r) , zatem réwna sie ona wzietemu
z ujemnym znakiem cis$nieniu dziatajacemu na ten poduklad =z
zewnatrz na powierzchni rIr, . Cisnienie to, oznaczone jako
P(r:ri+), jest wywierane przez gaz elektronowy podukiadu B
tuz nad wspomniana powierzchnia graniczna, tzn. w punkcie
r=ri+ . Analogiczne wnioski otrzymujemy W przypadku
poduktadu B : wyrazenie —(4ﬂr12)-16EB/3ri réwna sie
pochodnej BEB/avB wzgledem objetosci oB poduktadu B (uwaga:
dla tego podukladu 2zmiana objetosci AOB zwiazana z
przyrostem Ari promienia granicznego r. jest ujemna i wynosi

-4nr, 2Ar1 ). Pochodna ta wzieta z ujemnym znakiem rdéwna sie

cisnieniu zewnetrznemu dziatajacemu na podukiad B na
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powierzchni granicznej rIry, tzn. lokalnemu cianieniu
P(r=r1~) gazu elektronowego w poduktadzie A wystepujacemu
tuz pod powierzchnia graniczna (tj. dla r:ri-). Poniewaz -
jak to wynika z powyzszej dyskusji - pochodne aEA/BvA i
3EB/00B 83 rowne sobie, zatem takze cisnienia P(r:ri+) i
P(r:ri—) po obu stronach powierzchni granicznej sa rdéwne.
Fakt ten nie ma tak prostego uzasadnienia jak w
przypadku ukladu termodynamicznego, gdzie ze wzgledu na
zasade addytywnosci energii poduktaddw (tzn. E:EA+EB)
minimalizacja energii calego ukladu ze wzgledu na ry
prowadzitaby natychmiast do roéwnosci: DEA/ari=—0EB/0ri
Zasada addytywnosci nie jest bowiem spelniona w rozwazanym
przypadku atomu, gdyz w rdéwnaniu (IV.77) pojawia sie -
oprocz energii EA i EB - energia EAB=—NACB [por. (11.62,67)]
zwiazana 2z dlugozasiegowym oddzialywaniem  kulombowskim
pomiedzy podukladami A i B . Z tego powodu ustalenie warunku

minimum energii atomu ze wzgledu na r, w postaci rdéwnania

(IV.84) zajelo tak duzo miejsca.

6. Algorytm rozwiazania réwnania kwantowo-statystycznego.

Obecnie, gdy wiemy juz, ze W stanie atomu
odpowiadajacym - przy ustalonym N i ¢ - minimum funkcjonatu
energii E[n,{] (IV.1) speinione 83 analityczne zwiazki
(IV.51) i (IV.84) w punktach r=r, , i=0,1,...,¢ , mozemy
podaé efektywny sposdéb wyznaczenia promieni granicznych
r=r(N) oraz rozkladéw n(r) i {(r) odpowiadajacych temu

minimum.
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Dla uproszczenia oznaczen zrezygnujemy w dalszym ciagu
z zaznaczania explicite zaleznosci r od N , co nie powinno
prowadzié¢ do nieporozumieri, gdyz od tej chwili, méwiac o r ,
bedziemy mieé zawsze na mysli zespdél promieni granicznych
r=r(N) . Trzeba jednak pamietaé, ze dla danego N mozemy
rozwazaé¢ roézne zespoly <¢ promieni granicznych, a przy
ustalonym <¢ rézne obszary statej magnetyzacji mogace
wystepowaé dla jednego zespolu. Réwnanie (IV.51) W
potaczeniu 2z zaleznoscia (IV.12) albo ze znajomoscia
wartosci ((ro) [8cislej: ((ro—) ], gdy w obszarze r1<r<r0
magnetyzacja {(r) ma stala wartosé, pozwala na wyznaczenie
wielkosci brzegowych n(ro) i L(ry) [Scislej: n(ro—) i
((ro-) ), ktore s3 niezalezne od N , Z i r , a 2zalezg
jedynie od typu przebiegu funkcji {(r) W przedziale
(rl,ro) . Wtedy 2z réwnania (IV.1l1) mozemy wyznaczycé

potencjat chemiczny
aF
H = 'v(ro) + "_",n(n(ro)u((ro)) . (IV.86)

Dla sferycznego atomu o liczbie atomowej Z , 1liczbie
elektronéw N i promieniu ry 2 twierdzenia Gaussa wynika

kulombowska postaé pola elektrycznego - %%(r) dla rZro $

dav _ 4-N
- H(r) = —--r2 = (IV.BT)

Catkujac réwnanie rézniczkowe (IV.87) od r=w do r=r,, Prazy
warunku znikania potencjatu elektrostatycznego w r=o [por.
(IV.9)], otrzymujemy warunki brzegowe w r=rg :

_ Z-N

V(ro) = —;E : (IVv.88)
av L

arttp? =

o

yv] b4

(IvV.89)
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Wobec tego potencjal chemiczny (IV.86) staje sie
jednoznacznie wyznaczony przez Z ’ N i r, oraz
wielkosci brzegowe n(ro) i C(ro) . W r=0 speiniony Jjest
trzeci warunek brzegowy (IV.42).

Warunki (IV.40) ciaglosci potencjatu V(r) w punktach

r=r, daja przy pomocy réwnania (IV.11) nastepujacy zwiazek:
a a
o (n(r;=),C(ry=)) = SE(n(r;+),C(r;+)) (1v.90)

(i=1,...,%). Druga relacje wiazaca wielkosci n(ri-) y Llry-)
i n(ri+) 3 ((ri+) jest réwnanie (IV.84). Poniewaz po kazdej
stronie powierzchni r=r, albo znamy wartosé {(r) (ktdéra jest
stala réwna -1 lub +1), albo obowiazuje réwnanie (IV.12), =z
ktérego mozna wyznaczyé {(r) w zaleznosci od n(r) , zatem
relacje (IV.84) i (IV.90) stanowia razem uklad 2 rdwnan
nieliniowych na 2 niewiadome: n(ri-) i n(ri+). Po Jjego
rozwiazaniu i (ewentualnym) skorzystaniu 2z (IV.12) znamy
wszystkie cztery wielkosci: n(ri-)En; ’ ((ri-)ﬁtl ’
n(ri+)anI ’ ((ri+)E(I . 53 to stalte niezalezne od N ,
(i Z ), lecz zalezne tylko od wyboru funkcji F(n,{) i typu
zaleznosci {(r) po kazdej ze stron powierzchni r:ri ;  Jest
to wynikiem tego, Zze wyznaczamy Jje 2z réwnari niezaleznych
explicite od ry .

W ten sposdéb dysponujemy odpowiednimi warunkami, ktdre
razem z réwnaniem kwantowo-statystycznym (IV.39)
wystarczaja zardwno do znalezienia promieni granicznych r
jak i rozkladéw n(r) oraz {(r) . Ponizej przedstawiamy w
skrécie iteracyjny algorytm rozwiazania réwnania (IV.39):

1. Dane Z , N oraz ¢ i obszary statosci {(r)

2. Z relacji (IV.51) i (ewentualnie) (IV.12) znajdujemy
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n(ry) i L(rj)

3. Z relacji (IV.84), (IV.90) i (ewentualnie) (IV.12)
znajdujemy n; din 3=1....3% .

4. Wybieramy poczatkowe £:(r0,...,r£)

Obliczamy m przy pomocy (IV.86) i (IV.88).

Z warunkdéw brzegowych (IV.88-89) obliczamy V(ro) i %%(ro).

-1 O O

Catkujemy rdéwnanie (IV.39) od r=r, do r=0 , korzystajac
po drodze z warunkdw zszycia (IV.40-41).
8. Ze znalezionej w punkcie 7. =zaleznosci V(r) obliczamy
rV(r) il oraz - przy pomocy relacji (IV.11) i (IV.12)
- wartosci n(ri-) W i e i
9. W sposdb iteracyjny zmieniamy r i powtarzamy kroki 5-8
tak, aby ostatecznie zostaly spelnione rdwnania:
(IV.42) oraz
n(ry-) = n; . (IV.91)
Nalezy w tym miejscu zwrécié uwage na to, ze wybdr rdwnania
(IV.91) jest w pewnym stopniu dowolny, bo wobec wuzycia w
punkcie 7. warunkéw zszycia (IV.40), =z ktérych wynikaja

relacje (IV.90), rownanie to jest rdwnowazne rdwnaniu

.
n(ri+) = 0y ’ (IV.92)
badZz rdwnaniu
L(ry-) =845, (IV.93)

gdy -1<{(r)«<1l dla ri+1<r<ri , badZ rdéwnaniu

Ele ) s &5 5 (IV.94)
gdy -1<{(r)<1 dla ri<1:'<1:':.l___1 . Niektdre z tych rdéwnan moga
okazaé sie w uzyciu wygodniejsze od pozostalych dla
konkretnej funkecji F(n,{) . Rdwniez w miejsce roéwnania

kwantowo-statystycznego (IV.39) na potencjal V(r) mozna uzyd

97



rownowaznego rownania na n(r) lub rdéwnania na {(r)
Réwnania te otrzymujemy przez kombinacje rdéwnan (IV.39),
(IV.11) i (IV.12) (por. rozdz. V.3,4 ponizej).

Gdy znajdziemy w opisany sposdéb r i V(r) , przy pomocy
(IV.11) i (IV.12) mozemy wyznaczyé¢ n(r) i {(r) , a nastepnie
obliczyé energie E(N)=E[n,{] [por.rdwnania (IV.30,25,28,29)],
ktora oczywiscie bedzie =zalezeé jeszcze od uczynionego
wczesniej wyboru £ . Dopiero pordwnanie wartosci energii
E(N) odpowiadajacych rdéznym ¢ pozwala odpowiedziedé na
pytanie, ktdéra z nich jest najmniejsza.

Na szczescie okazuje sie, Ze nie dla kazdego ¢ i nie
dla kazdego uktadu przedzialdw statosci {(r) rownanie
kwantowo-statystyczne ma rozwiazanie pPrzy spelnieniu
odpowiednich warunkdw w punktach r=r, . Nie Dbedziemy tu
jednak prowadzié ogdlnych rozwazan na temat selekcji tych
rozwigzan . Dla konkretnych funkcji F(n,{) mozna pokazacé bez
rozwiazywania réwnania kwantowo-statystycznego , ze mozliwe
wartosci ¢ 83 bardzo ograniczone, a jest to wynikiem
monotonicznosci potencjatu V jako funkeji r . W przypadku
proponowanej funkcji F(n,{) (II.68) mozliwymi wartosciami ¢

sg 0 i 1 ; patrz rozdziatr V.5.

98



ROZDZIAL V

ATOM KWANTOWO-STATYSTYCZNY W POLU MAGNETYCZNYM.

W poprzednim rozdziale dokonalismy dokladnej analizy
problemu minimalizacji funkcjonalu energii atomu w postaci
(IV.1), gdzie funkcja F byla w zasadzie dowolnag funkcjag n i
{ . Uzyskane tam wyniki zastosujemy obecnie do znalezienia
Scistego rozwiazania problemu atomu kwantowo-statystycznego,
gdy funkcja F(n,{) dana jest wyrazeniem (II.68) (patrz

rozdz. I1I.3).

1. Brak spontanicznej magnetyzacji atomu (B=0).

Na poczatek rozwazmy przypadek, gdy pole magnetyczne

zeruje sie:
B=0 (Vv.1)
Wtedy funkcja F(n,l) (II.68) przyjmuje postac:
Bin,0) = age)a™ ¥ o g | (V.2)

nie mozna jednak a priori stwierdzié, ze zerowemu polu
magnetycznemu odpowiada zerowa magnetyzacja, tzn. {=0 . Aby
dowiesé, ze jest tak w istocie - co oznacza, ze atom TFD nie

magnesuje sig _spontanicznie, musimy wpierw - zgodnie 2z
dyskusja w rozdz. IV.1l - okreslié potozenie minimum funkcji
F(n,{) (V.2) ze wzgledu na {

Warunek konieczny wystapienia minimum funkcji F(n,{)

(V.2) wewnatrz przedzialu -1<{<1 ma postacé

9F(n,{)

& = (€3 010V 20, (V.3)
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gdzie
da, (L)

0 () = g = 2w L+ ?P-1-0%%1 (e
dz_(Z)
x () = 72— = 2 re) P01, s

zgodnie 2z =zaleznosciami (II.49,56).

Jednym z rozwiazan rodéwnania (V.3) Jjest
Fo=0 i (v.86)
gdyz wtedy xk'(t):na‘(C)zﬂ . W tym przypadku druga pochodna
F wzgledem { wynosi

2
O°F o r=0) = % *(0)n? 3 2 *(0)nd/3d =
e LS R S e N L

Y A Rk
?tk (U)H [rl - ;k"—,;—(-ﬁ-j-] =

x
= 40 n4/3[n1/3— 2 _al ]

23, (V.7)
9 kO 5 %0

Pochodne na"(O) i uk“(O) obliczylismy tu przy pomocy

wyrazen:
2
d”a (L)
" - k -, 2 "1/3 o "1/3
) gt — = G LT TR (i)
2
d”»_(L) . =
R ek Ze (140001072, ()

ktére wynikaja z (V.4,5). Poniewaz - zgodnie z (V.7) - mamy

2 2
L o TR n1/3>-§- _a0 (V.10)

ar? *k0
zatem woéwczas funkcja F ma w punkcie {=0 minimum lokalne
(ze wzgledu na (). Gdy n1/3<%xa0/xk0 znak pochodnej

62F/652(n,C:0) ulega zmianie i punkt {=0 odpowiada maksimum
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lokalnemu funkcji F
Jesli istnieje niezerowe rozwiagzanie (m#O rownania

(V.3), to réwnanie to mozna napisaé dla C:(m jako

1/3 xa'((m)

n = S (V.11)
(€ )
Zgodnie z Wwyrazeniami (V.4,5) zaleznosdé ilorazu
*a'(f)/*k‘(f) od { jest nastepujaca:
xa‘ (c) &= i 1 an (V 12)
™ () 5 (1+()1/3+(1_()1/3 %0

Iloraz ten jest zatem parzysta, ograniczona funkcjag { ,
ktéra rosnie monotonicznie w przedziale 0={=<1 [bo pochodna

mianownika (1+C)1/3+(1—()1/3 w (V.12) , rdéwna %[(1+C)_2/3-

(1—()_2/3] , Jest w tym przedziale stale ujemna (poza
punktem {=0 , gdzie sie zeruje)]. Wynika stad, 2ze rdwnanie
(V.11) ma rozwiazanie (=Cm#0 tylko wtedy, gdy gestosé n

spelnia warunek:

e L0) 178 . %5 (1)

Iy SR RerEy AP:48)
czyli
x 5/3 =
%§Q<n1/3525 ;LO . (V.14)
kO kO

Ponadto, jesli istnieje rozwiazanie C=Cm , Wowczas wystepuje
zawsze drugie rozwiazanie Cz—Cm , a Jjest to konsekwencja

symetrii funkcji F(n,l) (V.2):
F(n,{) = F(n,-{) . (V.15)

Ta dwuznacznos$é wartosci { fizycznie oznacza, 2ze W naszym

modelu w nieobecnosci pola magnetycznego B energia elektronu
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nie ulega zmianie przy odwréceniu jego spinu. Powstaje zatem
dowolnosé¢ w wyborze znaku { ; dalej w tej sekcji przyjmujemy,

Aby stwierdzié, jakiemu rodzajowi ekstremum funkcji F
odpowiada rozwiazanie rdéwnania (V.11), obliczamy druga

pochodna F wzgledem { w punkcie (:(m s

2
a“F 3 A 5/8__ w 4/3 _
szgfn.f-(m) =5 " (Cm)n - ((m)n =

e a¥0p1 P ot _j-u_rk 31 =

o4
()
(3™

ol )
(2, )" 40 [_g1+:)1/3-(1-r)1/3]

. (xk')§ 520 | (140)2/3-(1-7)2/3

. 4
" A%a0(*a")

1
53, o (%" )° [ (140) 134 (1-0) 173 \z-c

-

. 4 - =
y 48a0(¢a )_ (1+) 2/3-(1-(') ik ” (v.186)
bugln’)” LBOY%a-0M5% |,

gdzie ’ oznacza wszedzie pochodna %f . Poniewaz dla (>0

pochodna uk'(() jest dodatnia, zatem - 2zgodnie 2z korcowym
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wyrazeniem (V.16) - zachodzi nierdwnosé:

2
28n,L=t ) <0 . (V.17)
ar

Oznacza to, 2ze jesli w punkcie (:(m ; 0<(m<1 , mamy

ekstremum lokalne funkcji F , to zawsze jest to maksimum, a

-1<{<1 _poza punktem {=0 (V.6). Minimum lokalne funkcji F

wystapi natomiast na brzegu tego przedziatu , tzn. w punkcie
{ =1 (v.18)

[oczywisScie, jesli tak jest, to - 2zgodnie 2z (V.15) -
automatycznie wystapi analogiczne minimum W drugim

punkcie brzegowym:{=-1 ], jesli tylko pochodna @&F/8{ jest

%g(n,(=1) - (V.19)

Warunek ten - zgodnie z pierwsza rdéwnoscia (V.3) - zachodzi

1/3

wowczas, gdy n nie przekracza wartosci aa'(l)/nk‘(l)

% *(1) ,5/3 =
i . B 2,/" a0
k k0

(v.20)

W szczegdlnosci minimum lokalne w punkcie =1 wystapi dla
1/3.2 25/3 . Fi

n <§xa0/"k0 £ < —g—-:ao/nko ), gdy - Jjak wczesniej

wykazalismy - funkcja F nie ma minimum lokalnego w punkcie

{=0 , a =zatem nie ma takiego minimum wewnatrz calego

przedziatu -1<{<1 . Oznacza to, ze wéwczas {=1 ( a jednocze-

snie {=-1 ) jest punktem minimum absolutnego funkcji F ,

gdyz F jako ciagta i ograniczona funkcja { musi osiagad

minimum absolutne w pewnym punkcie przedziaitu -1=(=1 . 1Z
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173 25%/3 2
kolei, gdy n >—§——ua0/xk0 > gxao/xko ), funkcja F nie ma

minimum lokalnego w punkcie {=1 (ani w punkcie {(=-1 ), a

jJedynym punktem minimum - ktdére jest zarazem minimum

absolutnym - jest (=0 . Dla przedziatu zx_,/* <’/
5/3 o

2

—g——xao/xko mamy Jjednoczesnie minimum lokalne zardwno w
punkcie {=0 jak i {=1 (oraz {=-1) i aby stwierdzié, gdzie
wystepuje minimum absolutne, nalezy pordwnaé ze soba

wartosci F(n,0) i F(n,1)

F(n,1) - F(n,0) =

L (22/3xk0n5/a_21/3xa0n4/3) g "kons/a'”ao“4/3’ -
2 (e O, %P < R ™
- wn2/S 4/3 [ 1/3 1 "ao]
= (2%/°-1)»,_.n nt/v- t (V.21)
k0 21731 *0
skad wynika, ze
1/3 1 *a0
F(n,1) < F(n,0) , gdy n < v (V.22)
ol/3,1 *cq

Ostatni wynik Jest zgodny z poprzednimi wnioskami
dotyczacymi potozenia minimum absolutnego funkcji F(n,{)

(V.2), gdyz spelnione sa zaleznosci:

25/3 >
5 2

x
a0 1 a0

no 21341 *o

al
kO

LT

(V.23)

(bo zachodzi: 1/(2Y/3+1)=2/(2%3+2)=2/(1613+2) > 2/(271/342)
=2/5 oraz 1/(21/°+1)=2%/3/(4+25/3) <« 2%/3/(441)=2%%s5 ).

Wielkosé n, zdefiniowana przez rdéwnosé:
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P SR
e 217341 *ko

(V.24)

stanowi zatem pewna gestosé krytyczng w tym sensie, ze

i) dla n <« n, funkcja F(n,{) (V.2) ma

minimum absolutne dla {=1 (i jednoczesnie
ii) natomiast, gdy n > . S minimum to lezy

W punkcie {[=0. (V.25)

Powyzsza dyskusja przebiegu funkeji F(n,{) i Jjej minimdw
zilustrowana jest na rys. 1 , gdzie przedstawiona jest
zaleznosé F(n,L) od  dla kilku odpowiednio dobranych
wartosci n .

Poniewaz funkcja F(n,{) (V.2) moze osiggaéd swoje
minimum absolutne tylko dla {=0 albo {=1 (lub {=-1), zatem -
zgodnie z wynikami rozdziatu IV - nasz modelowy atom w
nieobecnosci pola magnetycznego moze byé zbudowany z
obszaréw tylko dwéch typdw: obszarow nienamagnesowanych
spinowo ({=0) oraz obszardw o peinej magnetyzacji spinowej
({=1). Powierzchniami oddzielajacymi te obszary od siebie sa
sfery o promieniach r. , i=1l,...,¢ , gdzie ¢{+1 oznacza 1ilosc¢
tych obszardw (por. rozdz. IV.2).

W kazdym z obszardw statosci {(r) gestosé elektrondw
n(r) zwiazana jest z potencjatem V(r) poprzez podstawowe
rownanie wariacyjne (IV.11):

2/3(r) - 2 @(x)n!P(xr) - V(r) - =0 . (V.26)

nl/a(r)

%xk(((r) )n

To rodwnanie kwadratowe W zmiennej ma dwa
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-0.01 ! ! .

a)

Fn, L) [a.u.]

[a.u.]

F(n,()
n

Rys. V.1-a) i -b). Przebieg funkcji F(n,{) (V.2) w przedzia-
le -1={=1 dla n=n150.0006 a.u. (krzywa 1), n=n250.0013 a.u.
(krzywa 2), n=n350.002 a.u. (krzywa 3) i n=n450.006 a.u.

. 1/3 2 1/3 1
(krzywa 4); ny” ¢ E“aof“ko < ny" "< ET??:Ian/akD <
1/3 , 273 1/3
ng < —g——xao/xko < n, "min" oznacza minimum absolutne .

Rys. b) stanowi powiekszony fragment rys. a).
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rozwiazania:

at eey = 53y

2“ (C(r)) [1 f/[ 15 k(((r)) [v( ) ]‘ (v 27)
+ 1+ r)+H ] s 3
s“k“‘r” x 2(C(r))

a3y = 013 (r) =

1

2“ (C(r)) y// ]5 {(:(I)) [v( ) ] i (V 28)
|] 1 ;_______ r)+H I ] o
5nk(((r)) (C( ))

rézniace sie znakiem przed pierwiastkiem; nalezy przy tym
pamietaé, ze {(r) jest w kazdym 2z przedziaidw ri+1<r<ri
wielkosciag stata, réwng 0 lub 1 . W rdéznych przedziatach
r;,1¢r<r, moga obowiazywaé rdézne rozwiazania réwnania
(V.26), tzn. n+(r) lub n_(r) , pod warunkiem, 2ze wszedzie
zachowana bedzie nieujemnosé gestosci elektronowej n(r) ;
stad wynika, ze rozwiazanie n_(r) Jjest dozwolone tylko w
tych obszarach atomu, gdzie V(r)+u<0

W punktach r=r, musza byé speinione rdéwnania (IV.84) i
(IV.90), ktére stanowia warunki minimum energii atomu E(N,r)
ze wzgledu na ry (i=1,...,¢). Poniewaz W rozwazanym
przypadku mamy tylko jeden typ powierzchni granicznej r=r, ,
odpowiadajacy sytuacji, gdy po jednej stronie tej
powierzchni mamy {=0 , zas po drugiej {=1 , natomiast
réwnania (IV.84,90) nie zawieraja r, explicite, wobec tego
réwnania (IV.84,90) maja ta sama postaé dla kazdego i , a

zatem mamy do rozwiazania tylko jeden uktad réwnan

(IV.B84,90). Gdy oznaczymy przez n wielkosé n(ri) po tej

107



stronie powierzchni granicznej r=r, , gdzie {=0 , natomiast
przez n_ ta sama wielkosé po tej stronie, gdzie (=1
[Scislej: nn=n(ri-) . nm=n(ri+) , gdy {(r)=0 dla ri+1<r<ri i
{(r)=1 dla ri<r<ri~1 , natomiast nnzn(ri+) ; nm=n(ri-) , gdy
{(r)=1 dla Ty
funkcji F(n,{) (V.2) rdéwnania (IV.90) i (IV.84) przyjmuja

1<r<ri if(r)=1 dla ri<r<ri_1 ], to dla

odpowiednio postaé:

5. 2/ & . 148

5 4 5.2/3
3%k0%n - 3%a0™n 3e ™

2/3_ 4,1/3 1/3
k0 m 32 *a0™m »  (V.29)

2. 5/3_ 1. _4/3 _ 2,2/3_ _5/3_ 1,1/3. _4/3
3%k0™n - 3%a0%n - 3% *k0n ~ 32 *a0®m ,

(V.30)
gdzie w miejsce xa(l) i xk(l) , wystepujacych pierwotnie po
prawych stronach powyzszych réwnan, podstawilismy

odpowiednio 21/3“&0 i 22/3uk0 [por. (II1.49,56)].

Latwym do odczytania rozwiazaniem réwnania (V.29) jest

nn = 2nn " (V.31)

co po podstawieniu do (V.30) prowadzi do nastepujacych

wartosei n i n_ :
n m

*a0 3
n = [ ] : (V.32)
% 2%y
2 3
P a0
n = [—5273:——] ; (V.33)
kO
lub
Do, = B = 0 i (V.34)
Réwnanie (V.29) ma jednak jeszcze jedno - oprécz (V.31) -
rozwiazanie:
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1/3 1/3 _ 4 a0
nl/® 4+ (20 )13 = 2 20 (V.35)

)

Niestety w tym przypadku nie da sie 2znaleZé analitycznego
rozwiazania réwnania powstatego z kombinacji rdwnan (V.35) i
(V.30). Mozna jednak dokonaé¢ tego numerycznie, w wyniku

czego otrzymujemy wowczas jednoznaczne rozwiazanie:

an 3
n_ = [0.96606 -2 ] : (V.36)
KO
2 0 3
B = [0.63394——4—33—] (V.37)
2™ e

Gestosé elektronowa i wzgledna magnetyzacja na brzegu

atomu, tzn. n(ro) i ((ro) , s8speilniaja rdéwnanie (IV.51)
[wynikajace - podobnie jak rdéwnanie (IV.84) - =z zadania
minimum energii atomu E(N,r) ]. Rdwnanie to w przypadku

funkecji F(n,{) danej wzorem (V.2) ma postad
e (L (g2 (ry) - 2 (C(r)n*P(xp) =0, (V.38)

ktéra daje dwa rozwiazania:

n(ro) =0 (V.39)
oraz
x_(C(rg)) 13
sirgl = [ Ze mle03| - ey

Jak pokazemy za chwile, zerowe rozwigzanie mozna od razu
odrzucié, jesli nasze dalsze rozwazania ograniczymy do
atomdéw neutralnych i jondw dodatnich ( Q=0 ). Przyjecie Q20
jest naturalnym zatozeniem, gdyz w oryginalnym modelu TFD -
ktory zawsze stanowi w tej pracy punkt odniesienia - nie ma

rozwiazan dla ujemnych jondw (Q=-1,-2,...) [24,27]. Wtedy
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catkowity potencjat elektrostatyczny V(r) Jjest w catym

obszarze atomu malejaca funkcja r , gdyz - zgodnie z prawem

Gaussa - pole elektryczne - g%LEl w kazdym punkcie 0<r<r0

jest dodatnie (skierowane na zewnatrz atomu):

) cf -
i) L 8 l—z[z—jn(r'unr'zdr’] > 28 = & >0 (v.41)
r r 0 r L

Przypadek n(ro):ﬂ moze mieé¢ miejsce tylko wtedy, gdy w
poblizu brzegu atomu n(r)=n_(r) , przy czym na samym brzegu
atomu V(r0)+y:0 . Jednak wtedy w pewnym brzegowym obszarze
atomu, gdzie n=n_ , zas {=const. ( {=0 lub {=1 ), gestos¢ n
jest malejaca funkcja potencjatu V [patrz (V.28)]. Poniewaz
V(r) w miare oddalania sie od brzegu atomu rosnie, zatem
uzywajac wyrazenia (V.28) na n_(r) dostaniemy ujemna - a
wiec niefizycznag - wartosé gestosci n(r) dla rery . Oznacza
to, ze gestosé na brzegu atomu n(ro) nie moze byé¢ rdéwna 0 i
wobec tego musi ona spelniaé¢ zaleznosé (V.40), skad w

przypadku {(r)=0 w przedziale rlﬁrﬁro dostajemy:

2 3
0
n(r,) = 2 ; (V.42)
9 !z(ro):o [z”ko]
natomiast, gdy {(r)=1 dla rlsrﬂro , mamy
2 3
0
a(e )I = [—a—] . (V.43)
0 " 4/3
((ro)-—}. 2 ka

W obu przypadkach tylko przyjecie n(r)=n+(r) W przedziale
rlﬁrSrD stoi w zgodzie z otrzymana wartosciag n(ro) (V.42)
lub (V.43), gdyz n}/2(r)<=_(£(x)) /% (£(x))=n'/?(xr;) zzodnie
z (v.28).

Poréwnanie otrzymanych wczesniej mozliwych wartosci n,
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(V.32,34,36) z wartoscia brzegowag n(ro) 0 (V.42) oraz

L(rg)=

no (V.33,34,37) z n(r -1 (V.43) pozwala stwierdzié,

0’ |z (xy)

ze zawsze spelnione sa nierdwnosci:

B
IA

n(ro)l ; (V.44)
{(ry)=0

IA

n n(r (V.45)

0)Ic(ro)=1

Wynika z nich, ze zachodzi:
n(r1+) < n(ro) g (V.46)

niezaleznie od tego, czy w przedziale r1$r$r0 mamy {(r)=0 ,
czy L (r)=1 . Z drugiej strony, wykazalismy juz, ze
n(r)=n+(r) dla r1£r$r0 . Poniewaz n, jest rosnaca funkcja V ,
zas dla Q=0 potencjat V maleje, gdy rosnie r, zatem w
przedziale rl£r£r0 , gdzie [ (r)=const. , gestosé n Jjest
malejaca funkcja r . Konkluzja ta jest jednak sprzeczna z
nierdwnosciag (V.46), chyba, :ze ry=ry - Oznacza to, ze
uczynione zalozenie, ze W nieobecnosci pola magnetycznego
(B=0) w atomie bedacym w__stanie odpowiadajacym minimum

funkcjonatu_ _energii_  (II.67) istnieja jednoczesnie obszary
nienamagnesowane ({=0) i obszary w peilni namagnesowane ({=1)
byto falszywe. Wobec tego w catym atomie mamy {=0 lub {=1
Oczywiscie przypadek =1 nalezy odrzucidé. Zatdézmy
bowiem, ze gestosé n(r) minimalizuje funkcjonait E[n,{] przy
ustalonym {=1 i zerowym polu B . Poniewaz - 2zgodnie z
zaleznosciag (V.27) - gestos¢ n(r) staje sie bardzo duza, gdy

r>0 (bo wtedy V(r)t% ), zatem dominujaca czescia gestosci

energii £(r) w poblizu jadra jest xk(((r))ns/a(r) - %n(r)
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[por. (II.B7) i (V.2)]. Jak widaé, w tym obszarze przyjecie
{(r)=0 w miejsce {(r)=1 powoduje obnizenie wartosci £(r) , a
w efekcie obnizenie catkowitej energii E[n,{] . Zatem
sytuacja, gdy {(r)=1 w calym atomie, nie moze odpowiadacd

minimum funkcjonatu E[n,{] (I1.67), gdy B=0 . Ostatecznie =z

—_—— o —
—— - —— —— T ——————— i ———————— i S ——— i ——— i —

—— i T o e e T e ———

Dla zupeilnosci przedstawionego dowodu nalezaloby

uwzglednié hipotetyczna sytuacje, gdy n(r)=n+(r) dla r*<r5r0

zas n(r)=n_(r) dla r1<r<r* . Wowczas w przedziale rl(r<r*
gestosé n bylaby rosnaca funkcjga r - gdy Q20 - a zatem
nierdownosé (V.46) mogtaby zostaé spelniona. Jednakze

poszukiwanie takiej wartosci r, , przy ktérej energia atomu

P S

osiagataby minimum prowadzi ostatecznie do rdéwnan (IV.84) i

(IV.90) speinionych w punkcie r=r ktére to rdéwnania

* »

przybieraja - dla funkcji F(n,{) danej wzorem (V.2) - postaé:

0, (0023 (xy) - Fx (0023 (xy) =

= 22 (023 (r,) - 22 (OO0 P(ry) (V.47)
Ze (03 (x) - Le (0?3, =
= Ze (0n23(ry) - L @0 Pry . (V.48

gdzie { jest takie samo po obu stronach powyzszych rdéwnan,

czyli réwna sie 0 lub 1 . Mozna wykazaé (analitycznie), ze
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uktad réwnan (V.47-48) nie ma innych rozwiazan poza
rozwiazaniem tozsamosciowym:
n_(r,) = n (r,) 2 (v.49)
Oznacza to - zgodnie z rdéwnaniami (V.27-28) - Ze w punkcie
r=r, zachodzi réwnosc:
15 (&)
1 + -3 ;HETE; [V(r,)+u]l = 0 : (V.50)

Wynika z niej, ze dla riry gdzie V(r))V(r*) (bo Q=0 ),
zaleznos¢ n(r)=n_(r) (V.28) traci sens fizyczny, gdyz

wyrazenie pod pierwiastkiem w (V.28) staje sie ujemne.

V.2. Podstawowa funkcja gestosci elektronowej i wzglednej

magnetyzacji oraz jej wlasnosci.

Gdy pole magnetyczne B jest rézne od zera, funkcja
F(n,{) - majaca zasadnicze znaczenie w naszym problemie -
dana jest przez pelne wyrazenie (II.68). Z funkecji F(n,{)
(IT.68) mozna wylaczyé czynnik n, a nastepnie podczas
badania zaleznodéci tej funkcji od { pomijaé go (jako stalag
multiplikatywna). Wygodniejsze jest tez uzywanie w miejsce

gestosci n nowej zmiennej y zdefiniowanej jako
y = g (V.51)

Wobec tego bedziemy badaé =zaleznosé od { nastepujacej

funkcji sparametryzowanej przez y (oraz B):
£0y,0) = B0 = o (0)y% - » (O)y - wgBC  ,  (V.52)

ktéora ponizej bedziemy nazywac funkcja podstawowa. W
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dalszych rozwazaniach bedziemy zakladaé, ze B>0 , tzn. pole
B ma zardéwno kierunek, a takze zwrot, osi 2z
Podczas badania funkcji f(y,{) jako wartosé¢ odniesienia
dla wielkosci y wybierzemy
. 4

Yy =n = 5 »
00 00 Zxko

gdzie Ny jest gestoscia na brzegu nienamagnesowanego atomu
TFD [ patrz (II1.31)]. Z tego powodu na wszystkich rysunkach
zamieszczonych w tym rozdziale w miejsce v uzywamy

bezwymiarowej wielkosci ; zdefiniowanej jako

= e ¥

¥y = ;EE . (V.54)
Wartosci wzglednej magnetyzacji ( 83 ograniczone do
przedzialu <-1,1> [por. (II.41)]. Jednakze - poszukujac
minimum funkcji podstawowej f(y,{) ze wzgledu na { - mozemy

sie ograniczyé do przedzialu
0 & E =3 ) (V.55)

Ujemne wartosci { wykluczamy, poniewaz - gdy B>0 - dla

kazdego 0<{=<1 zachodzi nierdwnosé:
f(?t() < f(}',—() ] (v-ss)

wynikajaca - wobec parzystosci funkcji xa(() (11.586), uk(()
(I1.49) - z definicji (V.52). Réwniez punkt (=0 nie moze
odpowiadaé¢ minimum funkcji f(y,{) wzgledem { , bo dla malych

{ prawdziwe jest rozwiniecie:
£(y,£) = £(y,0) - ugBC + O(L%) (V.57)

gdyz wtedy uk(()=3k0+0((2} oraz Ra(E)=NaO+O((2) [patrz
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(V.105,106)].

W zaleznosci od wartosci y i B funkecja f£f(y,{) osiaga
swoje minimum_absolutne wewnatrz przedziatu 0<{<1 1lub dla
=1 . Na rysunku V.2 pokazana jest zaleznosé¢ f(y,{) oed { w
przedziale 0={=1 dla 4 rdéznych wartosci y i ustalonego B . W

miare, jak y rosnie, zmienia sie charakter +tej zaleznosci:

dla dostatecznie matego y funkcja f(y,{) maleje jednostajnie

od {=0 do {=1 ; nastepnie dla wiekszych y pojawia sie
minimum_i maksimum_lokalne w przedziale 0<{<1 , lecz minimum
absolutne jest nadal dla (=1 . Dla jeszcze wiekszych vy

minimum lokalne dla 0<{<1 staje sie minimum absolutnym, zas
gdy y wzrosnie jeszcze bardziej, znika maksimum dla 0<{<1 -
minimum lokalne w przedziale 0<{<1 (=minimum absolutne)
pozostaje [uwaga: minimum funkcji f(y,{) lezy - dla dowolnie
duzego y - w punkcie {>0 ; gdy y rosnie polozenie tego
minimum szybko przesuwa sie w strone {=0 , tak, ze na rys.
V.2-a) w przypadku krzywej 4 trudno stwierdzié, ze (>0 w

punkcie minimum, choé jest tak w rzeczywistosci]. Istnieja

zatem pewne krytyczne wartosci y (i odpowiadajace im

krytyczne wartosci gestosci elektronowej n ), przy przejsciu

przez ktdre charakter zaleznosci £(y,{) od 4 ulega
jakosciowym zmianom; te krytyczne wartosci zaleza oczywiscie
od pola B . Z naszego punktu widzenia szczegdlnie wazne sa
dwie wartosci krytyczne, nazwijmy Jje ycl(B) ; ycz(B)

Wielkosc¢ ycl(B) oznacza wartosé y , dla ktorej pojawia sie -
przy wzroscie y - minimum lokalne funkcji podstawowej f(y,{)
W przedziale 0<{<1 , natomiast ycz(B) [ > ycl(B) ] jest taka

wartoscig y , dla ktérej wspomniane minimum staje sie
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-8.827

R SN ISSHIC NCHIRTIL LYo SPy MISIE SHRIRONE S50 ) N

-9.042}...

fly,0d [a.u.]

. : . : . : : .
S DL i iR R e SRR R AL

e [ S MSCe SN SR T (R S P
8.6 6.1 8.2 8.3 0.4 8.5 8.6 0.7 8.8 8.9 1.0

-0.047

f(y, D) la.u.]

8 081 92 9.3 0.4 0S5 86 0.7 08 89 1.0

Rys. V.2-a) i -b). Przebieg funkcji podstawowej f(y,0)
(V.52) w przedziale 0s<{<1 dla y=0.8 (krzywa 1), y=0.9
(krzywa 2), ¥=1.0 (krzywa 3) i y=1.3 (krzywa 4). B=5-10° Gs.
"min" oznacza minimum absolutne funkcji £(y,{) 2ze wzgledu

na { . Rys. b) jest powiekszonym fragmentem rys. a).
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minimum absolutnym.
W punkcie minimum lokalnego znajdujacego sie wewnatrz

przedzialu 0<{<1 musi byé spelnione rdwnanie:

2f(y,0) _ ¢ 2 ’ 2
ot = S (X)y" - 2 (L)y - ugB=0 (V.58)
gdzie ' oznacza - tak jak poprzednio - pochodna %E . Dla

dodatnich wartosci { , B i nieujemnych wartosci y rdwnanie

(V.58) jest rdwnowazne ponizszemu rownaniu:

.

» '+ V[x '2+4yBBxk'
y = Y(£) = -2 ey : (V.59)

k

bo pochodne Ra'(f) 3 *k'(f) sa dodatnie dla 0<{=1 [por.

4.8

Y(O)

0.0 8.2 8.4 0.6 8.8 1.0

Rys. V.3. Przebieg funkcji ¥(£) =Y({)/y,, [¥({) bedzie odtad
anaczaé bezwymiarowa funkcje Y(C)/VOD proporcjonalna do

funkcji Y({) zdefiniowanej w rownaniu (V.59)] w przedziale

0={=1 dla B:l(l6 Gs (krzywa 1), B:IU7 Gs (krzywa 2) oraz

B=iD% Bi (krovwa. 3.
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(V.4,5)]. Prawa strona tego rdwnania jest funkcja { , ktdérej
jakosciowy charakter jest taki sam dla kazdego B>0 : gdy
[+0, Y({)x ¥YB/T  + o , dla pewnego L in Wewnatrz przedzialu
0<C <1 funkcja Y({) ma minimum Ymin>0 , zas wartosé Y({=1) ,
obliczona przy pomocy (V.59) i (V.4,5), jest skorczona (por.
rys. V.3).

Gdy Y<ymin rownanie (V.59) nie ma rozwiazania, a zatem
funkcja podstawowa f(y,{) nie ma minimum lokalnego wewnatrz
przedziatu 0<{<1 . Gdy ymin<y<Y({=1) , istnieja dwa mozliwe
rozwiazania rdéwnania (V.59): (“} 1 (m’ = przy czym

1) {2) -
0<C <<min . (min<c <1 (por. rys. V.4) ktére

lo‘ T T T '

1.3 B

1.2¢

YD)

1.1}

\

(=
ix]
—

=2
B
—

l:clzl;lin
9.8 L L L

8.0 8.2 ((11 8.4 8.6 0.8 ((21 1.0

Rys. V.4 Graficzne rozwiazanie rdéwnania (V.59): ;:?(() [t]-
¥/¥40=Y (L) /¥y 1 dla ;min<;<?(c=l) ; Bi10?~GB . Na rysunku
clzcmin 1 Ye17¥min (5. Ycl/YOG:
/YOO) odpowiadajace minimum funkecji Y({) [por. (V.63,64)

zaznaczono takze wielkosci [

ymin
i dyskusje powyzej]
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odpowiadaja ekstremom lokalnym funkcji podstawowej f(y,{) ;
liczby % , € zaleza zaréwno od y jak i od B .

Aby stwierdzié, czy w punktach (“) i Cm’ mamy do
czynienia z minimum czy z maksimum funkcji f(y,{) , nalezy
zbadaé znak pochodnej 82f/6(2 w tych punktach. Poniewaz dla
C=C“’ , 1=1,2 , speinione jest rdwnanie (V.58), zatem przy
obliczaniu pochodne}j

2

a f = " 2 (1]
;é—(yl() - xk (E)Y s xa (C)Y (V-SO)

w tych punktach mozZzemy w miejsce y2 wstawié wyrazenie

[*a'(f)Y(C}“PBB]/*k‘(() , co po dalszych przeksztalceniach i
ponownym skorzystaniu z rdwnania (V.58) umozliwi znalezienie

odpowiedniego wyrazenia na te pochodna:
2 . : x_* B
e (LA S TN (PR R IR =

ar k k a =™

"
X
»
<
I
X
>
<
N
K
I
X
m‘
-
|
)
X
=
~
"
"
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= x_ Zeau Ba Y- o (V.61)

=C
gdzie Y oznacza tu wszedzie funkcje Y({) danag przez
wyrazenie (V.59); postac tego wyrazenia wykorzystalismy
explicite dla napisania ostatnie] réownosci. Wobec

ostatecznego rezultatu (V.61) otrzymujemy nastepujaca

zaleznoscé:
62f Wy w W
sgn| —5(Y(L ),0 )| = -sgn[Y' (L )] : (vV.62)
ar
Poniewaz =zachodzi: :u%(min<tm, i zatem Y'((uﬁ<0 i
Y'(Cu5>0 (por. rys. V.4), 8kad - =zgodnie 2z =zaleznoscig

(V.62) - wynika, ze punkt C:C“)odpowiada minimum lokalnemu
funkcji f(y,{) (ze wzgledu na (), natomiast (:(a) jest
punktem maksimum lokalnego.

Gdy y>Y(L=1) , rozwiagzanie £=t® réwnania (V.59)
przestaje istnieé, gdyz W przedziale Cmin<(<1 mamy
Y({)<Y(L=1) (por. rys. V.4). A zatem rdwnanie to ma wdwczas
tylko Jjedno rozwiagzanie r=¢® odpowiadajace minimum

lokalnemu funkcji £(y,{)

Minimum lokalne (* pojawia sie, gdy wartosé y
przekroczy 0 T czyli najmniejsza wartosé y , dla ktérej
moze by¢ speinione rdwnanie (V.59), wobec czego nalezy

utozsamié Yain ¥ ¥ap i wielkosé cmin , dla ktorej funkcja

n
Y({) (V.59) osiaga minimum, bedziemy dalej nazywaé (cl

(por. rys. V.4) - a zatem zachodzi rdéwnosc

" AN R 2 Ry S (V.63)
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Poniewaz punkt C=(cl , w ktérym funkcja Y({) ma minimum
lokalne, lezy wewnatrz przedzialu 0<{<1 , zatem musi byé

spelniony warunek:
YL g=a (V.64)

lub réwnowazne mu rdéwnanie:

xau = "k”Y(C) t,_( -~ D y (V.65)
G )
otrzymane przy pomocy wyrazenia na pochodna Y’
xalPY__xleYZ
AURE o~ (V.66)

powyzsze wyrazenie dostajemy 2z rdéwnania (V.58) po Jjego
zrézniczkowaniu wzgledem U s Rozwiazujac numerycznie
réwnanie (V.65) dla réznych wartosci pola magnetycznego B ,
otrzymujemy zaleznosc ycl(B) , ktéra pokazano na rys. V.5.
Druga z wielkosci krytycznych, Y.p » Oznacza - zgodnie
ze swoja definicja [por. dyskusje powyzej (V.58)] - taka
wartosé y , przy ktérej wartosé funkcji podstawowej f(y,l) w
punkcie minimum lokalnego wewnatrz przedziatu 0<{<1 , tzn. w
punkcie (=(“%y) , staje sie rdwna wartosci f(y,{) dla (=1
[gdzie funkcja ta tez ma wtedy minimum lokalne; por.

dyskusje pod (V.57)], tzn.:

£y ,L"(y)) = f(y,1) ; (V.87)

Y-Ycz Yzlfcz
rozpatrujemy oczywiscie tylko yZycl(B) ’ bowiem
wtedy istnieje rozwiagzanie (:(“%y) réwnania (V.59). Wobec

takiej definicji y , dla y>y minimum absolutne funkcji
c2 c2

f(y,L) lezy w punkcie C=Cu%y) wewnatrz przedziatu 0<{<1 ;
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i i
0.0 2.0-10"7 4.9-10"7 6.0-18%7 8.0.18'7  1.9.10'8
B [Gs]

9.7 i i

Rys. V.5. Zaliénoéé wielkosci krytycznych ;cl (:ycl/YOD)
(krzywa 1) i Yoo (:ycz/yoo) (krzywa 2) od pola magnetycznego
B

por. dyskusje pod (V.57). W rdéwnaniu (V.67) wystepuje
nieznana explicite zaleznosd (:(“Ry) g znana Jjest
natomiast zalezno$é¢ odwrotna, ktdéra stanowi zwigzek y=Y(U()
(V.59), jesli tylko ograniczymy wartosci { do przedzialu
0<C<Cc1(B) , bedacego przedziatem wartosci funkcji Cjn(y)
(por. rys. V.4). [W tym przedziale rdéwnanie y=Y({) (V.59) ma
- dla yZycltB) - jednoznaczne rozwiazanie C:(J”(y) 3
rozwiazanie to odpowiada minimum lokalnemu funkcji £(y,l) ].

Dlatego zamiast wyznaczaé¢ wielkosdé Y=¥.o 2 réwnania (V.67),

rozwiazujemy rownanie

£(Y(L),0) = £(Y(L),1) ) (V.68)
=, {={ o
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znajdujac krytyczna wartosé C=(c2 i ktdéra odpowiada

krytyvcznej wartosci Y=Y .0
Yo & T ol . (V.69)

Rozwiazanie rdéwnania (V.68) Jjest roéwnowazne spelnieniu
rownania (V.67) - pod warunkiem, ze dopuszczamy - zgodnie =z
powyzsza dyskusja - tylko dodatnie wartoééi { mniejsze niz
(CI(B) . Oznacza to, ze rozpatrujemy jedynie te punkty { ,
ktore moga odpowiadac minimum lokalnemu funkcji f£(y,{) -
warunek 0<(<(01(B) jest bowiem rdéwnowazny zadaniu ujemnej
wartosci pochodnej Y’ ({) [por. rys. V.4 oraz (V.62)].
Znalezionag numerycznie przy pomocy rownan (V.68) i (V.69)
zaleznosé ycz(B):Y((cz) umieszczono Wraz =z ycl(B) na rys.
V.5 ; jak latwo mozna zauwazyé¢, dla kazdego B zachodzi

nierownoscdc:
Ycl(B) < ycz(B) 5 (V.70)

ktéra jest zgodna z okresleniami wielkosci ycl(B) - YCZ(B) .
Z nierdwnosci tej wynika tez istnienie pewnego przedzialu
wartosci y : ycl(B)<y<yc2(B) , W ktdrym mamy minimum lokalne
funkcji podstawowej f(y,{) w przedziale 0<{<1 nie bedace
minimum absolutnym; minimum absolutne wystepuje wodwczas w
punkcie (=1

Gdy znalezlismy juz zaleznosci ycl(B) i ycz(B) , & przy
okazji rdwniez CCI(B) i (CZ(B) , 2znamy tez odpowiedZ na
podstawowe W naszych rozwazaniach pytanie o minimum
absclutne funkcji f(vy,{) . Odpowiedz ta jest zawarta w

ponizszym stwierdzeniu:
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ze wzgledu na { (przy ustalonym y oraz B)

réwnowaznym warunku: 0<(<C01(B) 1,

gdy y)ycz(B) ; wtedy 0<{<1 . (V.71)

V.3. Atom I typu: (<1

A. Réwnanie roézniczkowe na {(r).

Pierwszym przypadkiem, ktdéry rozwazymy W naszym

modelu, bedzie atom, w ktérego catym obszarze mamy:
0 A0y € 4 . (V.72)

Oznacza to, ze nie ma w atomie 2zadnych obszardw statej
wzglednej magnetyzacji (=1 , a zatem nie ma réwniez
powierzchni granicznych [ ¢=0 , por. (IV.18)] - zardwno n(r)
jak 1 £(r) sa ciaglymi funkcjami w przedziale G(réro . Atom

taki bedziemy nazywaé atomem I typu

Zgodnie z wynikami poprzedniej sekcji, gdy {(r)<l1 ,

musi jednoczesnie byé spelniony warunek:

y(r) > y_o(B) , (V.73)
Oﬁrﬁro [por. (V.71)]. Czy 1lub kiedy ta nierdwnosé ma
miejsce - rozwazymy pozZniej. Obecnie zajmiemy sie
rozwigzaniem problemu atomu I typu.

Podstawowe rdwnanie wariacyjne (IV.11) dla funkcji
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F(n,{) danej przez wyrazenie (II1.68) przybiera postad:

2a (L())y2(r) - 3% (L(r))y(r) - wgBL(r) = V(r) + u , (V.T4)

gdzie y tak jak poprzednio oznacza nl/3 [por. (V.51)].
Drugie podstawowe rownanie wariacyjne (IV.12) -
obowiazujace, gdy |C(r)|<1 - stanowi po prostu warunek
minimam funkeji F(n,{) ze wzgledu na { , a =zatem jest

réwnowazne rownaniom (V.58) lub (V.59). Wobec tego y(r) i

{(r) zwiazane sa zaleznosciga:
y(r) = Y({(r)) ; (V.75)

Potencjal V(r) jest zdefiniowany przez rdéwnanie (IV.9)

i spetnia dla r>0 rownanie Poissona (IV.37). W sekcji IV.3

zaproponowalismy - w sposdb ogdélny - zZeby najpierw 2z
réownania (IV.12) wyznaczyé {(r) Jjako funkcje n(r) i
otrzymana zaleznosé¢ wstawié do rdéwnania (IV.11), skad

nastepnie mozna by znalezé zwiagzek (IV.38) n(r) z V(r)+u ,
ktéry w potaczeniu 2z rdwnaniem Poissona (IV.37) dalby
rownanie kwantowo-statystyczne (IV.39) na potencjar V(r) .
Procedura taka - choé formalnie poprawna - nie jest w
przypadku rozwazanej funkcji F(n,{) (II1.68) dogodna, gdyz
(IV.11-12) dla kazdej wartosci potencjaitu V(r), w celu
uzyskania prawej strony rdwnania (IV.39) , tzn. n(V(r)+u)

W naszym przypadku duzo wygodniejsze jest rozwigzywanie
- zamiast rdwnania (IV.39) na potencjat V(r) - rdéwnania na
wzgledna magnetyzacje {(r) . Wstawmy bowiem w rdéwnaniu

(V.74) w miejsce y(r) - zgodnie z (V.75) - funkcje Y({(r)).

125



Otrzymamy wtedy zaleznosé potencjalu V(r) od {(r)
Vir) + a = G(L(r)) ’ (V.76)
gdzie
- 2 4
G(L) = g*k(C)Y (L) = g*a(C)Y(C) = PBBE ; (V.77)

Gdy zwiazek (V.76) wstawimy do réwnania Poissona (IV.37) 1
uwzglednimy, ze n(r)=Y3(((r)) , otrzymamy wdéwczas rownanie

rézniczkowe na {(r)

wuun[ﬁ%ﬂ+39ﬂﬂ]+wuunﬁﬂﬁf=

S ' ar dr
= 4n¥3(L(r)) (V.78)
réwnanie to bedziemy nazywac rownaniem kwantowo-

-statystycznym na wzgledna magnetyzacje UL (r) . Wszystkie

pojawiajace sie w (V.78) funkcje { sa znanymi 2zaleznosciami
analitycznymi: Y(f{) okreslona jest przez druga rownosé w

(V.59), natomiast pochodne G’'({) i G"({) wyrazaja sie

nastepujaco:
5 2 ”
+ 25 2 Y - 5 %)Y \ (V.80)
Pochodna Y’ obliczamy przy pomocy wzoru (V.66), zas Y”

wyznaczamy 2z dwukrotnie zroézniczkowanego wzgledem { rdwnania
(V.58):

- ' e v _1.
X = (ZNk ¥ * )
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2

5 ey _ e o _ 2 g’ e &
[ua Y * Y +2(xa Zxk Y)Y ZRk Y

] : (v.81)

L] Ll

wyrazenia na pochodne xa‘, . xa”, * dane 83 przez

réwnania (V.4,5,8,9), natomiast

v = -t w s [(140)2B-(1-0)7%3 (V.82)
R N (C o e AN e g T (V.83)

B. Warunki brzegowe.

Warunki brzegowe okreslone zostana w punktach r=0 i
r=rg . Aby znaleZé warunek brzegowy dla {(r) dla r=0 , ktéry
jest rdwnowazny warunkowi (IV.42) spelnionemu przez
potencjat V(r) , zauwazmy najpierw, 2ze dla malych r
dominujacym sktadnikiem po prawej stronie podstawowego
réwnania ,wariacyjnego (V.74) jest kulombowski potencjal
jadra % wchodzacy w sktad V(r) [por. (IV.9) i (II.61)].
Wéwczas z rdéwnania (V.74) wynika, ze dla matych r wielkosc¢ y
staje sie bardzo duza (y»w , gdy r-+0), a dominujacym
sktadnikiem po lewej stronie rdéwnania (V.74) jest %ﬂk(f)yz .

Wobec tego dla r>0 zachodzi rdéwnosc:

2w k() yir) =L (V.84)
2z ktorej dostajemy
1/2
- 3Z -1/2
Wéwczas - aby spelnione bylo rdéwnanie (V.58) - matym

wartosciom r musza odpowiadac¢ dostatecznie male wartosci ( ,

bo wtedy mala wartosé ma wystepujaca w tym réwnaniu pochodna
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' (0)
x ' (0) = % o35 €+ 0(e)] (V.86)

[por. (V.106) ponizej]. Po wstawieniu zaleznosci (V.85) i
(V.86) do rdéwnania (V.58) - uwzgledniajac ponadto, ze dla
matych { funkeja nk(t) rédwna sie xk0+0(C2) - dostajemy
pierwszy wyraz rozwiniecia funkcji {(r) dla matych r

SHBB
L{r) = o Rl + (wyzsze potegi r) 3 (V.87)

co zapisane w postaci:
SHBB

v CLE) -
= e e

stanowi szukany warunek brzegowy dla {(r) w punkcie r=0.
W punkcie r=rg wartosci brzegowe n(rD)=y3(r0) i ((ro)
speiniaja rdéwnanie (IV.51), ktdre dla funkcji F(n,{) (II.88)

przyjmuje postacd:
Z e (Lr))y°(xg) = 5 = (Cxgyi(rg) =0 . (V.89)

Powyzsze rdwnanie jest spelnione, gdy pomiedzy ((ro) i y(ro)
zachodzi zwiazek:

na(C(rD))

(V.90)

ktory stanowi uogdlnienie rdéwnosci (II1.31) na przypadek
magnetycznego atomu TFD. Zgodnie 2z 2zaleznoscia (V.75)
wielkosdé y(rD) jest rdéwna Y(C(ro)) , co 2z Jjednej strony -
wobec dodatniej wartosci funkcji Y({) we wzorze (V.59) -
uzasadnia pominiecie rozwiazania y(r0)=0 rownania (V.89); =z
drugiej strony - W potaczeniu z (V.90) - otrzymujemy

réwnanie:
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x_(L,)

Y(CO) = Ez;TfET ) (V.91)
z ktorego mozna wyznaczyd
BGEgl =Ly (V.92)
a nastepnie obliczyé
vlrg) = Y(Lg) : (V.93)
Gdy znamy Jjuz brzegowg wartosc CO , rézniczkujac wWzgledem

zmiennej r rdwnanie (V.76), a nastepnie korzystajac =z
warunku brzegowego dla dV/dr(rO) (IV.89), mozemy obliczyc¢

pochodna d(/dr(ro)

s14 <1 g¥ 1 A=N

E(ro) = [G' (CO)] El_z-'(rﬂ) = [G‘ (co)] v 2 ’ (v-94)
0
jest to trzeci - oprocz (V.88) i (V.82) - warunek brzegowy
dla {(r)
Znajomosdé C(ro):(O(B) pozwala rdwniez - przy pomocy

podstawowego rownania wariacyjnego (V.74), zaleznosci (V.90)
oraz wyrazenia (IV.88) na V(ru) - otrzymaé nastepujacy
zwigzek dla potencjalu chemicznego u

2
e P
HE o <~ wadamyy  FRrrg SELiL

[por. (IV.86)]. Zaleznosci tej nie wykorzystuje sie podczas
rozwigzywania rdwnania kwantowo-statystycznego (V.78) na
{(r) , edyz M w tym rdwnaniu - ani w stowarzyszonych
warunkach brzegowych (V.88,92,94) - nie wystepuje. Gdy
jednak zostanie znalezione rozwiazanie rdwnania (V.78), tzn.

promien r, i rozktad {(r) dla Oﬁrﬁro , wartosé¢ p obliczona

129



wediug (V.95) jest niezbedna, jesli chcemy wyznaczyé przay
pomocy rownan (V.74-75) przebieg potencjatu V(r) w obszarze

atomu.

C. Krytyczne pole magnetyczne.

Réwnanie (V.91) nie ma zawyczaj jednoznacznego

rozwigzania: w zaleznosci od wartosci pola B rdéwnanie to ma

[ B) (2)

dwa pierwiastki CU ;| CO lub nie ma ich wcale (por. rys.

V.6); tvlko dla jednej wartosci B mamy jeden pierwiastek:

(6”=Cam. Gdy istnieja dwa pierwiastki nalezy dokonac
wyboru jednego =z nich. Wybrany pierwiastek powinien

oczywiscie odpowiadad¢ lokalnemu minimum funkeji f(yv,{) ze
wzgledu na { [dla y=Y({,)], a zatem dla £=({;” 1lub dla
C=Caﬂ pochodna musi byé ujemna - zgodnie =z dowiedziong
wczesnie)j rownoscig (V.62). OQkazuje sie Jjednak, ze +to
kryterium moze byé niewystarczajace dla dokonania wyboru
prierwiastka, gdyz w pewnym przedziale wartosci B zardwno

ca“ jak i ca” sa mniejsze niz {_,(B) (=({_. ) , a wtedy

Y’(Cau)<0 , i=1,2 [por. rys. V.6, krzywa 3]. Konieczne jest
zatem uzycie silniejszego kryterium w postaci 2zadania, aby

funkcja f(y:Y(C(rO)),C) osiagala dla (=C(r0) minimum

absolutne ze wzgledu na { , o czym rozstrzyga warunek
(V.71). Okazuje sie bowiem, 2ze zawsze Jjest spetniona
nierdéwnosé:

Y(£y™) < v o(B) (V.96)
a zatem zgodnie z kryterium (V.71) - mozna wykluczyé (Bm

W przypadku Cé” zachodzi przeciwna nierdwnosc¢:
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Rys. V.8. Przebieg funkcji Y (()_[ (()/*k(f)]/yoo (krzywa
1) oraz funkecji Y(() [= Y(C)/yoo] dla B=5- 10 Gs (krzywa 2),
B=1.15-10" Gs (krzywa 3), B=1.296057-10"
B:2-107 (krzywa 5) w przedziale 0=<{=<1 . Punkty przeciecia

Gs (krzywa 4) i

krzywych 2-5 z krzywa 1 odpowiadaja graficznemu rozwiazaniu
réwnania (V.91): ?0(():T(C) . Krzyzykami ( x ) zaznaczono na

krzywych 2-5 wartosé krytyczna ;cz(B) [ycz(B)/Yoo]-

L &

Y(C0 ) > yc2(B) dla D(B(Bcl . (V.97)
gdzie

By A 1.232038295-10' Gs (V.98)

(por. rys. V.7). Wynika stad, ze dla 0<B<Bc1 poszukiwana

wielkosé CO réwna sie (a” , tzn. mniejszemu pierwiastkowi

réwnania (V.91). Gdy B)Bc1 , rownanie (V.91) nadal ma dwa
1) {2)

pierwiastki: (0 X CO - az pole B osiagnie krytyczna

wartosdé
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Rys. V.7. Zaleznosé wielkosci brzegowych Yo EY((U )

(1) e (R e <2) (2 ]

[=Y(L, )/Y00 ] (krzywa 1), v =Y(L, ) [=Y(C0 )/¥o0

(krzywa 2) od pola B w pordwnaniu 2z wielkoscig krytyczna
?cz(B) [=y_5(B)/yyy] (krzywa 3) [por. nierdwnosci (V.96) i
(V.97)1.

Bc2 = 1.29605?327'10? Gs (V.89)

(dla ktdrej cé“:ca” ), powyzej ktérej réwnanie (V.91) nie

ma pierwiastkdw. Prawdziwym polem krytycznym jest jednak Bcl

gdyz dla Bc1<B<Bc2 rozwiazanie (Ozfan speinia relacje
analogiczng do (V.96) i - tak samo jak (Oz(aa w catym
przedziale 0<B£B02 - nie odpowiada juz minimum absolutnemu

funkcji f(y,{) ze wzgledu na (

D. Uzasadnienie zalozenia (V.72).

Nasuwa sie oczywiste pytanie, czy dla 0<B<Bcl - gdy w
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punkcie r=rg spelniona jest nierdwnosé: Y(((ro)) > YCZ(B)
[por. (V.97)]) - analogiczna nierdwnosé (V.73) zachodzi w
calym obszarze atomu, tj. dla r<rg , co - zgodnie z (V.71) -
stanowiloby uzasadnienie przyjetego na poczatku tej sekcji
zatozenia (V.72) o {(r) . W celu znalezienia odpowiedzi na
to pytanie zauwazmy, 2ze =z =zaleznosci (V.76) pomiedzy
wielkosciami V(r) i {(r) wynika - po Jjej zrézniczkowaniu

wzgledem r - zwiazek:

L) = 6 @1t Fer) (V.100)

z ktérego juz raz skorzystalismy w rdéwnaniu (V.94). Zgodnie
z réwnaniem (V.41) - jesli, tak jak poprzednio, ograniczymy
sie do rozpatrywania neutralnych atoméw i dodatnich jondw
(Q20) - pochodna dV(r)/dr jest w calym przedziale D<r<ro

ujemna. Wobec tego z réwnosci (V.100) wynika, 2e o znaku

pochodnej d{(r)/dr decyduje - dla Q20 - wylacznie 2znak
G"(L(r))
sgn (J5(r) )= -senlG (C(r))] . (V.101)

Jak wynika z analizy numerycznej, pochodna G’ ({) jest
ujemna tylko w pewnym przedziale 0<(<(c3(B) (patrz rys. V.8);

dla (:CCS(B) funkcja G’ ({) zeruje sie:

G' (L q) =0 (V.102)
zad dla wiekszych { pochodna G’ ({) jest dodatnia. Okazuje

sie jednak, ze dla kazdego 0<B<Bc2 spelniona jest nierdwnosdé:
(O(B) < Cc3(B) ; (V.103)

dla B:Bc2 powyzsza nierdéwnosé przechodzi W rownosc
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G'(Y) [a.u.]

C

Rys. V.8. Przebieg funkcji G’ (L) (V.79) w przedziale O0=(=1

dla B:106 Gs (krzywa 1), dla B:l{}7 Gs (krzywa 2),

dla B:lO8 Gs (krzywa 3), dla B=109 Gs (krzywa 4).

(por. rys.V.9). Wobec tego dla r=rg pochodna df{(r)/dr jest
dodatnia, co oznacza, ze w poblizu r=r, W miare oddalania
sie od tego punktu w kierunku wnetrza atomu {(r) ulega

zmniejszeniu:
tir) < C(r0)=CD(B) : (V.104)

Tendencja ta utrzymuje sie az do punktu r=0 , gdyz - zgodnie
z relacja (V.101) - nierdwnosci (V.103-104) implikuja
dodatnia wartosé pochodnej d{(r)/dr , a zatem state
zmniejszanie sie {(r) wraz z malejacym r oraz speinienie
relacji (V.104) w calym przedziale 0<r<r0 . Poniewaz w

przedziale D<(<Ccl funkcja Y({) maleje wraz ze wzrostem [ ,
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Rys. V.9. Pordwnanie CO:tO“%ﬁﬂiczonego z réwnania (V.91)
(krzywa 1) i (c3 obliczonego z rownania (V.102) (krzywa 2) w

zaleznosci od pola B [por. nierdwnosé (V.103)].

zas dla D(B<BCl obowigazuje nierdéwnosé (V.97) speitniona
przez Coztou’, zatem w catym atomie sluszna jest zaleznosdé
(V.73). Oznacza to - zgodnie z kryterium (V.71) - 2ze dla
0<B<B_; minimum funkcjonaiu E[n,{] (II.67) moze odpowiadac
sytuacja, gdy 0<«{(r)<l w catym atomie. Poniewaz relacja
(V.103) obowiazuje w calym przedziale 0<B<Bc2 , dlatego
réwniez dla Bcl(B<Bc2 istnieje rozwiazanie {(r) takie, ze
0<f(r)<1 , jednakze w tym przypadku na pewno nie odpowiada
ono minimum funkcjonalu energii, gdyz warunek (V.73) nie

jest spelniony w poblizu brzegu atomu [poxr: (V.87¢) ‘i

dyskusje ponizej].
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E. Metoda rozwigzania. Rozwiniecia dla matych { i r

Majac rdéwnanie rézniczkowe drugiego rzedu (V.78) oraz 3

warunki brzegowe (V.88,92,94), Jjestesmy w stanie zardwno
Wwyznaczyc¢ promien atomu r, jak i znalezé rozktad {(r) , a
nastepnie - przy pomocy rdéwnan (V.75,59) - rdwniez rozktad

v(r) . W praktyce wyglada to tak, 2ze catkowanie rdéwnania

(V.78) zaczynamy w pewnym punkcie ro, s W ktérym wartosd
((ro) oraz %%(ro) znajdujemy 2z warunkdw (V.92,94), a
nastepnie catkujemy numerycznie od r=r, do r=0 . Promien

r, nalezy wybradé tak, aby otrzymana w wyniku catkowania

£(r)
r

wartosdé miata warto$é dana w warunku (V.88). Taka

r=0
metoda rozwigzania problemu pokrywa sie w zasadzie z ogdlnym
algorytmem podanym w sekcji IV.6 , z tym, 2ze w algorytmie
tym méwi sie o rdwnaniu rézniczkowym i warunkach brzegowych
dla potencjatu V(r) , natomiast w przypadku funkcji F(n,{)
(I1.68) duzo wygodniejsza w uzyciu wielkoscia okazata sie
wzgledna magnetyzacja {(r)

Podczas catkowania numerycznego pojawiaja sie problemy
zwigzane z tym, ze dla matych r wartosci { sa réwniez male.
Wtedy wartosci m. in. pochodnych Ra'(() - *k'(() ’ "a"'(() )
xk"‘(() obliczone numerycznie wedlug wzordw (V.4,5,82,83)
staja sie bardzo niedokladne, albo wrecz sa réwne 0 (dzieje
sie tak juz dla C$10_8 przy precyzji obliczenrn numerycznych

-15 ). Aby utrzymaé¢ odpowiednia doktadnosé

wynoszacej 10
obliczen numerycznych, dla malych { uzywano rozwiniecd

funkeji »_ (L) i % (L)
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x_ (L)

: =1+ 202 3 0, 46, : (V.105)
a0 3 3 3
» (L)
=1+ 22 a5 B8, (V.106)
kO 3 3 3
oraz wynikajacych z nich rozwinieé¢ dla xa'(() - xk‘(() R
*a“(() ’ xk"(() i Ra"'(() i Rk"'(f) . Wstawiajac te

rozwiniecia do wyrazen na funkcje Y({) (V.59) i G(L) (V.77),
a nastepnie rozwijajac w szeregi Taylora wystepujace w tych
wyrazeniach funkcje potegowe typu (1+x)p (gdzie p dowolne,
zas x €« 1 ), dokonano rozwiniecia funkecji Y(L) i G(L) =z

doktadnoscia do 12 czlondw:

10
(L) = }: o L4 pfet ey (V.107)
k=-1
9
8%y = Y 0 A%, pg¥0Ry 4 (V.108)
k=-2
wspoiczynniki Yk i Gk zaleza od B - wyrazenia na te

wspotczynniki sa podane w dodatku D.
Rozwinieé¢ (V.107,108) mozna uzyé do znalezienia

dalszych niz pierwszy wyrazdéw w rozwinieciu funkcji {(r) dla

matych r . Rozwiniecie to ma ogdlna postad:
(o]
C(r) = E: zer/Z ; (V.109)
j=2
Pierwszy wyraz okreslony jest w rdwnaniu (V.87):
3PBB
C2 B = (Vv.110)
Wspotczynniki (j , J=3,4,... , mozemy 2znaleZé wstawiajac

rozwiniecia (V.107-109) do rdwnania rézniczkowego (V.78) ,
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spetnionego przez {(r) , a nastepnie - po odpowiednich
przeksztatceniach - pordwnujac wspdlczynniki pray tych
samych potegach r po obu stronach rdéwnania. W ten sposdb

otrzymano nastepujace wyrazenia na (3 i C5

G_1 _ 3/2 S 02
G2t o B8 e A0 Ly (V.111)
= T, e e B
k0
dny 3 G 3G
N o) oo W2 L L 8/8 T e B
5 o, ‘2 &y AT, "2 3
6r.5 G ar
) T l[ S T ]( g
522 - i Ty J*%
4
[ 144  13%, ] 3% 0
= + u_B +
b 10%, 2 72 52 27 B
k0 a0
2
32
7 a0
P s ; (V.112)
Sl 4

Wwyzsze wspolczynniki Cj (j26) rdwniez zaleza od (4 , lecz ze
wzgledu na pracochtonnosé obliczen nie wyznaczono ich
postaci. Rdéwnanie (V.78) jest spelnione dla dowolne)]
wartosci (4 , a zatem wielkosé ta daje sie wyznaczy¢é dopiero
po rozwigzaniu rdwnania (V.78) w calym przedziale Oﬁriro
pPrzy uzyciu warunkdéw brzegowych (V.88,92,94). Wobec tego (4
zalezy, oprdécz Z 1 B , rdwniez od N . Wielkosé C4 peini w
rozwinieciu (V.109) analogiczna role Jjak wspélczinnik vy, W

rozwinieciu potencjalu zredukowanego w(x)=1+§;wjx3/2 W
3=

modelach TF i TFD [por. np. [24]; definicja w(x) w
modelu TFD zawarta jest w rdwnaniu (III.14) ], gdzie ¥g

Vg oo ovee zaleza od nieznanej - przed rozwiagzaniem problemu
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atomu - wielkosci v, [w,=v¥'(0)].

Rozwiniecie (V.109) mozna by wykorzystaé Jjako punkt
startowy dla calkowania numerycznego réwnania (V.78)
obliczajac przy jego pomocy - dla pewnego (4 - wartosci {(r)
i d{(r)/dr w pewnym punkcie r=rgo 20 . W takiej metodzie
dobieramy wartosdé C4 tak, aby podczas catkowania rdéwnania
(V.78) dla r>rgg (catkowanie "do przodu") w pewnym punkcie
r=rg zostaly jednoczesnie speinione warunki brzegowe
(V.92,94). Wydaje sie jednak, ze stosowana w tej pracy
metoda catkowania "od tyiu", tzn. od r=r, do r=0 , jest duzo
wygodniejsza, chocby dlatego, ze nie trzeba stosowacd
rozwiniecia (V.109), ktorego doktadnosé zalezy istotnie od
liczby jego znanych wyrazow.

Poniewaz dla matych r - gdy {(r) dazy do 0 [por.
(V.87) - funkcja Y(L{(r)) Jjest rozbiezna [por. (V.107)],
zatem rdwnanie kwantowo-statystyczne (V.78) na {(r) Jjest -
podobnie jak rdéwnania TF i TFD [24] - osobliwe w r=0
Dlatego - catkujac numerycznie to rdwnanie, poczynajac od
r=rgy w strone mniejszych r - nie mozemy osigagnaé¢ punktu r=0
Catkowanie konczymy zatem w takim punkcie r=rg, 0. ; aby
wielkosé ((roo)/r00 byta réwna granicznej wartosci
{(r)/r r=0 D& poziomie doktadnosci obliczen komputera.
Pordwnujac pierwszy (j=2) i drugi wyraz (j=3) w rozwinieciu

(V.109)

o 1 A (V.113)

gdzie 10 P jest wzgledna dokladnoscia reprezentacji liczb w

komputerze, dostaniemy - zgodnie z wyrazeniami (V.110,111) -
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gorne ograniczenie wartosci 50

15w, .2
S ekl R (V.114)

00 . 2

al
ktére - jak widaé¢ - nie zalezy od wielkosci pola B . Stad
wynika,ze dla Z~101 i p=-15 wielkosé o0 musi byé mniejsza
od -«10-28 Oczywiscie, calkowanie numeryczne rdéwnania
(V.78), ktére jest osobliwe w r=0 , od r=rg az do
r=r00~10—28 przy uzyciu standardowych procedur numerycznych

moze sprawiaé¢ trudnosci ze wzgledu na dobdér kroku catkowania
oraz duza wartosd dzt(r)/dr2 dla r>0 [gdy r»0 , pochodna ta
dazy do o - zgodnie z rozwinieciem (V.109)]. Aby pokonac te

trudnosci, dokonujemy zmiany zmiennej catkowania:
r=-e X (V.115)

w wyniku ktérej obszar w poblizu r=0 ulega rozciagnieciu
(t=-o dla r=0 ), a jednoczesnie dla dostatecznie ujemnych t ,
odpowiadajacych matym r , funkcja ((t):((r=et) oraz Jjej
pochodne bardzo wolno zmieniaja sie wraz 2z t . Po tej
zmianie zmiennych calkowanie rdéwnania rézniczkowego na ((t)
[otrzymanego z rdwnania (V.78)] w przedziale log Yoo s g X

log rs nie nastrecza zadnych trudnosci numerycznych.

V.4. Atom II typu: {(r)=1 w pewnym obszarze brzegowym.

Atomy I typu moga istnieé tylko w polu B nie
przekraczajacym krytycznej wartosci Bc2 . Dla pél B
wiekszych od 802 konieczne jest dopuszczenie innych typdw
atoméw, tzn. takich, w ktérych wystepuja powierzchnie

graniczne r=r, . Oczywiscie, atomy takich typdw mozna
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rozwazac rowniez, gdy 0<B<Ecz . [ Woéwczas jednak, aby
stwierdzidé, ktéry z typdéw atoméw (tzn. I , II czy Jjakis
inny) odpowiada stanowi podstawowemu, nalezy obliczyé
energie catkowite tych atoméw, a nastepnie - zgodnie z idea
teorii funkcjonatu gestosci - wybraé atom o najmniejszej -
dla danego B - energii; pordéwnanie energii atoméw I i II
typu przeprowadzone zostanie w rozdziale VII (brak innych
typéw atoméw uzasadniamy w sekcji V.5).]

Najprostszym tego typu przypadkiem jest atom, w ktdérym
W pewnym obszarze brzegowym mamy peine namagnesowanie,
podczas gdy w pozostatej czesci atomu Jjest ono tylko

czesciowe:
L) =1 dla r <r<ry (V.118)

€ £fr) < 1 dla O<r<r (V.117)

1

Atomy takie bedziemy nazywaé atomami II typu.

W przedziale 0<r<r1 , gdzie 0<{(r)<1 , obowiazuja - tak
samo jak w przypadku atoméw I +typu - obydwa podstawowe
réwnania wariacyjne (V.58) i (V.74), a zatem spelnione jest
tam roéowniez rdéwnanie kwantowo-statystyczne (V.78) na C(r)
oraz warunek brzegowy (V.88). Z kolei dla r1<r<r0 rownanie

wariacyjne (IV.11) przyjmuje postacd:
2 x (1)y2 4 B -V =0 v.118
F ML yTlr) = g (L)ylr) ~ #gB ~ V) ~ 2 = . (V.118)

Rozwigzujac to réwnanie kwadratowe wzglgﬂem y(r) , dostajemy

dwa mozliwe rozwiazania:

y(r) = y_ (r) =

+
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"

e [1 ,/q_l5 S STET—— ] (V.119)
— + = r)+ptp ; L
5, (1) 1L 20, B

y(r) = y_(r) =

-~

2x_(1) 1/ % (1)
i _aiiliyl | [ i i RS ] . (V.120)
Sxk(l) [ 4 va(l) B

Na brzegu atomu, r=r, , wielkos¢ y(ro) speinia rdwnanie
(IV.51), ktére dla funkcji F(n,l) (II1.68) i L(rg)=1
przyjmuje postac:

2w (y°(rg) - 3 = (v ) =0, (V.121)

skad dostajemy

x (1) 2
y(rg) = 3354y = 4?3
k 2 2

(v.122)
k0

Zerowe rozwiazanie réwnania (V.121): y{ro)zo odrzucamy,
stosujac analogiczna argumentacje Jjak ta, na podstawie
ktérej odrzucilismy zerowe rozwiazanie (V.39) w sekeji V.1 ;
konieczne jest przy tym zalozenie, 2ze Q20 . Pordwnujac
otrzymana wartos¢ brzegowa y(ro) (V.122) =z wyrazeniami
(V.119-120) na y _(r) i y+(r) , dochodzimy do wniosku, 2ze w
calym przedziale r1<r<r0 wielkosé y(r) rdéwna sie y+(r)
(V.119), gdyz tak jest na pewno w punkcie r=r, . Oczywiscie,
Jest jeszcze mozliwa hipotetyczna sytuacja, gdy y(r)=y+(r)

dla r*<r£r0 , 2as y(r)=y_(r) dla r,<r<r Przeprowadzajac

i
jednak takie samo rozumowanie jak w ostatnim paragrafie
sekcji V.1 , przekonujemy sie, ze dla Q20 taka sytuacja nie

moze mied miejsca W stanie odpowiadajacym minimum
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funkcjonalu energii.

Gdy zaleznosé y(r) (V.119) od V(r) wstawimy do
réwnania Poissona (IV=3T); otrzymamy réwnanie
kwantowo-statystyczne na potencjat V(r)

LEV(EI] & gupy Fr) (V.123)

dr2 + -
ktdére obowiazuje w przedziale ri<r<ry . Na brzegu atomu
potencjat V(r) speinia warunki brzegowe (IV.88,89). W
réwnaniu kwantowo-statystycznym (V.123) wystepuje - poprzez
y+(r) (V.119) - potencjal chemiczny u , ktdrego zaleznoscé od
Qs B4 r, mozemy jednak od razu wyznaczy¢é wstawiajac do

réwnania (V.118) dla r=rg wartosci y(ro) (V.122) oraz V(ro)

(IV.88):
2 2
2 “(1) 2
a Q a0 Q
H = = —m—— - =— - B = - =— - u_B (V.124)

4nk(1) r, B 4”k0 r, B
[por. (IV.86)]; dla napisania drugiej réwnosci
uwzglednilismy, ze - 2zgodnie 2z wyrazeniami (II.49,56) -

_.2/3
a0 » Hll)=a"" “e,

Wartoseci y(r) i Z(r) po obu stronach powierzchni

zachodzi: na(l)zzl/ax

granicznej r=r, zwiazane sa - w stanie minimum funkcjonalu

energii - rownaniami (IV.84) i (IV.90):

Za DD 32, €D =
=2« (HD®- 32 (D, (V.125)
5 s =D A — o S o
=2 e (D3 2= (y] - B, (V.126)
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gdzie oznaczylismy: yizy(rl—) > (I=€(r1-) : YI=Y(r1+) [por.
(IV.91-94)]; oczywiscie mamy ponadto - 2zgodnie 2z relacja

(V.75) - zaleznosé yi od Ci
yi = Y(C;) . (V.127)

Réwnanie (V.126) - ktore w istocie oznacza rownosé
potencjatu V(r) po obu stronach powierzchni r=r, [por.
(IV.40), (IV.11) i (IV.90)] - ma jednoznaczne rozwizzanie ze
wzgledu na yI :

2#_ (1)
P a
1 ® 5 (D) [1 ¥

.

VG YR RSl e SB g sl A -
a

gdyz - jak wczesdniej dowiedlismy - wtasciwym rozwiazaniem
réwnania (V.118) jest y=y, (V.119). Gdy wyrazenie (V.128)
wstawimy do réwnania (V.125), w ktérym nastepnie 2zastapimy
wszedzie y; przez funkcje Y(CI) [por. (V.127)], otrzymamy w
ostatecznym rezultacie jedno rownanie na wartosdé
wzglednej magnetyzacji na gornej granicy przedziatu D<r<r1
wynoszaca (I . W przedziale 0<(I<1 réwnanie to ma
jednoznaczne rozwiagzanie, przy czym dla kazdego B>0

spelniona jest relacja:
{1(B) < L _,(B) < Ec3(B) (V.129)

(patrz rys. V.10). Po wyznaczeniu (1 mozemy - przy pomocy
zaleznosci (V.127,128) obliczyd yI i yI ; zaleznosci tych
wielkosci od pola B pokazano na rys. V.11, gdzie umieszczono

rowniez y(ro) (V.122) (wielkosé ta nie zalezy od B)
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=t
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p
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0.0 2.0-10'7 4.0-10*7 6.0-18"7 8.0-10'7  1.0.10"®
B [Gs]
Rys. V.10. Pordwnanie CI (krzywa 1) z krytycznymi

wielkosciami (c2 (krzywa 2) oraz (03 (krzywa 3) [zdefinio-
wanymi przez rdwnania (V.68) i (V.102) ] w zaleznosci od

pola B [por. nierdwnoscé (V.129)].

oraz ycz(B) . Jak latwo mozna zauwazyé, dla dowolnego pola
B>0 zachodza nastepujace relacje pomiedzy y(ro) F yI " y; i
Vo2 ¢

Flegd €9 ¥ CH & (V.130)
Pierwsza z powyzszych nierdwnosci jest zgodna 2z osiagniets
wczesniej konkluzja, 2ze dla Q20 w przedziale r,<r<r,
wielkosé y(r) rdéwna sie y+(r) (V.119). Jesli bowiem
zaleznos§é y(r) od V(r) dana jest przez wyrazenie (V.119), to
- biorac pod uwage, ze potencjat V(r) jest dla @0 malejaca
wszedzie funkcja r [por. (V.41)] - dochodzimy do wniosku, ze

W przedziale r1<r<r0 réwniez y(r) maleje wraz ze wzrostem r ,
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| -~ 9.7 1 i i i
0.0 2.0-10*7 4.0.10'7 6.0.10"7 8.0.10'7  1.0.10*8
B [Gs]

Rys. V.11. Wielkosci graniczne ;; (=yI/y00) (krzywa 1),

;I (:y;/yoo) (krzywa 2) oraz wielkosé brzegowa ;(ro) ((ro):l
[:y(ro) z(ro)=1/V00] (krzywa 3) w atomie II typu W

poréwnaniu z wielkoscia krytyczna Vo2 [=ycz/y00=Y(Ccz)/Y00]
(krzywa 4) w zaleznosci od pola B [por. nierdwnosé (V.130)].

a zatem y(r))y(ro) w tym przedziale. Poniewaz dla dowolnego

B>0 spelniona jest nierdwnosé (V.129), mamy - przede
wszystkim - potwierdzenie zatozenia, ze 0<f(r)<1 W
przedziale 0<r<r1 [por. (V.117)], gdyz mozna - analogicznie

jak w przypadku atomu I typu - dowiesé, ze w przedziale tym
wzgledna magnetyzacja {(r) rosnie a y(r) maleje wraz ze
wzrostem r , a wiec zachodzi:

y(r) > YCZ(B) (V.131)
[patrz dyskusja po réwnaniach (V.103) i (V.104)]. Przeciwna

nierdwnosé ma miejsce dla r,<rerg
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y(r) < ycz(B) ’ (V.132)

co wynika z relacji (V.130) oraz =z faktu, ze vy(r) Jjest
malejaca funkcja r w tym przedziale. Nierdwnosé (V.132) -
zgodnie z kryterium (V.71) - implikuje spelnienie relacji
(V.116), podobnie jak nierownosc (V.131) implikowata
speinienie (V.117). Oznacza to, ze zadanie minimum
funkcjonatu energii - z ktérego wynikaja: 2z jednej strony
kryterium (V.71) , z drugiej zas wartosci y(r;) , yI ,yI B
2

pociggaja za soba nierdwnosci (V.131,132)] - nie prowadzi do

spelniajace nierdwnosci (V.129,130) [ktore =z kolei

sprzecznosci z zatozonym typem rozkladu, okreslonym przez
(V.116,117). Nalezy zatem sadzié¢, ze problem atomu II +typu
ma rozwigzanie dla dowolnej wartosci pola B>0 , gdy Q=0 ;
przypuszczenie to potwierdzaja wyniki obliczen numerycznych
(patrz rozdz. VII).

Rozwigzujac problem atomu II typu, wybieramy najpierw
pewne poczatkowe wartosci ry 3 ry o 0<rl<r0 . N a stepnie
rozpoczynajac catkowanie rownania (V.123) w punkcie r=rg
przy pomocy warunkow brzegowych (IV.88-89), kontynuujemy to
catkowanie do punktu r=ry , otrzymujac tam pewne wartosci
V(r1+) oraz dV/dr(r1+) . Gdy wyznaczymy potencjal V(r) w
przedziale rl<r<rO , mozemy - przy pomocy zaleznosci (V.119)
- obliczyé roéwniez y(r) w tym przedziale, a w szczegdlnosci
wartosdé y(r1+) . Wartosé ta na ogél (tzn. dla dowolnych ro s
ry ) odbiega od dokladnej wartosci yI wyznaczonej 2z ukladu
réownan (V.125-127).

Z kolei, poczynajac od r=r, , catkujemy w przedziale
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O=r=r. roéwnanie (V.78). Jako wartosci poczatkowe przyjmujemy

1
doktadna wartoscé

((rl) = C(rl—) = (1 (V.133)
wyznaczong z ukladu rownan (V.125-127) oraz - na podstawie
relacji (V.100) - wartosdé pochodnej

B, o o edraes sk
Solre-) = (G S (V.134)

gdzie wielkosdé dV/dr(r1+) zostala wczesniej obliczona przy
pomocy prdébnego catkowania rdéwnania (V.123). W rdéwnaniu
(V.134) wielkosé ta zastepuje pochodnag dV/dr(rl-) , gdyz
zgodnie z warunkiem (IV.41) w punkcie r=r, musi bycé ciggle
pole elektryczne -dV(r)/dr . Natomiast w punkcie r=0
otrzymana w wyniku catkowania réwnania (V.78) wartosé
ilorazu {(r)/r r=0 powinna - zgodnie z warunkiem (V.88) -
byé rdwna 3pBB/(ZZ) ; na ogdét jednak rdézni sie od tej
wielkosci.

Wybdér promieni r, oraz ry i odpowiadajace mu catkowanie
rownan (V.123) 1 (V.78) prowadzimy - w sposdéb iteracyjny -
dotad, az uzyskane z catkowania wartosci ((r)/r r=Q ©OFraz
y(r1+) beda rdéwne poprawnym wartosciom ustalonym odpowiednio
przez wyrazenie (V.88) oraz uklad rdéwnan (V.125-127), =z

ktérego m. in. otrzymujemy

y(rg+) = y§ . (V.135)
Wtedy - gdy uwzglednimy przyjeta podczas rozwiazywania
réwnosé¢ (V.133) - na powierzchni granicznej speinione

zostana wyprowadzone w rozdziale IV warunki (IV.84) i
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(IV.90) - bo (I - y1=y{(1) i yI spelniaja rdéwnania
(V.125-126) odpowiadajace tym warunkom. Speinione beda
wowczas réwniez warunki "zszycia" (IV.40,41) dla potencjalu
V(r) i jego pochodnej dV(r)/dr . Pierwszy 2z tych warunkdw
jest bowiem rdwnowazny - wobec zaleznosci (IV.11) =
warunkowi (IV.90). Wymagana ciagtosé pochodnej dV(r)/dr w

punkcie r=r, , wyrazona przez rownanie (IV.41), zostata od

1
poczatku zalozona i wykorzystana w procesie rozwiazywania do
okresglania - poprzez réwnanie (V.134) - wartosci
d(/dr(r:rl-) . Wobec tego dochodzimy ostatecznie do
poprawnego rozwiazania problemu atomu II typu, zas dwa
niezalezne warunki (V.88) i (V.135) stanowia uktad rdwnan,
przy pomocy ktdérych mozna wyznaczy¢ prawidlowe wartosci

promieni ry i ry odpowiadajace minimum funkcjonalu energii

dla atomu tego typu.

V.5. Brak innych typdw atomow.

Dotychczas rozwazylismy atomy I typu i II typu [patrz
rys. V.12-a) i -b)], lecz teoretycznie moga istnieé jeszcze
inne typy atomdéw, jak wynika to z ogdlnych rozwazan w sekcji
IV.2 ; dwie mozliwosci pokazano na rys. V.12-¢c) i -d)
Ponizej wykazemy jednak, ze gdy funkcja F(n,{) dana jest
przez wyrazenie (I1.68), zadnemu z tych typdw atoméw - poza
I i II - nie moze odpowiadac minimum funkcjonalu energii
E[n,{] (II.67) , co oznacza, ze nie nalezy braé ich pod
uwage.

Jako pierwszy rozwazmy przypadek przedstawiony na rys.
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Rys. V.12. Schematyczny przebieg wielkosci y(r) w rdéznych
typach atomdw: a) atom I typu (¢4=0), b) atom II typu (£=1),
c) i d) inne typy atomdw (£4=1 i £=2).
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V.12-c) , gdy w pewnym otoczeniu jadra atomu mamy J{(r)=1 i
obowiazuje tam podstawowe rdéwnanie wariacyjne w postaci

(V.118). Z rdéwnania tego wynika, ze dla r20 wartosé¢ vy(r)

jest bardzo duza [gdyz w tym obszarze V(r)=% J & yir) dasy
do @ , gdy r+0+ . Wéwczas dla kazdej wartosci pola B

istnieje taki promien r*zr*(B) , 2ze y(r))ycz(B) dla 0<r<r*
Ale to oznacza - zgodnie 2z kryterium (V.71) okreslajacym
warunki minimum funkcjonalu energii ze wzgledu na { - 2ze w

przedziale O<r<r, mamy 0<{ (1)<l , co stanowi sprzecznosc¢ z

X
poczatkowym zatozeniem o rozktadzie {(r) w atomie.

Powyzsza argumentacja nie zalezala od liczby promieni
granicznych ¢ , a zatem wykazalismy, 2e w atomie dowolnego
typu w pewnym otoczeniu jadra wzgledna magnetyzacja U{(r)
musi byé mniejsza od 1 . W szczegdlnosci pozwala nam to
wykluczyé najprostszy typ atomu, w ktérym {(r)=1 w calym
obszarze atomu ( ¢=0 ). Wynika stad réwniez, ze dla ¢=2 mamy
tylko jeden mozliwy typ atomu, przedstawiony schematycznie
na rys.V.12-d). W tym przypadku w kazdym z punktow r=r;
i=1,2 , spelnione sa rdéwnania (IV.84,90), ktére dla F(n,{)
danej przez wyrazenie (II.68), maja postaé analogiczna do
rownan (V.125,126). Rdéwnania (IV.84,90) nie zawieraja
explicite wielkosci ry i w istocie s identyczne dla kazdego
i (i=1,2), jesli uwazaé¢ Jje za rdéwnania wiazace wielkosc
y(ri) po tej stronie powierzchni granicznej rREy gdzie
C(r)=1 [odpowiednik y; w (V.125,126)] , =z wielkosciami
v(r;) , &(ry) po stronie przeciwnej [odpowiedniki y; i [1 W

(V.125-126)], gdzie 0<{(r)<1l oraz Jjest spelniony 2zwiazek
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y(ri)ZY(((ri)) [odpowiednik (V.127)]. W tym sensie
rozwigazania tych rdéwnan sa dla kazdego i (=1,2) takie same i
identyczne z rozwiazaniami: yI . yI i EI réwnan (V.125-127);
W szczegdlnosci zachodzi rdéwnosdé:

Flrgt) = 31 = 9 (V.136)

W przedziale r2<r<r1 wielkosé y(r) jest zwiazana z

potencjatem V(r) poprzez =zaleznosci (V.119) ( vy ) 1lub

+

(vV.120) ( y_ ). Biorac jednak pod uwage, ze dla kazdej
3 i S - 1 2

wartosci pola B zachodzi: Yl(B) = Eua(l)/nk(l) > gﬁa(l)/"k(l)

[por. rys. V.11 oraz (V.122)], wnioskujemy, ze przynajmniej

W pewnych otoczeniach punktodw r, 3, ry ( tzn. dla r2<r<r2+A2

oraz dla rl—A1<r<rl) mamy Y(r)=y+(r). Gdy Jjednak =zalozymy,

ze Q20 , wtedy mozna dowiesé¢ - w taki sam sposéb jak pod

koniec sekcji V.4 [por. dyskusje powyze]j rdéwnania (V.123)]

ze y(r) musi bycé rdwne y+(r) Ww catym przedziale r2<r<r1 = N
przypadku Q20 potencjat V(r) jest scisle malejaca funkcja r
(dla O<r<r0 ), a zatem - zgodnie 2z 2zaleznoscia (V.119) -
réwniez y(r):y+(r) maleje w przedziale ro<r<ry . Wtedy

jednak pierwsza réwnosé w (V.136) nie moze byé spelniona,

jesli r, = ry Oznacza to, ze rozwazany typ atomu nie moze
odpowiadaé minimum funkcjonatu energii, gdy spelnione 83
rownania (IV.84,90), a ktdérych konsekwencjg Jjest rdéwnosé
(V.136).

Pozostat jeszcze do rozwazenia przypadek <€ = 3
Wowczas jednak mamy zawsze do czynienia z sytuacja
analogiczng Jjak na rys. V.12-d), tzn. istnieje pewien

przedziat (ri w ktérym {(r)=1 , otoczony przez dwa

+1°%4) o
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przedzialy: (ri+2’ri+1) i (ri’ri—l) , w ktérych 0 < {(r) < 1
Rozumujac tak samo jak poprzednio, dochodzimy do wniosku, ze
z jednej strony zachodzi rdéwnosé:

¥irg, *) = vlrg=) = 9; (V.137)

natomiast 2z drugiej strony mamy Y(r)=y+(r) (V.119) W
przedziale ri+1<r<ri s co stoi ] sprzecznosci z

monotonicznoscia przebiegu potencjatu V(r) W catym

przedziale 0<r<r0 dla Q=0 . W ten sposéb wykluczylismy
réwniez atomy o £ 2 3, a +tym samym zakonczylismy dowdéd
tego, ze £ £ 1 , a jedynymi mozliwymi typami atomu w naszym

modelu sa atomy I i II typu.
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ROZDZIAL VI

PRZYPADEK GRANICZNY SLABEGO POLA MAGNETYCZNEGO.

VI.1. Rozwiniecia podstawowych wielkosci fizycznych wzgledem

pola B dla atomu I typu.

Istnienie jednorodnego pola magnetycznego B w obszarze
atomu nie tylko powoduje powstanie niezerowej wzglednej
magnetyzacji {(r) , ale modyfikuje rowniez rozktad gestosci
elektronowej n(r) i przebieg potencjalu elektrostatycznego
V(r) ; zmienia sie przy tym promiern atomu r, oraz potencjatl
chemiczny ¢ . Jesli zalozymy, Ze wymienione wielkosci, tzn.
Ly 5 nlr) i Ylr)y ; r, oraz {4 sa analitycznymi funkcjami
pola B , wowczas dla matej wartosci B mozna te funkcje
rozwinaé¢ w szeregi Taylora wokdél punktu B=0

Odwrdécenie kierunku pola magnetyvcznego: B » -B zmienia
jedynie 2znak wzglednej magnetyzacji: L{(r;-B)=-{(r;B) 2
natomiast gestosé elektronowa n(r) nie ulegnie zadnej
zmianie: n(r;-B)=n(r;B) , gdyz po takiej transformacji pola
B oraz rozkitaddéw n(r) i {(r) wartos¢ funkcjonatu energii
E[n,{] (II.87) pozostanie niezmieniona i odpowiadaé bedzie
minimum tego funkcjonalu dla pola -B . Poniewaz gestoscé
elektronowa n(r) okresla jednoznacznie promien atomu r,
[gdyz Jjest to ©promien, powyzej ktorego n(r)=0 ] oraz
potencjat elektrostatyczny V(r) [por. (IV.9)], =zatem po
odwréceniu kierunku pola B wielkosci te pozostang
niezmienione: ro(—B):rO(B) , V(r;-B)=V(r;B) , tak samo Jjak

n(r) . Podobnie potencjal chemiczny p , ktdry rdéwna sie
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dE(N)/dN (IV.36), rowniez nie ulegnie zmianie: u(-B)=p(B) ,
skoro nie zmienia sie energia atomu E(N)

W rozwinieciach Taylora tych rozwazanych wielkosci,
ktorych wartosé nie zalezy od znaku B, wyraz 1liniowy w B
znika, natomiast wyraz taki wystapi w rozwinieciu {(r) ;

rozwiniecia te w najnizszym rzedzie maja zatem postacd:

L(r) = ’\c(r) B ’ (VI.1)
n(r) = ny(r) +A_(r) B2 (VI.2)
n

V(r) = Vy(r) + Ag(r) B2 (VI.3)
Y = p + A Bz (VI.4)

0 00 r ’ :
B e R R (VI.5)

0 H ) ’
Wprowadzone tu wielkosci: no(r) = Vo(r) s Tpo Oraz KM,
oznaczaja odpowiednio gestosé elektronowa, potencjail

elektrostatyczny, promien atomu i ©potencjat chemiczny w
przypadku, gdy nie ma pola magnetycznego: B=0 , tzn. dla
oryginalnego (nienamagnesowanego) atomu TFD. Z kolei kC(r) 2

kn(r) s Xv(r) 5 i X B8a wspdlczynnikami w odpowiednich

rozwinieciach Taylora wzgledem pola B ; pierwsze trzay
wspéiczynniki sa funkcjami r , bo takimi funkcjami sa
odpowiadajace im rozwijane wielkosci, tzn. {(r) , n(r) ,

V(r) . Gdy zamiast gestosci n bedziemy uzywaé wielkosci vy

1/3

zdefiniowanej jako n [por. (V.51)], wowczas w miejsce

(VI.2) korzystaé bedziemy z rozwiniecia:

y(r) = yytr) + A (r) B2, (VI.6)
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gdzie yo(r) odpowiada nienamagnesowanemu atomowi TFD:

yaled e 5, %) (VI.T)
miedzy ky(r) a kn(r) zachodzi zwiazek:
3y 2 (PN (r) = A () . (VI.8)

Nalezy zwrécié uwage na pewna trudnosé, ktdéra pojawia
sie w stosowaniu rozwiniedé (V1.2,3,8) dla ro0¢r<ry
(antycypujemy tu, ze r00<To dla B»>0 ; patrz rozdz. VII.2). W
przedziale r00<r5r0 mamy bowiem z jednej strony no(r)zo "
drugiej natomiast rozwiniecie ciaglej funkcji n(r) wokél
r=rg niewiele sie rézni w tym przedziale od jej wartosci
brzegowej n(ro) , ktéra - zgodnie z (V.91) i (III.31) - jest
bliska N gdyz woéwczas (th(ro)kﬂ (por. rys.V.9). A zatem
rozwiniecia (VI.2,6) nie sa w tym przedziale prawdziwe [ bo
réznica gestosci n(r)—nu(r) nie jest propocjonalna do B2 1.
Aby rozwiniecia te mozna bylo stosowadé rdéwniez dla r>r00 .
przedtuzamy analitycznie funkcje no(r) , yo(r) poza punkt
r=rng - Dokonujemy tego przedluzajac rozwiazanie rdwnania
TFD dla r>r00 (po uprzednim wyznaczeniu promienia 0o pPrzy
pomocy tego rdéwnania i stowarzyszonych 2z nim warunkdw

brzegowych), tak daleko, jak to jest mozliwe. W ten sposdb

znajdujemy zredukowany potencjal w(x) , 2z niego od razu
dostajemy potencjal Vo(r) , a4 nastepnie - stosujac zwiazek
pomiedzy no(r) i Vo(r) rowniez dla r>r00 - obliczamy no(r) i
yo(r)=n01/3(r) w pozadanym przedziale [por. (II1.14,10) dla

{=0 , a takze (VI.9) ponizej]. Jak widaé réwniez potencjal

Vo(r) ulegt przy tym redefinicji dla ©ro G jest on
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wszedzie analityczna funkcja r , przy czym w przedziale
0£r5r00 Jest on réwny rzeczywistemu potencjatowi Vo(r) z
natomiast poza tym przedzialem rézni sie od rzeczywistego
potencjatu tym, ze ten ostatni choé ciagly w punkcie r=ron
ma W tym punkcie nieciagla druga pochodna. Fakt ten wynika z
nieciagtosci gestosci no(r) (w punkcie r=rng ), ktéra wiaze
sie =z Vo(r) poprzez rownanie Poissona. Istotne w
przedstawionym sposobie przediuzania funkcji no(r) i VU(r)
Jjest to, ze wielkosci te zardwno dla Osrsroo jak 1 dla r>rgq
speitniaja ta sama zaleznosé:

$*e0v02(F) - 3%, 0vo(E) = Vo(r) + my (VI.9)

ktéra stanowi podstawowe réwnanie wariacyjne w oryginalnym
modelu TFD [aby je uzyskaé, wystarczy w réwnaniu (V.74)
potozyé: B=0, {(r)=0 , a nastepnie przemianowaé: y(r)*yﬂ(r) ’

V(r)aV(r) , mamg 1.

VI.2. Sciste uzasadnienie rozwinieé podanych we wzorach

(VI.1-8).

W przeprowadzonym powyzej rozumowaniu istotna role
odegrato przyjete a priori zatozenie analitycznosci {(r) ,
nie) ; Yir) , ry » M jako funkcji B . Poniewaz w rozwazanym
modelu zaltozenie to - aczkolwiek wydaje sie dosé naturalne -
nie jest wcale oczywiste , a w przypadku atomu II typu jest
ono po prostu fatszywe (patrz sekcja VI.7), dlatego ponizej
uzasadnimy - w przypadku atomu I typu - stusznos$é rozwinieé
(VI.1-6) w doktadniejszy sposdb.

Na poczatku zauwazmy, ze w atomie I typu stabemu polu B
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odpowiada malta wzgledna magnetyzacja {(r) w catym obszarze
atomu: 0£r£r0 . Jest ona mata na brzegu atomu (r:ro), gdzie
réwna sie (0 [por. (V.92) i rys. V.9], zas w miare oddalania
sie od brzegu atomu w kierunku jego wnetrza zmniejsza sie
jeszcze bardziej [dla Q20 ; por. (V.104) i dyskusje

ponizej]. Dla matych { pochodne xa'(t) i xk'(C) sa - zgodnie

z rozwinieciami (V.105-106) - rdéwne:
] = 4 3

®00) = 5 e gt #OETY (VI.10)
' - 10 3

' (L) = 35 w0+ 0(C%) . (VI.11)

Wstawiajac te wyrazenia oraz rozwiniecie (VI.6) do rdéwnania
(V.58), ktdre jest spelnione w kazdym punkcie Oirﬂro atomu I
typu, a nastepnie z otrzymanego réwnania wyznaczajac {(r) ,
dostajemy liniowag - w pierwszym przyblizeniu - 2zaleznosdé
wzglednej magnetyzacji [(r) od indukujacego ja pola

magnetycznego B :
10 2 4 =1
((!‘) - [—g xkoyo (I‘) e g xaoyo(r)] “B B » (VI-lz)

zgodnie z wczedniejszymi przewidywaniami W (VI.1).
Wspdtczynnik proporcjonalnosci jest jednoznacznie wyznaczony
przez gestosé elektronowag no(r)zyol/a(r) W oryginalnym
atomie TFD:

Aelr) = Hp [lg xkoyoz(r) 2 % mraoyo(r)]_1 ‘ (VI.13)
A zatem, aby wyznaczyé rozktad {(r) W stabym polu
magnetycznym, nie ma potrzeby rozwiazywania réwnania

kwantowo-statystycznego (V.78) na [ (r) - wystarczy znajomosc

rozktadu no(r)
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1/‘3(1:) , Wystepujaca w wyrazeniu w

Wielkosé yo(r)zn0
nawiasach [...] po prawe]j stronie zaleznosci (VI.12), maleje
monotonicznie - dla Q=0 - w calym obszarze atomu TFD
(USrﬁrOO) W miare oddalania sie od jadra atomu (r=0) [bo
wowczas maleje potencjatl Vo(r) , natomiast gestosé no(r)
jest w modelu TFD rosnaca funkcja Vo(r) - por. (V.41) dla
V:VD » N=n, oraz (II1.10,14) dla =0 ], osiagajac na brzegu
atomu (r:roo) wartoscé %"ao/”ko [por. (III.31)]. Wobec tego
w przedziale 0$r£r00 mamy yo(r)Z%uao/nkD . Wéwczas wyrazenie
[...] w (VI.12) ma zawsze wartosé¢ dodatnia i Jjest rosnaca
funkcja yu(r) , a zatem jego odwrotnosé - ktora okresla {(r)
w (VI.12) - jest takze dodatnia i1 rosnie, gdy yo(r) maleje
wraz ze wzrostem r . Wynika stad, ze przy pomocy =zaleznosci
(VI.12) otrzymujemy w przedziale osrsroo dodatnie wartosci
{(r) , ktore rosna monotonicznie w tym przedziale; wartosci
{(r) sa dodatnie rdéwniez w pewnym przedziale r powyzej Tho *
gdzie wielkosé yo(r) moze byé przedluzona analitycznie;
analogiczne wnioski odnosza sie takze do wielkosci
lc(r)=E(r)/B [por. (VI.13)]. W ten sposdb uzyskalismy
potwierdzenie - w przypadku slabego pola B - 2ze wzgledna
magnetyzacja {(r) jest dodatnia i rosnie monotonicznie wraz
ze wzrostem r w atomie I typu; wiasnosé +ta udowodniono w
rozdziale V dla dowolnej wartosci pola B z dopuszczalnego
zakresu 0<B£Bcz [por. (V.55,72) oraz (V.104) i dyskusje
ponizej].

Wykorzystujac ponownie réwnanie (V.58), mozna réwniez

obliczyé analitycznie brzegowa wzgledna magnetyzacje
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C(r0}=(0 . Zgodnie z definicja funkeji Y({) (V.59) wielkosé
y:Y((O) speinia réwnanie (V.58) dla (:(0 , wobec czego

rownanie (V.91) okreslajace (0 mozna rozwiazaé¢ podstawiajac

W rownaniu (V.58) (:(0 3 y:%ua(to)/xk((o) , @a nastepnie z
tak powstatego rdéwnania wyznaczajac wartosé CO . Poniewaz
dla malych (0 - zgodnie 2z rozwinieciami (V.105-106) -
zachodzi:
2 2
XalBp) = WaplM gl %y [1+ Z %, B 2] "
e o) ™ 5 R 9 "0 9 "0 i
k' 0 2xk0(1+ ] EU ) k0
*a0 R *a0 2
= gms 1 - 5407 = =22 s0geh (VI.14)
k0 kO
wobec tego wspomniane rdéwnanie na (0 ma - po wykorzystaniu

rowniez rozwinieé (VI.10-11) - postaé:

5%40 40
e i C u B . (VI.15)
laako 0 laxkﬂ 0 B
Stad dostajemy:
182
" k0
4
a0
Uzasadnienie stusznosci - dla atomu I typu - rozwinied

(VI.2-5) Jjest zadaniem trudniejszym, niz W przypadku
rozwiniecia (VI.1) i 2zostanie dokonane metoda dowodu
reductio ad absurdum .

Ogdélna postaé rozwiniecia y(r) wzgledem B jest - z

dokladnoscia do dwéch pierwszych jego wyrazdéw - nastepujaca:
y(r) = yo(r) + A (r) B® . (VI.17)

Zaldézmy najpierw, 2ze wykladnik s w pierwszym wyrazie

potegowym tego rozwiniecia jest mniejszy od 2 , tzn. s<2
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[w ogdlnosci dopuszczamy niecatkowite wartosci s , co
oznacza dopuszczenie nieanalitycznosci funkeji y(r) Jjako
funkcji B ]. Wéwczas podstawowe rdéwnanie wariacyjne (V.74)

mozna - 2z dokladnoscia do cziondw rzedu B® - zapisaé jako:

2
»
3, oY (r) - gx_ov(r) = V(r) - ';2—0 % 43—20— : (VI.18)

bo - zgodnie z rozwinieciami (V.105-106), (VI.12) i (VI.16) -
zarowno wielkosci nkit(r)) 3 xa({(r)) , wystepujace w
(V.74), jak i wielkosci nk((o) g xa(to) , pojawiajace sie w
wyrazeniu (V.95) na ¢ [p wystepuje w (V.74)], sa odpowiednio
rowne: uk0+0(82) N ua0+0(32) , co - na poziomie doktadnosci
rzedu B® , przy s8<2 - oznacza pare stalych: 0 B &0
postaci rozwinieé V(r) i ry ktére wystepuja po prawej
stronie réwnania (VI.18), nie czynimy tu 2zadnych zalozen,
gdyz nie bedzie to potrzebne w dalszym ciagu tego
rozumowania. Poniewaz rdwnanie (VI.18) mozna formalnie
otrzymaé¢ wstawiajac w podstawowym rdéwnaniu wariacyjnym
(V.74) [a takze w wyrazeniu (V.95) na potencjat chemiczny u ,
ktéry wchodzi do (V.74)] B=0 , {(r)=0 , zatem rdéwnanie to
stanowi taki sam 2zwiazek pomiedzy potencjatem V(r) i
gestoscia n(r):va(r) jak w oryginalnym modelu TFD; rdéwnanie
Poissona (IV.37) i warunki brzegowe (IV.42,88,89) 8a,
oczywiscie, tez takie same. Ta catkowita identycznosé
odpowiednich réwnan implikuje identycznosé rozwiazan, a

zatem w szczegdlnosci zachodzi réwnosc:
v(r) = yu(r) ; (VI.19)

Wynik ten - ktdéry otrzymalismy przy zatozeniu: s<2 - oznacza
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po prostu, ze w rozwinieciu y(r) wzgledem B nie ma wyrazu
proporcjonalnego do B® dla s<2 ; wyptywa stad wniosek, ze w
rozwinieciu (VI.17) wykladnik s jest wiekszy badZ réwny 2
Potencjat V(r) i gestosé elektrondéw n(r):ya(r)
speiniaja réwnanie Poissona (IV.37), analogiczne rdéwnanie
Poissona spetniaja wielkosci Vu(r) i nD(r)=y03(r) W
oryginalnym modelu TFD [tj. rodwnanie AVO(r)=4nn0(r) i i}
Odejmujac stronami te dwa réwnania Poissona, otrzymamy - 2

doktadnoscia do cziondw rzedu B® - réwnanie:

2
ALV(r)-V.(r)] = L & _[rrv(r)-v.(r)1] =
0 r dr2 0

= 12ny%(r)x (r)B® (VI.20)
Wynika stad, ze ta czesé wyrazenia V(r)-VD(r) , ktérej
laplasjan nie znika, musi byé - w wiodacym rzedzie -

proporcjonalna do B® ; oznaczmy ja przez xv(r)BB . Ponadto w
sklad wyrazenia V(r)~V0(r) moga wejsé czlony o znikajacym
laplasjanie, ktérych zaleznosé od B moze byé inna - cziony
takie daja bowiem zerowy wklad w réwnaniu (VI.20). Istnieja
tylko dwa typy funkcji zaleznych od r , ktérych laplasjan
A:%dzfdrz znika: funkcja stata oraz funkcja potegowa typu %
[wynika to z catkowania rdéwnania (dz/drz)(rf(r))zo 3% Ea
druga funkcja nie moze byé Jjednak skiadnikiem rdznicy
V{r)-VO(r) , gdyz oba potencjaly: V(r) i Vo(r) spelniaja ten
sam warunek brzegowy (IV.42) w punkcie jadra r=0, skad
wynika, ze r[V(r)—VU(r)] 0 , gdy r»0 . W ostatecznym
rezultacie dochodzimy do wniosku, ze rozwiniecie potencjalu

V(r) wzgledem pola B ma postac:
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Vir) = Vn(r) + C(B) + 'iv(r)B8 ; (VI.21)

zaleznosé statej C(B) od B pozostaje na razie nieokreslona.

Zatdézmy obecnie, ze s*2 . W tym przypadku w podstawowym

réownaniu wariacyjnym (V.74) - po uwzglednieniu w nim
wyrazenia (V.95) na H oraz zastosowaniu
rozwinieé (V.105-106), (VI.12,16) i (VI.17,21) - wiodacym

rzedem B bedzie 2 (oczywiscie w czesci tego rdwnania

zaleznej od B ); dlatego w rdéwnaniu tym - na podstawie
(VI.17) - y(r) mozna =zastapié przez yo(r), zas - na
podstawie (VI.Z21) - V(r) przez Vo(r)+C(B). W rezultacie
otrzymujemy:

2

FR0%0" (F) = 3xaq¥(r) +

2 2 2 2
1872
_ Q *a0 *a0 k0 2 2
= ¥ br) + C(B) =2= = + . “B
0 ro 4xk0 SBRkD - 4 B
al
18
5 go “Bsz . (VI.22)
o
a0l

Po odjeciu od tego réwnania stronami rdwnania (VI.18)
speinionego - jak Jjuz wczesnie] zauwazylismy - dla
v(r)=yqs(r) , V(r)=Vy(r) i ry=r,y (tzn. w oryginalnym modelu

TFD) otrzymujemy rdéwnosé:

-2
5 .2 4 10, - o 4 N3
[’ T*ko%0 (T} 27”aoyo(r)][ g*k0¥0 (¥~ §“aoyo(r)] e
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O
Q Q .4} 2.2
= C(B) - =— + - u-“B ; (VI.23)
o Too zag B

ktora powinna byé speiniona w kazdym punkcie r wewnatrz
atomu, gdyz tam spelnione sa wyjsciowe rdéwnania, ktére do
niej doprowadzily. Z drugiej strony %atwo mozna jednak
wykazaé, ze réwnosé¢ (VI.23) nie moze byé prawdziwa.
Wystarczy bowiem zauwazyé, ze gdy traktujemy (VI.23) Jjako
rownanie nieliniowe ze wzgledu na yﬂ(r). wezystkie pozostale
wielkodsci wystepujace w tym rdéwnaniu nie zaleza od r , a
zatem jego rozwiazanie nie moze odpowiadaé ciaglej funkcji
r , jaka jest yo(r) [nawet Jjesli rdwnanie to ma kilka
pierwiastkdw]. W ten sposdb doszlismy do sprzecznosci, ktdra
oznacza, ze przyjete zalozenie: s8>2 jest falszywe. Poniewaz
wczedniej wykazalismy, ze s22 , wobec tego jedyna mozliwa
wartoscia wyktladnika s - wystepujacego w rozwinieciu (VI.17)
- jest 2 , co oznacza stusznosc¢ rozwiniecia (VI.6) [a wiec
rowniez (VI.2)].

Aby pokazaé, ze wartosé s=2 pociaga za sobag - dla
matych B - kwadratowa zaleznos$é zmiany promienia atomowego:
0 00 od pola B ([por. (VI.4)], rozwifmy najpierw - =z
doktadnoscia do cziondw rzedu B2 - lewa strone podstawowego
rownania wariacyjnego (V.74), wykorzystujac w tym celu
rozwiniecia (V.105-106), (VI.1) i (VI.6):

5 2 25 2 2, o2 , 10 2_
guko)'o (£] + Wkoyl) (r)h( ()B" + 3*k0Y0(r)ly{r)B
4 8 2 2 4 2

z- '3"‘301'0(!') = 2_7"a0Y0(r)kc (r)B™ - .‘S'Iaohy(r)B —3

5 pr((r)B2 = V(r) + @ (VI.24)
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[tym razem nie podstawilismy w miejsce k((r) i 4 odpowiednio
wyrazen (VI.13) i (V.95), gdyz ich postaé nie bedzie w tym
réwnaniu potrzebnal]. Gdy od powyzszego roéwnania odejmiemy
podstawowe rdwnanie wariacyjne spelnione w oryginalnym
modelu TFD, tzn. rdéwnanie (VI.9), wowczas - po niewielkich

dodatkowych przeksztalceniach - otrzymamy zaleznosé:

25 2 8 2 10 4
{[ﬁxkoyo (r) =~ ﬁxaoyotr)]xc (r) +[—'§’¢k0y0(r) i3 suao]ky(r) T

2 X =
# PBX:(r)} B™ = V(r) Vo(r) *H - M, ) (VI.25)
Oznaczmy wyrazenie zawarte w nawiasach {...} po lewej
stronie rdéwnania (VI.25) przez A(r) § a nastepnie

zrézniczkujmy to réwnanie stronami wzgledem r :

dvolr)
dr - dr T ar

dA(r) p2 _ dvV(r) (VI.26)

Wystepujaca po prawej stronie powyzszego réwnania
réznice dV(r)/dr—dVD(r)/dr mozna dla r=r;, wyrazié w
odmienny sposéb. Mianowicie, korzystajac z rozwiniecia
Taylora funkcji dV(r)/dr wokél r=r,, 2 doktadnoscia do
wyrazu liniowego w (r—roo) , mamy:

Ol
dr* 00 dr 00

av a2y av

s Do 2 el
= arfo) - 2(%00) (*o%00) ~ @F (¥oo’ (Y1273
Poniewaz w rdéwnaniu (VI.27) pochodna dZV/drz(ruo) jest
mnozona przez wielkosé 5~ Too dazaca do O , gdy B-»0 ,

dlatego - zgodnie z rozwinieciem (VI.21) - pochodna ta moze

byé w tym rdéwnaniu zastapiona - z biedem rzedu wyzszego niz
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B2 [ btad ten jest rzedu Bz(ro—roo) ] - przez pochodna

dzvo/drztroo) , ktéra z kolei - jak wynika to 2z rdéwnania
Poissona spelnionego przez Vo(r) i no(r) - jest rdéwna:
a?v, , 4V,
2 roo? = Nglfee) T 3 o FF Feu! ©
g g
= 4nn0(r00) - ;EE HF_(rOO) F (VI.28)

Pochodna dV/dr(rO) obliczamy z warunku brzegowego (IV.89);
analogiczny warunek brzegowy spelnia tez pochodna potencjalu
Vo(r) W punkcie S oryginalnym modelu TFD. Wobec tego
mamy :

av
av 0 L
ar'Too? ~ ar (Foo!

2o OB 2 Q o
b I [4"“o‘roo’ % oedfe Ay ]]"o‘roo’ Song 1
¥o WFT Eag 00

= -[ rQZ 3 r°2 ] . fgg(ro—roo) -anng(rgo) (rg-rgy) - (VI.29)
0 00 00

Poniewaz réznica Q/roz-Q/rog jest w pierwszym przyblizeniu

rowna —(ZQ/rOS)(rO-rDD) , zas gestosé na brzegu atomu w

oryginalnym modelu TFD , tzn. nﬂ(roo) , Jest skonczona i

wynosi %50 (III.31), zatem ostatecznie dostajemy nastepujaca

zaleznosé:

ave,. y - dv”(r Y 2 B =T ar) (VI.30)
dr'Foo dr ‘Foo’ ~ 00'Fo Foo ’ y

Zaleznosé ta pozwala na zastapienie prawej strony réwnania

(VI.26) dla r=r,, Pprzez wyrazenie 4ﬂn00(r0-r00) i co

prowadzi do zwiazku:
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e 1 dA 2
-r = L (roo) B ; (VI.31)

Yo Foo 4 dr

0

ktéry ostatecznie potwierdza siusznodé rozwiniecia (VI.4).

Oczywiscie, z (VI.31) otrzymujemy wyrazenie na lr : Jjest
0
ono rdéwne - . gé(r ) jednak nie pozwala ono na
4ﬂn00 dr* 00 3

efektywne obliczenie A . W sktad pochodnej gé(r ) wchodzi
r, dr' 00

bowiem - zgodnie z definicja funkcji A(r) [por. (VI.25) i
dyskusje ponizej] - pochodna dhy(r)/dr(roo) ; ktérej
wartosci nie mozna obliczyé analitycznie, tzn. bez
numerycznego rozwiazywania dyskutowanego ponizej rdéwnania
rézniczkowego (V1I.38). Natomiast wielkosci kc(roo) s &
dl(/dr(roo) - ktére rdéwniez wchodza do %%(roo) - mozna
obliczyé analitycznie przy pomocy =zaleznosci (VI.1l3) oraz
wartosci yo(r00)=y0D i dyo/dr(roo) [ta ostatnia pochodna
wyznaczamy ze zrdézniczkowanego wzgledem r réwnania (VI.9) i
warunku brzegowego dVo/dr(r00)=—Q/r0§ ]; podobnie mozna
Wyznaczyd hy(roo) ; patrz (VI.36) ponizej.

Znajomosé wartosci kr warunkuje mozliwosé obliczenia
0

wartosci potencjaiu chemicznego # (V.95) w stabym polu
magnetycznym B . Dokonujac bowiem w wyrazeniu (V.95)
rozwiniecia funkecji ro_lzroal[1-(r0-rog)/r00] oraz
*az((o)/*k((o) , a nastepnie stosujac (VI.4) i (VI.16),

dostajemy n jako kwadratowa funkcje B :

2
Q[ rO-rOOJ *a0 [ - A T 2]
PR . 3% TR VL. .| (g 1 4 2:20.°-28¢C - Bl S
7 | Tao ax g o g %o BN 0
QA
i o %o 2] .2 2
= My o 5 - 5 Hp B = yo + ?L#B . (VvI.32)
r »
> 00 a0

167



gdzie

2
Q *ao
fig = = - (VI.33)
0 oo  4*ko

jest potencjalem chemicznym atomu w oryginalnym modelu TFD;
wynik ten - jak to juz zaznaczylismy w (VI.32) - oznacza
sfusznosé rozwiniecia (VI.5).

Do uzasadnienia pozostalo jeszcze jedno rozwiniecie:
(VI.3). Jego prawdziwosé wynika jednak natychmiast z
réwnania (VI.25) po wstawieniu do niego wyrazenia (VI.32) na
H# . Oznacza to, ze stata C(B) wystepujaca w (VI.21) musi byé
2

- tak, jak cala rdznica V(r)—VG(r) - proporcjonalna do B

dla matych B [zachodzi przy tym: Xv(r)=C(B)/Bz+xv(r)].

VI.3. Réwnanie rézniczkowe na wspdéiczynniki rozwinied

potegowych.

Znalezienie wspdtczynnika Kr oraz rozktadéw ly(r) i
0

Kv(r) wymaga zbudowania odpowiedniego rdéwnania rdézniczkowego
i stowarzyszonych z nim warunkdw brzegowych , a nastepnie
numerycznego rozwiazania takiego zagadnienia brzegowego.
Punktem wyjsciowym w budowie takiego rdéwnania rézniczkowego
jest réwnanie (VI.20) dla s=2, bedace rdéznica dwu rdwnan
Poissona [por. dyskusje powyzej (VI.20)]. Wstawiajac do
niego rozwiniecie (VI.3), a nastepnie dzielac otrzymane
rownanie przez B2 , dostajemy rdéwnanie rézniczkowe speilnione
przez rozktady lv(r) i ky(r)

4%

Tz Iy = dzmteoa ) (VI.34)
r

N
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Rozklady te sa Jjednak wzajemnie powiazane jeszcze inna,
lokalng, zaleznoscia, w ktdérej ponadto wystepuja k((r) i Rp .
Zaleznosé ta uzyskujemy z réwnania (VI.25) podstawiajac w

nim w miejsce V(r)-Vy(r) i w-u, odpowiednio Ay(r)B% i A B% ,

a nastepnie dzielac tak powstale rdéwnanie przez 32 :

[%%*koyoz‘r) ; Eg*aoyo(”]ktz(r) " [l%“koyo(”) R %uaO]AY(r) b

- MgAe(F) = Ag(E) + X, . (VI.35)

Poniewaz rozktad kc(r) jest jednoznacznie okreslony przez
znany rozktad yo(r) przy pomocy zaleznosci (VI.13), wobec
tego z rdéwnania (V1.35) mozna wyznaczydé Ky(r) jako funkcje

tylko kv(r)+kp :

S [lg“koyo‘”’ : %*ao]-l[*v(r’+*u] + by R
10 .. T 2 4
['ﬁ”koyo(r) 8 E“ao] [E"koyo 27 3*30’0"’] £ 4¥3.98)
wielkosé yo(r) peini tu role znanej funkcji.
W tym miejscu wygodnie jest wprowadzié - w podobny

sposéb, jak wprowadza sie zredukowany potencjat w(x) w
oryginalnym modelu TFD - nowa, pomocnicza wielkosé TI'(r),

definiujac ja nastepujaco:
'(r) = r [Av(r) - xp] . (VI.37)
Zgodnie z rdéwnaniem (VI.34) i zaleznoscia (VI.36) TI'(r)

———————— i —————————

2
dT(r) _ £.(r) T(r) + £,(r) (VI.38)

gdzie
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i

-1
£)(x) = 12ny2(r) [Reovg(r) - go] . (VI.39)

fz(r)

=3
. 210 4 5 2 4 ,
=12nup "[—s“ko*'o"" §'ao] [ﬁ'ko"o (r)- E'ao"o(”] #(V1.40)

w réwnaniu tym I'(r) jest jedyna nieznana wielkoscia.

VI.4. Warunki brzegowe.

Aby rozwiazaé rdéwnanie rézniczkowe (VI.38), nalezy
wpierw znaleZé warunki brzegowe dla I'(r) : na brzegu atomu
(r:roo) oraz w punkcie polozenia jadra (r=0) . Dla r=0
zardwno potencjail Vo(r) , jJak i potencjat V(r) dla dowolnego
pola B spetniaja ten sam warunek brzegowy (IV.42) ( to samo

Z ! ). S5tad wynika, ze IN'(r) znika w tym punkcie:
F(r=0) = 0 z (VI.41)

zachodza bowiem rdéwnosdci:

F(r=0) = linm r[kv(r)+xpl = lim rkv(r) =

r+0+ r+0+
1 1
= == lim rV(r) - lim rV (r)] = {(Z=Z) = D 3 (VI.42)
B2 r»>0+ r+0+ 0 5§

Pozostate warunki brzegowe zostana okreslone w punkcie

r=rag o ktérego wybdér uzasadniony Jjest +tym, 2ze chcemy
rozwiazywaé réwnanie rézniczkowe (VI.38) na I'(r) , wielkosé
niezalezna od B, a zatem pole B nie powinno wchodzié

réwniez do warunkéw brzegowych przez ta wielkosé speinianych

[tak samo, jak nie wchodzi do rdéwnania (VI.38)]; wybédr
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punktu brzegowego r=r, (zaleznego od B) tego nie
zapewnialby. Oczywiscie rozwiazanie '(r) nie bedzie
ograniczone tylko do przedziatu OSrSrDD (choé w punktach

koncowych tego przedziatu beda narzucone pewne warunki na to

rozwiazanie), gdyz rownanie (VI.38) mozna rozwigzywad
réwniez dla r>r00 (przynajmniej w pewnym przedziale). Jest
to zgodne =z dyskusja pod rownaniem (VI.8), gdzie

stwierdzilismy, ze rozwiniecia (VI.2), (VI.3) i (VI.6) moga
byé stosowane réwniez dla r)r00 , pod warunkiem, ze rozklady

1/3(1') zostana analitycznie

no(r) 4 Vo(r) i yo(r):n0
przediuzone poza punkt r=rg, tak, aby rozktady te speinialy
rowniez dla r>r00 zZarowno réwnanie Poissona [tzn.
AVO(r):4ﬂn0(r) ], Jjak i podstawowe rownanie wariacyjne
(VI.9). Poniewaz przy wyprowadzaniu rdwnania (VI.38) nie
korzystano z innych - poza dwoma wymienionymi - rdéwnan
speinionych przez no(r) i Vo(r) , =zatem rownanie (VI.38)
obowiazuje rowniez dla r>r00

Pierwszym z warunkdw brzegowych w punkcie r=ro, bedzie
Wwyrazenie na wartosé I'(r) w tym punkcie. Aby je otrzymac,
wyznaczymy najpierw ly(rﬂo)

W punkcie r=ro, wielkoseé yD(r) przyjmuje wartosé
yooz%xao/nko [por. (I1XI.31) 4 (v.53)]. Stosujac dla
r=r, rozwiniecie y(r) wokdt punktu r=rp, ., a nastepnie
wykorzystujac wyrazenie (V.90,92) na brzegowa wartosc y(ro)
[tzn. %xa(to)/nk((o) ] oraz rozwiniecie (VI.4), mozemy dla

stabego pola B przedstawié¢ réznice y(rou)-yu(roo) jako:

Y(roo)—yO(roo) = [Y(ro) - g_i(rou)(ro_roo)] % Yo(roo)
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2 (VI.43)

W T

a''o al dy

= - - {an)h_. B
Zuk((o) Zxko dr' 00 g

Uzycie rozwinieé (V.105-106) dla na((o) i xk(co) oraz
wyrazenia (VI.16) na wartosd (0 w stabym polu B umozliwia

dalsze przeksztalcenie rdéwnania (VI.43):

» F 4
0 2 Zz D 2 a0 dy 2
b iy (8aoy & S hie 2 2.8 D ]-—-——(r )A_ B
00 000 Zxko 9 0 < Zxko dr® 00 rD
54
__ Sdmy 2.2 dy 2

— " g HB B a?(rUD)XrOB (VI.44)

a

Poniewaz w powyzszej zaleznosci pochodna dy/dr(roo) mnozona
jest przez B2 4 zatem - przy obliczaniu réznicy
y(roo)—yo(roo) z dokladnoscia do cziondw rzedu B2 - mozemy,
zgodnie z rozwinieciem (VI.6), zastapic dy/dr(roﬂ) przez
dyO/dr(rOU) . Pochodna dyo/dr(roo) Wwyznaczamy Pprzy pomocy
podstawowego rdéwnania wariacyjnego (VI.9), ktére wpierw
rézniczkujemy stronami wzgledem r , oraz warunku brzegowego

(IV.89), spelnionego - w oryginalnym modelu TFD - przez V:VD

1 ®p=Top
dy av
10 o s L2 & = -4
[ 3*k0Y0 (%00 §“ao] <=als T R ey S (VI.45)
0o
Po uwzglednieniu, 2ze brzegowa wartosé yo(rﬂo) wynosi
%ﬂao/xko , z réownania (VI.45) dostajemy nastepujaca wartosc
d?o/dr(roo)
dy
0 oo ok o
dr (Foo’ * B« (¥1..46)
al ro0

Wartosé ta wstawiamy w miejsce dy/dr(roo) do rdwnania
(VI.44) i dzielimy to rdéwnanie obustronnie przez Bz
Poniewaz réznica y(roo)—yo(roo) jest - zgodnie z

rozwinieciem (VI.6) - rdéwna ky(rOU)B2 , =zatem ostatecznie
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otrzymujemy poszukiwane wyrazenie na Ky(roo)

54
A el & - ——;59 sz + ;g_ -Qf A, , (VI.AT)
1 .0 a0 rog 0

Wyrazenie to wykorzystujemy w rdéwnaniu (VI.36) dla r=roo o
skad - pamietajac, ze yo(roo):%aao/xko - mozemy potem

wyznaczydé hv(r00)+kp . W ten sposdéb znajdujemy F(roo)

ol == kO EL Q 4
r'(roo) = n—'.-‘,— PB .I:‘Do + !‘00 Krﬂ - (VI.48)
a0

Ostatni warunek brzegowy zostal juz wczesniej prawie
wyprowadzony. Wstawmy bowiem do réwnania (VI.30) rozwiniecia
(VI.3,4), po czym podzielmy to rdéwnanie stronami przez B2
Poniewaz pochodna statej - a taka jest kp - 2znika, mozemy
uzyskany rezultat zapisaé w postaci:

d[kv(r)+kp]
dr

= - 4rm00 kro " (VI.49)

r=roo
skad - po uwzglednieniu definicji - (VI.37) wielkosci I (r)

oraz wartosci ng, (III.31) - dostajemy trzeci__warunek
brzegowy:
3
ar . a0 2
oo $5(Too) - M(rge) = -4n[§;;a—] 00 A, - (VI-50)

VI.5. Metoda rozwiazania.

W warunkach brzegowych (VI.48) i (VI.50) pojawia sie

wielkosé kr , ktéra zgodnie 2z rozwinieciem (VI.4) rdwna
0

jest (ro—roo)/Bz (B+0), a ktéra mozna by zatem nazwaé

wspdiczynnikiem rozszerzalnosici magnetycznej promienia atomu.
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Wartosci Xr nie mozna jednak w stosowanym modelu obliczyé w
0

sposéb analityczny - wartos$é ta wyznaczamy dopiero podczas
numerycznego rozwiazywania réwnania rdézniczkowego (VI.38).
Dlatego - choé (VI.38) jest rdwnaniem rdézniczkowym drugiego
rzedu - potrzebne 83 az trzy warunki brzegowe:
(V1.41,48,50). Rozwiazanie takiego zagadnienia brzegowego

bedzie stanowié para: wspélczynnik Ar oraz rozktad I'(r)
0

Sytuacja taka jest analogiczna do tej, jaka powstaje w
oryginalnym modelu TFD lub w przypadku atomu I +typu: tam
rowniez mamy - oprécz rdéwnania rézniczkowego drugiego rzedu
- +trzy warunki brzegowe, w ktorych wystepuje nieznany
promien atomu ry - Analogiczna zatem moze by¢ rowniez metoda
rozwiazania obecnego zagadnienia brzegowego. Metoda ta -
ktora w rozdziale V.3 (punkt E) nazwalismy catkowaniem “od
tyiu" - polega na tym, ze calkowanie rdéwnania roézniczkowego

(VI.38) rozpoczynamy dla pewnego Kr W punkcie r¥rg, o W
0

ktérym wartosci F(roo) oraz %g(roo) znajdujemy 2z warunkodw
(VI.48,50), a nastepnie caltkujemy numerycznie od r=r;o az do

r=0 . Wartosd lr nalezy wybrac¢ tak, aby otrzymana w wyniku
0

catkowania wartosé I'(r=0) 2znikata - 2zgodnie 2z warunkiem
(VI.41). Potem - startujac 2z punktu r=r;q i rozwiazujac
rownanie (VI.38) w strone wiekszych r - mozna réwniez
znalezé przebieg I'(r) dla r>r

Gdy znamy juz wartosé kr , mozemy bez trudu - przy
0

pomocy zaleznosci (VI.32,33) - obliczyé potencjat chemiczny

# i jednoczesnie l“ . Wowczas 2znajomosé rozkladu TI'(r)
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pozwala na wyznaczenie - 2z jego definicji (VI.37) -
przebiegu kv(r) , a nastepnie - po skorzystaniu z zaleznosci
(VI.36) i (VI.8) - rdéwniez rozktaddw Ay(r) i kn(r) . W ten
sposéb jestesmy w stanie - przy pomocy rozwinieé¢ (VI.1-4) -
obliczaé przyrost promienia atomowego r, oraz wyznaczac
zmiany rozkladéw {(r) , n(r) i V(r) w obecnosci stabego pola
magnetycznego B w atomie I typu; wyniki takich obliczen
przedstawione sa w rozdziale VII.

Powstaje w tym miejscu pytanie: dla jak duzych pdél B
mozna stosowaé rozwiniecia (VI.1-4) =z dobra doktadnoscia?
Poréwnania rezulatéw tych rozwinieé 2z wynikami dokladnymi
zostanie dokonane w rozdziale VII. Mozna jednak juz teraz -
zadajac matosci {(r) [co byto wielokrotnie wykorzystywane w
tym rozdziale, chodé¢ nie byio to jedyne tego typu 2zalozenie]
- znaleZé analitycznie gdérne ograniczenie na wartosé pola B .
Poniewaz (dla Q=0) wartosé I (r) jest - zgodnie z
nierdwnoscia (V.104) - najwieksza na brzegu atomu, zatem

wystarczy postawié zadanie:
((ro) « 1 : (VI.51)

Brzegowa wartosé¢ wzglednej magnetyzacji ((r0)=(0 jest - dla
stabego pola B - okreslona przez wyrazenie (VI.1l6). Wobec

tego warunek (VI.51) jest spelniony, gdy

2
”aO

18

%~ 4.27-10' Ga . (VI.52)
k0B

B «

6 Gs [czyli wartosci

W rzeczywistosci juz przyjecie B=4.8-10
o prawie rzad wielkosci mniejszej niz w warunku (VI.52)]

zapewnia wartosdé CO mniejsza od 0.1 [a wiec tez {(r)<0.1 dla
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0<r£r0 (Q0)] ; por. rys. V.9 (krzywa 1). Okazuje s=sie

réwniez, e w przedziale 0<B<5-10°

Gs zaleznosé (O(B) jest -
W bardzo dobrym przyblizeniu - liniowa [por. rys. V.9], co
oznacza prawomocnos¢ stosowania w tym przedziale rozwiniecia

(VI.16).

VI.6. Wielkosci graniczne (1 3 y; i yI dla atomu II typu.

Atom II typu rézni sie jakosciowo od oryginalnego atomu
TFD oraz atomu I typu. Istotz tej rdéznicy jest istnienie -
nawet w bardzo stabym polu magnetycznym - pewnego obszaru w
poblizu brzegu atomu, w ktérym to obszarze mamy catkowita
polaryzacje spinowa elektrondw: {(r)=1 . Efektem tego jest

skokowa zmiana gestosci brzegowej n(rg) : od n(ro)zn00 dla

B=0 [por. (III.31)] do n(ro):%n dla B>0 [por. (V.122)], co

00
z kolei musi sie odbié na zachowaniu innych wielkosci
fizycznych. Dlatego nalezy sie spodziewaé, ze te wielkosci,
a w szczegdlnosci promiern atomu, beda miaty inna jakosciowo
zaleznosé od pola B niz w przypadku atomu I typu.

Nasze rozwazania nad atomem II +typu w slabym polu

magnetycznym zaczniemy od znalezienia wielkosci granicznych:

(Iﬁf(rl‘) ’ YIEY(rl“) i V;Ey(r1+) dla tego przypadku. Gdy

pole B dazy do 0 , wielkosci te przyjmuja odpowiednio
wartosci:
[I = 0 3 (VI.53)
an
y; = S TP o (VI.54)
1 Zxko 00 0
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» (1)
+ _ a _ »—1/3
NERAIY T2 Yop ™ T (¥1:85)

[por. rys. V.10, rys. V.11; uwaga: 2 1/3%0.79 3. Wartosci te

speiniaja bowiem réwnania (V.125) i (V.126) oraz podstawowe
réwnanie wariacyjne (V.58) dla {={] i y=y] :
$AETINN® - T = e B (VI.56)
Dla (I>0 powyzsze rownanie moize byé zastapione - tak, jak to
uczynilismy w rozdziale V.4 - przez réwnowazne wéwczas
rownanie (V.127), ktére powstaje przez rozwiazanie rdéwnania
(VI.58) wzgledem yI . Rozwiazania takiego nie mozna otrzymaé
dla (;:0 , gdy lk'((;)=8a‘((z)=0 ; przypadek ten odpowiada
jJednak - jak to wynika jednoznacznie z rdéwnania (VI.56) -
zerowej wartosci B , a wiec dla B>0 réwnowaznosé réwnan
(VI.56) i (V.127) jest prawdziwa.
Wielkosci vI i yI zmieniaja sie w sposéb ciagly wraz =z
B [por. rys. V.11], =zatem dla slabego pola B mozna je

przedstawié w nastepujacej postaci:

¥

Vg k1 #8_) ' (VI.57)

Y, £ %0 B £8F (V1.58)

gdzie 6§ « 1 ,6 « 1 ; odpowiednio mala wartosé¢ ma wdwczas
wzgledna magnetyzacja (I [por. rys. V.10 ]. Pozwala to na
zastosowanie w rdéwnaniu (VI.56) rozwinieé (VI.10,11), a
nastepnie wyznaczenie - W pierwszym przyblizeniu -
zaleznosci (I od B :

-1
- - 10 2.4 F
q = [‘g *x0 Y-0 3 *a0 Y_0] g B =18 b o (V1.88)
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gdzie wstawiono wartosc Y—O:%Haﬁ/xko (VI.54) oraz

wprowadzono pomocnicza wielkosc

o

b=—=0 p B ; (VI.60)
o
a0
wielkosc ta mozna by nazwac "bezwymiarowym polem

magnetyczanym' .

Uzycie wyrazern (VI.57,58) oraz rozwinieé (V.105,106) w

réwnaniu (V.125) przeksztalca to rdéwnanie do nastepujacej

postaci:

[% “0 ¥-0 T *a0 V-0 ] * (37 "0 ¥-6 = 27 *a0 Yoo ) D7 #

% l% *k0 V-g i % *a0 y—g] Ry [% "k(l)y+g o % "a(l)y+g ] y
B mam - mamd s, . ome

jesli tylko zaniedbamy w nim wszystkie cziony rzeddw: ((1)4,
6_2 . (51)26_ : 6+2 i wyzszych. Poniewaz wartosci: (I=0 )
yI:y_D 5 y;=y+0 - jak wczesniej stwierdzilismy - rdéwniez
spetniaja réwnanie (V.125), wobec tego wyrazenia w nawiasach
kwadratowych po obu stronach réwnania (VI.6l) 8a rdéwne, a
wiec mozna Jje tam opuscié . Wéwczas, wykorzystujac w
otrzymanym rdéwnaniu zaleznosci (VI.59,60) oraz wstawiajac
explicite wyrazenia (V1.54,55) na Y_o i Y0 ° dostajemy - po
niewielkich przeksztaiceniach algebraicznych - zwiazek

pomiedzy &6_ i &
5 -2 56 = 218D . (VI.62)

Drugi tego typu zwiazek wynika z réwnania (V.126), gdy

przy pomocy (V.105,108) rozwiniemy xk(CI} ; xa((z) i
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skorzystamy z wyrazen (VI.57,58):

D 2 4 25 2 8 -2
[5 *k0 Y-0 ~ 3 *a0 Y-o] % [2—7 *0Y-0 - 37 *a0 v_o] (L7 +

10 2 4 =
* [‘5 *o0 Y-0 ~ 3 *a0 V—o] O~ g8 3

< [ d - $miiing] ¢

10 2 4 .
+ [-5 x (1)y,5 - 3 ua(l)y+0] 6, - g B ; (VI.63)
réwniez w tym réwnaniu - podobnie jak w (VI.61) =

pominelidmy czlony propocjonalne do (C1)4, 6_2 ; ((1)25_ s

6+2 oraz czlony jeszcze wyzszego rzedu. Wyrazenia w
nawiasach kwadratowych po obu stronach powyzszego rdwnania
83 réwne, gdyz wartosci (1:0 1 yI:y_o ; y;=y+0 [por.
(VI.53-55) ] speiniaja réwnanie (V.126) dla B=0 . Wobec tego
- ponownie korzystajac z zaleznosci (VI.59,60) oraz wyrazen

(VI.54,55) na y_g iy, , - otrzymujemy:

&, -6 =6b+ 54 b2

" (VI.64)

Z réwnan (VI.62,64) wynika, Zze w pierwszym przyblizeniu
wielkosci 6_ i 6  wynosza:

& =60 p (VI.65)

& =320 : (VI.66)

a zatem zaleza one liniowo od b i w ten sam sposéb od pola
magnetycznego B ; por. (VI.60). Wynik ten Jjest 2zgodny 2
przedstawionymi na rys. V.1l przebiegami yI i y; . Poniewaz
podczas wyprowadzania rdéwnan (VI.62,64) zaniedbywalismy

2 2

wyrazy proporcjonalne do 6 © i 6+ , ktére - zgodnie =z
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zaleznosciami (VI.65,66) - sa rzedu b2 3 dlatego

wspoéiczynniki liczbowe stojace przy b2 w (VI.62,64) nie 83
wiarygodne: réwnania te sa stuszne tylko z dokladnoscia do
czlondw rzedu b1 i sprowadzaja sie do réwnosci: 6+-26_:0 .
6+-6_=6b . [Oczywiscie, przy pomocy (V.125), (V.126) i
(VI.56) mozna otrzymaé dokladniejsze rozwiniecia wielkosci
& , 6 oraz (; wzgledem b , jednak pominiemy je, gdyz takie

+

rozwiniecia nie beda potrzebne w dalszym rozumowaniu. ]

VIi.7. Zaleznosé promieni r, i ry od stabego pola B

w atomie II typu.

Obszar statej wzglednej magnetyzacji (rdéwnej 1), tJ.
przedzial r1<r$r0 , jest maty w stabym polu B i kurczy sie
do przedziatu zerowego, gdy B»0 . Wynika to 2z rezultatdw
numerycznych obliczer promieni r, i ry dla atomu II typu
przedstawionych w rozdziale VII ; patrz rys. VII.3-5. Fakt
ten mozna jednak uzasadnié rdwniez teoretycznie. Zauwazmy
bowiem, ze w atomie II typu dla stabego pola B wielkosé
graniczna y(r1+)=y; niewiele sie rézni - zgodnie z
réwnaniami (VI.58,55,66) - od wielkosci brzegowej Y(rn)
rownej %aa(l)/xk(l)=y+0 [ por. (V.122) 1 (VI.55) ] ; réznica
y(r1+)-y(r0) dazy do 0 , gdy B»0 . Z drugiej strony w
przedziale r, <rer, wielkosé vy(r) Jjest rosnaca funkcja
potencjalu dana przez zaleznosé (V.119). Oznacza to, z2ze w
tym przedziale y(r) jest ciagla i - dla Q20 - malejaca
funkcja r , bo taka funkcja jest wéwczas V(r) . Stad wynika,

2e dla dostatecznie stabego pola B , gdy mata jest rdznica
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v(ry+)-y(ry) , mata musi byé réwniez réznica ry-r; , a gdy
B+0 , obie te rdéznice daza do 0

Mata wartosé réznicy r,-ry pozwala na wyrazenie
wielkosci granicznej yI:y(r1+) W inny, niz w rdéwnaniu
(VI.58), sposdéb. W tej sytuacji mozemy bowiem skorzystaé =z

rozwiniecia Taylora funkcji y(r) wokél punktu r=rg,
v(r+) = y(ry) + L(r) (r,-ry) + Ol(rg-r )2 (VI.67)
1 0 dr"0 1°0 0 "1 : -

Wystepujaca tu wartosé brzegowa y(ro) jest - zgodnie =z
zaleznosciami (V.122) i (VI.55) - rdwna %ﬂa(l)/ﬂk(1)=y+0
Pochodng dy/dr(ro) wyznaczamy ze zrozniczkowanego wzgledem r
podstawowego rdéwnania wariacyjnego (V.118) (obowiazujacego w
przedziale r1<r£r0 ), uwzgledniajac po drodze warunek
brzegowy (IV.89) [tzn. dV/dr(ry)=-@/r,> 1:

-1

P = [3F mWvirg) - 3 2(1)] ~ FHry) =

- 3 Q . 3 Q

el ke ol vy ¢ phaen: Tl L (VI.68)
~ ol a 00

Wstawiajac powyzsze wartosci y(ro) i dy/dr(ro) do

rozwiniecia Taylora (VI.67), otrzymujemy:

PREGEL 2 Rt xa?l) S5 (rgry) +00(rg=r)®] . (VI.69)

Y00
Gdy pordwnamy ten wynik z wyrazeniem na yI (VI.58),
dochodzimy do wniosku, 2ze wielkosé y+06+ réwna sie (w
pierwszym przyblizeniu) drugiemu wyrazowi po prawej stronie
réwnania (VI.69). Ta réwno$é umozliwia - po uwzglednieniu
wyrazenia (VI.66) na 6+ - wyznaczenie zaleznosSci rdéznicy

ro—rl od pola B :
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B ; (VI.70)

jest to oczywisdcie tylko wiodacy sktadnik tej zaleznosci.
Powyzsze rozumowanie przestaje byé jednak siuszne w
przypadku neutralnego atomu, gdy Q=0 . Wdwczas bowiem
pochodna dy/dr(ru) znika [por. (VI.68)] i zachodzi potrzeba
uwzglednienia nastepnego (tj. kwadratowego) wyrazu W

rozwinieciu Taylora (VI.67):

2
v(r+) = y(rg) + 2 $4(ry) (r;-rg)? +00(rg-r %1 . (VI.T1)

Obliczenie pochodnej dzy/drz(ro) , ktéra sie pojawilia w tym
rozwinieciu, wymaga dwukrotnego zrdézniczkowania rdéwnania
(V.118) wzgledem r :

2

(33 =(Vviry) - 3 uatl)] ¥ (r,) +
dr
+ 10 (1) 0 dVery =0 (VI.72)
3 Tk 2 Fot = : :
Wystepujaca tu pochodnga d V/dr (r ) mozna wyrazié¢ - Pprzy
pomocy rdwnania Poissona (IV.37) - przez gestosé elektronowag
na brzegu atomu, n(ro)
8V s = av(ns) - B B g 2 AW(eoy = Amgrs) (VI.73)
peipl = XD dr Yo’ ~ Ege = Fhikg ’ p

dr

przy czym nalezy uwzglednicé, ze dV/dr(rG)zo dla Q=0 [por.

(IV. 39)] Wobec tego - biorap réwniez pod uwage, ze
v(ro) L. 2(1) /% (1) , n(ry)=y (r » zas dy/dr(ry)=0 - =z
rownania (VI.72) otrzymujemy (dla Q=0):
2
2 3nrx_“(1)
9-%(r0) S el (VI.74)
dr K (1)
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W tej sytuacji pordwnanie drugiego skladnika w rozwinieciu
(VI.71) z wielkoscia y+06+ [por. (V1.58,66)] prowadzi do
nastepujacego wyrazenia:

2 Hp B 1/2
!‘D - I‘l = Tﬂo ( dla Q=0 ) (VI.?S)

[gdzie n00=yog=(%xa0/xk0)3 ; por. (III.31)], ktdére oznacza
pierwiastkowg - w wiodacym rzedzie - 2zaleznosé rdznicy
promieni ro-r, atomu neutralnego od pola B .

Réwnaniem, ktére umozliwi stwierdzenie, jak wartosé
réznicy ro~ry dana przez wyrazenie (VI.70) 1lub (VI.75),
rozktada sie na wielkosci rs"Too i o0~ %1 (antycypujemy tu -
zgodnie z wynikami numerycznymi przdstawionymi w rozdziale
VII, ze dla B>0 =zachodzi relacja r1<ruo<r0 ; Ppor. rys.
VII.5), Jest warunek normalizacyjny (IV.20). Liczba

elektronéw N nie ulega bowiem zmianie przy przejsciu od B=0

do B>0 , a to - 2zgodnie 2z warunkiem (IV.20) - oz2nacza
rownosc:
Yo . Yoo 2
0 = [ n(r) rr - I ny(r) rédr =
0 0
%1 5 Yo 5 Yoo 5
= [ [n(r)-np(r)Ir®dr + [ n(r)rdr - [ ng(r)r®dr . (VI.76)
0 ry ry
Réznica gestosci n(r)—no(r) , ktora pojawia sie w pierwszej
caice po prawe)j stronie powyzszego rdéwnania, jest - dla

0<r<r1 - ciagla funkcja B, ktdéra dla matych B ma postaé:
J s
n(r) - nD(r) = Rn(r) B . (VI.77)

Mozna bowiem pokazaé analitycznie, 2ze w punkcie r=rg,
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réznica n(roo)*no(roo) - gdzie n(roo) jest wartoscia
otrzymana przy pomocy analitycznego przediuzenia n(r) poza
punkt r=ry [analogicznego do - przedstawionego w sekcji VI.1
- przedluzenia no(r) poza punkt r=r;, ] - jest rzedu 83/2 5
gdy Q=0 , lub rzedu Bz, gdy Q>0 . Taka zaleznos¢é n(r)-no(r)
od B w punkcie r=rgg przenosi sie na caly obszar 0<r<r00 .
gdyz przyjmujemy, ze wykladnik s w rozwinieciu (VI.77) nie
jJest funkcja r ; potwierdzenie takiej zaleznosci dostarczaja
wyniki numeryczne; por. rys. VII.34,35. Wynika stad, ze
pierwsza catka po prawej stronie réwnania (VI.76) jest rzedu
B%/2 (dla @=0) lub B? (dla Q >0).

Dwie nastepne calki wystepujace po prawej stronie tego

réwnania sa - w pierwszym przyblizeniu - odpowiednio réwne:

}0()2d_() 2(r,-r,) + O[(ry-ry)?] =
n(r)r-dr = n(r;,) ry (ro-ry (ro rl) =
o |
| 2 2
= % Do Foo (ro-rl) - 0[(r0-r1) ] = (VI.78)

T00 2 2 2
f nn(r)r dr = nO(rOO) o0 (rDU-rl) + 0[{r00-r1) ]l =

¥y

2 2 » 7
= Do Too (roo—rl) + 0[(r00 rl) ] - (VI.79)

gdzie uwzglednilismy odpowiednio wyrazenia (III.31) . &
(V.122) na gestos$ci brzegowe, tzn. no(roo} i n(ro) [:ya(ro)].
Poniewaz rdéznica ro"ry jest - zgodnie z wyrazeniami (VI.70)
i (VI.75) - proporcjonalna do Bl/2 (dla Q=0 ) 1lub B1 (dla
Q>0 ), wobec tego - dla matych B - pierwsza calke po prawej

3/2

stronie rdéwnania (VI.76) - jako proporcjonalna do B lub

B2 - mozna w tym réwnaniu zaniedbaé w pordwnaniu 2z catka
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druga, dana przez wyrazenie (VI.78). Prowadzi to do

rownania:
1 2 2 =0 V1. 80
2 Pgo Too (Fo™r1) ~ Rgg Top (FooT1) ¢ ' (¥E.00)
z ktorego wynika, 2ze rdéznice: ry-ry 3 ropo"fy %a - W
pierwszym przyblizeniu - sobie rdéwne 1 wynosza polowe
réznicy rg-ry - Wobec tego w ostatecznym rezultacie
dostajemy:
- 1/2
o i dla Q=0 ,  (VI.Bla)
00
9™ Fop ™ Hly” T 3
00
@) Hp B dla Q >0 . (VI.81b)

Poniewaz podczas wyprowadzania powyzszych zaleznosci
zaktadalismy, ze réznice s Too 1 Yoo Ty (a wiec rdwniez
ro-ry ) sa mate, zatem z zaleznosci tych wynika, ze moga byé

one stosowane w nastepujacych zakresach pola B :

05 B wadl & i 57:167 € dla Q=0 VI.82
< 2H = i 8 a Q—' 1 ( . a)
B
§ £ Bt Q1078 dla Q>0 (VI.82b)
-— __—T .
HBT00

O dia

(przyjmujac, ze promiei atomowy Yoo jest rzedu 10
1=72=120).

Dla Q+0+ zaleznosé¢ (VI.B1b) daje nieskoriczony przyrost
promienia r,-r,, przy dowolnej niezerowej wartosci pola B ,
co mogloby wydawaé sie sprzeczne 2 2zaleznoscia (VI.81la)
obowiazujaca dla Q=0 . Sprzecznosé ta jest jednak tylko

pozorna, gdyz - zgodnie z (VI.82b) - zakres stosowalnosci

przyblizenia (VI.B81lb) staje sie zerowy, gdy Q-+0+
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VI.8. Nieadekwatnosé teorii atomu II typu w slabym polu

magnetycznym.

Otrzymane zaleznosci (VI.8la,b) przyrostu promienia
atomu II typu: rgy-r,, od slabego pola magnetycznego B nie sa
Jjednak zgodne - nawet jakosciowo - z wynikami
doswiadczalnymi. Doswiadczalnie bowiem stwierdzono - o czym
juz pisalismy w rozdziale III.4 [por. dyskusje powyzej
(II1.80)] - 2ze 2zmiany promieni atomdéw-komérek metalu [w
rozdziale III1.4 mowa jest o zmianie objetosci atomu, ale
zmiana ta Jjest - W pierwszym przyblizeniu réwna

4"r§0(r0-r00) , a wiec proporcjonalna do zmiany promienia

ro~Tgp ] poddanego wpiywowi pola magnetycznego B 83

proporcjonalne do BZ [92,93] a nie do Y B~ lub B , jak
wynika to 2z zaleznosci (V1.8l1la,b). Innym niefizycznym
rezultatem teorii atomu 11 typu jest przewidywanie

nieskonczonego wzrostu podatnosci magnetycznej metali, gdy
pole B zmierza do 0 . Wéwczas bowiem podstawowy wktad do

atomowego momentu magnetycznego M - wyrazajacego sie przez

n(r) i {(r) przy pomocy (III.52) i (I1I.64) - pochodzi od
obszaru brzegowego: r1<r<r0 , gdzie {(r)=1 , i Jjest on
proporcjonalny do ro~ry > czyli - zgodnie z (VI.Bla) - do

Y B ' (zaktadamy, ze atomy metali sa neutralne: Q=0 ), co =z
kolei oznacza, ze atomowa podatnos¢ magnetyczna xat=H/B dla
matych B zachowuje sie jak 1/Y B i rosnie nieskorczenie,
gdy B » 0

Z tych powoddéw nie bedziemy tu dalej rozwijaé teorii

atomu II typu w stabym polu B . Mozna by oczywiscie -
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postepujac podobnie jak w sekcji VI.1 - zbudowaé odpowiednie
réwnania rézniczkowe oraz warunki brzegowe i przy ich pomocy
wyznaczy¢ rozklady n(r) i V(r) w obszarze 0<r<r1 [ rozklad
{(r) wyraza sie w tym obszarze przez ten sam wzér (VI.1l2),
co w przypadku atomu I typu], natomiast w przedziale r,<rer,
rozktady n(r) i V(r) mozna - w pierwszym przyblizeniu -
obliczyc¢ analitycznie, stosujac rozwiniecia Taylora
analogiczne do (VI.67) lub (VI.71). Jest to Jjednak zadanie
jeszcze bardziej pracochlonne niz w przypadku atomu I typu
(dotyczy to szczegdlnie warunkdéw brzegowych) i dlatego Jjego
rozwiazanie - wobec pokazanej przed chwila nieadekwatnosci
takiej teorii w zastosowaniu do opisu (choéby bardzo
przyblizonego) rzeczywistych metali W slabym polu
magnetycznym - nie zostanie tu zamieszczone.

Stwierdzenie nieprzydatnosci atomu II typu do obliczen
w stabym polu magnetycznym 2zostalo dokonane na podstawie
danych doswiadczalnych. Na gruncie teorii, w celu wybrania
ktéregod typu atomu, tzn. I lub II, nalezy poréwnaé¢ energie
catkowite obu typéw atomu. Do tej pory, =z teorii atomu I
typu (por. dyskusje na koricu punktu D w rozdz. V.3 ) wiemy
ze dla pél B wiekszych niz krytyczne pole Bcl ten typ atomu
nie moze odpowiadaé minimum funkcjonalu energii (II.67),
choé rozwiazanie problemu atomu I typu istnieje jeszcze w
przedziale BCISBSBC2 ; oznacza to, ze dla B>Bc1 atom I typu
ma wieksza energie niz atom II typu. W rozdziale VII.5
(punkt D) przedstawione zostana wyniki obliczen

numerycznych, ktdére pokazuja, ze dla dowolnego pola 0<B=<B_,
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atom II typu ma nizsza energie niz atom I typu o tym samym Z
i Q@ ; wykazemy tam rdwniez, ze w przypadku slabego pola B
wtasnosé ta mozna uzasadnié takze analitycznie. A zatenm,
postepujac zgodnie 2z podstawowa ideg teorii funkcjonalu
gestosci [por. (II1.69) i =zdanie powyzej], nalezatoby
wykluczyé z rozwazan atom I typu i w catym zakresie wartosci
pola B (tzn. B>0 ) stosowac¢ model atomu II typu , co jednak
- jak wczesniej pokazalismy prowadziloby do niefizycznych
rezultatow dla stabych pél B . Ta oczywista sprzecznosdé
teorii z doswiadczeniem jest wynikiem przyjecia
spodziewadé, ze rozktady n(r) i {(r) opisujace atom I typu
wstawione do doktadnego funkcjonatu energii E[n,{] (ktdrego
postaé pozostaje niestety nieznana) dajg - dla stabych pdl B
- nizsza energie atomu niz odpowiednie rozktady odnoszace
sie do atomu II typu, co oznacza, 2ze sa one lepszym
przyblizeniem rzeczywistych rozktaddw n(r) i {(r) [argumenty
za tym przemawiajace oraz dalsza dyskusje tego problemu
przedstawiono w rozdziale VII.5 (punkt D) 1 . Implikuje to

uzycie atomu I typu w obliczaniu wielkosci fizycznych.
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ROZDZIAL VII

WELASNOSCI OBJETOSCIOWE, ENERGETYCZNE

I MAGNETYCZNE ATOMU KWANTOWO-STATYSTYCZNEGO

W ZASTOSOWANIU DO TEORII METALI.

VII.1. Przydatnosé¢ modelu magnetycznego atomu

kwantowo-statystycznego do opisu metalu.

Przedstawiong w dwu poprzednich rozdziatach teorie
atomu kwantowo-statystycznego, oparta o funkcjonal energii
E[n,{] (II.67), mozna =zastosowaé¢ do przyblizonego opisu
metali. W tym celu zastepujemy komérki Wignera-Seitza metalu
przez kule o tej samej objetosci co komdérki. Rozklad
elektronow W tych kulach jest kulisto-symetryczny;
przyjmujemy ponadto, 2ze Jjadro 2znajdujace sie w centrum
komérki jest punktowe [co nalezy uwazac¢ za bardzo dobre
przyblizenie, jesli tylko przypomnimy sobie, 2ze rozmiary

10

komérki wynosza kilka A (=10 ~"m), zas sSrednica jadra jest

'lsm ]. Komérki metalu sz identyczne, a wiec musza

rzedu 10
byé neutralne elektrycznie (tzn. ich calkowity 2adunek
elektryczny rowna sie 0 ), tak jak catosé metalu. Gdy dla
tak wyobrazonego metalu uzyjemy teorie funkcjonalu gestosci
w przyblizeniu LDA (tzn. w przyblizeniu lokalnej gestosci;
por. rozdziat II), to energia calkowita metalu rozklada sie
na sume energii pochodzacych od poszczegdlnych komdrek. Jest

tak dlatego, poniewaz z jednej strony w przyblizeniu LDA

gestosci energii kinetycznej 1 wymiennej oraz energii
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oddziatywania z polem magnetycznym zaleza w kazdym punkcie r
tylko od gestosci elektronowej n i wzglednej magnetyzacji
W tym samym punkcie [por. (II.59), (II.80) i (II.65)],
natomiast z drugiej strony neutralne i _sferyczne komdrki
metalu nie oddziaiywuja ze soba kulombowsko (bo pole
elektryczne znika na zewnatrz elektrycznie obojetnej komdérki
o kulisto-symetrycznym rozktadzie tadunku; stosujac
przyblizenie LDA zaniedbujemy oddzialywania wymienno-kore-
lacyjne pomiedzy elektronami sasiadujacych komdérek). Stad
wynika, ze 2zagadnienie minimalizacji funkcjonaiu energii
metalu sprowadza sie - pPrzy przedstawionych powyzej
zalozeniach - do problemu minimalizacji energii pojedynczej
kulisto-symetrycznej komdrki. W przypadku takiej
przyblizonej komdérki Wignera-Seitza funkcjonat energii
E[n,{] dany Jjest przez wyrazenie (II1.67), co oznacza peilna
rownowaznosdé komdérki i atomu kwantowo-statystycznego
rozwazanego W tej pracy. O tym, ze takie postepowanie jest
sensowne Swiadczy skorniczony promien r, atomu
reprezentujacego komérke (patrz sekcja VII;Z) oraz roézna od
zera gestosé elektronowa n(rﬂ) na jego brzegu [por. (V.90) i
(V. 122) 1,

Opis krysztaldéw jonowych nie jest niestety mozliwy przay
pomocy teorii prezentowanej w tej pracy. Okazuje sie bowiem
- jak to stwierdzono numerycznie - ze dla 1adunku Jjonowego
Q<-0.35 problem atomu kwantowo-statystycznego nie ma
rozwigzania (dotyczy to zardwno atoméw I jak i II typu;

podobne ograniczenie na wartosci Q wystepuje w oryginalnym
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modelu TFD - por. np. [24]), natomiast jony ujemne - ktdére w
sieci jonowej krysztalu wystepuja razem z jonami dodatnimi -
maja W rzeczywistosci tadunki wieksze - co do wartosci
bezwglednej - od 0.35 (por. np. [96]). Mimo tej trudnosci
bedziemy w tym rozdziale przedstawiac¢ wyniki rdwniez dla
jondw dodatnich o tadunku Q=+1. Wyniki te nalezy jednak
odnosié¢ nie do krysztaildéw Jjonowych, lecz do pojedynczych
zjonizowanych atomdw metalu. Postepowanie takie jest
uzasadnione, gdy przyjmiemy, zZze powstaly w wyniku jonizacji
atomu (np. przez foton swiatla) jon jest otoczony w metalu
przez neutralne atomy, 2z ktorymi - w przyblizeniu
sferycznych atoméw - nie oddzialywuje, a zatem nadal mozna
go opisywaé¢ - w przyblizeniu LDA - jako oddzielny uklad. W
rzeczywistosci na proces jonizacji najszybciej zareaguja -
Jak mozna przypuszczad - elektrony 2zjonizowanego atomu,
tworzac nowy stan quasi-rdéwnowagi i taki wlasnie stan
opisujemy w naszym modelu dla Q=+1 ; zjonizowany atom
oczywiscie zdeformuje w dalszej kolejnosci rdwniez swoje
otoczenie (zmienia sie m. in. odlegtosci tego atomu od
najblizszych sasiadéw), w wyniku czego rdéwniez on sam
ulegnie kolejnej deformacji.

Pole magnetyczne B wpiywa na szereg wlasnosci metalu.
Dzieje sie to zardéwno w wyniku zaburzenia ruchu elektrondw w
polu magnetycznym (efekty orbitalne), jak réwniez w wyniku
oddziatywania spindéw elektronowych z tym polem; zjawiska te
W roznym stopniu wplywaja na rdzne wiasnosci w zaleznosci od

typu metalu. Zakladajac, 2ze zjawiska te sa - w dobrym
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przyblizeniu - niezalezne, w obecnej pracy skoncentrowalismy
uwage Jjedynie na efektach zwiazanych z istnieniem
niezerowych spinéw elektronowych, pomijajac zupeilnie efekty
orbitalne.

Oddziatywanie spindow elektronowych z polem magnetycznym
powoduje odwrécenie przynajmniej niektérych z tych spindw,
co prowadzi do powstania niezerowego momentu magnetycznego
oraz - w ostatecznym rezultacie - do obnizenia energii
uktadu. Ze wzgledu na zakaz Pauliego (zgodnie 2z ktdérym
elektrony o tym samym spinie musza byé w rdznych stanach
orbitalnych), elektrony metalu, ktérych spin ulegi
odwréceniu, musza zmienié swoje stany orbitalne (jest to
efekt inny niz wspomniane efekty orbitalne polegajace na
deformacji tych standw). W zwiazku z tym nalezy oczekiwaé
zmiany rodwniez niemagnetycznych wlasnosci metalu.

Wspomniane powyze]j zmiany energii i innych wlasnosci
metalu 83 przewidywane przez prezentowana teorie
magnetycznego atomu kwantowo-statystycznego. Stosujac tg
teorie nie mozna jednak opisaé zjawisk, w ktdérych wystepuja
korelacje w zachowaniu sie rdéznych atoméw (drgania sieci
atomowej, plazmony, fale spinowe itp.). W ramach tej teorii
mozna natomiast obliczaé wszystkie te wtasnosci fizyczne,
ktorych wartosé zalezy w gidwnej mierze od rozktaddw n(r) i
{(r) wewnatrz obszaru jednego atomu (OSrSro) lub od

rozmiardéw (promienia ru) tego atomu.
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VII.2. Promien i objetos¢ atomowa.

Rozwiazanie problemu atomu I typu w sposdb opisany w
rozdziale V.3 (punkt E) daje - oprdécz przebiegu {(r) w
obszarze USrErD - takze wartosé promienia atomowego ry
Promien r, rosnie wraz 2z polem B w catym dopuszczalnym
zakresie 0<B£Bc2 (por. rys. VI1.1,2), przy czym maksymalny
przyrost promienia ro"Too nie przekracza 1.5% wartosci oo
( r)p ©znacza tu - tak samo jak w rozdziale VI - ©promien
atomu nienamagnesowanego, tzn. oryginalnego atomu TFD ). W
pewnym przedziale stabych pél B przyrost promienia s Too
jest proporcjonalny do B2 , co przewidzielismy wczesniej na
gruncie teorii w rozdziale VI; por. (VI.4). Przeprowadzone
na rys. VII.1 pordwnanie dokladnego promienia rs z

przyblizonymi wartosciami uzyskanymi z zaleznosci:

+ n B2 (VII.1)
To

[czyli (VI.4)] - gdzie lr zostalo wyznaczone
0

podczas rozwiazywania réwnania (VI.38) wraz 2z warunkami

o = Too

brzegowymi (VI.41,48,50) - wskazuje , ze za obszar stabych

pél B - ze wzgledu na promien ry - mozna uznac¢ przedzial
0 <B=<510%¢@ |, (VII.2)

ktéry stanowi ponad 1/3 catego dozwolonego zakresu 0<BSBc2 .
Jednoczesnie prawie w calym przedziale (VII.2) (dokladniej

dla 0<B<4.8-10°

Gs ) wartosé {(r) jest mniejsza od 0.1 [co w
praktyce mozna uznaé¢ za kryterium matosci Z(r) ]; por.
ostatni paragraf rozdziatu VI.5.

Zaleznos$é promienia r, atomu I typu od pola B nie
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Rys. VII.1-a) i -b). Zalezno$é promienia r, atomu I typu od

pola magnetycznego B ; Z=20 ; rys.a) odpowiada Q=0 , rys.
b): Q=1 . Linia przerywana reprezentuje rezultaty uzyskane w
przyblizeniu stabego pola B ; por. (VII.1). Na rysunkach
,~1.3-107Gs

[por. (V.99)], powyzej ktdrego nie istnieje atom I typu.

zaznaczono takze potozenie krytycznego pola Bc
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Rys. VII.2-a) i -b). Pordwnanie zaleznosci przyrostu

promienia r, od pola magnetycznego B dla atoméw I +typu o
réznych liczbach atomowych: Z=3,11,19,37,55,87 (odpowiadaja
im kolejno krzywe 1,2,3,4,5,6) i ustalonym ladunku jonowym Q ;
rys. a) odpowiada Q=0 , rys. b): Q=1
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zmienia sie jakosciowo przy przejsciu od atomu neutralnego
(Q=0) do jonu jednododatniego (Q=1) - por. rys. VII.l.a) 1
VII.1.b) ; nalezy oczekiwaé, ze jest ona podobna dla kazdego
Q20 . Zaleznosé ta jest rdéwniez podobna dla atomdéw o réznych
liczbach atomowych Z ; por. rys. VII.2.-a), -b). Nalezy
jednak podkreslié, ze o ile dla Q=1 zmiana promienia s~ Too
silnie rosnie wraz z Z , o tyle w przypadku Q=0 2zmiana ta
bardzo stabo zalezy od Z .

W przypadku atomu II typu, W ktérym wystepuje
wewnetrzna powierzchnia nieciaglosci rozktaddéw n(r) i {(r) w
odlegtosci r=r, od jadra, promien atomu r, Wyznaczamy wraz z
promieniem ry réwniez przez rozwiazanie odpowiedniego
zagadnienia brzegowego - tak, Jjak zostato to opisane w
koricowej czesci rozdzialu V.4. Uzyskane w ten sposéb dla
Z2=20 zaleznosci promieni ry i ry od pola magnetycznego B
przedstawiono na rys. VII.3.-a), -b), -c¢) (dla Q=0 ) i rys.
ViI.4.-a), -b) (dla Q=1 ). Zaleznosci te nie 2zmieniaja sie
jakosciowo wraz z liczba atomowa Z , czego potwierdzenie
znajdujemy na rys. VII.5.-a) i -b). Podobnie jak w przypadku
atomu I typu, rdznica ry~Tgg » @ takze ri"Too znacznie
silniej zalezy od Z dla Q=1 , niz dla Q=0

Promied r, atomu II typu rosnie wraz 2 polem
magnetycznym B , wzrost ten nie jest jednak nieograniczony,
gdyz dla bardzo duzych wartosci B promieri ten dazy do pewnej
skoriczonej wartosci granicznej: ro(Bzm) ; por. rys.
VII.3.-c), VII.4.-b). Jednoczesnie promien ry ktéry stale

maleje przy wzroscie B , zbiega dla duzych B do 0
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rl(Bzm) =0 (VII.3)

Ta graniczna ( B=w ) sytuacja odpowiada zatem stanowi
pelnego namagnesowania atomu, tzn. {(r)=1 dla 0$r$r0 . Jest
to s8zczegdlna realizacja przypadku statej wzglednej
magnetyzacji: ((r):f , ktéry byt rozpatrywany w rozdziale
III. Oznacza to, Ze graniczna wartosé promienia ry atomu II

typu wynosi ro(?zl)
ry(B=e) = rO(Ezl) ; (VII.4)

potwierdzaja to wyniki obliczer numerycznych.

Choé przy przejsciu od B=0 [oryginalny atom TFD, w
ktérym {(r)=0 ] do przypadku B>0 ma miejsce skokowa zmiana
{(r) i n(r) w pewnym brzegowym obszarze atomu II typu [por.

(V.116) oraz (III.31) i (V.122)], to nie powoduje to skoku

5.7 ! ! . !

% | T

-
-
-
-
-
-

8.1k

4.8

4.5 —— T L — PS— 4

r1 i r'u [a.u.]

3-9 bk

3.6

31 3 wesssssnssanaan

3.9 1 i i i
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Rys. VII.3-a). Podpis znajduje sie na nastepnej stronie.
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Rys. VII.3-a),-b) i ¢). Promienie r, (krzywa 1) i ry (krzywa
2) atomu Il typu w zaleznosci od pola B ; Z=20, Q=0. Rys. b)

stanowi powiekszony fragment rys. a) w obszarze OSBSZ'IOBGa.

Rys. c¢) przedstawia zaleznosci r, - X ry od logloB W
przedziale 103055551012Ga. Na rys. a) i b) zaznaczono linia
przerywana przyblizone wartosci r, i ry otrzymane z (VI.81la).
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Rys. VII.4-a) i -b). Promienie r, (krzywa 1) i ry (krzywa 2)

atomu II typu w zaleznosci od pola B dla 2=20 i Q=1. Rys. b)
przedstawia zaleznosci r, i ry od logloB W przedziale
8 12
10%Gs<B=<10
przyblizone wartosci r, i r, otrzymane z (V1.81b).

Gs. Na rys. a) zaznaczono linia przerywana
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Rys. VII.5-a) i -b). Pordwnanie przyrostdw rO(B)—rOO i

rl(B)—r00 dla atomdéw II typu o réznych liczbach atomowych:
2=3,11,19,37,55,87 [odpowiadaja im kolejno krzywe 1,2,3,4,
5,6 , przy czym goérna czesé¢ kazdej =z tych krzywych
przedstawia zaleznosc rO(B)—r00 , dolna: rI(B)-rUD]; rys. a)
odpowiada Q=0 , rys. b): Q=1
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wartosci promienia ry - Okazuje sie bowiem, 2ze gdy B-»0 ,
promien r, dazy do Yoo podobnie zachowuje sie ry o tEn.
r,*ry, [por. rys. VII.3-5]. Dla malych wartosci B zmiany
promieni ry i ry ( w porownaniu z Yoo ) 8a réwne sobie co do
wartosci bezwzglednej (lecz maja przeciwne znaki) - tak, jak

przewiduje to teoria przedstawiona w rozdziale VI.7. Zgodnie

z wyprowadzonymi tam relacjami (VI.81la, b) - sBiusznymi dla
stabego pola B - zmiany te 2zachowuja sie Jjak 27 B W
przypadku neutralnego atomu ( Q=0 ) , natomiast dla jondw

dodatnich ( Q>0 ) ich =zalezno$é od B jest liniowa. Te
przyblizone relacje teoretyczne odtwarzaja doktadne - tzn.
otrzymane w wyniku numerycznego rozwiazania zagadnienia

atomu II typu - promienie r, i r, z biedem mniejszym niz 5%

1
dla

0<B=<10%a6s |, gdy Q=0 , (VII.5)
oraz dla

0<B<510 Gs |, gdy Q=1 , (VII.6)

przy czym W przypadku promienia ry odpowiednie przedzialy
p6l B sa kilkukrotnie wieksze od podanych powyzej; por. rys.
VIiI.3-b), 4-a) . Przedziaty (VII.5,8), ktére - jak mozna
przyja¢ - okreslaja obszar sitabych pél magnetycznych w
przypadku atomu II typu (przynajmniej 2e wzgledu na jego
promien r, ), nie zaleza istotnie od liczby atomowej Z , w
zakresie 1=7=120 . Przedzialy te sa 2zgodne 2z podanym w
relacjach (VI.B2a,b) oszacowaniem zakresu stosowalnosci
zaleznosci (VI1I.81a,b).

Jak juz o tym pisalismy w rozdziale V1.8, model atomu
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II typu staje sie razaco niezgodny z danymi doswiadczalnymi
w obszarze stabych pél, gdzie zmiana promienia, a wiec 1
zmiana objetosci tego typu atomu Jjest proporcjonalna do
Y B (gdy Q=0) lub B (gdy Q>0 ). Z doswiadczenia natomiast
wiadomo, =2ze 2zmiana objetosci metali nie wykazujacych
spontanicznej magnetyzacji 2zalezy kwadratowo od pola B
[92,93] (por. tez. rozdzial III.4). Wynika s8tad, 2e model
atomu II typu nie jest przydatny do wyjasnienia dostepnych
danych dotyczacych zachowania sie metali W polu
magnetycznym, tym bardziej, 2ze przedziat (VII.5), wuznany w
tym modelu za obszar stabych pél B (dla Q=0), pokrywa
znaczna czesd zakresu doswiadczalnie osiagganych pol
magnetycznych (a z pewnosciag caty dostepny zakres
statycznych pél magnetycznych; por. [97]). Dlatego przy
pordwnywaniu przedstawionej teorii z doswiadczeniem bedziemy
zawsze stosowac model atomu I typu.

Dla atomu I typu zmiana objetosci Avo w sitabym polu

magnetycznym B jest proporcjonalna do 82 , gdyz woéwczas -
zgodnie z relacja (VII.l) - zachodzi rdwnosc:
Av, = v, - v = 4nr a (Fri~Tan) = dny 2 » Bz (VII.7)
g 00 00 0 “00 00 r, : -

gdzie wielkoscé vyp ©Oznacza objetosé atomu w oryginalnym

modelu TFD (B=0)
i B A, e (VII.8)

Zaleznosé (VII.7) odtwarza jakosciowo wyniki doswiadczalne;
w celu ich ilosciowego porownania nalezy obliczyé

wspétczynnik magnetostrykcji (objetosciowej)
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3

r
”2 = — 0 (VII.9)
UUB 00

Av

[por. (III.80)], do czego wystarczy znajomosé promienia oo

oryginalnego atomu TFD oraz wspdlczynnika kr , ktéry
0

wyznaczamy rozwiazujac rdwnanie (VI.38) [ na IN'(r) ] wraz =z
warunkami brzegowymi (VI.41,48,50). Obliczone w ten sposdéb
wspdiczynniki magnetostrykcji pordwnano z wartosciami
doswiadczalnymi w tabeli VII.1l. Wartosci doswiadczalne
zaznaczono rowniez na rys. VII.6, gdzie przedstawiono
Wwyznaczona numerycznie dla neutralnego atomu I typu

zaleznosé Avo/(uBBz) od liczby atomowej Z . Zgodnosé wynikdw

Tabela VII.1. Wspdlczynnik magnetostrykcji AUO/(UOBZ) atomu

I typu w pordéwnaniu z wartosciami doswiadczalnymi.

avy/0,/B% 1107 186a72)
Metal| 2
atom I typu dosw.
Sc 21 107.91 180 ™
Ti | 22 107.55 2.07 %
v 23 107.22 g =
Zr 40 103.37 -10 ¥
Nb | 41 103.21 10.8 *?
Mo 42 103.06 1.8
Pd 46 102. 49 105 *’
Ta | 73 99.86 895 ™
W 74 99.78 g.4 ™

“ Dane z pracy [93].
o Dane z pracy [92].
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Rys. VII.6. Wspdélczynnik magnetostrykcji Auu/(uoBz) [por.

(VII.9)] atomdéw I typu w zakresie 1=7<120 w pordwnaniu =z
wartosciami eksperymentalnymi zamieszczonymi W tab. VII.1
[zaznaczonymi krzyzykami (x) ] ; Q=0 . Liniami przerywanymi
polaczono punkty eksperymentalne odpowiadajace metalom
z tej samej podgrupy ukladu okresowego, tzn. Ti (22) i JZr
(40) z podgrupy IVb , V (23), Nb (41) i Ta (73) =z podgrupy
Vb oraz Mo (42) i W (74) =2z ©podgrupy VIb (w nawiasach
podano liczby atomowe Z tych metali).

teoretycznych z danymi doswiadczalnymi jest racze]j
jakosciowa i dotyczy dwéch spraw. Po pierwsze: teoretyczny
wspélczynnik magnetostrykcji Jjest zawsze dodatni, co ma
miejsce dla wiekszosci rzeczywistych metali zamieszczonych w
tabeli VII.1. Po drugie: teoretyczna wartos$é wspdiczynnika
magnetostrykcji maleje wraz z Z , tym wolniej, im wiegksze
jest Z ; tendencje taka obserwujemy rdéwniez na rys. VII.6,

gdy pordwnamy wartosci doswiadczalne w obrebie tej samej

204



podgrupy uktadu okresowego. Wspomniane zachowanie
wspotczynnika magnetostrykcji ma miejsce nawet w przypadku
metali Ti i Zr , nalezacych do podgrupy IVb, dla ktérych
doswiadczalne wartosci Aoo/uo 83 ujemne. Pordwnywanie
wielkosci wewnatrz podgrupy ukladu okresowego ma szczegdlny
sens z punktu widzenia stosowanego modelu teoretycznego,
ktdéry nie opisuje struktury powlokowej atomdéw: pierwiastki z
tej samej podgrupy w uktadzie okresowym maja bowiem podobna
strukture powlokowa, a zatem wzgledne relacje pomiedzy ich
wtasnosciami fizycznymi nie powinny byé - w gidwnej mierze -
zdeterminowane przez te strukture (struktura powiokowa ma
natomiast zasadnicze znaczenie, gdy pordwnujemy wilasnosci
réznych pierwiastkéw bedacych Ww Jjednym okresie uktadu
okresowego) .

Warto zwrécié uwage, ze cho¢ nie ma zgodnosci liczbowej
teoretycznych i doswiadeczalnych wartosci Avo/(UDBz) (dla
palladu jest ona chyba dzietem przypadku), to nie
obserwujemy tak drastycznej rdéznicy jak w przypadku wynikdw
otrzymanych przy =zatozeniu stalej wzglednej magnetyzacji
{(r) - por. tab. III.3. HNalezy =zatem przypuszczadé, ze
zatozenie statosci {(r) jest gleboko niestuszne; potwier-

dzaja to w pelni wyniki przedstawione w nastepnej sekcji.

VII.3. Rozklady wzglednej magnetyzacji, gestosci elektronowej

oraz potencjalu elektrostatycznego w atomie I typu.

Rozwiazujac problem atomu I typu w sposéb opisany W

rozdziale V.3 (punkt E) otrzymujemy - oprécz wartosci Ty =~
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rozktad {(r) w obszarze OSrSrO . W oparciu o ten rozklad
jestesmy w stanie wyznaczyé gestosé¢ elektronowa n(r) oraz
potencjat elektrostatyczny V(r) , wykorzystujac w tym celu
odpowiednio relacje (V.51,75) oraz (V.T74-75,95). Ponizej
dokonamy dokladnej analizy otrzymanych W ten sposdb
rozktadow L (r) , n(r) i V(r) , szczegdlnie zwracajac uwage
na ich zaleznosé od pola magnetycznego B . Analiza ta wydaje
sie celowa, gdyz rozktady te odgrywaja wazna role przay

obliczaniu rdéznych wielkosci fizycznych.

A. Wzgledna magnetyzacja.

W atomie I typu przebiegi wzglednej magnetyzacji ¢ (r)
maja podobny ksztatt dla réznych pél B , choé oczywiscie
przebiegi te silnie zalezga od B ; por. rys. VII.7-a) i -b).
Jak dowiedlismy to juz wczesniej (patrz rozdz. V.3, punkt
D), a co potwierdzaja otrzymane wyniki numeryczne [por. rys.
VIiI.7-a), -b)], rozkitad {(r) ma najwiekszg wartosé na brzegu
tego atomu ( rzro), zas w miare zblizania sie do jadra {(r)
stale maleje. W bezposSrednim sasiedztwie jadra ( r20 )
zaleznosé {(r) staje sie - zgodnie z (V.87) - liniowa; por.
rys. VII.8. Zwrdémy przy tym uwage, ze wartosé [ (r) Jjest w
przewazajacej czesci atomu przynajmniej kilkakrotnie
mniejsza niz w bezposrednim sasiedztwie Jjego brzegu.
Fizycznie oznacza to, 2ze najtatwiej jest spolaryzowac
spinowo elektrony oddalone sSrednio najdalej od Jjadra, tzn.
te ktore maja najwyzsza energie (sa najstabiej zwigzane). W
powiokowym modelu atomu oznaczaloby to, 2ze polaryzacji

ulegaja przede wszystkim elektrony z ostatniej
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Rys. VII.7-a) i -b). Rozklad wzglednej magnetyzacji {(r) w

atomie I typu (Oﬁrﬁrﬂ) dla réznych pél magnetycznych: B =

10%Gs (krzywa 1), 5-10%Gs (krzywa 2), 8-105Gs (krzywa 3),

107Gs (krzywa 4) , Bc2 (krzywa 5) [ B0221.3'107Gs ; dokladna
wartosé Bc2 okreslona Jjest w (V.99)] ; 2=20. Rys. a)

odpowiada Q=0 , rys. b): Q=1
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Rys. VII.8. Zachowanie {(r) w poblizu jadra atomu I typu w
przedziale O0=r=0.la.u. dla Z=20, Q=0 i pdl magnetycznych B
podanych w opisie rys. VII.7-a) i -b). Polom tym odpowiadaja

krzywe 1,2,3,4,5 w ten sam sposdb jak na rys. VII.T7-a).

(niezapeitnionej) powloki energetycznej. Wniosek ten jest
intuicyjnie poprawny, gdyz wewnetrzne powloki, jako
catkowicie zapeinione ulegaja polaryzacji spinowej tylko w
bardzo matym stopniu (oczywiscie w rzeczywistych atomach
powloka o najwyzszej energii nie zawsze Jjest powioka
najbardziej oddalona od jadra).

Warto w tym miejscu zwrdécié tez uwage, ze taki przebieg
{(r) w obszarze atomu oznacza, 2ze przyblizenie stalej
wzglednej magnetyzacji: ((r):f , zaproponowane w rozdziale
III, jest bardzo nieodpowiednie dla atomu I typu. Nalezy sie

zatem spodziewad, ze wyniki otrzymywane w modelu atomu I
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typu beda sie rdéznié istotnie od odpowiednich wynikdw =z
rozdzialu III, o czym 2zreszta sie juz przekonalismy w
przypadku wspoéiczynnika magnetostrykcji omawianego W
poprzedniej sekcji (sekcja VII.2). Wynika stad, ze odejscie
od zaltozenia statosci {(r) - w duzym stopniu upraszczajacego
obliczenia - bylo bardzo istotne i powinno uczynié
otrzymywane rezultaty blizszymi rzeczywistosci.

Gdy pole B znika, wartosé¢ [ (r) staje sie =zerowa (por.
rozdz. V.1). Dla stabego pola B zaleznosé {(r) od B jest
liniowa ( w kazdym punkcie r ) tak, Jjak to teoretycznie
wykazalismy w rozdziale VI.1 [por. (VI.12)]. W celu
uzyskania numerycznego potwierdzenia tej wlasnosci
pordwnalismy na rys. VII.9,10 przebiegi funkcji {(r)/B dla
roznych B . Zamiescilismy tam réwniez rozkiad R[(r) , ktory
mozna wyznaczyc¢ przy pomocy zaleznosci (VI.13) w oparciu o
rozktad gestosci elektronowej no(r):yoa(r) W oryginalnym
modelu TFD. Jak %tatwo mozna =zauwazyé¢, rozkiady A((r) i
{(r)/B sa tym blizsze sobie, im mniejsze jest pole B ; tak:ze
w tym przypadku =2za obszar stabych pél B mozna uznacd
przedziat (VII.2) (tzn. 0£B£5-106G3 ). Zgodnos$é rozkladdw
C(x)/B i kc(r) jest réwniez tym lepsza, im mniejsze jest r ,
czego nalezalo sie spodziewaé, gdyz wartosé {(r) zmniejsza
sie, gdy maleje r , zas zalozenie {(r) « 1 1lezy u podstaw
wyrazenia (VI.13) na X((r)

Rozklad wzglednej magnetyzacji {(r) zalezy oczywiscie
od liczby atomowej Z oraz ladunku jonowego Q ; patrz. rys.

VII.11 , por. tez rys. VII.7-a) i VII.7-b). Ogdlnie rzecz
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biorac, obserwujemy nastepujaca tendencje: im wieksze Z
(przy ustalonym Q) , tym mniejsze {(r) . Takie zachowanie
mozna zrozumiedé, gdy przypomnimy sobie, ze w danym punkcie r
wartosgé {={(r) mozna wyznaczy¢ rozwiazujac rdéwnanie y=Y({)
[tzn. rdwnanie (V.59)] dla y=y(r) , przy czym - 2zgodnie 2z
kryterium (V.71) - punkt {={(r) lezy w tym przedziale, w
ktorym funkcja Y({) jest malejaca [tzn. tam, gdzie Y’ ({)<0 ].
Oznacza to, ze wartosé {(r) maleje wraz ze wzrostem y=y(r) ,
a takiego wzrostu nalezy oczekiwaé¢ - w kazdym punkcie r -
gdy zwieksza sie Z - tak samo, Jjak ma to miejsce w

oryginalnym modelu TFD (por. np. [24,78]).

Y 8.6 ¥ g ! !
=- : & .
& Bl D e e B e TR L o
4}
H . -
o
b : : : :
ré_’ ) e R et VIR N\ R B L I P 4
-
B 0.2find N
N
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b
w— a1l g
=
0.0 5 : i ;
0.8 1.8 2.0 3.0 4.8 9.0
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Rys. VII.9. Przebiegi ilorazu {(r)/B w atomie I typu

(Uﬁrﬁro) dla réznych pél magnetycznych: B = 106Gs (krzywa 1),
5-10%Gs (krzywa 2), 8-10%Gs (krzywa 3), 107Gs (krzywa 4) ,
BC2 (krzywa 5) [por. (V.99)] w pordwnaniu z rozkladem Kc(r)
(krzywa 6 - przerywana) [por. (VI.13)]; Z=20, Q=0
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Rys. VII.10-a) i -b). Przebiegi ilorazu {(r)/B w atomie I
typu (Oﬁrﬁro) dla réznych pél magnetycznych: B= 10663 (krzywa
1), 5'10683 (krzywa 2), 8-106Gs (krzywa 3), 1U?Ga (krzywa 4),
Bc2 (krzywa 5) w pordwnaniu z rozktadem X:(r) (krzywa 6 -
przerywana) [por. (VI.13)]; Z=20, Q=1 . Rys. D) stanowi

powiekszony fragment rys. a) w obszarze 3.08a.u.=r=< 3.13a.u..
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Rys. VII.11. Pordwnanie przebiegdw [(r) w atomach I typu o
roznych liczbach atomowych: Z=3,11,19,37,55,87 (odpowiadaja

im kolejno krzywe 1,2,3,4,5,6) przy ustalonym B:5-106G3; Q=0.

B. Gestosé elektronowa.

Gestosé elektronowa n(r) dla B>0 ma w atomie I typu
przebieg bardzo podobny do gestosci no(r) 'w oryginalnym
modelu TEFD; por. rys. VII.12. W skali tego rysunku krzywe
4ﬂr2n(r) obliczone dla réznych B =z przedzialu D(BEBcz
pokrywaja sie bowiem z przebiegiem 4ﬂr2n0(r) . Oznacza to,
ze rdéznica gestosci elektronowych n(r)-no(r) jJest mata w
pordwnaniu =z no(r) . Réznica ta jest mata takze dla
r00<r5r0 , gdy w przedziale tym gestosé no(r) zostanie

analitycznie przedtuzona poza punkt r=rgg - tak, Jjak to

uczynilismy rozwazajac przypadek siabego pola B [por.
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Rys. VII.12. Rozklad gestosci radialnej 4ﬂr2n(r) W atomie I

typu (Uﬁrﬁro) obliczony dla B z przedzialu D(BEBc2 pokrywa
sie - w skali rysunku - 2z przebiegiem gestosci radialnej

4ﬂr2n0(r) W oryginalnym modelu TFD ; Z=20, Q=0

dyskusje pod (VI.8)]. Bedziemy tak czynié¢ rdwniez ponizej
przy dokltadniejszym pordwnywaniu gestosci n(r) i nD(r)
(dotyczy to w szczegdlnosci rysunkdw VII.13-17).

Na rysunku VII.12 przedstawiono radialng gestoscé
elektronowa 4nr2n(r) , gdyz gestosé n(r) rozbiega sie - tak
samo jak no(r) W oryginalnym modelu TFD - w punkcie jadra
(r=0). Wynika to natychmiast z rdwnania (V.85), z ktorego -
po uwzglednieniu, ze {(r) 2zbiega do 0 , gdy r»0 [por.
(V.87)] - otrzymujemy wiodacy wyraz rozwiniecia n(r) dla

r20
VA
~3/2

3/
32 ] ; (VII.10)

3
n(r) = y (r) =
[ 5”k0
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jest to taki sam wyraz jak w oryginalnym atomie TFD [por.
np. [24], a takze (VII.13) ponizej].

Wartosé réznicy n(r)—no(r) zalezy oczywiscie od pola B ,
jednak ksztalt n(r)-no(r) jako funkeji r Jjest podobny dla
réznych wartosci B ; wynika to z analizy rys. VII.13-a), -b)
i VII.14-a),-b). Ksztait rdznicy n(r)-no(r) nie zmienia
sie réwniez istotnie wraz z liczba atomowa Z ; por. rys.
VII.1S.

Na rysunkach VII.13-15 nie pokazano przebiegdw
n(r)-no(r) w przedziale 0=r<0.la.u., gdyz 2ze wzgledu na
rozbieznosé nG(r) i n(r) dla r=0 numeryczne obliczenie
réznicy tych gestosci w bezposrednim sasiedztwie jadra (r=0)
napotyka na trudnosci zwiazane 2z ograniczona dokladnoscia
reprezentacji liczbowej w komputerze (15 cyfr). Okazuje sie
bowiem, ze zmiana podczas obliczeri numerycznych wartosci
promienia atomowego oo 1lub r, na 10. miejscu w jego
reprezentacji dziesietnej - a wiec na poziomie maksymalnej
uzyskiwanej doktadnosci wyznaczania 00 i ro zmienia, i to
w sposdéb zasadniczy, zachowanie sie n(r)-no(r) dla r20
Wobec niemoznosci ustalenia na drodze numerycznej nawet
znaku réznicy n(r)-no(r) dla bardzo matych r , nalezy
sprébowaé teoretycznie wyznaczyé przebieg n(r)—no(r) w tym
obszarze. Rozwiazaniu tego problemu poswiecimy punkt C tej
sekcji.

Jak wykazemy tam, dla malych r réznica n(r)—no(r)

——
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Rys. VII.13-a) i -b). Przebieg zmiany gestosci elektronowej

n(r)~n0(r) w obszarze 0.1a.u.£r£r0(B) atomu I typu dla
réznych pdl magnetycznych: B = 2'106Gs (krzywa 1), 5'10863
(krzywa 2), B'IUSGB (krzywa 3), 107G3 (krzywa 4), Bc2
(krzywa b56); Z=20 , Q=0 . Rys. b) jest powiegkszonym

fragmentem rys. a) w przedziale 0=r=2a.u.
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Rys. VII.l4-a) i -b). Przebieg zmiany gestosci elektronowej

n(r)—no(r) W obszarze 0.1a.u-$r£r0(B) atomu I typu dla
réznych pdél magnetycznych: B = 2'10683 (krzywa 1), 5'106Gs
(krzywa 2), 9'106Gs (krzywa 3), Bcz (krzywa 4); 72=20 , Q=1

Rys. b) jest powiekszonym fragmentem rys. a) w przedziale

0<r=<2a.u.
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Rys. VII.15. Pordéwnanie przebiegdw n(r)-no(r) w obszarach

0.1a.u.£r£r0(Z) atoméw I typu o réznych liczbach atomowych:
2=3,11,19,37,55,87 (odpowiadaja im kolejno krzywe
1,2,3,4,5,6) przy ustalonym B=5-10%Gs ; Q=0

[patrz (VII.15) oraz (VII.23) i zdanie ponizej]; Jjest to
zgodne z zachowaniem sie numerycznie wyznaczonych przebiegdw
n(r)—nO(r) w obszarze r>0.la.u [por. rys. VII.13-b) i
VII.14-b)]. Poniewaz w obszarze O.Ia.u.ﬁrﬁro (tzn. poza
bezposrednim sasiedztwem jadra) - zgodnie z rys. VII.13-15 -
réznica n(r}wno(r) jest ujemna w catym przedziale O<B£Bc2 "
a jej wartoscé bezwgledna rosnie wraz ze wzrostem B , zatem
mozna oczekiwaé, ze takze w obszarze 0=r=<0.la.u. (gdzie r
Jest mate) réznica ta bedzie ujemna nie tylko dla stabego,
lecz dla dowolnego pola 0<B£Bc2 . A zatem odchylenie
gestosci n(r) od pierwotnej gestosci no(r) jest ujemne - dla

kazdego dopuszczalnego pola B (tzn. dla 0<B£Bc2 ) =
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w_calym obszarze _atomu (0=r=r, ). Jest to zgodne z faktem
ekspansji atomu I typu (tzn. r0>r00), zachodzacej przy
statej liczbie elektronéw. [Oczywiscie, fakt ten nie
implikuje automatycznie ujemnosci n(r)-n,(r) W calym
przedziale OSrSrO , o czym przekonalidmy sie w przypadku
réznicy n(r)-no(r) otrzymanej przy zalozeniu stale]j wartosci
{(r) ; por. rys. III.4 ]. Poza bezposrednim sasiedztwem
jadra atomu réznica gestosci n(r)—nofr) ma najwieksza - co
do modulu - wartosé na brzegu atomu i - podobnie jak {(r) -
szybko sie zmniejsza przy przesuwaniu sie w strone jadra. W
pewnym punkcie r - w przypadku Z=20 i Q=0 jest to r=0.8a.u.
[wartosé ta prawie nie zalezy od B ; por. rys. VII.13-b)] -
wielkosé ]n(r)—no(r)| osiaga minimum (jej wartosé jest tam
przeszio 2 rzedy mniejsza niz dla r:ro). Dla mniejszych r
wielkos¢ ta ponownie rosnie, dazac do nieskornczonosci - jak
r-l/2 - w punkcie r=0 . Analogicznie jak w przypadku {(r)
[por. rys. VII.7-a),-b)], obszar brzegowy - w ktérym réznica
n(r)-notr) jest 1istotna, a poza ktérym, wylaczajac
bezposrednie sasiedztwo jadra, rdznica ta praktycznie znika
- jest duzo wezszy dla Q=1 niz dla Q=0 [por. rys. VII.13-a)
i VII.1l4-a)].

W stabym polu B réznica gestosci n(r)-no(r) powinna byc
- zgodnie 2z rezultatami rozwazan w rozdziale VI -
proporcjonalna do kwadratu B [por. rozwiniecie (VI.2)
uzasadnione w rozdz. VI.2]. Okazuje sie, 2e taka zaleznosé

jest bardzo dobrze speitniona dla 0<B<5-106Ga , tzn. w ponad

% przedziaiu pél B , przy ktérych istnieje atom I typu,
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zas w pozostatej czesci tego przedziatu ( 5-108 By 4
Bc2§1.3'107Gs ) réznica n(r)—no(r) przestaje lkwadratowo

zaleze¢ od B tylko w poblizu brzegu atomu, tzn. tam, gdzie

Gs <B= Bc

duza wartos¢ ma {(r) ; por. rys. VII.16-a),-b) i VII.17-a),

-b) oraz VI1.7-a),-b). Dla pél 0<B£5'106

Gs przebieg ilorazu
[n(r)—no(r)]/B2 pokrywa sie bowiem na tych rysunkach prawie
Wwszedzie 2z rozkladem kn(r) uzyskanym przez rozwiazanie
réwnania (VI.38) na I'(r) (ktére obowiazuje w granicy B-»0 ),
a nastepnie skorzystanie z relacji (VI.8,36,37).

Choé na rys. VII.1l6-b) i VII.17-b) obserwujemy, ze gdy
wartos¢ r zbliza sie do 0.la.u. , nastepuje nieznaczne
rozszczepienie przebiegdw [n(r)-no(r)]/B2 odpowiadajacych
réznym B , trudno jest jednoznacznie roztrzygnaé, czy efekt
ten rzeczywiscie wystepuje w_tym__obszarze, czy jest on -
by¢ moze - Jjedynie wynikiem zbyt matej doktadnosci
numerycznie otrzymywanych wartosci réznicy n(r)—no(r)
[dokladnosé ta - Jjak pisalismy o tym powyzej - szybko
zmniejsza sie dla matych r ]. Z Jjednej bowiem strony -
zgodnie z dyskusja zamieszczona pod réwnaniem (VII.24) - we

wspdtczynniku przy rl/2 W rozwinieciu (VII.23) dla

y(r)—yo(r) - a Wwiec takze we wspdéiczynniku przy r-1/2 W
rozwinieciu n(r)—no(r)t 3y02(r)[y(r)-y0(r)] [patrz (VII.15)]
- wystepuja jednoczesnie z potega Bz wyrazy proporcjonalne
do poteg B wyzszych niz 82 . Dlatego w obszarze malych r
bezwzgledna wartosé odchylenia réznicy n(r)—no(r) od
zaleznosci kwadratowej wzgledem B [danej przez relacje

(VII.15) i niezmodyfikowane rozwiniecie (VII.23) ] Dbedzie

rosta wraz z malejacym r (choé wzgledne odchylenie nie
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Rys. VII.16-a) i b). Przebiegi ilorazu [n(r)—no(r)]/B2 W
obszarze 0.la.u. <r<r0(B) atomu I typu dla B = 2'106Gs
(krzywa 1), 5-10%Gs (krzywa 2), 8-10%s (krzywa 3), 107Gs
(krzywa 4), BC2 (krzywa 5) w pordwnaniu 2z rozkladem Kn(r)

(krzywa 6 - przerywana); Z=20, Q=0 . Rys. b) jest

powiekszonym fragmentem rys. a) w przedziale 0=r=2a.u.
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n

-1.0-1074
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-3.0.1074
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rlauwl]

[n(r)-nn

Rys. VII.17-a), -b) i c). Przebiegi ilorazu [n(r)-no(r)]/B2
w obszarze O.Ia.u.srﬁro(B) atomu I typu dla B = 2-106Gs
(krzywa 1), 5-10%Ge (krzywa 2), 9-10%s (krzywa 3), B,
(krzywa 4) w poréwnaniu 2z rozkladem kn(r) (krzywa 5 -
przerywana); 2Z=20 , Q=1 . Rys. b) oraz c) stanowia
powiekszone fragmenty rys. a) odpowiednio W obszarze
0=r=2a.u. oraz 3.08a.u.=r= 3.13a.u.

bedzie ulegaé¢ istotnym zmianom). Z drugiej strony 2zmiana
promienia r, juz na 10. miejscu w Jjego reprezentacji
dziesietnej - a wiec na poziomie maksymalnej uzyskiwanej
doktadnosci wyznaczania rg - powoduje, 2e rozszczepienie
przebiegdw [n(r)-no(r)]/B2 w obszarze r20.la.u. zmienia sie

bardzo istotnie.

C. Zmiany gestosci elektronowej w poblizu jadra.

Obecnie - zgodnie 2ze wczesniejszymi zapowiedziami -

sproébujemy wyznaczycé teoretycznie przebieg réznicy
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n(r)—no(r) W bezposrednim sasiedztwie jadra [Jjak bowiem
stwierdzilismy powyzej (punkt B), numeryczne wyznaczenie
n(r)—no(r) nie jest w tym obszarze mozliwe]. W tym celu
znajdujemy najpierw - wykorzystujac relacje vy(r)=Y({(r))
[por. (V.75)], a nastepnie stosujac rozwiniecie (V.107)

funkcji Y({) wzgledem { oraz rozwiniecie (V.109) I (r)

wzgledem r - zaleznosé y(r) dla r20 :

2

kO 15xk02

2
. 4
+ [Ji - ] r + 0(r3/2 ] . (VII.11)

4
30 "ka 3HBB 4

Podobnie, wstawiajac do relacji (III.10) (dla E:U) dwa
Pierwsze wyrazy rozwiniecia zredukowanego potencjaitu w(x)

(II1.14) wzgledem x (patrz np. [24])
w(x) = 1+ w, x + 0(x/?) (VII.12)

(gdzie ¥, oznacza Ppo prostu wspdlczynnik przy x w tym

/3 (r)

rozwinieciu), uzyskujemy wyrazenie na yu(r)=n01
3z -1/2 42 2 1/2
Yo(r) = e T 1+ a0 r +
kO 15xkOZ
3(4n)2/331/3

+ Vo o+ D272 . (VII.13)
lﬂxko 2

Jak tatwo mozna zauwazyé, dwa pierwsze wyrazy rozwiniecia
y(r) wzgledem r [patrz (VII.11l)] sa takie same jak w
przypadku vo(r) w oryginalnym modelu TFD. Wobec tego réznica
y(r)—yo(r) jest - w pierwszym przyblizeniu - proporcjonalna

do rl/2 i wynosi:
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i) = Vo(r) -

~
'A

. . f5% [_;r_ : . B _:5(4u)2/:"zl/3w]rl/z+
S'ko 30 xkoz 3HBB 4 lﬂuko 2
+ O(r) X (VII.14)
Oznacza to, :: réznica gestosci n(r)-no(r) rozbiega sie jak
r-1/2 dla .atych r ; zachodzi bowiem:
n(r) - ng(r) = Vatr) - voafr) x
2
= 3v02(r) (y(ri-yy(r)] o [rﬂl/z] P12 2 V2 (v11.15)

1/2

uwzglednili€my tu, ze yo(r)ar- dla maltych r [por.

(VII.13)].

1/2 W rozwinieciu

Wspdéiczynnik proporcjonalnosci przy r
(VII.14) zawiera wielkosé (4 , ktéra mozna wyznaczyé dopiero
PO rozwiazaniu réwnania rézniczkowego (V.78) na {(r). Dla
matych r zachodzi bowiem - zgodnie 2z rozwinieciem (V.109)
dla {(r) - nastepujaca réwnosé:

Ly = [c(r) - Lor - c3r3/2] e (VII.16)

gdzie wspdolczynniki (2 i (3 dane 8a przez wyrazenia
(V.110,111) . Podobnie znajdujemy wystepujaca w wyrazeniu
(VII.14) wielkosé

v, = g—:#-(x:(]) (VII.17)
[réwnosé powyzsza wynika 2z (VII.12)], rozwiazujac wpierw
réwnanie (I11.17) na w(x) |[wraz =z warunkami brzegowymi
(II1.18-20)]. Tak znalezione (4 i Yo zaleza oczywiscie od Z

i Q@ , ponadto 54 zalezy od B . Okazuje sie, 2Ze numerycznie

wyznaczona wartosd (4 jest w przedziale 0<BSBcz liniowa
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Rys. VII1.18. Zaleznosé wspdiczynnika (4 [por. (VII.16)] od
pola B dla atomu I typu; Z=20 , Q=0 .

wzgledem B [por. rys. VII.18)], co oznaczatoby, ze W

172 nie zalezy

rozwinieciu (VII.1l4) wyraz proporcjonalny do r
od B . Jest +to Jjednak rezultat ograniczonej dokladnosci
obliczeri numerycznych, gdyz - jak pokazemy ponizej -
zaleznos¢ [,(B) nie jest w rzeczywistosci scisle liniowa, a
poprawka nieliniowa odgrywa istotna role.

Z teorii atomu I typu w stabym polu magnetycznym wynika

bowiem, ze rdéznica y(r)—yo(r) jest proporcjonalna do B2 2

2

y(r) - Yﬂ(r) = Ry(r) B (VII.18)

[por. (VI.6)]. Wspdlczynnik proporcjonalnosci ky(r) Wyraza
sie przez kv(r)+ly oraz yo(r) Przy pomocy zaleznosci

(VI.36). Wstawiajac do tej zaleznosci rozwiniecie (VII.13) w
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miejsce yo(r) , szybko przekonujemy sie, 2ze wspdéiczynnik

Aytr) jest w pierwszym przyblizeniu proporcjonalny do r]'/2

A () = /52—y [Ay(r=0)+x ] /2 4 o(r) . (VII.19)

k0
Zalozylismy tu, ze wielkosd kv(r=0)+)\Ju jest skonczona 1

rézna od zera. Pierwsza z tych wlasnosci wynika stad, ze
wielkosé hv(r) - zdefiniowana przez relacje (VI.3) (ktdéra
uzasadnilismy w sekcji VI.2; por. w szczegdlnosci ostatni
paragraf tej sekcji) - Jjest w istocie okreslona przez
réznice potencjaiéw ve(r)—Veo(r) . Kazdy z potencjaiéw: V(r)
i Vo(r) - ktérych réznica wystepuje w (VI.3) - zawiera
bowiem ten sam sktadnik % . Wobec tego dla matych B zachodzi
réwnosc:

V_(r) - V_o(r) = Ay(r) B2 (VII.20)

[por. (VII.31) ponizej]; réwnosé ta Jjest w szczegdlnosci
speiniona dla r=0. Dla dowolnego pola B potencjal Ve(r) -
pochodzacy wytacznie od ?tadunkéw elektronowych - jest
skonczony w punkcie potozenia jadra (r=0), pomimo
nieskoriczonej w tym punkcie gestosci n(r) , ktdéra rozbiega
sie jak /2 a1a r>0 [por. (VII.11)]. Wynika to jasno z

ponizszego wyrazenia:

r
. 0

V (r=0) = - [ B grt = - [4nra(r) dr” (VII.21)
r'Sro 0

[por. (IV.9) lub (VII.27) ponizej], ktére w obszarze matych

———— ——

przez no(r) potencjal Veo(r=0) , a wiec rdéwniez on Jjest

skonczony. Wobec tego skonczona jest takze réznica
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Ve(r=0)—ve0(r=0) . W przypadku stabych pél B oznacza to -
zgodnie z relacja (VII.20) - skoriczona wartosé Av(rzﬂ) . A
zatem - wobec skonczonosci l“ [por. (VI.32); wystepujaca w

tym wyrazeniu wielkosd kr jest skornczona, zgodnie wynikami
0

obliczeri numerycznych] - otrzymujemy ostatecznie skoriczona
wartosé sumy kv(r=0)+k“ 3
Zgodnie 2z definicja (VI.37) wielkosci M(r) suma

L L
xv(r-0)+1“ jest réwna pochodnej dr(r-D)

: I
Ag(r=0) + A = %;(r:ﬂ) . (VII.22)

Pochodna ta - jak wynika 2z obliczern numerycznych - jest
ujemna, a wiec rézna od 0 , co ostatecznie dowodzi, ze dla
matych B réznica y(r)—yo(r) . wyrazona pPrazy pomocy
zaleznosci (VII.18,19), jest — w pierwszym przyblizeniu -

1/2

- proporcjonalna do r , zas jej postaé jest nastepujaca:

PiE} = pgle) = [1/ Zowz gel=0) B"’] r'/2 4 o(r) ;(VII.23)

kO

réznica ta jest - wobec ujemnosci gg(r=0) - ujemna.

Poréwnujac obydwa uzyskane powyzej rozwiniecia na
y(r)-yo(r). tzn. (VII.14) i (VII.23), znajdujemy nastepujace
wyrazenie na (4 :

2
[ T M0 . steq*ghl ] v W
30 xkoz IOxkO 2 Z

3u / 3
B 3 " 3 _ o0 (3
i g T20%, 2 gg(r=0) B ={,"B + {, B° . (VII.24)

Jak widaé, liniowy wyraz W zaleznosci (4(8) jest

jednoznacznie wyznaczony przez Z oraz wspdélczynnik Vo

réwny pochodne j gg(xzﬂ) potencjaiu zredukowanego W
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oryginalnym modelu TFD. Oznacza to, ze wyraz ten nie moze
zawierac calej informacji o magnetycznym atomie 1 typu
[pamietajmy, 2ze znajomosé (4 pozwalataby obliczyé - w
zasadzie - wszystkie wspdlczynniki (1 w rozwinieciu (V.109),
a przy jego pomocy znalezZé wartosci {(r) w calym obszarze
atomu, lub przynajmniej W obszarze zbieznosci tego
rozwiniecia]. Istotnie, dopiero drugi wyraz w wyrazeniu
(VII.24), proporcjonalny do B3 , odtwarza prawidiowo - po
wstawieniu tego wyrazenia do (VII.14) w miejsce (4 -
kwadratowa zaleznosé y(r)—yo(r) od B dla matych r ; por.
(VII.23). Oczywiscie, nalezy przy tym pamietad, ze zaleznosé
(VII.23) =zostata wyprowadzona dla slabego pola B . W
przypadku silniejszych pél B zaleznosé réznicy y(r)-yotr) -
a wiec réwniez n(r)-notr) - od B przestaje byé scisle
kwadratowa, a zatem wspdiczynnik przy rl/z w (VII.23)
zawiera takze wyzsze - niz B2 - potegi B , ktére staja sie
wowczas istotne. Spowoduje to automatyczne pojawienie sie w
wyrazeniu na (4 [otrzymanym z pordwnania zaleznosci (VII.14)
i zmodyfikowanej - przez owe wyzsze potegi B - relacji
(VII.23)] poteg B wyzszych niz 83 .

Gdy w wyrazeniu (VII.24) na (4 oszacujemy poszczegdlne

sktadniki, to okaze sie, 2ze dla Z~101 - przyjmujac
wynikajace z obliczen numerycznych oszacowania: wzz-l.s .
gg(r=0)~10-6 - wyraz proporcjonalny do B jest rzedu IU_SB

[a.u.] , podczas gdy rzad drugiego wyrazu, proporcjonalnego

do B , Wynosi 10-10g3 [a.u.]

3

(1)

Ly B~ 10" B [a.u.] ’ (VII.25)
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(3.3 -10

£g”8% ~ 10 B° ta.u.] (VII.26)

[por. (VII.24)]. Wynika stad jasno, ze dla 0<BSBc2 : ©Oxzyli
dla 0<B=<0.76 a.u. [por. (V.99) oraz tabele A.1 w dodatku A],

wyraz C;”B jest co najmniej 107 razy wiekszy niz wyraz

(;mBa . To stanowi wlasciwa przyczyne tego, 2ze - przy
maksymalnej numerycznej wzglednej doktadnosci wyznaczenia K4
siegajacej 10'5 - niemozliwe staje sie wyekstrahowanie

przyczynka proporcjonalnego do B3 z numerycznie otrzymanej
zaleznosci (Q(B) - pozornie s$cisle liniowej, o czym

pisalismy wczesniej [por. dyskusje pod (VII.17)].

D. Potencjat elektrostatyczny.

W teorii funkejonalu gestosci (DFT) podstawowag
wielkoscia - oprécz {(r) - jest gestosé elektronowa n(r)
Potencjal elektrostatyczny V(r) stanowi w tym podejsciu
wielkosé wtdérna, ktéra obliczami - po uprzednim wyznaczeniu
n(r) - przy pomocy =zaleznosci (IV.9). Istnieje jednak -
przynajmniej w przypadku niemagnetycznym [ {(r)=0 ] -
alternatywna (w stosunku do teorii DFT) metoda, w ktdrej
podstawowa role odgrywa wiasnie potencjat V(r) [autorowi tej
pracy nie jest znane scisle wyprowadzone rozszerzenie tej
metody na przypadek {(r)=0 ]. Mozna dowies¢ bowiem (por.
[29]), ze istnieje taki funkcjonal energii zalezny od V(r) ,
ktéry osiaga maksimum dla potencjatu V(r) odpowiadajacego
stanowi podstawowemu ukladu. Ta zasada wariacyjna Jjest

odpowiednikiem analogicznej zasady minimum energii Jjako

funkcjonaltu gestosci w teorii DFT i jest - tak samo jak ona
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- 8cisla z punktu widzenia nierelatywistycznej mechaniki
kwantowej.

Z tych powoddw poswiecimy w tej sekcji troche miejsca
na zbadanie wplywu pola magnetycznego B na potencjazl
elektrostatyczny V(r) . Potencjatr ten - 2zgodnie 2z jego
okresleniem (IV.9) - sklada sie z dwu czesci: kulombowskiego
potencjatu jadra % oraz potencjaitu Ve(r) wytworzonego przez
elektrony. Poniewaz pierwsza czesé, oczywiscie, nie 2zmienia

sie, gdy pole B staje sie niezerowe, dlatego nasze

rozwazania ograniczymy do badania zmian potencjaiu

V_(r) = - I l—“—("—)—- az (VII.27)

[poxr. (IV.9)1].

W celu znalezienia przebiegu V.(r) nie stosowano jednak
zaleznosci (VI1.27) - wymagaloby +to bowiem obliczenia w
kazdym punkcie r tréjwymiarowej catki wystepujacej po prawej
stronie tej 2zaleznosci. Zamiast tego mozna wykorzystad
podstawowe rdéwnania wariacyjne (V.74), stanowiace 2zwiazek
potencjatu V(r) z gestoscia n(r) oraz wzgledna magnetyzacja

{(r) ; gdy wyznaczymy z niego Ve(r) , otrzymamy:

V_(r) = ¥(r) - %
= e (L(r))v2(r) - R (¢ j — paBCLE) ~ B = & (VIT.28)
= 3% L 3%, (L(x))y(r HpBL (1) = gt .

gdzie potencjar chemiczny ©m obliczamy - na podstawie
znajomosci @ , B , ro i (0 - przy pomocy wyrazenia (V.95).

Podobnie wyznaczamy potencjal
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Veotr) = - J T, v dr’ ’ (VII.ZQ)
ol |

wytworzony przez gestosé elektronowg nO(r) W oryginalnym
modelu TFD. W tym przypadku réwniez korzystamy -
podstawowego (w modelu TFD) rdéwnania wariacyjnego (VI.9),
ktére stanowi zwiazek potencjalu VO(r)=% +Ven(r) z gestoscia

nO(r)Eyoafr) . Ze zwiazku tego dostajemy relacje:

3 il s & ot
Va0(r) = Nglrd = &= $%p¥g (F3* F¥ao¥e!t)™ My~ i $TLLS0)

wystepujacy tu potencjat chemiczny Ho wyraza siege przez Q i

roo Przy pomocy réwnania (VI.33).

Réznica pomiedzy Ve(r) i Veo(r) jest bardzo mala w

- : : : :
P 20,8 CIOSERETRSRIN SENOPIR RS JONTe C
bd : : 3
~
o
(]
Q
>
~
S
"’
[+}]
>
e i a i i
0.0 1.8 2.8 3.0 4.0 5.8
r[au]

Rys. VII.19. Potencjal Ve(r) w atomie I typu (OerrD ;: 4=20,
Q=0 ) jest w przedziale 0<B£Bc2 nierozréznialny - w skali

rysunku - w pordéwnaniu z analogicznym potencjalem Veo(r) ]
oryginalnym modelu TFD .
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Rys. VII.20. Przebieg zmiany potencjalu Ve(r)-Veo(r) W
atomie I typu (Oﬁrﬁro) dla réznych pél magnetycznych: B =
2'106Ga (krzywa 1), 5-106Gs (krzywa 2), 8-106Ga (krzywa 3),
107Gs (krzywa 4), B_, (krzywa 5); 2=20 , Q=0

pordéwnaniu 2z Veo(r) - na rys. VII.19 przebiegi obu
potencjatéw pokrywaja sie. Wartosci tej rdéznicy zaleza
oczywiscie od pola B [por. rys. VII.20], a takze od rodzaju
atomu, tzn. od Z [por. rys. VII.21], jednakze ksztalt
przebiegu Ve(r)-veo(r) pozostaje Jjakosciowo niezmieniony
(por. dyskusje ponizej). Przy pordwnywaniu potencjaldw Ve(r)
- 4 VeO(r) w przedziale r00<r£r0 korzystamy - analogicznie jak
w przypadku gestosci elektronowej [por. dyskusje powyzej
(VII.10)] - z przedluzenia analitycznego Veo(r} poza punkt
r=rno [por. dyskusje pod (VI.8)].

Zaleznosad Ve(r)-veo(r) od pola B jest w duzym zakresie

B kwadratowa. Wynika to 2z rysunku VII.22, na ktérym
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Rys. VII.21. Pordwnanie przebiegdw Ve(r)—VeO(r) w atomach I
typu o rdéznych liczbach atomowych: 2=3,11,19,37,55,87
(odpowiadaja im kolejno krzywe 1,2,3,4,5,6) przy ustalonym
B=5-10%s ; Q=0

pokazano, Jjak dla coraz slabszych pol B zaleznosc¢
[Ve(r)—Veo(r)}/B2 zbiega do niezaleznego od B rozktadu kv(r)
wyznaczonego przy pomocy teorii atomu I typu w slabym polu
magnetycznym, przedstawionej w rozdziale VI . Jest to

zrozumiate, gdy przypomnimy sobie, ze z uwagi na roéwnosc
V(r) - Vo(r) = Ve(r) - Veo(r) (VII.31)

rozktad Kv(r)B2 okresla rdwniez rdznice Ve(r)-Veo(r) dla
matych B [por. (VII.20)]. Zgodnie z rys. VII.22 za obszar
stabych pdl B - ze wzgledu na potencjatl Ve(r) - mozna uznad
ponownie przedziatr (VII.2).

Dla ustalonego B rdznica Ve(r)-veo(r) maleje
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Rys. VII.22. Przebiegi ilorazu [Ve(r)-—VeO(r)]/B2 w atomie I

typu (DSrErO) dla B = 2'106Gs (krzywa 1), 5'106Gs (krzywa 2),

8-10%s (krzywa 3), 107Gs (krzywa 4), B_, (krzywa 5) w
pordwnaniu z rozktadem Xv(r) (krzywa 6 - przerywana); 2=20 ,

Q=0

jednostajnie wraz ze wzrostem r , tym szybciej, im r jest
blizsze ry, , Przy czym jest ona dodatnia prawie w calym
przedziale Uﬁrﬁru . Dla r=rg wartosé tej réznicy jest bliska
0 . Dla matych B mozna to uzasadnié teoretycznie. Wdwczas
bowiem rdznica Ve(r)—Veo(r) jest w catym przedziale OSrﬁro

2 Stad wynika, ze proporcjonalne do B2

proporcjonalna do B
sg takze pochodne tej roznicy wzgledem r . Wobec tego, gdy
wielkosé Ve(ro)—ven(ro) wyrazimy przy pomocy rozwiniecia
Taylora funkeji Ve(r)—Veo(r) wokdl punktu r=rgg o widzimy,

2 T 2 4
ze przy dokitadnosci rzedu B wyrazenia na Ve(ro)—Veo(rD)

wielkosé ta réwna sie pierwszemu wyrazowi w tym rozwinieciu,
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tzn. Ve(rOOJ-Veo(rDD); nastepne wyrazy s8a bowiem rzedu
WyZszego niz B2 , gdyz wyrazy te 83 proporcjonalne do
iloczyndw kolejnych pochodnych funkeji Ve(r)-Veo(r) W
punkcie r=rgg i odpowiadajacych im kolejnych poteg przyrostu
=Yoo o ktory jest rzedu B2 [por. (VI.4), a takze (VI.31)].
Z kolei rdznice Ve(roo)—veu(roo) wyznaczamy 2z 2zaleznosci
(VII.20) wykorzystujac definicje I'(r) [por. (VI.37)] oraz
wyrazenia (VI.48) i (VI.32) odpowiednio na F(roo) i KP . W

ten sposdb ostatecznie otrzymujemy:

Velrg) = Vgplrp) =

d(V-Vgp)
= Vo (Tpp) — VeolTpg) * 4% (rgg) (rg=Tgg) + --- =
= V_(ryg) = V o(roy) * o(B%) = B? Ay(rgg) * o(B%) =

Plressq)
= p2 [————99_ =k ] + o(B%) = B%-0 + o(B?) =
Too H

=0 4 o(B%) . (VII.32)

Réwnosé ta bytaby dokladnie speiniona [tzn.
Ve(ro)-Veo(rD)zﬂ ], Jjesli w przedziale r00<r5r0 zamiast
przediuzenia analitycznego potencjaiu Veo(r) poza punkt
r=r;, uzylibysmy potencjalu Veo(r) , ktéry wystepowaiby na
zewnatrz atomu TFD w sytuacji, gdy atom ten byt by
odosobniony, tzn. nie otaczataby go sasiednie atomy-komoérki
metalu. Wéwczas bowiem potencjal Veo(r) w punkcie r=r,
potozonym na 2zewnatrz odosobnionego sferycznego atomu

zawierajacego N elektrondéw wynosiitby —N/r0 , czyli doktadnie
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tyle, ile wynosi potencjal Ve(ro) [por. (IV.B88) i (IV.9)].

VII.4. Rozklady wzglednej magnetyzacji, gestosci elektronowej

i potencjatu elektrostatycznego w atomie II typu.

W problemie atomu II typu bezposrednie jego rozwiazanie
stanowia - oprécz promieni r, i ry - rozktady V(r) dla
rlcrsro oraz [(r) dla Derrl , ktére mozemy wyznaczyé
numerycznie w sposdb opisany w trzech koricowych paragrafach
rozdziatu V.4. Znajomosé tych rozkladdéw umozliwia nastepnie
- odpowiednio przy pomocy zaleznosci (V.75,51) i (V.119,124)
oraz (V.74,124) - okreslenie przebiegu n(r) dla 05r<r1 i dla

?1<r5r0 oraz V(r) dla 0£r<r1 .

A. Wzgledna magnetyzacja.

Podstawowa wlasnoscia rozktaddw gestosci n(r) i
wzglednej magnetyzacji {(r) w atomie II typu Jjest ich
nieciaglodé w pewnym punkcie r=r, wewnatrz atomu ( ry<rg ) i
Szczegdlnie wyrazZny skok wartosci w punkcie r=ry wystepuje w
przypadku rozkitadu {(r) [ por. rys. VII.23, gdzie
przedstawiono przykiadowy rozkiad {(r) ‘]. W przedziale
r1<r£r0 wartosé¢ ((r) jest bowiem stata i wynosi 1 ,
natomiast wartosé graniczna ((r1~) réwna sie wielkosci (I 3
ktéra jest jednoznacznie wyznaczona przez wartosé pola B
[(por. rys. V.10 (krzywa 1)]. Skok {(r) w punkcie r=r, ,
rowny 1-(1 , dla matych B jest - zgodnie 2z rys. V.10 -
bliski 1 , natomiast dla wiekaszych B skok ten maleje i dazy

do 0 , gdy B+ ; wéwczas bowiem (I*l (choé sytuacji tej nie
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Rys. VII.23. Rozktad wzglednej magnetyzacji {(r) w atomie II
typu; 2=20 , Q=0 , B=108G3

pokazano na rys. V.10). Réwnoczesnie powieksza sie - wraz ze
wzrostem B - obszar stalosci {(r) , czyli rosnie réznica
rp~ry » © czym pisalismy juz w sekcji VII.2 (por. tez rys.
VII.3,4). Zachowanie takie obserwujemy na rys. VII.24-a) i
-b), gdzie poréwnano rozktady {(r) dla réznych wartosci B

Rysunki te potwierdzaja rdéwniez wlasnosé monotonicznego
wzrostu {(r) w przedziale Uﬁrﬁrl udowodniona na gruncie
teorii [por. dyskusje pod (V.130)]. Teoria przewiduje
rowniez liniowy charakter tego wzrostu dla matych r [tzn. ,
ze mamy {(r)xr ; por. (V.87)], co widaé wyrazZznie na rys.
VII.25 przedstawiajacym numerycznie otrzymane rozkitady {(r)

w przedziale 0=r=0.la.u [rys. VII.25 stanowi powiekszenie
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Rys. VII.24-a) i -b). Przebieg wzglednej magnetyzacji {(r) w

atomie II typu (Dﬁrﬁro) dla rdéznych pél magnetycznych: B =
10%Gs (krzywa 1), 107Gs (krzywa 2), 10%Gs (kraywa 3), 10%s
(krzywa 4) ; 2=20 ; rys. a) odpowiada Q=0 , rys. b): Q=1

Pionowe linie przerywane zaznaczaja polozenie promieni ry i r,

(zaleznych od B); dla Q=1 i B=106Ga linie te - w skali

rysunku - pokrywaja sie.
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Rys. VII.25. Zachowanie {(r) w poblizu jadra atomu II typu:

0<r=<0.la.u. dla Z=20, Q=0 i réznych pél magnetycznych B ,
ktérym odpowiadaja krzywe 2,3,4 w ten sam sposéb jak na rys.
VII.24-a).

rys. VII.24-a) w wymienionym przedziale]. Ksztalt rozkitadu
{(r) nie zmienia sie istotnie wraz 2z liczba atomowa Z -
przesunieciu ulega jedynie obszar statosci {(r) , bo wraz ze
wzrostem Z rosnie promien atomowy r, . obserwujemy
natomiast, ze dla Q=0 rozmiar tego obszaru, tzn. ry"ry
zmienia sie przy tym nieznacznie; por. rys. VII.26 oraz
VII.5-a).

Aby zilustrowaé zaleznosé {(r) od pola B dla atomu II
typu, przedstawilismy na rys. VII.27,28 przebiegi ilorazu
{(r)/B w przedziatach Dﬁrﬁrlzrl(B) dla réznych B i
pordwnalismy je z przebiegiem wielkosci kc(r) wyznaczonej W

oparciu o znajomosd yo(r) przy pomocy 2zaleznosci (VI.13)
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Rys. VII.26. Pordéwnanie przebiegdéw {(r) w atomach II typu o

réznych liczbach atomowych: #=3,11,19,37,55,87 (odpowiadaja

im kolejno krzywe 1,2,3,4,5,6) przy ustalonym B=108Gs ; Q=0.

Pionowe linie przerywane zaznaczaja polozenie promieni ry i
ry o ktére zaleza od Z

wyprowadzonej dla atomu I typu. Kazdy 2z przebiegow {(r)/B
pokrywa sie niemal zupelnie - w odpowiadajacym mu przedziale
OSrﬁrl - 2z przebiegienm Xt(r) , Przy czym najwieksze
odchylenia wystepuja dla rgrl . Oznacza to, ze w ustalonym
punkcie r wartosé {(r) rosnie liniowo wraz z B , az do
chwili, gdy rl(B) staje sie bliskie r - wéwczas obserwujemy
odchylenie od tej liniowej zaleznosci; gdy rl(B) stanie sie
- przy wzroscie B - mniejsze od r , wartosé {(r) wynosi 1 ,
a wiec przestaje zalezeé¢ od B . Fakt zgodnosci ((r)/B =z

l((r) uzyskanym w atomie I typu mozna uzasadnié dla matych B

nastepujaco, uwzgledniajac, Ze w obszarze 0£r£r1 atomu II

240



typu obowiazuje to samo podstawowe rdéwnanie wariacyjne
(V.58) , co w atomie I typu. Jak bowiem pokazalismy w rozdz.
VI.2 , réwnanie (V.58) prowadzi - dla matych wartosci {(r)
[a wartosci te sa male w przewazajacej czesci przedziatu
Oirﬁrl nawet dla duzych pél B ; por. rys. VII.24-a), -b)] -
do relacji (VI.1l) , gdzie At(r) wyraza sie przez yo(r) pPrazy
pomocy wyrazenia (VI.1l3) ; relacja (VI.l) oznacza wiasnie

liniowa zaleznosé {(r) od B .
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Rys. VII.27. Przebiegi ilorazu {(r)/B w obszarze Dﬁrﬁrl(B)

atomu II typu dla rdéznych pdél magnetycznych: B = 106G3

(krzywa 1), 10'Gs (krzywa 2), 10%Gs (krzywa 3), 10%Gs
(krzywa 4) w pordwnaniu 2z rozkladem kc(r) (krzywa 5 -
przerywana) [por. (VI.13)]; Z=20, Q=0 . Pionowe linie

zaznaczaja potozenie promienia r., dla kazdej wartosci B .

1
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Rys. VII.28-a) i -b). Przebiegi ilorazu {(r)/B w obszarze
Oﬁrsrl(B) atomu II typu dla réznych pdél magnetycznych: B =

10%Gs (krzywa 1), 107Gs (krzywa 2), 10%Gs (krzywa 3), 10%s
(krzywa 4) w pordwnaniu 2z rozkladem XC(r) (krzywa 5 -
przerywana) [por. (VI.13)]; Z=20, Q=1. Rys. Db) stanowi

powiekszony fragment rys. a) w przedziale 3.05a.u.=r=<3.12a.u..

Pionowe linie zaznaczaja poionzenie promieni rl(B).
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B. Gestoscé elektronowa.

Na rysunkach VII.29-a) i -b) przedstawiajacych rozktad
radialnej gestosci elektronowej 4nr2n(r) , Jjej skok w
granicznym punkcie r=r, jest maly w pordwnaniu z jej
wartosciami w przedziale OSrEro . jest on wrecz
niezauwazalny na przedstawiajacym calkowity rozklad gestosci
rys. VII.29-a) i dopiero powiekszenie fragmentu tego rysunku
dokonane na rys. VII.29-b) uwidacznia go. ©Skok gestosci
staje sie wazny, gdy rozklad n(r) poréwnujemy 2z pierwotnym
rozkladem no(r) [odpowiadajacym B=0 ], czego dokonano na
rys. VII.30-a), -b), VII.31-a), -b) i VII.32-a), -b).
Gestosé elektronowa zmienia sie bowiem istotnie nie tylko w
obszarze r00<r£r0 , W ktéry nastapila ekspansja atomu [w tym
obszarze nO(r)=0 , zas n(r)>0 ], lecz réwniez w przedziale
r1<r5r00 , gdzie rdznica n(r)-no(r) (Scislej: wartosc
bezwzgledna tej réznicy, gdyz sama rdéznica Jjest ujemna)
wynosi nawet potowe wartosci no(r) ; jJest tak przynajmniej
dla matych B; por. rys. VII.30-a), -b).

Gestosé elektronowa n(r) zmniejsza sie pod wpiywem pola
magnetycznego B rdéwniez dla r mniejszych od ry oo gdy
pordwnamy ja z pierwotna gestoscia no(r) . Dzieje sie tak
przynajmniej w przedziale 0.05a.u.£r$r1 , co widaé wyrazZnie
na rysunkach VII.31-a), -b) i VII.32-a), -b), gdzie
przedstawiono przebiegi réznicy gestosci n(r)-notr) w tym
przedziale dla réznych wartosci B .

Na rysunkach tych nie pokazano przebiegu n(r)-no(r) w

przedziale 0=<r<0.05a.u. z tych samych powoddéw co w przypadku
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Rys. VII.29-a) i -b). Rozklad radialnej gestosci elektronowej
4nr®n(r) w atomie II typu; Z=20 , Q=0 , B=10%Gs . Rys. b)
stanowi powiekszony fragment rys. a) W przedziale

2.4a.u.=r=<5.la.u.
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a)

[a.u.]

nir) , nﬂ(r)

n(r) , nn(r} [a.u.]

rla.ul]
Rys. VII.30-a) i -b). Przebieg gestosci elektronowej n(r) w
poblizu brzegu atomu II typu dla B= 107Gs (krzywa 1),

5410 Qs (kesvwa 2); 10

no(r) (krzywa 4). Rys. a) odpowiada 7Z=20, Q=0, 3.0a.u.£r5r0 :

8 (krzywa 3) w pordwnaniu z rozktadem

rys. b): Z=20, Q=1, 2.8a.u.£r5r0. Pionowe linie przerywane

zaznaczaja polozenie polozenie promieni ry i rs dla kazdej z

krzywych 1-3 oraz polozenie promienia rs=Tao dla krzywej 4
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atomu I typu [por. dyskusje pod (VII.10)]. Gestosé n(r) w
atomie II typu rozbiega sie bowiem w punkcie jadra (r=0) -
analogicznie Jjak n(r) w atomie I +typu oraz no(r) W
oryginalnym atomie TFD [por. (VII.10) i zdanie ponizej].
Powoduje to utrate doktadnosci - w miare zblizania sie jadra
- obliczonej numerycznie rdéznicy n(r)-no(r) . Mozliwe jest
jednak - analogicznie Jjak w przypadku atomu I typu -
ustalenie postaci rdéznicy n(r)—no(r) dla matych r na drodze
teoretycznej ; por. dyskusje ponizej.

Jak wynika z tej dyskusji, rdznica ta jest ujemna tak:ze
W obszarze matych r i rozbiega sie jak r_]"’2 , gdy r»0 .
Wiasnosci te potwierdza zachowanie numerycznie wyznaczonych
przebiegdw n(r)—no(r) dla r>0.05a.u. [por. rys.
VII.31,32]. Przy oddalaniu sie od jadra (r=0) wartosé
bezwgledna rdéznicy n(r)—no(r) maleje, az osiagnie ona

minimum w pewnym punkcie PEE s (dla Z=20, Q=0 wartos$é r

i min
zmienia sie od ~0.8a.u. dla B=10'Gs do ~0.95a.u. dla
B=109Gs). Dla wiekszych r wartosé ta monotonicznie rosnie az
do punktu r=ry ; zachowanie n(r) w przedziale rlﬁrﬁro - W
pordwnaniu z no(r) - zostalo juz omowione powyzej.

Réznica n(r)—no(r) jest mata w pordwnaniu =z nD(r)
Gdyby umiescié na rys. VII.29-a) rozktad 4ﬂr2n0(r) : Lo B
powodu skonczonej rozdzielczosci rysunku rozktad ten
pokrywalby sie z przedstawionym tam rozkiladem 4ﬂr2n(r) W
catym przedziale Oﬁrﬁrou , nawet dla duzych pél B . Argument
ten nie jest jednak odpowiedni w obszarze matych r , gdzie

2

istotna role odgrywa gaszacy czynnik 4nr Jesli jednak w
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Rys. VII.31-a) i -b). Przebieg zmiany gestosci elektronowej

n(r)—nﬂ(r) w obszarze 0.0Sa.u.ﬁrSrl(B) atomu II typu dla
réznych pdl magnetycznych B = 107Gs (krzywa 1), 108Gs
(krzywa 2), 5-10%Gs (krzywa 3), 10%Gs (krzywa 4); 2=20, Q=0 ;

Rys. b) jest powiekszonym fragmentem rys. a).
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Rys. VII.32-a) i -b). Przebieg zmiany gestosci elektronowej

n(r)—no(r) w obszarze 0.05a.u.5r£r1(B) atomu II typu dla
réznych pél magnetycznych B = 10 Gs (krzywa 1), 108GB
(krzywa 2), 5‘108Gs (krzywa 3), 109Ga (krzywa 4); 2=20, Q=1 ;

Rys. b) jest powiekszonym fragmentem rys. a).
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Rys. VII.33. Poréwnanie przebiegdw n(r)-no(r) W obszarach

0.05a.u.£r£r1(Z,B) atoméw II typu o réznych liczbach
atomowych: Z=3,11,19,37,55,87 (odpowiadaja im kolejno krzywe

1,2,3,4,5,6) przy ustalonym B=108GB ; Q=0

obszarze tym podzielimy réznice n(r)—no(r) (zachowujaca sie
tam jak r-l/z) przez pierwotna gestosé no(r) (proporcjonalna
do r_3/2 ), wéwczas otrzymany stosunek bedzie proporcjonalny
do r , co oznacza, ze wzgledna zmiana gestosci jest mata i
zbiega do 0 , gdy r-»0

Opisane powyzej zachowanie réznicy n(r)-no(r) nie
zmienia sie jakosciowo wraz z liczba atomowa Z . Obserwujemy
jednak (por. rys. VII.33), ze - podobnie jak w atomie I typu
(por. rys. VII.15) - réznica ta staje sie - w ustalonym
punkcie r i przy stailym B - tym wieksza (co do wartosci

bezwzglednej), im mniejsza jest wartosé Z

Wyznaczona numerycznie roznica n(r)—no(r) rosnie - co
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do wartosci bezwglednej - wraz 2z B w kazdym punkcie
0.05&.u.£r<r1(8) [por.rys. VII.31,32). Zaleznosé tej rdznicy
od B jest inna dla Q=0 niz dla Q=1 - podobnie jak ma to
miejsce w przypadku zalezhoéci od B przyrostu promienia
s Yoo [por. (VI.8la,b)]. Dla malych B rdznica n(r)-no(r) w
przedziale GSrSrl jest bowiem proporcjonalna do 33/2 , gdy
Q=0

n(r) - ny(r) « B2 (@=0), (VII.33)

natomiast gdy Q>0 , réznica ta jest proporcjonalna do B2
n(r) - ny(r) « B? (Q>0) . (VII.34)

Mozna bowiem pokazaé (choé jest +to bardzo pracochionne i
dlatego nie zostanie przedstawione w tej pracy), ze rdéznica
ta zalezy w ten sam sposéb od B w punkcie r=ro, » Przy czym

analitycznego n(r) poza punkt r=r, : stad wynikaja
natychmiast relacje (VII.33,34), jesli tylko przyjmiemy, ze
wyktadnik potegi B w zaleznosci n(r)-no{r) od B Jjest taki
sam w catym przedziale O0=<r=r,, , a wiec takze w jego
podprzedziale OSrSrl [por. (VI.77) i dyskusje ponizej].
Potwierdzenie takiej zaleznosci n(r)-no(r) od B znajdujemy
na rysunkach VII.34 i VII.35. Na pierwszym z nich pordéwnano

3/2 dla réznych wartosci B -

przebiegi ilorazu-[n(r)—no(r)]/B
gdy B staje sie coraz mniejsze, przebiegi te zblizaja sie do
pewnego granicznego (B+0) rozkladu. Podobnie zachowuja sie
na rys. VII.35 przebiegi ilorazu [n(r)-nﬂ(r)]/B2 dla Q=1

Jak stwierdzilismy powyzej, numeryczne wyznaczenie

zmiany gestodci elektronowej n(r)-no(r) w poblizu jadra (tj.

250



5.8:107 T ! ] !

™

=

o T — <  — S——— . S——
e 2 : i
N
o -5.8.107°

m

N

™

T -Leaeif

S’

[=]

=

I 150074

' ]

[

S

= :

— -2,91874 i

8.0 1.0 2.0

r [a.u.]

Rvs. VII.34. Przebiegi iloraszu [n(r)vno(r)]/Ba/zw obszarze

0.0Sa.u.ErSrl(B) atomu II typu dla B = 5'106Gs (krzywa 1),

IO?Gs (krzywa 2), 108Gs (krzywa 3), 109G5 (krzywa 4), 1010Gs

(krzywa 5); Z=20, Q=0. Pionowe linie przerywane 2zaznaczaja

potozenie promieni rl(B)

dla r>0 ) napotyka na trudnosci zwiazane 2z rozbieznoscia
gestosci n(r) i nu(r) w punkcie r=0 . Dlatego ustalenie
postaci n(r)—no(r) Ww obszarze malych r mozliwe jest Jjedynie
na drodze teoretycznej.

Poniewaz {(r) i y(r) w obszarze OErSrl atomu II typu
speiniajg te same zaleznosci (V.75,78,88), co w atomie I
typu, wobec tego dla maiych r siuszne Jest, m.in.,
rozwiniecie (VII.1ll) dla y(r) . Wystepujaca w nim wielkosé
C4 jest wspolczynnikiem przy r2 w rozwinieciu {(r) wzgledem

r ; choé rozwiniecie to ma taka samg postaé (V.109) co dla

251



2.0-1079 _, ; :
= ;
d e
bed :
S | (e 4 SR ——— | 3
1 2810 E
~ . :
-~ 5 : .
t, -4.8.10877}. : 5
ek : :
= 2 :
[ =] : : 1
| -5 : g
o~ _6 . u '10 = ?. ..... -
"_. 4
"
: . a ke
—  _g.p-107° i i i
0.0 1.0 2.9 3.0 4.0

rlaul

Rys. VII.35. Przebiegi ilorazu [n(r)—no(r)]/B2 W obszarze
0.05a.u.£r£r1(B) atomu II typu dla B = 107Gs (krzywa 1),
108Gs (krzywa 2), 10%Gs (krzywa 3), 10'%Gs (krzywa 4); z=20,
Q=1. Pionowe linie przerywane zaznaczaja polozenie promieni

rl(B).

atomu I typu [prawdziwe s rdéwniez zaleznosci (V.110-112)
pomiedzy jego wspdélczynnikami], nalezy jednak oczekiwaé, ze
wartosdé (4 bedzie inna. Wobec sIusznosci rozwiniecia
(VII.11) roéznica y(r)—yo(r) dana jest przez wyrazenie
(VII.14). Oznacza to, 2ze dla matych r roéznica gestosci
n(r)-no(r) jest proporcjonalna do r_l/2 ; por. (VII.1H).
Wspdlczynnik proporcjonalnosci powinien byé - w pierwszym
przyblizeniu - sam proporcjonalny do 33/2 , gdy Q=0 , lub do
2

B , gdy Q>0 , poniewaz taka Jjest =zaleznosé rdéznicy

n(r)-no(r) od B w przedziale 0£r£r1 [por. (VII.33,34)], a
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wigc w szczegdlnosci rdéwniez dla r20

Dla Q=0 , aby wspomniana =zaleznosdé wspdtczynnika
proporcjonalnosci od pola B miata w istocie miejsce,
wielkosé (4 - pojawiajaca sie w wyrazeniu (VII.14) na

y(r)—yo(r) - musi mieé nastepujaca postacd:
2

= (= s O L ) ™8 B, empS/2 2
4 30 nkoz lekO 2 Z 4
T RN e i (Q=0) ; (VII.35)

wowczas dla malych r zachodzi:

y(r) - Yo(l') =

3
o /———E———7 i B3/2 (/2 | o(r) (@=0). (VII.36)

152, oMp

Choé wspdlczynnik (;“ , B8tojacy przy B w Wwyrazeniu

(VII.35), jest taki sam jak w przypadku atomu I typu [por.
(VII.24)], skladnik nieliniowy zaleznosci C4(B) jest

L™ nie do B> , Jak to ma miejsce dla

proporcjonalny do B5
atomu I typu.
Wielkosé (4 mozna wWyznaczy¢ numerycznie przy pomocy
wyrazenia (VII.186) na podstawie wartosci {(r) dla matych r .
Okazuje sie, ze - ze wzgledu na niezbyt duza doktadnosé tak
otrzymywanego {, ( jest ona rzedu 10_5) - dopiero dla pél
BglﬂgGs dostajemy wiarygodne wartosci rdznicy C4-(;“B i W
tym zakresie pol przedstawiony na rys. VII.36-a) wykres
zaleznodci log,({,-{,"B) od log,(B ma nachylenie bliskie
% , co stanowi potwierdzenie relacji (VII.35). Nachylenie to
zaczyna odbiegaé od % dla bardzo duzych pdl, gdy W
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Rys. VII.36-a) i -b). Zaleznosé 10310((’4-('4 B) od logIOB

Rys. a) odpowiada 2=20, Q=0, 107G35B51012Gu ¥ rys. b):
2=20, Q=1, 8-10 Gs<B<10'2
punkty obliczeri numerycznych.

Gs . Krzyzykami ( x ) zaznaczono
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rozwinieciu {, wzgledem B staja sie istotne nastepne wyrazy
4

/2 y.

(proporcjonalne do poteg wyzszych niz 35 Obliczony przy

pomocy wartosci C4—(;“B i réwnania (VII.35) wspdéiczynnik

(3/72)

(4 jest zawsze dodatni. Stad wynika - zgodnie z
zaleznoscia (VII.36) - ze dla Q=0 réznica gestosci
n(r)-no(r) [ 23y02(r)(y(r)—y0(r) ] jest ujemna réwniez dla
matych r , tzn. w bezposrednim sasiedztwie jadra atomu II
typu. Choé wniosek ten - zgodnie 2z powyzsza dyskusja -
znajduje uzasadnienie dopiero dla pél leﬂgGs , mozna
oczekiwadé, 2ze rdéwniez dla mniejszych pél B znak rdéznicy
n(r)-n,(r) w obszarze r20 jest ujemny, tym bardziej, ze taki
znak maja wéwczas numerycznie otrzymane wartosci n(r]-no(r)
W przedziale 0.0Sa.u.SrSrl(B) [por. rys. VII.31-a) i -b)].

W przypadku Q>0 , gdy w przedziale DSrSrl W pierwszym
przyblizeniu zachodzi: y(r)—yﬂ(r)aﬂz (por. (VII.34)]), =

réwnania (VII.1l4) wynika, ze ogdlna postaé zaleznosci (4 od

B jest taka sama Jjak w przypadku atomu I +typu [por.

(VII.24)]:
2

4 7 *a0 3(411)2/3Z1/3 3“3 (.3 _

c4'[3_6_2_xk0 * T0%,, ”’2] g - REsL e S

= 03"B + ¢,"B° ( @0) . (VII.37)

Jesli bowiem zaleznosé ta jest spelniona, wdwczas rdéznica

y(r)-yo(r) jest proporcjonalna do 32 réwniez dla matych r :

yir) - vD(r) =

3
. /"‘E“‘E g B2 172 L o(r) (@0 ) . (VII.S38)
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Takze wspdlczynnik (;“ w wyrazeniu (VII.37) jest taki sam
jak w (VII.24). Jesli chodzi o wspétczynnik (,” , to -
gdyby wprowadzi¢ analogicznie, jak to zrobiono w rozdziale
VI dla atomu I typu, wielkosci k((r) . ky(r) » Aylr) kp
oraz w 8szczegdlnosci I'(r) , ktére spelnialyby te same
zaleznosci (VI.13,34,36-41) - jego wielko&é wyrazalaby sie
dla atomu II typu tak samo jak w (VII.24), a wiec przez
pochodna §£(r=o) . Nie jest to jednak efektywna droga
obliczenia C;". dopdki nie ustali sie (a nie jest to tatwe
zadanie) warunkdéw brzegowych dla I'(r) w punkcie r=r;, [por.
dyskusje pod (VI.42)]. Warunki te 8a niezbedne do
rozwiazania réwnania (VI.38) na TI(r) . a nastepnie
znalezienia %;(r=0) ; 2e wzgledu na istnienie obszaru
rlirsro , 8dzie {(r)=1 , nie sa one bynajmniej dane przez
réwnania (VI.48,50). Zamiast wyznaczenia IN'(r) stosujemy wiec
- podobnie jak w przypadku Q=0 - metode polegajaca na
bezposrednim wyznaczeniu numerycznym zaleznosci C4(B) 5, &
nastepnie wyekstrahowaniu 2z niej skladnika nieliniowego,
tzn. (;mBa . Jednakze - ze wzgledu na stosunkowo mala
dokladnos¢ tak wyznaczonego {, (rzedu 10-5) - mozliwe jest

gGs , gdy skladnik (;”Ba jest

to dla pél wiekszych od 10
dostacznie duzy. W tym zakresie pdél zaczynaja jednak
odgrywaé role réwniez wyzsze potegi B w rozwinieciu (4(8)

Widaé to wyrazZnie na rys. VII.36-b), gdzie nachylenie
krzywej przedstawiajacej 10310((4-(;"B) W zaleznosci od
105108 - teoretyczniec rdéwne 3 [zgodnie =z zaleznoscia

(VII.37)] - maleje dla bardzo duzych B (dla B<10%Gs krzywa



ta zachowuje sie nieregularnie, co spowodowane jest
wspomniana mata dokladnoscia C4 ks

Wyznaczony w opisany powyzej sposéb wspdélczynnik (;m
jest dodatni. Zgodnie z zaleznoscia (VII.3B) oznacza to, z2e
réznica gestosci n(r)-no(r)=3y02(r)[y(r)-yu(r)] jest ujemna

dla matych r takze wtedy, gdy Q>0

C. Potencjat elektrostatyczny.

Przebieg potencjaiu Ve(r) wytworzonego przez elektrony
jest podobny jak w atomie I typu; por. rys. VII.37-a), -b)
oraz VII.19 [potencjal Ve(r) w obszarze GSrSrl obliczono -
po uprzednim wyznaczeniu L(r) i y(r) - przy  pomocy
zaleznosci (VII.28), przy czym w przypadku atomu II typu u
dane jest przez rdwnanie (V.124); dla r1<r$r0 podczas
rozwiazywania zagadnienia atomu 11 typu znajdujemy
bezposrednio potencjat V(r) , skad od razu dostajemy Ve(r)=
V(r)-~ % ]. W odréznieniu bowiem od n(r) i {(r) potencjal
Ve(r) nie wykazuje nieciagtossci w punkcie r=r; , co widaé
wyraznie na rys. VII.37-b), bedacym powiekszonym fragmentem
rys. VII.37-a); ciagla jest rdéwniez pochodna dVe/dr
Ciaglosé ta zostata, oczywiscie, wbudowana w teorie od
samego poczatku, mianowicie pod postacia warunkéw “zszycia”
(IV.40,41), s8lusznych takze wtedy, gdy wystepujacy tam
potencjat V(r) réwny % +Ve(r) zostanie formalnie zastapiony
przez Ve(r) . Skok gestosci elektronowej n(r) w punkcie r=ry
znajduje swoje odzwierciedlenie dopiero w nieciagtosci
drugiej pochodnej potencjatu Ve(r) - pochodna ta jest bowiem

zwiazana z gestoscia n(r) poprzez rdéwnanie Poissona :
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Rys. VII.37-a) i -b). Potencjal Ve(r) w atomie II typu dla

Z2=20, Q=0, B:108G5 . Rys. b) stanowi powiekszony fragment

rys. a) w przedziale 3.0a.u.=r=5.5a.u.
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ktore otrzymujemy dziatajac operatorem Laplace’a A na calke

= 4m n(r) , (VII.39)

(VII.27) definiujaca Ve(r) , a nastepnie wykorzystujac
kulista symetrie Ve(r) [ rownanie to obowiazuje dla kazdego
r=z0 ; dla r>0 pokrywa sie z rdwnaniem Poissona (IV.37) dla
V(r)=2 +V_(r) , edyz wtedy A[ ¢ ]=4ﬂ26(r)=0 1.

Obecno§¢ brzegowego obszaru, w ktérym {(r)=1, powoduje,
ze ksztalt przebiegu rdéznicy potencjaléw VB(r)—Veo(r) jest

nieco inny niz w atomie I typu; por. rys. VII.38 i VII.20

[przy sporzadzaniu rys. VII.38 (a takze rys. VII.39)

. 0.2 T T T T !
5
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- : : : : :
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Rys. VII.38. Przebieg zmiany potencjatu Ve(r)-Veo(r) atomie
II typu ( GSrErO) dla réznych pdl magnetycznych: B = 107Ga
(krzywa 1), 10%Ge (krzywa 2), 10%Gs (krzywa 3); 2=20, Q=0.

Pionowe linie przerywane zaznaczaja polozenie promieni ry i

ro (zaleznych od B).
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potencjal VeO(r) w przedziale r00<r£r0 obliczano
przediuzajac analitycznie Veo(r) poza punkt T=rag o tzn.
analogicznie jak w przypadku rys. VII.20 odpowiadajacego
atomowi I typu)]. Podobnie jednak jak w przypadku atomu I

typu wartosé Ve(r]-Veo(r) monotonicznie maleje wraz ze

wzrostem r . Réznica ta jest prawie w calym atomie = oproécz
niewielkiego przedziatu rgro - dodatnia, co jest jeszcze
jednym przejawem ekspansji atomu [ 2zwiazanym - poprzez

zaleznosci (VII.27,29) - z faktem zmniejszenia sie gestosci
elektronowej n(r) w obszarze Oﬁrﬁroo ; por. rys. VII.30-32].
Gdy rosnie pole magnetyczne B, wéwczas - jak wynika =z
rys. VII.38 - 2zmienia sie nie tylko wartosé réznicy
Ve(r)-veo(r) , ale réwniez ksztalt przebiegu Ve(r)-veo(r)
Widaé to jeszcze wyrazZniej na rysunku VII.39, gdzie dla Z=20
i Q=0 przedstawiono przebiegi ilorazu [Ve(r)-\feo(r)]/ﬂ1 dla

GGs i B=107Gu obserwujemy +tam

réznych wartosci B ; dla B=10
bardzo szybki spadek wartosici tego ilorazu (tacznie ze
zmiana jego znaku) poczynajac od punktu r=ry , Pprazy czym
jego pochodna (wzgledem r) jest ciagla w tym punkcie [ choé
wydaje sie, ze w przypadku krzywych 1 i 2 na rys. VII.39 ich
nachylenie zmienia sie nagle dla rsry ; jest to jednak
posredni skutek duzego wzrostu drugiej pochodnej tego -
ilorazu przy przejsciu przez r=ry (gdyz pochodna ta jest
zwiazana - poprzez réwnanie Poissona - 2z réznica gestosci
n(r)-no(r) ) , co owocuje szybka 2zmiana jego pierwszej
pochodnej i w ten sposéb cdaje pozorny efekt skoku tej

pochodnej w r=r, J; dla wigkszych B ( 102, 10% Ge )
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Rys. VII.39. Przebiegi ilorazu [Ve(r)-vao(r)]/B1 w atomie II
typu (OSrSrO) dla B = 10663 (krzywa 1), 10?Ga (krzywa 2),
108Ga (krzywa 3), 109Gs (krzywa 4); Z=20, Q=0. Pionowe linie

przerywane zaznaczaja potozenie promienia ry dla kazdego B .

przebiegi staja sie znaczniekagodniejaze. Wybdér potegi B1 .

przez ktdéra podzielono réznice potencjaldw Ve(rJ—Veo(r) i
jest trafny, gdyz - jak wynika to z rysunku VII.39 - dla
matych B przebiegi [Ve(r)-veo(r)]/B1 w przedziale Dirﬁrl
zblizaja sie do siebie, przy czym szczegdlnie wyrazZnie
wystgpuje to w obszarze matych r . Oznacza to, 2ze dla Q=0
zaleznosé Ve(r)-Veo(r) od B w przedziale OSrSrl jest w
pierwszym przyblizeniu liniowa. Taka =zaleznosé staje sie
zrozumiata, gdy zauwazymy, ze dominujacym skladnikiem

wyrazenia na réznice potencjaldw Ve(r)-veo(r) (dla OSrSrI) -

powstatym z odjecia réwnann (VII.28) i (VII.30) [réwnanie

261



(VII.28) obowiazuje rdéwniez w przypadku atomu II typu, gdyz
wynika ono bezposrednio z podstawowego réwnania wariacyjnego
(IV.11), ktdére jest stuszne dla kazdego typu atomu; por.
(V.74), (V.118)] - jest rdéznica potencjaldéw chemicznych » i
Hg » ktéra - zgodnie z wyrazeniami (V.124) i (VI.33) - dla

Q=0 wynosi:
M- u 0: -,UBB ( Q=0 ) . (VII.40)

Pozostata czesé wyrazenia Ve(r)—veo(r) y . EED.
5 i 2 4
7 %, ({(r)) y°(r) - § %, (L)) p(r) - HpB L(r) -
_ [g u o 7o2(e) - = oy (¥) ] = D(r) (VII.41)

jest bowiem - dla Q=0 - proporcjonalna do B3/2 , co tlatwo
mozna dowiesc¢, jesli tylko uwzglednimy, 2ze dla malych (
rdznice: uk(()—xko i xa(C)-zaO sa rzedu (2 [por.
(V.105,106)], natomiast dla matych B zachodza - jak to
stwierdzilismy powyzej - relacje: {(r)«B i y(r)-yo(r)uﬁa/z
[stuszne dla Q=0; por. (VII.33)].

Sytuacja zmienia sie jednak, gdy tadunek jonowy Q staje
sie wiekszy od 0 . Wéwczas w sktad réznicy H=Hq wchodzi,
oprécz -pBB , Wyrazenie -Q/r0+Q/r00 [por. (V.124) i
(VNI.33)]. Gdy l/ro zastapimy przez rozwiniecie
l/rog—(l/rog)(ro-r00)+(l/rog)(ro-r00)2+0[(r0-r00)3]. wowczas
okaze sie, ze w réznicy Ml = zgodnie zaleznoscia (VI.81b)

pPrzyrostu promienia =Yoo od B - s8ktadniki liniowe w B

redukuja sie wzajemnie:

p-pD:—p.BB-—s—-l--i_-e-—:
0 00
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SN Q - _Q " 2 i S+ _
e g (ry-rgq) 5 (rg-Trgo)™ + Ol(ry-rgg)] =

00 Foo
Yoo . & .2 3
- 5 Hp B + 0O(BY) ( @0 ) , (VI1I.42)
Q
w wyniku czego zaleznosd H-H, od B jest - w pierwszym

rzedzie - kwadratowa (dla Q>0). Z kolei, uwzgledniajac, ze w

przypadku Q>0 réznica n(r)-no(r) , a wiec takze rdéznica

y(r)-yotr) , Jest proporcjonalna do B2 [por. (VII.34)],
mozemy dowiesé - postepujac analogicznie jak dla Q=0 - z2e
réwniez wyrazenie D(r) [por. (VII.41)] jest - w pierwszym

przyblizeniu - proporcjonalne do B2 . Poniewaz wyrazenie to

1.21074

1.0.1074

VRPN | S .. —

4.0.1079

PR I R SN

2
[Ve(r)—Veu(r)]/B [a.u.]

s 4. ¢ ¢ 1.3 3F & 3
8.0 €3 86 99 1.2 1.5 1.8 2.1 2.4 2.7 3. 33

r [a.ul]

Rys. VII.40. Przebiegi ilorazu [Ve(r)-\!eo(r)]/B2 W obszarach
Oﬁrﬁrl(B) atomu II typu dla B = IOTGa (krzywa 1), 5'107Gs
(krzywa 2), 10865 (krzywa 3), lﬂgGs (krzywa 4); 2=20, Q=1.
Pionowe linie przerywane zaznaczaja polozenie promieni rI(B).
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Wraz z M-Mg - zgodnie z relacjami (VII.28,30) - sktada sie
na roznice potencjaiodw Ve(r)-Veo(r) , dochodzimy ostatecznie
do wniosku, ze w przedziale OErErl zaleznosé tej rdznicy od
stabego pola B jest kwadratowa, gdy Q>0 . Potwierdzenie tego
znajdujemy na rysunku VII.40, gdzie przedstawiono - dla
2=20 , Q=1 i réznych B - przebiegi ilorazu [V_(r)-V_,(r)1/B%
W przedziale Gﬁrﬁrl , ktére to przebiegi zblizaja sie do

siebie, gdy maleje pole B .

VII.5. Wlasnosci energetyczne.

A. Energia atomu i jej sktadniki.

Gdy znane sa juz rozkiady n(r) i {(r) , obliczenie
energii E atomu nie nastrecza duzych trudnosci. W tym celu
wystarczy skorzystaé¢ z funkcjonalu energii E[n,{] (II.B7), a
wtasciwie 2z jego postaci (IV.19), w ktdérej uwzgledniono
zalozona éferycznq symetrie rozktaddéw n(r) i {(r) ;
wystepujaca w (IV.19) funkcja F(n,{) okreslona jest w
réwnaniu (I1.68). Aby nie obliczaé podwéjnej catki po r i r’
stanowiacej drugi skladnik po prawej stronie (IV.19), ktéry
jest energia elektrostatycznego oddzialywania elektrondw
Ecé [por. (II.62)], wprowadzamy tam - 2zgodnie 2z relacja

(VII.27) - potencjail Ve(r)

J I n(r)n(r ) dr dr° = - % I n(r)Ve(r) dr =
s ¥ = " OSrsr,
Osr'Srg
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r

0
= - 7 [ n(r)V_(r) 4nriar . (VII.43)

_ 0
Jesli skorzystamy nastepnie ze 2zwiazku (VII.28) tego
potencjaiu z rozkltadami {(r) i n(r):yatr) ;, WwWynikajacego 2z
podstawowego rodwnania wariacyjnego (IV.11), otrzymamy

ostatecznie nastepujace wyrazenie na energie atomu:

)
0
g = [ 2w (@) - 32 @@)n?3x) - L ar) -

3 r
0
- % pBBn(r)((r) + % un(r) ] 4nr2dr =
To
= I [ & %&@m®@ - 3 e, @mm@) - 3 L -
0
1 2 1 .
- L pgBa(r)t(x) ] tncldr + Lu N (VII.44)

W wWyrazeniu tym liczba elektronéw N pojawita sie na
mocy warunku normalizacyjnego (IV.20). Zwréémy uwage, ze
wyrazenie (VII.44) obowiazuje jedynie dla rozktaddéw n(r) i
{(r) odpowiadajacych minimum funkcjonalu energii (IV.19) dla
danego (I lub II) typu atomu, gdyz wdéwczas spelnione jest
réwnanie (IV.11l), a wiec takze 2zwigzek (VII.28). Wynika
stad, ze wyrazenie (VII.44) jest sluszne dla obu typow
atomu. Podczas obliczania energii E atomu II typu wygodnie
jest oczywiscie rozbié catke wystepujaca w (VII.44) na sume
dwu catek: jednej po przedziale Osrirl , drugiej po
przedziale rlirﬁru 2
Kazdy =ze skladnikdéw energii:

+E_+ E°l 4 E 4+ E

ee en B (VII.45)

E = Eein

[por. (II1.66)] mozna oczywiscie obliczyé oddzielnie.
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Wyrazenie na Egi podane jest w rdéwnaniu (VII.43), przy czym
wystepujacy tam potencjail Ve(r) znajdujemy - tak Jjak
poprzednio - 2z zaleznosci (VII.28). Rdéwniez pozostate
sktadniki energii, tzn. Ekin - Ex ; Een i EB , Wyrazaja sie
poprzez jednowymiarowe catki po r (w granicach r=0 , r=rg ),
ktdre powstaja z okreslajacych te sktadniki catek
tréjwymiarowych (II1.59,60,63,65), gdy uwzglednimy sferyczna

symetrie rozkladdéw n(r) i {(r)

r
0
Bein = J % (E(x)) 0®/3(r) nrfar (VII.46)
0
o
B, = - J »,(C(x)) n?3(r) anrfar (VII.4T)
0
r
02 2
B. =~ =alx) tngtde (VII.48)
0
r
0 2
EB = - pBB j n(r) {(r) 4nr“dr : (VII.49)
0

Zanim jednak przejdziemy do przedstawienia wynikoéw
numerycznych obliczen energii, pokazemy, czego mozna sie
dowiedzieé o energii i jej zaleznosci od pola B na gruncie

rozwazan teoretycznych.

B. Relacje pomiedzy skladnikami energii.

Twierdzenie wirialne.

Okazuje sie, ze sktadniki energii nie 83 2zupelnie
niezalezne od siebie. Podstawiajac bowiem W réwnaniu

(VII.43) wyrazenie (VII.28) na Ve(r) 3 a nastepnie
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identyfikujac odpowiednie cziony zgodnie z réwnaniami
(VII.46-49) oraz warunkiem normalizacyjnym (IV.20),
dochodzimy do wniosku, 2e energia Egi wyraza sie przez
pozostale skladniki energii: Ekin y Ex ’Een " EB oraz

liczbe elektrondw N i potencjat chemiczny p :

T R o) I 1
ke " " B PBxin “ 38 “ 58 — g hgrgel . (VII.50)

Inng relacja, ktéra obowiazuje - podobnie jak (VII.50)

- dla kazdego typu atomu jest tzw. twierdzenie wirialne. W

rozpatrywanym przypadku ma ono nastepujaca postac:
(VII.51)

W oryginalnym modelu TFD - gdy B=0, a wiec rodwniez EB:0
[por. (VII.49)] - zachodzi rdwnosé E:-Ekin (por. tez [24]).
Nie oznacza to jednak wcale, 2ze zmiana energii atomu przy
przejsciu od B=0 do B>0 jest rdwna EB , gdyz Jjednoczesnie
ulega zmianie takze energia kinetyczna elektrondw Ekin 3
por. dalsze rozwazania na ten temat w punkcie C ﬁoniéej.

Dowéd twierdzenia wirialnego (VII.51) przeprowadzimy

stosujac znana metode skalowania gestosci elektronowej n(r)

(por. [24,29]), rozszerzona o skalowanie wzglednej
magnetyzacji C{(r) . Rozpatrujemy mianowicie nastepujace
rozktady wariacyjne n’(r) , {"(r) [pojawiajace s8ie w

podstawowe] zasadzie wariacyjnej (II1.69)]

Adatar) (VII.52)

"
]

n'(r) nx(r)

Eo L) & 500 = ROT) 5 (VII.53)

gdzie n(r) i {(r) 8a rozktadami odpowiadajacymi minimum
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funkcjonatu energii (II1.67). Rozkiady nk(r) i Cx(r)
stanowia po prostu odpowiednio przeskalowane rozktady n(r) i

{(r) . Promien atomowy r, pPo przeskalowaniu wynosi

i S (VII.54)

gdyz - zgodnie 2z okresleniem (VII.52) rozktadu nk(r) -
rozktad ten znika wtasnie dla r>r0/k [skoro n(r)=0 dla r)rOJ.

Gestosc wariacyjna n'(r):nk(r) zostata tak
zdefiniowana, aby spelniala przede wszystkim warunek

normalizacyjny (II.70). Latwo mozna sie o tym przekonadé, gdy

w cailce
o4, o8 B 2
J n,(r) dr = A" [ n(Ar) dr = A" [ n(Ar) 4nrdr (VII.55)
0
wprowadzimy nastepujaca zmienng catkowania:
R=\Ar " (VII.56)
W wyniku tego otrzymujemy rdéwnosc:
o
J ny(r) dF = [ n(R) 4nR%dR = [ n(r) dF (VII.57)
0
oznaczajaca spelnienie warunku (II.70).
Kazdej parze rozkiaddow wariacyjnych nh(rJ i (R(r)

odpowiada energia
E, = E[n,,Z,] =
= By, Doy ki 4B 00,00 48200, 050 +8,, [0, ,C,] 4o 0, =

= E +E . + g 4 E + E (VII.58)
ee

kin, A X, A ’ en, A B,A °

analogicznie do calkowitej energii Ek okreslilismy W
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powyzszym rownaniu poszczegdlne skitadniki tej energii:

E gl E E

x. X * Baa. X\ ? Okazuje sig, 2e ich

Egin, B,A
zaleznosci od A sa szczegdlnie proste. Wyprowadzenie tych

en,M '’

zaleznosci polega na dokonaniu w calce definiujacej kazdy =z
tych sktadnikdéw [por. (VII.58) i (I11.59,60,62,63,65)] zmiany
zmiennej catkowania podane j W réwnaniu (VII.586) i

niewielkich przeksztalceniach algebraicznych:

Tox

Egin,x = Bygnlm il = I 2 (L, (r)) ni/a(r) 4nrldr =
0
Fox
= [ = () 2’03 0ar) dnrfar =
0

r
0
= 2% [a (c(R)) /3 (R) A" 34nr%aR -

0
Yo
= 2% [x (t(R)) n®/3(R) 4nR%aR =
0
=A% B . [0,0]) =2%E (VII.59)
= kin=""" ™ i kin ! y
oA 4_4/3 2
By a = Belnyu0y1 = - [ 2 (C(Ar)) An™ "(Ar) 4nrfdr =
0
To
= - x [ = @(®) n*3(R) 4nR%R = A E_ . (VII.80)
0
rm\
B, = E [mu80 = - [ Z22%ar) anrlar =
0
g
0 2 2
=-A[ Euam) amR%aR =1 E_ (VII.61)
0
Tox & 2
EB = EBtnA’(A] = - PBB f An(Ar) {(Ar) 4nr“dr =
0
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r
0
=~ ugB [ n(R) {(Ar) 4nR%dR = By ; (VII.62)
0

wielkosci Ekin - Ex : Een . EB oznaczaja tu - tak jak
poprzednio [ por. (VII.46-49)] - ©poszczegdlne sktadniki

energii odpowiadajace rozkladom n(r) , {(r) . Opuscilismy

Ecl

powyzej energie o X, @

gdyz w tym przypadku mamy do
czynienia w funkcjonale Egi[n',(“] [por. (II1.62)] z podwdéjna
catka tréjwymiarowa. Dlatego - aby wyznaczy¢é zaleznosé Ecl

od A - dokonujemy podwéjnej zmiany wektorowych zmiennych

catkowania r i r° na nowe zmienne wektorowe:
R=xAT ; (VII.63)

R =k : (VII.64)
ktérych dlugosci oznaczamy odpowiednio przez R i R’
Poniewaz jakobian zwiazany z kazda z tych 2zmian zmiennych

wektorowych wynosi "3 , wobec tego otrzymujemy:

BOL o = 0L ] 2k I I - “‘*”’* ar’) 47 g7 -
"% |7 = |
0=r=r
0£r'<rgi
% I I “(R)“(R ) 348 2 3aR" Ezi . (VII.85)
0<R<r, )
0<R" Sro

Z relacji (VII.58-62,65) wynika, ze energia calkowita
EA - 2wiazana z rozktadami nktr) ; Cx(r) - jest nastepujacay

kwadratowga funkcja A

+AE +xESL + AR+ E

o i
By 8 Ekin x ee en B

A (VII.66)

Poniewaz rozktady wariacyjne n'(r):nh(r) , ('(r)=€x(r) staja
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sie réwne odpowiednio n(r) , {(r) dla A=l , zatem zgodnie =z
zasada wariacyjna (II1.69) energia Eng[nk'(k] dla A#1 jest
wigeksza od prawdziwe]j energii atomu E=E[n,{] . Oznacza to,
ze E, , jako funkcja A , osiaga minimum dla A=1 . Dla tej

wartosci A musi zatem znikaé pochodna dE, /dx :

" Sl 0 . (VII.87)

Stad - zgodnie z réwnaniem (VII.B6) - wynika, 2ze sktadniki

energii E spelniaja nastepujaca relacje:

2B, +E_+ Bl =0 (VII.68)

kin ee en
zwréémy uwage, ze nie wystepuje tu energia EB , CO oznacza,
ze identyczna zaleznosé¢ spelniona jest réwniez w oryginalnym
modelu TFD (por. tez. [24]). Relacja (VII.68) potaczona =z
przedstawieniem (VII.45) energii E w postaci sumy Jjej
sktadnikéw prowadzi natychmiast do twierdzenia wirialnego
(VII.51).

Choé powyzsze uzasadnienie zwiazku (VII.51) zostalo
funkcjonatu energii E[n",{ ] [por. dyskusje pod (VII.66)],
to zwigzek ten jest siuszny dla obu typéw (I i II) atomu,
niezaleznie od tego, ktéry z nich odpowiada temu minimum.
Dzieje sie tak z dwu powoddw. Po pierwsze: zasada wariacyjna
(II.69) odnosi sie do kazdego typu atomu z osobna. Rozktady
n(r) i {(r) opisujace atom danego typu odpowiadaja bowiem
minimum funkcjonaiu energii E[n",{ ] (II.67) w obrebie klasy
rozktadéw n"(r) , (" (r) okreslonej przez ten typ [por.

rozda. IV.2]. Do tej klasy naleza, z pewnoscia,
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przeskalowane rozkilady n'(r):nk(r) = C'(r):(k(r) :  takie
skalowanie nie zmienia bowiem ani liczby promieni
granicznych r [por. (IV.18)], ani tym bardziej przedzialdw
stalosci {(r) (choé zmienia sie oczywiscie ich polozenie).
To stanowi wspomniany drugi powdd.

Warto zwrdécié uwage, 2ze istnieje podstawowa réznica
pomiedzy twierdzeniem wirialnym (VII.51), a relacja
energetyczna (VII.50). Ta ostatnia powstala bowiem [por.
dyskusje nad (VII.50)] - w istocie - ze scatkowania

analogicznej relacji

- F eV (r) = - 3w @3 ) + Zx ()3 +
% %%n(r) + %paBn(r)C(r) + %pn(r) 2 (VII.B9)

pomiedzy odpowiednimi gestosciami energii [por. (VII.A43,
46-49)]. Relacja ta wynika ze zwiazku (VII.28), speinionego
przez rozklady n(r) i {(r) odpowiadajace minimum funkcjonalu
energii dla danego typu (I lub II) atomu [por. dyskusje w
poprzednim paragrafie, a takze pod (VII.44)] . Natomiast
twierdzeniu wirialnemu nie odpowiada zadna zaleznosc
lokalnych gestosci energii. Rdéwnanie CVI1.5%1), bedace
prawdziwie globalna relacja energetyczna, moze stanowicd
znakomity test dokladnosci przeprowadzonych obliczer energii
i w tym charakterze bylo ono wykorzystywane (patrz punkt C

ponizej).
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C. Zmiana energii atomu pod wpiywem pola magnetycznego.

Okreslenie, o ile zmieni sie energia atomu
kwantowo-statystycznego pod wplywem pola magnetycznego B ,
wymaga w ogdélnosci obliczern numerycznych; wyniki takich
obliczeri przedstawione zostana w dalszej czesci tej sekcji.
Okazuje sie, Ze zmiana energii atomu E(B)-E(B=0) w polu
magnetycznym B jest rzedu energii oddzialywania EB z tym
polem. W przypadku stabego pola B wykazemy ponizej liniowag
zaleznosé réznicy E(B)-E(B=0) od energii EB

W tym celu wykorzystamy relacje pomiedzy pochodna
energii dE(B)/dB a catkowitym momentem magnetycznym atomu M :

dE(B) _
dB

- M(B) - (VII.70)
Z i N sa tu ustalone. Analogiczna relacja wyprowadzana jest
w elektrodynamice makroskopowych osrodkow magnetycznych
(por. np. [8,86]), Jjednak w rozwazanym przypadku atomu
kwantowo-statystycznego wymaga ona oddzielnego dowodu.

Dowéd ten opiera sie - podobnie Jjak w przypadku
twierdzenia wirialnego (VII.51) - o podstawowa zasade
wariacyjna (II.69). W szczegdlnosci zasada ta jest stuszna,

jesli za rozktady wariacyjne n"(r) i {"(r) - ktére w niej

wystepuja - przyjmiemy rozklady:

n"(r) n(r;B") ’ (VII.T1)

L (r) {(r;B") . (VII.72)

ktére opisuja atom kwantowo-statystyczny tego samego typu i

o tych samych Z , N , 1lecz dla innej wartosci pola

magnetycznego - réwnej B~ - niz wartosé B wystegpujaca w
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funkcjonale energii (I1.67); rozktad n(r) spelnia
oczywiscie warunek normalizacyjny (II.70). Wartosé
funkcjonaitu E[n",{"] dla takich rozktadéw wariacyjnych

zalezy od obu pél: B i B™:
E[n’,l";B] = E(B,B") , (VII.73)

gdzie zaznaczono explicite zaleznos¢ funkcjonalu energii
(II.67) od ustalonego pola B . Gdy pole B" stanie sie rdwne
B , wdéwczas rozktady n'(r) i {"(r) s8a identyczne odpowiednio
z rozktadami

n(r;B) (VII.74)

n(r)

n

{(r) {(r;B) ’ (VII.75)

opisujacymi rozwazany atom w polu magnetycznym o wartosci B
i odpowiadajacymi - zgodnie z zasada wariacyjna (II.69) -
minimalnej wartosci funkcjonaiu energii dla tego typu atomu.
Oznacza to, ze E(B,B') jako funkcja B osiaga minimum dla

B’=B , co implikuje nastepujaca rdéwnosé:

gET{B,B'zB) =0 : (VII.76)
Poniewaz energia atomu E(B) (w polu magnetycznym B ) jest -
zgodnie z powyzsza dyskusja - rdéwna E(B,B':B)

E(B) = E(B,B"=B) , (VII.77)

zatem jej pochodna wzgledem B - po uwzglednieniu rdéwnosci

(VII.76) - wynosi:

K ; ok ;
dB(B) - 2%(B,B"=B) + 9E-(B,B'=B) =

- 9 5 g
= 55(B,B"=B) . (VII.78)
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Stad - wykorzystujac definicje (VII.73) wielkosci E(B,B") -

ctroymujemy nastepujaca relacje:
dE(B) _ @E[n,{;B]
3B = 3B ; (VII.79)

Relacja ta jest zupelnie ogdlna: przy jej wyprowadzeniu nie
wykorzystywalismy w zaden sposdb szczegdlnej postaci (II.67)
funkcjonatu energii; obowiazuje ona zatem dla dowolnego
funkcjonatu energii i dowolnego parametru B W nim
wystepujacego. Stanowi ona odpowiednik twierdzenia
Hellmanna-Feynmana, obowiazujacego w mechanice kwantowej
([98,99], por. takze [1,26,29]).

W przypadku funkcjonatu energii (II.67) relacja

(VII.79) prowadzi do nastepujacego rdéwnania:

QEB) - - 4y [ n(o)C(r)AF . (VII.80)
Prawa strona tego rownania wyraza sie - zgodnie

zaleznosciami (I11.64) i (III1.52) - przez moment magnetyczny

r
0
M = ug [ n(e)0(r)dE = py [ n(e)C(r)4nr’dr ,  (VII.81)
0
co ostatecznie dowodzi stusznosci relacji (VII.70). Zgodnie

z przedstawiona metoda wyprowadzenia relacja ta obowiazuje
dla obu typéw atomu [por. takze dyskusje pod (VII.68) na
temat waznosci twierdzenia wirialnego (VII.H51)].

Dla atomu I typu zaleznosé momentu M od stabego pola B

jest liniowa:

M(B) = ¢ B ; (VII.82)
gdyz taka sama =zaleznosé od B wykazuje - 2zgodnie z
wyrazeniem (VI.12) - wzgledna magnetyzacja {(r) [por.
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réwnanie (VII.100) w rozdz. VII.B; okreslona Jjest tam

réwniez stata czxzi - por. (VII.101)]. Wobec tego, cailkujac

obustronnie relacje (VII.70) dostajemy nastepujaca réwnosdé:

B
E(B) - E(B=0) = - [cBdB = - 2 cB® = - 2 M(B) B , (VII.83)
0
z ktorej wynika, ze zmiana energii atomu I typu Jjest w
2

stabym polu B proporcjonalna do do B Zmiana ta Jjest =z
cata pewnoscia ujemna, gdyz - Jjak stwierdzilismy to w
rozdziale V.2 [por. (V.55) i dyskusje ponizej]- dodatnia
jest zawsze wzgledna magnetyzacja {(r) , wystepujaca w
wyrazeniu (VII.81) na M . Iloczyn M-B pojawiajacy sie po

prawej stronie rdéwnania (VII.83) jest réwny - 2z dokiladnoscia

do znaku - energii EB 3
EB(B) = - M(B) B ; (VII.84)

co wynika =z ©pordwnania zaleznosci (VII.49) i (VII.81).
Pozwala to ostatecznie stwierdzic¢, ze zmiana energii atomu I
typu pod wplywem pola magnetycznego B jest - w pierwszym
przyblizeniu - rdwna polowie energii oddziatywania spindw

elektronowych z tym polem:
E(B) - E(B=0) = % Eg(B)  ; (VII.85)

jej znak jest - tak samo jak znak EB - ujemny.

Poniewaz powyzsze rdéwnanie jest sluszne z dokladnoscig

rzedu B2 , mozna zatem - zastepujac w caice (VII.49),
b L ; g 2 .
definiujace) EB ,» Promien r, przez rj, [ ro-roouﬁ & PO
(VI.4)], gestosé n(r) przez no(rJ [ n(r)—no(r)O‘B2 ; por.
(VI.2)], zas {(r) przez wyrazenie (VI.1l2) - wyrazié zmiane
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energii E(B)-E(B=0) atomu I typu przez gestosd nO(r) W

orvginalnym modelu TFD:

E(B) - E(B=0) =

Yoo n.2/3 1y
-3 295 0 r 2
= - = 4B 4nr“dr . (VII.86)
2 "B lgx & 1/3(r) Y
0 9"k0"0 9 al
Powyzsza catka jest dobrze okreslona, gdyz mianownik
wyrazenia podcatkowego jest - zgodnie z dyskusja
zamieszczona pod rownaniem (VI.13) - dodatni w calym
przedziale Oﬁriron , natomiast w obszarze malych r - gdzie
no(rJ rozbiega sie jak r-3/2 [por. (VII.13)] - wyrazenie
3/2

podcatkowe jest proporcjonalne do r

W przypadku atomu II typu zaleznosé (VII.85) pozostaje
w mocy, Jjesli tvlko Q>0 . Wowczas bowiem dla stabych pél B
moment magnetyczny M jest rdwniez proporcjonalny do B [por.

(VII.82)], gdyz w przedziale O0=<r=r obowiazuje zaleznosé

1
(VI.12), zas wielko$é przedzialu rlﬁrﬂro , W ktérym {(r)=1 ,
jest - zgodnie z zaleznoscia (VI.81b) - proporcjonalna do B .

W tym przypadku ulega jednak pewnej modyfikacji wyrazenie

(VII.8B):
” w A ”
E(B) - E(B=0) = 3 Eg(B) =
r r
1 A 2 1 ’ 2

= - 7 ugB [ n(r){(r)4nr®dr - 5 ppB [ n(r)4nrfdr =

0 ry
1 *00 2 1 2
= S pBB f no(r)((r)4nr dr - 3 pBB n(r0)4nrU (ro-rl) =
0
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i o
00 2/3

= i .. 5.3 ng~ " (r) 2

S e o T B 4nr~dr -

5 Hp 0. - 18 -
,  97k0"0 3%40
4
2nn,..r
00 00 .2 p2 tatol 11 tveas @500,  (TI1.67)

Q “B
gdzie w calce po przedziale OSrﬁrl zastapilismy r, Przez rg,
[r,,-r,xB ; por. (VI.81b)], n(r) przez n,.(r) [n(r)-n (r)aBz;

00 "1 0 0
por. (VII.34)], {(r) przez wyrazenie (VI.1l2), natomiast
catke po przedziale r1£r$r0 obliczylismy W pierwszym
pPrzyblizeniu - mnozac wartosé funkcji podcatkowej dla r=r,
przez diugosé przedzialu catkowania: ry"ry ktdéra nastepnie

wyrazilismy przy pomocy =zaleznosci (VI.B1lb); Jjednoczesnie

ro2 zastapilismy przez rog , zas n(ro) - zgodnie z (V.122) i

(III.31) - przez %nUU ; po tych wszystkich operacjach
zaleznos¢ (VII.B7) Jjest stuszna Jjedynie =z doktadnoscia
rzedu B2 . Poniewaz zaleznosé (VI.81b) obowiazuje - zgodnie
z relacjg (VI.82b) - tylko dla pédl B <« Q/(uBrog) , =zatem

réwniez wyrazenie (VII.87) mozna stosowaé¢ co najwyzej tylko
w tym przedziale pdl B . Wobec tego drugi skladnik wyrazenia
(VII.87) - ktory jest proporcjonalny do Bz/Q - nie osiaga
duzych wartosci - nawet dla matych Q - W zakresie
stosowalnosci tego wyrazenia. Poniewaz zakres ten staje sie
zerowy, gdy Q=»0+ , zatem wyrazenie (VII.87) nie moze siuzyc
do wyznaczenia wartosci réznicy energii E(B)-E(B=0) dla
neutralnego (Q=0) atomu II typu. Oznacza to, 2ze przypadek
ten musimy rozpatrzedé osobno.

Dla Q=0 moment magnetyczny M w atomie II typu

zmienia sie - w pierwszym przyblizeniu - proporcjonalnie do
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rierwiastka kwadratowego z B :

1/2 taton IT typus W=0): TNIL.883

M(B) = ¢ B
Dzieje sie tak dlatego, gdyz dla Q=0 - 2zgodnie 2z relacja
(VI.8la) - diugoscé przedzialu rlﬁrﬁro , w ktorym L (r)=1 ,
tzn. rory o jest proporcjonalna wtasnie do B1/2 , natomiast
W przedziale OSrSrl nadal mamy {(r)eB ; dla matych B
dominujacy wktad do catki (VII.B1l) reprezentujacej M bedzie
wiec pochodzil z przedzialu rlsrﬁrn . Wstawiajac wyrazenie
(VII.88) do rdwnania (VII.70), a nastepnie catkujac to

rownanie otrzymujemy [po uwzglednieniu (VII.84) w ostatnim

kroku] inng niz (VII.85) zaleznosé E(B)-E(B=0) od EB :

B
E(B) - E(B=0) = - [cBYZa = - £38%% = - 2 y(B) B =
0
= £ E5(B) (atom II typu; Q=0); (VII.89)

jest ona wprawdzie takze liniowa, a obliczona przy Jjej
pomocy zmiana energii E(B)-E(B=0) jest tez ujemna. W caice
(VII.49) reprezentujacej energie EB dominujacy wktad ma -
zgodnie z uwaga podana ponizej (VII.B88B) - ponownie przedzial

r1£r£r0
2
E(B) - E(B=0) = T EB(B) =

2 i 2 2 "0 2
= -3 pBB I n(r){(r)4nr°dr - 3 PBB I n(r)4nr“dr =
0 ry

s % HgB n(rj) 4""02 (ro-ry) =

B 1/2
e o S 1 B L o K
= T pBB 2700 4nr00 2[ 2ﬂn00] =
= - § ro [2mngerg’) /2 B2 ( Q=0 ), (VII.90)
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co oznacza Jjakosciowo inna zaleznosé od pola B niz w
przypadku Q>0 [por. (VII.87)] lub w prazypadku atomu 1 typu
(por. (VII.B86)].

Energie catkowita E=E(B) atoméw I i II typu mozna
wyznaczy¢ numerycznie przy pomocy wyrazenia (VII.44). W
rzeczywistosci chcemy obliczyé zmiane energii w pordwnaniu z
energia E(B=0) oryginalnego atomu TFD, tzn. réznice
E(B)-E(B=0) . W tym celu obie energie: E(B) , E(B=0) nalezy
wyznaczy¢ bardzo doktadnie. Zgodnie z relacjami (VII.85,89)
réznica tych energii jest - w pierwszym przyblizeniu -
proporcjonalna do energii EB . Energia EB jest rzedu 10*48p
[a.u.], gdzie p=2 lub p=3/2 (ta ostatnia wartosé¢ odpowiada
atémowi II typu, gdy Q=0) i zmienia sie niezbyt silnie wraz
22 . Z drugiej strony rzad energii E(B) i E(B=0) w
przedziale 1=<Z<120 zmienia od 101a.u. do 105a.u. (por. tez
[78]). Poniewaz maksymalna uzyskiwana numerycznie wzgledna

10710 [y

doktadnosé energii E(B) , E(B=0) Jjest rzedu
przypadku E(B=0) jest ona o jeden rzad wyzsza], =zatem dla

duzych Z wyznaczenie réznicy E(B)-E(B=0) moze napotykaé na
trudnosci. Ma to istotnie miejsce, szczegdlnie dla matych B .
Aby poprawié doktadnosé otrzymywanych wartosci energii
E(B) , zastapiono - podczas obliczer numerycznych - warunek
brzegowy (V.88) w r=0 , przez rdwnanie (VII.51), tzn.

twierdzenie wirialne. Cata reszta procedury rozwiazywania
zagadnienia atomu I 1lub II typu pozostala przy tym

niezmieniona: poczynajac od warunkéw brzegowych w r=rg [

korzystajac po drodze z warunkdw w r=r, w przypadku atomu II
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typu) rozwiazujemy codpowiednie rownania rézniczkowe i w ten
sposcéb znajdujemy roczkilady n(r) i {(r) w przedziale OSrSrO

Wartosé r, (oraz ry dla atomu II typu) nalezy przy tym tak
dobraé, aby obliczone przy pomocy wyznaczonych rozktaddw

n(r) i {(r) energie E , E i EB [por. (VII.44,46,49)] jak

kin
najdoktadniej speiniaty twierdzenie wirialne. W praktyce -

uwzgledniajac, ze interesujace nas zmiany energii sa rzedu

energii EB - zadamy, aby

E + E - E

kin B
Eﬁ

=y «1 . (VII.91)

Ta metoda udaje sie uzyskaé wartosci
-3
¥y £ 10 (VII.92)

dla BEIOBGB, podczas gdy wartosé » dla energii otrzymanych
przy uzyciu warunku brzegowego (V.88) przekracza niekiedy
0.1 w tym przedziale pél B ; ma to miejsce dla obu typédw
atomu. Nalezy przy tym zwrdcié uwage, ze promienie ro (oraz
ry dla atomu II typu) otrzymane w obu metodach réznia sie
dopiero na 11-12 miejscu w reprezentacji dziesietnej, a wiec
na poziomie wyzszym niz maksymalna uzyskiwana [przy
zastosowaniu warunku (V.88)] wzgledna doktadnosé Ty (oraz

10 . Postepujac w podobny sposéb

r; ), ktéra wynosi okolo 10~
mozna roéwniez poprawidé doktadnosé energii E(B=0) w
oryginalnym modelu TFD.

Wyznaczona numerycznie zaleznosé zmiany energii atomu I
typu E(B)-E(B=0) od pola magnetycznego dla Z=20 , Q=0 oraz

Q=1 przedstawiono na rys. VII.41l-a), -b). Jak wynika z tego
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Rys. VII.41-a) i -b). Zaleznosé zmiany energii E(B)-E(B=0)
atomu I typu od pola magnetycznego B ; 2=20 ; rys.a)

odpowiada Q=0 , rys. b): Q=1 . Linia przerywana 2zaznaczono

wartosci energii %EB [por. (VII.85)].
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rysunku, réznica E(B)-E(B=0) jest zawsze ujemna, a jej

wartos¢ bezwgledna rosnie wraz z B . Energia %EB -
zaznaczona linia przerywana na rys. VII.4l-a), -b) -
odtwarza te réznice dobrze nie tylko dla matych B - co
dowiedlismy wczesniej analitycznie [por. (VII.85)] - ale

rowniez w calym dozwolonym (dla atomu I +typu) przedziale

0=B=B z btedem <4% dla Q=0 i <1% dla Q=1 . Przyblizenie

c2
stabego pola B ma zatem dla energii catkowitej E duzo
wiekszy 2zakres stosowalnosci niz w przypadku promienia
atomowego r, (por. rys. VII.1), gestosci elektronowej n(r)
(por. rys. VII.16,17), czy wzglednej magnetyzacji {(r) (por.
rys. VII. 9,10).

Wartosé zmiany energii E(B)-E(B=0) zalezy oczywiscie od
rodzaju atomu, tzn. od Z i Q . Réznica E(B)-E(B=0) rosnie -
co do wartosci bezwzglednej - wraz z Z , co widaé wyrazZnie
na rys. VII.42. Z kolei pordwnujac rys. VII.41-a) i rys.
VII.41-b) widzimy, 2e réznica ta jest wieksza dla Q=0 niz
dla Q=1 (w ogdlnosci dla @0 ). Latwo to zrozumieé, gdy
przypomnimy, 2e dla Q=0 obszar brzegowy, w ktérym C{(r)
istotnie rdézni sie od 0 , jest znacznie wiekszy niz dla Q=1
[por. rys. VII.7-a) i -b)].

Podobna zaleznosé od Z i Q wykazuje energia atomu II
typu; por. rys. VII.43-a) i -b) oraz rys. VII.44. W tym
przypadku zmiana energii E(B)-E(B=0) jest réwniez
proporcjonalna do energii EB w przedziale stabych pél B ,
jednak jedynie dla Q>0 [por. rys. VII.43-b)] wspdiczynnik

proporcjonalnosci wynosi % , tzn. tyle co w przypadku atomu
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Rys. VII.42. Pordéwnanie zaleznosci E(B)-E(B=0) dla atoméw I
typu o réznych liczbach atomowych: 2=8,11,19,37,55,87
(odpowiadaja im kolejno krzywe 1,2,3,4,5,6); Q=0

I typu. Zaleznosé (VII.85) - stuszna dla kazdego Q>0 -
odtwarza w przypadku Q=1 (Z=20) sScisle wartosci E(B)-E(B=0)

z btedem mniejszym niz 5% dla pél magnetycznych z przedzialu

0<B<3-10°

% » 2as analogiczna zaleznosé (VII.89) ma taka samg

Gs . W przypadku Q=0 wspomniany wspdiczynnik wynosi

doktadnosé w przedziale 0£B£109G8
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E(B) -E(B

-8.49 i i i i
9.0 2.9-19%® 4.9-18*8 6.9-10"8 8.0.10'%  1.9.10"

B [6s]

Rys. VII.43-a) i -b). Zaleznos$é zmiany energii E(B)-E(B=0)
atomu II typu od pola magnetycznego B ; Z=20 ; rys.a)

odpowiada Q=0 , rys. b): Q=1 . Linia przerywana zaznaczono
na rys. a) wartosci energii %EB [por. (VII.B9)], na rys. b):
7Eg [por. (VII.B5)].
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Ea.. ]

E(B) - E(B=0)

i i
9.8 2.0.10*8 4.9-19*8 6.0-10'8 8.0.10'*  1.0.10%
B [Gs]

Rys. VII.44. Pordwnanie zaleznosci E(B)-E(B=0) dla atomdéw II
typu o rdéznych liczbach atomowych: 2=39,11,19,37,55,87
(odpowiadaja im kolejno krzywe 1,2,3,4,5,6); Q=0

D. Pordéwnanie energii atomu I i II typu.

Problem zastosowania obu typdw atomu do opisu

rzeczywistych atomdw.

Z teoretycznego punktu widzenia zasadniczym problemem
jest odpowiedZ na pytanie: ktdéry atom, I cz2y II typu, ma
nizsza energie? Atom o nizszej energii bedzie bowiem
odpowiadal prawdziwemu minimum funkcjonalu energii (II.67) i
zgodnie 2z podstawowa idea teorii DFT tylko on moze
reprezentowadc rzeczywisty atom.

Na gruncie teoretycznych rozwazarn na temat zmiany
energii w stabych polach B (por. wyzej punkt C tej sekcji)

mozemy stwierdzié, ze w pewnym zakresie tych pél neutralny
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atom II typu: Q=0 ma - 2z cala pewnoscia - nizsza energie od
neutralnego atomu I typu. Dzieje sie tak dlatego, gdyz
réznica E(B)-E(B=0) - zawsze ujemna (por. punkt C tej

33/2 [por.

sekcji) - jest dla matych B proporcjonalna do
(VII.90)] w pierwszym przypadku, natomiast w drugim: do 82
[por. (VII.86)]. Gdy Q>0 , rdéznica E(B)-E(B=0) zmienia sie
kwadratowo wraz z B dla obu typdéw atomdéw [por. (VII.86,87)].
Jednak i w tym przypadku atom II typu ma nizsza energie od
atomu I typu. Wynika to od razu 2z pordwnania zaleznosci
(VII.B6) i (VII.87): w tej ostatniej wystepuje bowiem -
oprécz catki identycznej jak w (VII.86) - dodatkowy ujemny
sktadnik; sktadnik ten jest rzedu 10 °BZ [a.u.] dla Q=1 i
Z--lD1 , a wiec Jjest o rzad mniejszy od catej rdéznicy
E(B)-E(B=0) [ réznica ta jest bowiem - 2zgodnie 2z relacja
(VII.B5) - proporcjonalna do energii EB , ktéra jest rzedu
10" 4p? [a.u.]; por. rys. VII.41-b)]. Aby jednak uzyskaé
petna - tzn. dla dowolnych wartosci pola B - odpowiedZ na
pytanie postawione w poprzednim paragrafie, nalezy odwolaé
sie do obliczen numerycznych.

Pordéwnanie otrzymanych numerycznie energii atoméw I i
IT typu o rdéznych Z i Q@ w 2zaleznosci od pola B
przeprowadzono na rys. VII.45-a), -b). Jak tatwo mozna

- - - —————————— i ————— i — 0 — ] —————

atom I typu w calym przedziale G<B£Bc2 , W ktérym istnieje

i ——————— —

ten ostatni typ atomu. Choé na rys. VII.45-a), -b) pordwnano
jedynie energie kilku atomdédw neutralnych (Q=0) i jondw

jednododatnich (Q=1), nalezy jednak oczekiwaé, ze
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Rys. VII.45-a) i -b). Pordwnanie energii atomdéw I i II typu:
zaleznosé E(B)-E(B=0) dla Z=3 (krzywa 1), 19 (krzywa 2), 87
(krzywa 3) oraz Q=0 [rys. a)] i1 Q=1 [rys. b)]. Krzywe ciagle

odpowiadaja atomowi II typu, krzywe przerywane - atomowi I

typu.

288



stwierdzona powyzej relacja pomiedzy energiami atoméw I i II

typu:
E(atom I typu) > E(atom II typu) (VII.93)

jest stuszna dla kazdego Z>0 , Q=0 i 0<B£Bc2 . Wynika stad,
ze atom II typu odpowiada minimum absolutnemu funkcjonatu
energii (II1.67) dla kazdego Z>0 , Q=0 oraz B>0 , gdyz dla
B>Bcz istnieje jedynie ten typ atomu.

Powyzsza wtasnos$é oznacza - zgodnie z podstawowa idea
teorii DFT - ze modelem rzeczywistego atomu wynikajacym 2z
funkcjonatu energii (I1.67) jest atom II typu. Jak jednak

stwierdzilismy juz wczesniej w rozdziale VI.8 i VII.2, model
atomu II typu daje przewidywania - dotyczace zmiany
objetosci, momentu magnetycznego i podatnosci magnetycznej -
zupeilnie niezgodne z danymi doswiadczalnymi, przynajmniej w
zakresie stabych pél B [nalezy przy tym pamietaé, ze pola te
83 bardzo duze - albo wrecz nieosiagalne - z punktu widzenia
fizyki doswiadczalnej; por. dyskusje pod (VII.6)]. Nie
wynika stad jednak, ze teoria DFT jest niestuszna. Swiadczy
to natomiast o niedoskonatosci przyblizonego funkcjonaitu
energii E[n,{], (I1.687), ktoéry preferuje model atomu II
typu. Gdyby bowiem w funkcjonale energii uwzglednié poprawke
Weizsdckera do gestosSci energii kinetycznej [100]:

2
W _ 1 [¥n(r
“xinlt) = B alr (VII.94)

lub jej pdZniejsze modyfikacje [101-104], rézniace =&ie
jedynie (od strony formalnej) wartoscia wspdlczynnika

liczbowego (tu: % ), wéwczas energia atomu II typu stalaby
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sie nieskoniczona. Dzieje sie tak dlatego, gdyz w okolicy
punktu PRy 5 W ktérym gestosé n(r) doznaje skoku , gradient
VYn(r) zawiera czescé¢ osobliwag typu 6(r-r1) (& oznacza funkcje

r
0
Diraca), co powoduje, ze catka I c:in(r)4nr2dr stanowigca
0

poprawke do energii atomu staje sie nieskonczona. Nawet gdy
spowodujemy ciagtosé gestosci n(r) w otoczeniu rl-ér$r$r1+&r
punktu rzr, w sposdéb pokazany na rys. IV.1l, to dla matych Ar
(dla duzych Ar atom II typu utraci swoja tozsamosé) sSredni
gradient VYn(r) w tym przedziale bedzie rzedu 1/Ar , wobec
czego wktad poprawki Weizsidckera - proporcjonalnej do
[Vn(r)]2 - do energii atomu bedzie rzedu [I/Arlz'br=1/Ar =K
wiec nadal bedzie istotny. Wkitad ten bedzie duzo wiekszy niz
w przypadku atomu I typu, w ktorym gestosé elektronowa n(r)
jest ciagla. Wystepuje, oczywiscie, w atomach obu typdw
nieciagtosé gestosci n(r) na brzegu atomu (r:ro), jednak nie
ma ona znaczenia fizycznego, gdy weZmiemy pod uwage, ze atom
jest wbudowany w sieé¢ krystaliczna metalu i styka sie z
innymi atomami majacymi - w tym modelu - ta sama gestosc
brzegowa; w ten sposdb gestosé n(r) jest ciagta w obszarze
metalu.

Z przedstadionych powyzej rozwazan wynika, 2ze atom I

typu jest - rdwniez na gruncie teoretycznym - lepszym
modelem niz atom II typu. W przypadku dokladniejszego - niz
(I1.67) - funkcjonatu energii, uwzgledniajacego poprawke

Weizsidckera, nie wystapia nieciaglosci gestosci n(r) 1
bedzie istnial tylko jeden typ atomu. Atom taki - jak nalezy

sie spodziewaé - dla matych B bedzie blizszy atomowi I typu,
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za$ dla duzych B bedzie jakosciowo podobny do atomu II typu,
cho¢ oczywiscie nie wystapi w nim skok gestosci n(r) ; w
atomie takim nie bedzie rdéwniez rozbieznosci gestosci n(r)
typu r-3/2 dla malych r . Ilosciowe okreslenie przebiegu
gestosci n(r) wymagaloby jednak rozwiazania peinego
zagadnienia atomu kwantowo-statystycznego wraz 2z poprawka
Weizsdckera. Nalezatoby przedtem dokonaé ponownego
wyprowadzenia tej poprawki przy uwzglednieniu istnienia
niezerowej magnetyzacji gazu elektronowego: {(r)=0 . Nalezy
oczekiwadé, ze zmodyfikowana wersja poprawki Weizsidckera
zawieralaby - oprdcz Yn(r) - roéwniez gradient YV (r) , co

spowodowaloby, ze takze {(r) byloby ciagta funkcja r .

E. Energia jonizacji.

Model atomu I typu posiuzy obecnie do wyznaczenia
zaleznosci energii jonizacji I1 [zdefiniowanej w rdéwnaniu
(III.55)] od pola magnetycznego B . Energia jonizacji 11
roésnie wraz z polem B , jak to widaé wyrazZnie na rys.
VII.46,47. W przedziale OSB.‘EBC2 jej zmiana - w pordwnaniu do
przypadku B=0 - jest niewielka i nie przekracza 0.1% . W
wiekszosci tego przedzialu rdéznica II(B)-II(B:D) jest
kwadratowa funkcja B i z duzz dokladnoscia dana jest przez

nastepujace wyrazenie:
st o B8 o « & .
I,(B) - I,(B=0) = 3E5(Z,Q=1,B) - 5E5(%,Q=0,B) » (VII.95)

co jest 2zgodne 2z rdwnaniem (VII.85), wyprowadzonym dla
matych B . Réznica Il(B)-Il(E:DJ zalezy niezbyt silnie od

liczby atomowej Z (por. rys. VII.A4T).
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Rys. VII.46. Zaleznosé energii jonizacji I1 atomu I typu od
pola magnetycznego B . Linia przerywana zaznaczono rezultaty
przyblizonej zaleznosci (VII.95).
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Rys. VII.47. Pordwnanie zaleznosci Ii(B)—Il(B:D) dla atomdw
I typu o réznych 1liczbach atomowych: Z=3,11,19,37,55,87
(odpowiadaja im kolejno krzywe 1,2,3,4,5,6); Q=0
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VII.6. Rozklad gestosci magnetyzacji, moment magnetyczny i

podatnos¢ magnetyc:cna.

Gestosc magnetyzacji m(r) okreslona jest - zgodnie =z

zaleznoscia (I1.64) - przez iloczyn n(r){(r)
m{r) = Hp n(r) T(r) y (VII.96)

Poniewaz dla obu typdéw atomu w poblizu jadra (r=0) zachodza

3/2 [por. (VII.10)] oraz {(r)«r [por.

relacje: n(r)er
(V.87))], zatem m(r) rozbiega sie dla matych r :

m(r) o r_l/z

(B8 Je N1 9V)
Wynik te jest oczywiscie - podobnie jak rozbieznosé gestosci
elektronowej n(r) - niefizyczny. Obszar malych r nie daje
Jednak istotnego wkiadu do calkowitego momentu magnetycznego
atomu M . Moment ten wyraza sie bowiem przez catke z

r
0
- f 4nrzm(r) dr (VII.98)
0

[por. (III.52)].

Rozktady gestosci 4ﬂr2m(r) w atomie I typu dla réznych
wartosci B ( Z=20, Q=0 ) przedstawiono na rys. VII.48 (dla
2=20, Q=0). Gestosé ta rosnie w miare oddalania sie od jadra
atomu, szczegdlnie szybko w poblizu brzegu atomu (r:ro); Jjed
wartosé jest jednak znaczaca w wiekszosci obszaru atomowego.
Dla matych B gestosé m(r), a wiec takze 4nr2n(r) , 2zmienia
sie liniowo wraz z B :

2

o
m(r) = v~ B “0(”’[1_;1!“k0‘“02/3(r’ - %”ao"ol/a"')] -

= Am(r) B ’ (VI1.989)

293



7.0.1874 ! : ! ,
iy 3 2 " y
= 6.0.107
fu. 4 : v p
~r
NE ‘ L 3 4 E:
=
< 4 : : : /
I 171 g FRTOTBIRP T, PORIRETRSIO, SR RN, ONNID Ak AL SR
PR T | SRR Sree = TR
e.e
e.e
rlaul
Rya- VII.48. Rozklad radialnej ggatosc1 magnetyzacji

4nr m(r) w atomie I typu (O‘r‘r ) dla B= 10 Ga (krzywa 1),
9" IGSGa (krzywa 2), 8-10 Ga (krzyua 3), 10 Ga (krzywa 4),
B, (krzywa 5) [ Bc2~1.3-107Ga . por. (V.99)]; 2=20 , Q=0

gdyz tak zalezy od B réwniez {(r) [por. (VI.12)], natomiast

n(r) rdwna sie no(r) z bledem rzedu B2 Epor: (Vi.2) 1.
Potwierdzenie tego 2znajdujemy na rysunku VII.49, gdzie
pokazano, Jjak przebiegi ilorazu 4nr2m(r)/B zblizaja sie -
gdy maleje pole B - do rozkiadu 4nr2km(r} , zdefiniowanego w
réwnaniu (VII.99).

Podobna liniowa zaleznos$é od pola B wykazuje - w duzym
zakresie pél B (w przedziale 0$B59‘106GB poprawka nieliniowa
nie przekracza 3% ) - moment magnetyczny M atomu I +typu;
por. rys. VII.50. Dla sitabych pél B fakt ten 2znajduje

natychmiast swoje uzasadnienie teoretyczne. Zgodnie bowiem z
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Rys. VII.49. Przebiegi ilorazu 4ﬂr2m(rJ/B w atomie I typu
(OSrEro) dla B = 106G5 (krzywa 1), 6'10663 (krzywa 2), 107G5
(krzywa 3), Bc2 (krzywa 4) w pordwnaniu 2z rozkladem
2

4nr
(VI1.99); Z2=20, Q=0

km(r) (krzywa 5 - przerywana) okreslonym przez rdéwnanie

relacjami (VII.98) i (VII.99) moment M jest wéwczas

proporcjonalny do B :

- o8P
M = Xt B (VII.100)
[por. (VII.82)]. Wspdiczynnik proporcjonalnosci x:ﬁ

wyznaczony Jjest Jjednoznacznie przez gestosé elektronowa

no(r) W oryginalnym modelu TED:

r
8 2 i “uz/a(’) 2
x°P = 36nu rédr (VII.101)
&Y B 102, .n 1/3(r)-4x
0 kO™ 0 a0

[rD w catce (VII.98) zastapilismy tu przez Yoo gdyz

iikd N ; 2 4 sp "
réznica 0 Yoo jest rzedu B ]. Fizycznie X,y ©Oznacza
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Rys. VII.50. Zaleznosé momentu magnetycznego M od pola B dla

atoméw 1 typu o liczbach atomowych: 2=3;11,19:37:87
(odpowiadaja im kolejno krzywe p NP S I 3 R Q=0
Liniami przerywanymi zaznaczono rezultaty przyblizenia
liniowego (VII.100).

zgodnie z relacja (VII.100) - spinowa podatnosé¢ magnetyczna

atomu [por. dyskusja pod (III.72)]. Mnozac xzz przez liczbe

Avogadro NA otrzymujemy spinowa podatnosé molowa z:gl metalu:

sp _ sp
S NA X, ¢ ; (VII.102)
Tak wyznaczona podatnosé xggl - 2zwiazana 2z polaryzacja

spindw elektronowych - jest zawsze dodatnia i rosnie wraz =z
liczba atomowa; por. rys. VII.51. Trend taki wykazuja
réwniez - zaznaczone na tym rysunku - doswiadczalne wartosci
spinowej podatnosci molowej metali alkalicznyeh (Li,Na,K,Rb,

Cs), choé w tym przypadku zaleznosé xggl od Z nie jest az
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tak regularna. W przypadku metali alkalicznych wartosci
teoretyczne sa sSrednio o 40% wieksze od wartosci
doswiadczalnych; por. tab. VII.2Z. W przypadku innych metali

wyekstrahowanie wktadu do catkowitej podatnosci pochodzacego
tylko od spindw elektronowych nie jest z reguty mozliwe [€ "
Dla metali alkalicznych wykorzystuje sie w tym celu metode
elektronowego rezonansu spinowego 1lub efekt de Haasa-van
Alphena (por. [90] oraz odnosniki tam podane). Wybdr metali

alkalicznych jest roéwniez uzasadniony 2z punktu widzenia

rozwazanego modelu teoretycznego: dla tych metali bowiem

zalozenie sferycznosci komérek (atomdw) stanowi dobre
180 T T T T T
= - : : :
r—
o
=
N
M|
=
Q
T
=
=
e
a 3
nw £
>
la._ ........... =
0 1 1 1 1 1
g 20 4@ 68 8@ i0@ ;2!
' Z
Rys. VII.51. Zaleznos¢ spinowej podatnosci molowej xggl
atomu I typu (linia <ciagta) od liczby atomowej 2 w

pordwnaniu z wartosciami doswiadczalnymi dla metali
alkalicznych : Li (Z=3), Na (Z=11), K (Z=19), Rb (Z=37), Cs
(Z=55) [zaznaczono je krzyzykami (x) 1].
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Tabela VII.2. Spinowa podatnosé magnetyczna ngl metali

alkalicznych w modelu atomu I typu w pordwnaniu z
Pauli

wartosciami doswiadczalnymi oraz podatnoscig Pauliego Xl

Metal | 2 Xpoy [10™%en’/mol]
atom I typu doswiadczenie®’ Eggli il

Li 3 34.62 ' 25.5 10.22

Na 11 54.77 25.6 15.53

K 19 64.13 42.1 24.72

Rb 37 75.89 46.1 26.74

Cs 55 82.95 68.7 30.67

*’ Dane obliczone na podstawie wartosci stosunku ngl/nggli

zamieszczonych w pracy [90].
b» . . _Pauli

Wartosci xmol

objetosci atomowych Y [por. (VII.104,105)] wzietych =z

ksigzki [89].

wyznaczone przy pomocy doswiadczalnych

przyblizenie w obliczeniach pasmowych (szczegdlnie ze
wzgledu na energie kohezji; por. [36]).

W tabeli VII.2 podano rdéwniez tzw. molowe podatnosci

Pauli

a1 Nazwa podatnosci Pauliego okresla sie

Pauliego x
podatno$éé spinowa elektrondw przewodnictwa obliczong tak jak
dla jednorodnego gazu elektronowego W przyblizeniu

swobodnych elektrondw. Podatnosé ta jest proporcjonalna do

gestosci Btanéw-l(EF) na powierzchni Fermiego i zalezy - tak

samo jak -I(EE) - Jjedynie od gestosci n, elektrondw
swobodnych:
" 3n 1/3
sl ST 8 R [—4—5—] ; (VII.103)
m
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wielkos¢é ta odnosi sie do Jjednostki objetosci [89]. W
przeliczeniu na 1 mol otrzvmujemy:
3n 1/3
Paull _ 2 s
gdzie v, oznacza tu - tak jak poprzednio - objetosé 1 atomu
(komérki Wignera-Seitza). W przypadku metali alkalicznych
na kazdy atom przypada po jednym elektronie przewodnictwa -
z ostatniej powtoki s - co oznacza, ze gestosé ng Jjest

rowna:

n :}J_ . (VII.105)

Ten najprostszy sposéb liczenia podatnosci spinowej metali

alkalicznych réwniez nie prowadzi do prawidlowych ilosciowo

Pauli

rezulatatdéw: wartosci x

5671 sa w kazdym przypadku mniejsze

- $Srednio dwukrotnie - od wartosci eksperymentalnych.

Eksperymentalne podatnosci spinowe metali alkalicznych leza

zatem pomiedzy wartosciami xﬁggli uzyskanymi w najprostszym
przyblizeniu teorii jednorodnego gazu elektronowego, a

wartosciami x:gl otrzymanymi w modelu kwantowo-statysty-
cznym, ktéry ktadzie nacisk na-atomony aspekt budowy metalu.

W przypadku atomu kwantowo-statystycznego mozna rdéwniez
obliczyé sktadnik diamagnetyczny xgig catkowitej podatnosci

magnetycznej x , ktéry jest zwiazany z zaburzeniem ruchu

mol
elektronéw w polu magnetycznym B : jest to zaburzenie
niezalezne od oddziatywania z tym polem spindw elektrondw i
ich orbitalnych momentéw pedu (por. np. [26]). Podatnosé
diamagnetyczna xgii wyraza sie przez gestosé elektronowa w

niezaburzonym przez pole B atomie, tzn. - w naszym przypadku
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- przez no(r)

r
' 00
.dia _ 1 2 2 2 )
Tmo1 = = Ny 5 & J rng(r) 4nrfdr (VII.108)
0

kwadrat statej struktury subtelnej a:ez/(cﬁ) zastepuje tu -
po przeliczeniu na jednostki atomowe (por. dodatek A) -
wspdiczynnik ez/(mecz) , Wwystepujacy w oryginalnym wyrazeniu
(por. nup. [26]).

Zaktadajac, ze orbitalny moment pedu niezaburzonego
atomu (bedacy suma orbitalnych momentdéw elektronowych) ulegil
wygaszeniu w polu krystalicznym metalu (por. np. [8,89]),
lub po prostu zaniedbujac go, a nastepnie pomijajac inne

ewentualne przyczynki do catkowitej podatnosci magnetycznej

Xmol (np. paramagnetyzm jadrowy) , mozemy te podatnosé
G 1 sp . .dia
przedstawié jako sume X0l 1 Xpoy
w o = 8P 4 gdla (VII.107)
mol mol mol ; :

Tak wyznaczona podatnosé ol jest dodatnia w modelu atomu I
typu (dla Q=0), co ma rdwniez miejsce w przypadku wiekszosci
metali rzeczywistych [91]. Podatnosé teoretyczna rosnie wraz
z Z tylko w przedziale 1=<Z<25 , natomiast dla wiekszych
liczb atomowych wartosé Xosl jednostajnie maleje, jak to
widaé wyraZnie na rys. VII.52-a), -b). Taka tendencje
spadkowa obserwujemy roéwniez wsSrdd wiekszosci wartosci
doswiadczalnych, pod warunkiem, 2ze pordwnujemy wartosci
podatnosci metali nalezacych do tej samej podgrupy W
uktadzie okresowym; por. rys. VII.52-a), -b). Taki sposdéb
poréwnywania ma swoje uzasadnienie w podobnej strukturze

powiokowe) pierwiastkdw nalezacej do tej samej podgrupy
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Rys. VII.52-a) i -b). Zaleznosd catkowitej podatnosci

magnetycznej Xpo1 ¥ modelu atomu I typu od liczby atomowej Z
(linia ciagta) w pordwnaniu 2z wartosciami doswiadczalnymi
[zaznaczonymi krzyzykami (x) ] dla metali [91]. Na rys. a)

zaznaczono wartosci doswiadczalne dla metali z nastepujacych

(cd. podpisu na nastepnej stronie)
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podgrup uktadu okresowego: Ia [Li(3), Na(11), K(19), Rb(37),
Cs(55)1, Ib [Cu(29), Ag(47), Au(79)]), 1IIa [Be(4), Mg(12),
Ca(20), Sr(38), Ba(56)], IIb [Zn(30), Cd(48), Hg(80)], VIIIa
[Ru(44), Os(76)], VIIIb [Rh(45), Ir(77)], natomiast na rys.
b) z podgrup: IIIb [Se(21), Y(39), La(57)], 1IVb [Ti(22),
Zr(40), H£f(72)], Vb [V(23), Nb(41), Ta(73)], VIb [Cr(24),
Mo(42), W(74))], VIIb [Mn(25), Tc(43), Re(75)1], Viiic
[(Pd(46),Pt(78)]; w nawiasach kwadratowych i okragtych
zaznaczono odpowiednio symbole 1 liczby atomowe metali
(uwaga: trzy kolumny grupy VIII traktujemy tu jako oddzielne
podgrupy - oznaczone literami a, b, ¢ - choé =zazwyczaj sie
tego nie czyni). Punkty eksperymentalne w obrebie kazdej
podgrupy polaczono linia przerywana.

uktadu okresowego (por. dyskusje pod rys. VII.6 w sekcji
VIi.2). Wspomniana tendencja spadkowa podatnosci
magnetycznej ma miejsce az w 10 na 12 rozwazanych podgrup
metalicznych, nawet w przypadku metali z grup Ib (Cu,Ag,Au)
i Ilb (Zn,Cd,Hg), ktdore wykazujg ujemna wartosc Xpol
Odstepstwo od tej tendencji stanowia podgrupy Ia i Ila, tzn.
metale alkaliczne i berylowce, choé i w tych przypadkach -
po odrzuceniu Li (Z=3) i Cs (Z=55) - otrzymujemy Jjakosciowa
zgodnosé z zaleznoscia teoretyczna; por. rys. VII.52-a).
Prawie dla wszystkich metali teoretyczne wartosci X0l
réznia sie istotnie od wartosci doswiadczalnych, co nalezy
prawdopodobnie przypisac - w gldunej mierze =
nieuwzglednieniu przez stosowany model struktury powlokowej
atoméw. Zwrdécmy Jjednak uwage, 2ze model ten prawidiowo
5:107%cn®/mol) .
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ROZDZIAL VIII

PODSUMOWANIE.

Zaproponowany model magnetycznego atomu kwantowo-
-statystycznego stanowi - ze wzgledu na sposdéb konstrukeji -
naturalne rozszerzenie oryginalnego modelu Thomasa-Fermiego
z uwzglednieniem efektu wymiany, 2zwykle zwanego modelem
Thomasa-Fermiego-Diraca (TFD). Podobnie jak W modelu
Thomasa-Fermiego i modelu TFD rowniez w obecnym modelu uktad
elektrondw w atomie opisuje gestosé elektronowa n(r) o
zatozonej symetrii kulistej, natomiast jako parametry
wystepuja Jjedynie podstawowe state przyrody, co oznacza, ze
opracowana teoria kwantowa jest typu ab initio. Do opisu
stanu magnetycznego atomu wprowadzono rozklad wzglednej
magnetyzacji {(r), ktéry to rozklad powiazano z polaryzacja
spindw elektronowych. Prawidiowo wybrane rozktady n(r) i
{(r) minimalizuja funkcjonatl energii E[n,{] , ktéry -
zgodnie z podstawowsa idea teorii DFT - jest centralnym
obiektem w badanym modelu. Funkcjonat E[n,{] ma postad
(II.87) wynikajaca z przyblizenia lokalnej gestosci (LDA),
przy czym gestosci energii kinetycznej B ta i wymienne]j €.
wyrazaja sie przez n(r) i {(r) tak samo jak w jednorodnym
gazie elektronowym.

W pierwszym kroku UpProszczono model zaktadajac
niezaleznosé wartosci wzglednej magnetyzacji { od polozenia
r . Zalozenie ((r)=f=const. powoduje, =ze w modelu tym

obowiazuja analogiczne relacje jak w modelu TFD - 2zmienione
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sa Jjedynie wystepujace w tych relacjach wspdéiczynniki, ktdre
zaleza od wartosci f . Otrzymany w tzkim modelu promies
atomu rg rosnie kwadratowo wraz ze wzrostem T
Przewidywanie to jest trafne w odniesieniu do metali
przejsciowych grupy 3-d i ich stopdw, dla ktérych
zaobserwowano kwadratowa zalezno$é przyrostu objetosci Avo
atoméw metali od ich spontanicznego momentu magnetycznego
M . Nalezy przy tym 2zwrdécié uwage na bardzo dobra - gdy
uwzglednimy duza prostote modelu - zgodnosé teoretycznych i
doswiadczalnych wartosci stosunku AUO/HZ
Z kolei zbadano peiny (tzn. nie uproszczony) model
oparty o opisany powyzej funkcjona® energii E[n,{] . W
modelu tym nie narzucono z géry zadnych ograniczen na postac
rozktadéw n(r) i {(r) [poza fizycznym zadaniem, aby n(r)z=0
oraz -1={(r)=1 ]. Dla takiego funkcjonalu dowiedlismy, ze
niezerowa magnetyzacja nie moze powstawad spontanicznie; do
jej wywotania potrzebne jest zewnetrzne pole magnetyczne B .
W przypadku B=0 - w procesie minimalizacji funkcjonatu
E[n,{] otrzymujemy dwa mozliwe typy atomu: I i II ; w atomie

II typu wystepuje wewnetrzna powierzchnia r=ry nieciagiosci

rozktadéw n(r) i C{(r) . Rozklady w obu typach atomu
otrzymujemy - w pierwszej kolejnosei - przez rozwiazanie
odpowiedniego pojedynczego rownania rézniczkowego

zwyczajnego na {(r) oraz - w obszarze rlﬁrsro atomu II typu
- odpowiedniego rdéwnania na potencjat V(r) . Wzajemne
zwiazki pomiedzy n(r), {(r) i V(r) pozwalaja na numeryczne

wyznaczenie wszystkich interesujacych nas rozktadéw: n(r) ,
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T(r) i V(r) . W procesie rozwigzywania znajdujemy rdéwniez
promien atomowy r, oraz - w przypadku atomu II typu -
promien ry . Rozwiazania mozna uzyskaé¢ dla atoméw o dowolnej
liczbie atomowej Z i dowolnym nieujemnym tadunku jonowym Q ;
dla jonéw ujemnych (Q=-1,-2,...) wspomniane rozwiazania
niestety nie istnieja, podobnie zresztg jak to ma miejsce w
oryginalnym modelu TFD. Przy pomocy wyznaczonych rozktadodw
n(r) i {(r) obliczamy z kolei energie atoméw E , ich energie
Jjonizacji I1 , a takze catkowite momenty magnetyczne M

Waznga cecha proponowanego modelu jest to, 2ze wiele
probleméw pojawiajacych sie w nim udaje sie rozwiazaé -
pPrzynajmniej w duzym stopniu - analitycznie. Szczegdlnie
dotyczy to przypadku stabego pola magnetycznego B . Wdéwczas
{(r) wyraza sie analitycznie przez gestosdé no(r) w
oryginalnym modelu TFD, zas wielkosci ln(r) i kv(r) -
okreslajace w atomie I typu 2zmiany gestosci n(r) i
potencjatu V(r) w pordwnaniu =z modelem TFD - mozemy
Wwyznaczy¢ doktadnie przy pomocy rdéwnania rdézniczkowego
wyprowadzonego dla maiych B ; w atomie II typu znaleziono z
kolei analityczne wyrazenia na zmiany promieni s"Too : &
riTho wystepujace pod wplywem pola B . Dla stabych pél B
wyprowadzono rdéwniez wyrazenia na zmiane energii E(B)-E(B=0)
atoméw obu typdw. Te ostatnie wyrazenia pozwalaja na
analityczne pordwnanie energii atomu I i II typu we
wspomnianym zakresie pél B . Ponadto w rozwazanym modelu

atomu magnetycznego udaje sie dowiesé - podobnie zreszta jak

to ma miejsce dla oryginalnego modelu TFD - +twierdzenie
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wirialne; jego posta¢ jest Jjednak nieco odmienna niz w
przypadku modelu TFD.

Czas pracy numerycznej potrzebny do rozwiazania rdéwnan
opisujacych rozwazany atom kwantowo-statystyczny i
wyznaczenia jego wtasnosci Jjest 2znikomy w pordwnaniu 2z
dokladniejszymi od tych rozwigzan obliczeniami typu
Hartree-Focka. Dlatego tatwo mozna przeprowadzié kompleksowe
badania zaleznosci rozwiazan - oraz pochodzacych od nich
wlasnosci atomu - od pola magnetycznego B i liczby atomowej
Z . Otrzymane dla atomu I typu wartosci wspdiczynnika
magnetostrykcji objetosciowej Avo/(uDBZJ 5 podatnosci

magnetycznej Xl i jej spinowego skiadnika st

mol 5% ~ %

reguty - jakosciowo zgodne 2z wartosciami doswiadczalnymi
zmierzonymi dla metali. Dotyczy to szczegdlnie 2zaleznosci
tych wartosci od liczby atomowej Z w obrebie poszczegdlnych
podgrup uktadu okresowego. Nalezy wiec uznaé, ze opracowany
model kwantowo-statystyczny speinia - w znacznym stopniu -
stawiane wobec niego oczekiwania.

Prostota otrzymanego modelu jest z jednej strony - jak
to wynika z powyzszej dyskusji - jego zaleta, =z drugiej
strony stanowi jego wade. Uzyty funkcjonal energii E[n,{]
jest bowiem zbyt prosty, aby otrzymywana przy Jjego pomocy
gestosé elektronowa n(r) miata charakterystyczna strukture
powlokowa atomu (n.b.: dotychczas nie jest znany funkcjonal,
ktory prowadzilby do takiej struktury). Zatozenie
sferycznosci atomu-komdérki Wignera-Seitza metalu oznacza, ze

rowniez szczegdély budowy krystalicznej metalu nie 83 W
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rozwazanym modelu uwzglednione. Te dwie przyczyny sa
prawdopodobnie gidwnym powodem, dla ktérego model nie daje
dobrych przewidywari ilosciowych dla poszczegdlnych metali.
Inna niedoskonaloscia otrzymanego modelu - przynajmniej =z
teoretycznego punktu widzenia - jest fakt, ze atom I typu ma
Wwyzsza energie niz atom II typu. Ten ostatni atom nie nadaje
sie jednak do opisu rzeczywistego metalu w doswiadczalnie
osiagalnym zakresie (statycznych) pél magnetycznych i
dlatego uzywamy w tym celu - choé pozornie w sprzecznosci z
teoria DFT (por. dyskusje w rozdziale VII.5 , punkt D) -
modelu atomu I typu. Z drugiej strony dla silnych pdl

7

%1.3°10Gs ) atom I typu w ogdle nie istnieje i

( B)Bc2
mnusimy stosowaé¢ model atomu II typu.

Przy pomocy proponowanego modelu atomu magnetycznego
mozna wyznaczyé réwniez inne wielkosci niz te, ktére
analizowano w niniejszej pracy. W szczegdélnosci dotyczy to
tzw. magnetycznego czynnika strukturalnego i 2zwiazanego =z
nim przekroju czynnego na vrozpraszanie neutrondw. Mozna
takze uwzglednié w modelu zewnetrzne cisnienie P dziatajace
na metal, a nastepnie takze zbadaé¢ zaleznosé statych
elastycznych metalu od pola magnetycznego B . Uwzglednienie
cisnienia jest s8zczegdlnie interesujace =z teoretycznego
punktu widzenia, gdyz - jak sie okazuje - dla P>0 atom II
typu istnieje dopiero dla pél B wiekszych od pewnego
minimalnego pola Bmin(P) . Oznacza to, ze dla OSB<Bnin(P)
proponowany model teoretyczny jednoznacznie prowadzi do

atomu I typu. Moze mieé to szczegdélne znaczenie w przypadku,

307



gdy uzyjemy zewnetrznego cisnienia P jako czynnika, ktéry -

rekompensujac niedokladnosci modelu - zmiejszy objetosé Y
atomu kwantowo-statycznego do eksperymentalnej objetosci

ngp komérki Wignera-Seitza (objetosé ) jest zazwyczaj

kilkakrotnie wieksza od ugxp ). Byé moze, :ze uzyskane
: 2 2 sp S8
wowczas wartosci Aoo/(uoB ) R X ol i Xpol beda rdéwniez

blizsze danym doswiadczalnym. Nalezy jednak przy tym
pamietaé¢, ze rozwazany model traci w ten 8sposéb charakter
teorii ab initio, gdyz pojawia sie w nim fenomenologiczny

parametr agxp , do ktérego dopasowywana jest wartosé P.
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DODATEK A :
UKLAD JEDNOSTEK ATOMOWYCH.

Jednostki atomowe tworzy sie w oparciu o trzy
fundamentalne state przyrody - bezwzgledng wartosé tadunku
elektronu e , jego mase m i stata Plancka & - jako
kombinacje tych statych. Ponizej (Tabela A.1) zestawilismy
(1) definicje jednostek atomowych dla podstawowych wielkosci

fizycznych uzywanych w tej pracy,
(ii) wartosci tych jednostek wyrazone w innych uktadach

jednostek (Gaussa, SI, pozaukladowych) [105].

Tabela A.1. Jednostki atomowe.

Wielkosé Definicja
fizyczna jednostki atomowej Wartos¢ 1 a.u.
6r B w innych jednostkach
Yadurek 8 4.803208799-10 10
( Q) A
1.602177330-10"19 ¢
e iB
AEE= m, 9.1093897-10" 19 g
(m)
dziatanie L] 1.05457266'10_34 S
&9 = 1.0557266-10" %7 erg-s
A gkl B 2 5.29177249-10 em =
= a
¢ & 3 meez 0 = 0.529177249 A
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Tabela A.1. c.d.

energia [1 a.u.(QJJZ: 2 2 Ry =
1 a.u. (L) = 27.2113962 eV
2 m e4
( E) = - = e
a.o ﬁ2
c)
1/2
indukcja 1 a.u.(E) 3 =
[1 a.u.(L)]
magnetyczna e 17.15256038 MGs =
= m_ e
( B) =8 = 2 = 1.715256038 kT
a f
0
d> @)
moment l_a'u—‘(E)_ - g FB -
1 a.u.(B) z
magnetyczny %2 -18 3
= @ly == = 2.54174854-10 Gs-cm
= m_ e
(M) =
1 N) _ B
podatnosé ——9;54L:l =
1 a.u.(B) < 3
sagnatyEsnn 3 ﬁS 1.481847435-10 cm
-0 T B
(%) m, e
e a5 - pierwszy promien Bohra
» Energia oddziatywania 2 tadunkdéw punktowych Q1 i Qz
Q,Q
odlegtych od siebie o rio wynosi i 2
da 12
e Gestosé energii pola magnetycznego B wynosi 8n B2
d)

Energia oddzialywania momentu magnetycznego M z polem B

réwna jest -M-B .

2
a = %E = 7.29?35!]80'10-3 (wielkosé bezwymiarowa) jest
stala struktury subtelnej, a Hp = —%E—E = % a&:Mm: =
(=

0.1*'32740154.-10_20 Gs-cm3 oznacza magneton Bohra;
c =2.99792458- 101"
Podatno$§¢ magnetyczna x wyraza sie przez stosunek momentu

cm/s - predkosé swiatla w prézni.

magnetycznego M do natezenia pola magnetycznego H , ktdre
ten moment wywotlalo; jednostka natezenia pola
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magnetycznego H réwna sie jednostce indukcji magnetycznej
B , gdyz B=H+4nM , gdzie M jest makroskopowa gestoscig
magnetyzacji.
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DODATEK B :

RELACJE SKALOWANIA SKLADNIKOW ENERGII ATOMU

KWANTOWO-STATYSTYCZNEGO W PRZYBLIZENIU STALEJ

WZGLEDNEJ MAGNETYZACJI.

W przyblizeniu statej wzglednej magnetyzacji [ C(r)=C :
por. rozdz. FIT.1] poszczegdlne sktadniki energii
wewnetrznej EO [por. (III.3)] atomu kwantowo-statystycznego

cl iE - speiniaja relacje skalowania

- tzn - E 3 E 3
ee en

kin X
(III.33-36). Z relacji tych wynika, ze analogiczna zaleznosé
(III.32) dotyczy energii EO jako sumy wymienionych
sktadnikéw. W rozdziale III.2 wyprowadzilismy - przyktadowo
- relacje skalowania (II1.33) energii kinetycznej Ekin
Obecnie uzasadnimy siusznosé pozostatych relacji skalowania.

W przypadku energii Ex i Een dowéd odpowiadajacych im
relacji skalowania (III.34) i (III.36) przebiega zupelnie

analogicznie jak dla E Najpierw, mianowicie, w catkach

kin °
definiujacych te energie [por. odpowiednio (II1.60) i (II.63),
a takze (III.3)] dokonujemy zmiany wektorowej zmiennej
catkowania r na zmienna x zdefiniowana w réwnaniu (III.37).
Nastepnie korzystamy z relacji skalowania (III.29) gestosci
elektronowej n(x) (traktowanej tu jako funkcja x=|x| ), po
czym wprowadzamy nowa zmienna calkowania R okreslona w
rownaniu (III.39). W ten sposdb otrzymujemy:

E (Z,q,%,,%) =

s=a = ;a J‘ n4/3(x:+!zsq’;as;k) d; -
a(Z,»)
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4/3

= #= ;aaatz,; ) _r n (x;z,q’;ar;k) d; -~

3 -3]4/3 I n4/3

= - ;aas(Z,;k)[sa 8y s 0

(x;sa > aaﬂ’ukﬂ) dx =

-1
P ~ 4 -4 3 -3/2 =
s R (Z,xk)sa Sk [naOa (Ba z'xkﬂ)]

{ o Rauas(ga-alz ’ kﬂ)-r n4/3(x B 3/2z;q.suaolak0) d;} =

P 3 _ : -1
= xaas(z'uk)3a43k t [anaa(sa alzz'akﬂ)] .
4/3 R e T )=
{‘ a0 n T (x= B0 . A Z:9:%,0r%) d }"
(85 " Za%yp)
T NE s A Vel TN (B.1)
(Z"ql l k) =
=-12 _r n(x- r_;leJ;as:k) r—l d; =
a(Z, )
= - 2 a%(2,% ) [ n(x;Z,a,%_,%) x"! dx =
3 k 3 3 3 a’ k

—E az(Z,;k)[sasakna] I n(x;aa_alzz,q,xao,xko) x~1 dx =

. T R -4
= Z az(z,"k)sa:;sk 3 [.Ba 3/22 azcﬂa a/zz,tko )] s
[ 823722 22,3 22,0 ) fn(xin, ¥ 22,0,m0,00) ¥ i} =

~ - " = = —1
= 2 az(Z,xk)aaaak 3 [_B& 3/22 az(ﬂa 3/2Z,ak0)] .
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{- 33—3/22 J n(x= R ;8 -3/22,q,xao,xk0) " dﬁ} =

= -3/2 a
a(sa Z'*ko’
3 7/72_ -1 -3/2
=8 S Een(sa Z,q,xao,zko) £ (B.2)
Dla napisania ostatecznych réwnosci (B.1) ¥ (B.2)

skorzystalismy z zaleznosci (III.12) wspdtczynnika a od Z i
% oraz definicji (III.26,28) wielkosei s, i s

Jednoczednie, wyrazenia w nawiasach {...} zidentyfikowalismy
- zgodnie z pierwszymi rdwnosciami odpowiednio w (B.1) i
(B.2) - jako energie Ex i E odpowiadajace zmienionej

en
—3/2Z

liczbie atomowej rdwnej s, , temu samemu q oraz zerowej

wzglednej magnetyzacji ({=0) , dla ktérej % =20 z s T 11

Dlatego dowodzac relacji skalowania (III.35) odpowiadajacej
tej energii, musimy dokonad zmiany obydwu zmiennych
wektorowych ¥ , r  wystepujacych w tej calce. Mianowicie

- oprécz zmiennej x zdefiniowanej w réwnaniu (III.37) -

w analogiczny sposdb wprowadzamy zmienna wektorowa X

-

X = —t (B.3)
a(z,»,)
o dlugosci x° . Gdy po takiej zmianie zmiennych skorzystamy =z

relacji skalowania (III.29) gestosci n(x), wéwczas otrzymamy

nastepujace wyrazenie:

cl o 3
Egg(Z,a,% ,% ) =

1 r Al ~ r’ Bl L
= N n(x:-__-,‘__;z)qla » ¥ ) n(x:—~;szsx ) % )'
24 a(z,%) il a(z,%) i
17-77 | "L drdr’=
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= % as(Z.;k) JIn(x;2,a,%_,% ) n(x";Z,q,%_,%,) |x-x | laxdx- =

= 3 a>(2,%) [éassk'a] [ﬂaaﬂkvs]'

-3/2

g -1""'_'r
5 Z,q,xao,xk0)|x-x | “dxdx =

J]h(xiﬂaﬁa/ZZ.Q.xao.xko)n(x':s

-1
1= as(z,xk) Bassk 6 [as(ga 3/zz'xk0)] %

{ % as(sa'3/22,xku) Ijh(x;aa'afzz,q.*ao.xko)'

3/2 = = =1l,—.—.
/ z’q.!*aosnko) Ix*x I dxdx } (B.i)

n(x 8,
W ostatniej calce dokonujemy ponownej 2zmiany zmiennych
catkowania, wprowadzajac zmienna R (III.39) oraz analogiczna
zmienna R”

3/2

- i a(sa— ,xko) x° § (B.5)

Korzystajac nastepnie z definicji wielkosci a oraz LI i 8

[por. odpowiednio (III.12) oraz (III.26) i (III.28)],

otrzymujemy ostatecznie relacje skalowania (III.35):

cl ne o ’
Eoo(Z,a,%,,%) =

-1

% I-r n(x: 1_13/2 ;Baya/zonsxaoaxko)'
a(s Z, ko)
R -3/2 o Bt ER P
n(x=—sr 50 2 22auny0,m ) |R-RY| T aRaR | =
a(aa Z,ako)
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- /2. =1 a0 -3/2
= Ba Bk Eee(sa Z,q.lao.ﬂko) ’ (B-s)

gdzie wyrazenie w nawiasach {...} identyfikujemy jako

energie Egifsa-alz

w (B.4).

z’q’“aO’*kU) zgodnie z pierwsza réwnoscia



DODATEK C :

UOGOLNIONA METODA MNOZNIEKOW LAGRANGE-A.

Zaldézmy, =ze szukamy minimum pPewnego funkcjonatu
ﬁIfl,...,fH] zaleznego od M funkecji f1 T fH przy

speinieniu M wiezdw w postaci

tvi[fl,-.‘,fH] = Ci 3 izl’-..’H ] (Ccl)
gdzie ‘Vi sa pewnymi funkcjonalami, natomiast c; 83
statymi. Na wartosci funkcji fl I, fM (lub przynajmniej

niektorych z nich) mogg byé rdéwniez natozone dodatkowe

ograniczenia, np. typu:

a; = fi(x) < bi > (C.2)

ktdre wynikaja np. z fizycznego sensu tych funkcji [por.
(II.71)); x oznacza tu argument funkeji fi (w ogdélnosci
wielowymiarowy), natomiast a; bi.sa stalymi [ w 8zczegdl-
nosci moze zachodzié a;=-o , bi=+w i wéwczas nierdwnosé

(C.2) nie stanowi zadnego ograniczenia na funkcje fi j i

Gdy przy wiezach (C.1,2) funkcjonal ﬁ{fl,....fH] osiaga
minimum dla pewnych funkecji f1 R fH , oznacza fo, ze dla
dowolnych innych funkcji fi 5 ey f& speiniajacych warunki
(C.1)¢:

VLB oovnBg) = WilEs . cnBy] = 8y (€.3)
(i=1,...,M) oraz (C.2) zachodzi nierdwnosé:

3Tf1,...,fu] < f[fi,...,fﬁ] : (C.4)

Znalezienie minimalizujacych funkecji fl =k ) fH
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znakomicie wutatwia zastosowanie tzw. metody mnoznikow
Lagrange ' a, w ktdorej zamiast F[fl,...,fM] minimalizuje sie

funkcjonat
M

K TH 5 5 cnligll MFELy pona By) = Z T N SRR %, B
i=l

gdzie Hys---s Hy 83 statymi, zwanymi mnoznikami Lagrange’a;
dolny indeks o w funkcjonale mﬁ[fl""’fﬂl zaznacza jego

zaleznosé od tych mnoznikdw; formalnie mozna przyjaé, ze

H o= (Hy,--aby)- (C.6)
Pokazemy bowiem, 2ze jesli funkcje flsz SR fnzfg
minimalizujg funkcjonat mﬁ[fl"“’fﬂ] pPrzy speinieniu

(ewentualnych) warunkdéw (C.2), to przf odpowiednim wyborze u

minimalizuja one rdéwniez 3Tf1,...,fn] z wiezami (C.1,2).
Dobierzmy mianowicie wartosci Hy »--» Hy tak, aby
funkcje f1=f§ Pltined fM=f; speiniaty - oprécz (C.2) - rdwniez

warunki (C.1). W ten sposdéb dostajemy zaleznosé mnoznikdw

Lagrange a Hy 5 s Hy od wystepujacych w tych warunkach
statych Cq » ---3 Cy

.ui = Pi(cly---scM) ’ (C.7)
i=l,...,M . Niech fi 45 W fﬁ beda dowolnymi innymi

funkcjami speiniajacymi warunki (C.1l) z tymi samymi staitymi

cy [por. (C.3)] oraz (ewentualne) dodatkowe ograniczenia
fT -
minimalizujacych funkcjonal %P[fl""’fnl [przy spelnieniu

(C.2). Wéwczas 2z okreslenia .., fY jako funkcji
M

warunkodw (C.2))] wynika, ze dla yi:pi(cl,...,cﬂ) [A=1s o M)

zachodza nastepujace relacje:
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M M

M H b 7 M " IO
reef, o t) - ) ey = STt - ) wowiel L. 2 =
=1 i=1
. u p i e
S B DH o - B TR 0nus B 8
M
= F025, . cnay] - Zui'virf'.....fg,l =
=1
M
= P02, itg] - Z . (C.8)
=1

Stad dostajemy natychmiast nieréwnosé:

M H . .
P BY € IE, L lg) (c.9)
ktéra oznacza, ze dla mnoznikdw Hy sees Hy odpowiadajacych
statym €y 11 Cy [por. (C.7) i dyskusje powyzej] funkcje
f1=fT AT fH=f; minimalizuja funkcjonal JTfl,....fH] z

wiezami (C.1,2), co ostatecznie dowodzi slusznosci netddy
mnoznikdéw Lagrange a.

Przedstawiony powyzej dowdd tej metody Jjest prawdziwy
dla kazdego funkcjonalu $Tf1,...,fn] , & wiec réwniez wtedy,
gdy wariacja 6$Tf1,...,fu] tego funkcjonatu nie__znika w
punkcie jego minimum. Zazwyczaj bowiem metode mnoznikdw

Lagrange a stosuje sie dla funkcjonaidéw ¥ , ktére w punkcie

swojego minimum speiniajg rdwnanie:

M
SF[ £ £.] = Z el AL 2.0y d% =0 . (C.10)
gr---ofy 3 €Y i » (C.

=1

gdzie 6fi(x) sa wariacjami funkcji fi(x) y natomiast
wielkosci 63{f1...,fuj/éfi(x) oznaczaja pochodne

funkcjonalne (por. np. [106]). Réwnanie to wynika - przy
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zalozeniu, ze wariacje 6f1(x) T L 6£H(x) moga Pprzyjmowacd

dowolny znak w kazdym punkcie x - z nierdwnosci

6F(£y,...,84]1 20 (C.11)

"
otrzymanej z zasady wariacyjnej (C.4) (dla fi=f1+6£i réznica
3I£i,....fﬁ]-’Tfl,...,fH] jest bowiem - po odrzuceniu
cziondw nieliniowych wzgledem infinitezymalnie matych
wariacji 6£i - réwna 65{f1,...,£u] ). Na wariacje 6£i(x)

moga byé jednak narzucone - oprécz réwnan

: M B LR s )
6%}[f1,....£ul = 2: I 6fi{x) 6£i(x) dx =0 (C.12)
=1
(i=1,...,M) uzyskanych z wiezéw (C.1) - takze dodatkowe

warunki wynikajace z ewentualnych ograniczen (C.2)
natozonych na wartosci funkcji fi(x) . Dzieje sie tak
wéwczas, gdy w pewnych obszarach x funkcje fi(x) osiagaja
swoje graniczne wartosci [tzn. a, lub 'bi ; por. (C.2)],
wobec czego wariacje of. (x) tych funkcji nie moga mied
dowolnego znaku w tych obszarach [gdyz funkcje wariacyjne
fi(x)=fi(x)+6fi(x) podlegaja tym samym ograniczeniom (C.2)
co fi(x) ; por. tez dyskusje pod (IV.10)]. Oznacza to, 3ze
wéwczas réwnanie (C.10) nie jest - na ogét - speinione, choé
dla dowolnych dozwolonych wariacji éfi(x) zawsze zachodzi

- - ——

nierdwnosé (C.11).
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DODATEK D :

WSPOLCZYNNIKI ROZWINIEC FUNKCJI Y(ZL) (V.59)

I GLE) (%.77).

W tym dodatku podajemy wyrazenia na wspdiczynniki Y_1 .
YO ol e Y10 oraz G_2 ’ G_1 R g G9 wystepujace odpowiednio
W rozwinieciu (V.107) i (V.108) funkcji Y({) [por. (V.59)]
i G(L) [por. (V.77)] wzgledem ¢ . Wyprowadzenie tych
wspétczynnikdw jest bardzo pracochitonne 8 dlatego
przedstawimy ponizej jedynie ich ostateczna postaé.

W tym celu wygodnie jest uprzednio wprowadzidé

bezwymiarowe funkcje

Yoy = 28 (D.1)
00
x
&) = 5 6) (D.2)
»
a0

gdzie Y00 réwna sie %uaﬂ/xkﬂ [por. (V.53,54)]. Funkcje te

mozna wyrazié przy pomocy bezwymiarowych stosunkdw

8. ALy = —xi(() : (D.3)
» a0
iy e (D.4)
8 — = i
k xkﬂ

[por. (III.26,28)] oraz bezwymiarowego pola magnetycznego

o

b i B (D.5)
o
al

[por. (VI.B0)]; woéwczas otrzymujemy:

I . sV Ve . |i7E
Y(t) = —B',k—(-(—)— + T,kiﬁ + -E-,k—f-ﬁ ’ (D.S)
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G(0) = 13 80 20 - Zs, ) ¥y -b T, (D.T)

gdzie s;(ﬁ) 3 BL(C) oznaczaja pochodne funkcji sa(() F ak(C)

wzgledem ¢ . Funkcje Y({) i G(L) maja analogiczne
rozwiniecia wzgledem { jak Y({) i G(Z)
10
e = ) B L gt (.8)
i=-1
9
&) = E: 8, % 4 orp 212 (D.9)
i=-2

[por. (V.107,108)], przy czym pomiedzy wspélczynnikami Yi i
?i oraz Gi i Ei zachodza - zgodnie z zaleznosciami (D.1,2) -

nastepujace zwiazki:

—~—

Yi = Yoo Y . (D.10)
”ag ~

G, = G . (D.11)
. ukﬂ i

Wepdtczynniki ?i i ﬁi obliczamy wstawiajac do wyrazenia
(D.8) na Y(£) i (D.7) na G({) rozwiniecia wepdtczynnikéw
aa(() % ak(() W szereg wzgledem { , a nastepnie rozwijajac w
szeregi Taylora wystepujace w tych wyrazeniach funkcje
potegowe typu (A+x)P [gdzie x jest male w poréwnaniﬁ ze
stata A , zas wykiadnik p przyjmuje wartosci -1 , % A -
por. (D.6,7)]. Wykorzystujac cztery pierwsze wyrazy w
rozwinieciach aa(() i ak(C) - tzn. te, ktére 8a podane w
rownaniach (V.105,106) - mozemy wyznaczyd wezystkie
wspoiczynniki ?_1 ¥ ?0 e ?10 oraz 6-2 i 5“1 P 59

wyszczegdlnione w rozwinieciach (D.8) i (D.9) [wyznaczenie
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dalszych wspdéiczynnikdw ?i i Ei , WwWymaga uwzglednienia

wyzszych wyrazdéw w rozwinieciach aa(() s § sk(() i [

W ten sposéb otrzymano nastepujace

wspolczynniki ?_1 > ?0 S

v, /8
¥ = % '

Y = 12 = e |

?2 =0 5

?3 = 1%—9- (g
¥, = 32?5 ;
%=/ 55 (ag -
Yo 20

¥os f 2 ey
B

¥.. =0

"

1

gdzie wprowadzono pomocnicze wielkosci a; s

zaleza od b i s3 odpowiednio rdéwne:

al"

1

3.5 b
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Wwyrazenia

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

na

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

ktére

(D.

24)



Z kolei wspélczynniki G

ald

-1

¥

0

a-2

G—l

38.53 p3

"

-

. 3b

i 2

G

|
| =
)
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_1 F
: ?10 oraz b nastepujaco:

y 59 wyrazaja sie

29,310, g5 5

(D.

(D.

(D.

(D.

25)

28)

27)

28)

przez

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.
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