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liniowy pasrametr zderzernia binarnego
predkos$é czgsteczek sktadnika o w ukladzie
lokalnego érodka masy

rézniczkowy przekrdj dla zderzer pomiedzy
sktadnikami <« i /[5 mieszaniny gazowej
wspbiczynnik dyfuzji

efektywny wspélczynnik dyfuzji w metodzie
symulacji

jednostkowy wektor w kierunku zmiany pred=-
kodci czgsteczki w zderzeniu binarnym
jednoczgsteczkowa funkcje dystrybucyjna
sktaednika o« mieszaniny gazowe]j

$ - czgsteczkowa zredukowana funkcja roz-
kYadu

lokalnie maxwellowski rozkYad predkosdci
sk¥adnika =

n-ty wyraz przyblizenia funkcji dystrybucy,
nej w metodzie Chepmana - Enskoga
stochastyczna sita

wielowymiarowy wielomian Hermite‘a n=tego
stopnia

hamiltonian uktadu N czgsteczek

czon kolizyjny n-tego stopnia skYadnikéw

ol o F; w metodzie momentdw

strumied przeptywu czgsteczek skladnika ol
catlka kolizyjna dla zderzeri czgsteczek sk?

nika of z czgsteczkami sktadnika /B
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sta?a Boltzmanna

sta¥e koagulacji

staa koagulacji w granicy continuum, wzdér
Smoluchowskiego

staa koagulacji w grenicy wolnoczastecz=-
kowe J

stosunek termodyfuzyjny

liczbe Knuédsena

Srednia droga swobodna

mase czgsteczki

masa czgstki brownowskie]j

stezenie liczbowe czgsteczek sktadnika o
ste2enie liczbowe pary nasycone]j

stezenie liczbowe pary w nieskonczone]

odlegtodci od czastki =zerozolu

"stezenie liczbowe czastek aerozolu

stezenie liczbowe czgsteczek pary wchodzag-
cych do sfery granicznej

stezenie liczbowe czgsteczek pary wychodza-
cych ze sfery graniczne]

stezenie liczbowe czzgstek brownowskich zbli-
%ajgcych sig do siebie w odlegtosdci grani-
czne j

stezenie liczbowe czgstek browrowskich odda-
lajgacych sie od siebie w odleglcsci greni-
czneJ

ped czgstki brownowskiej

bez$ladowy tensor cisgnienia sktadnika «
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catkowity strumieri przeplywu pedu /tensor
cidnienia/

strumien cieplny sk*adnika of

ciepo kondensacji

odlegtodéé od poczgtku uklradu wspéirzednych
uogélniona funkcja oporu oérodka

promierli czgstki koloidalnej

odlegos$é greniczna w metodzie symulacji
liczba Reynoldsa

drednica kolizyjna dla zderzern pomiedzy czgst-
kami rodzeju 1% 1 w2v

czas korelecji stochastycznej sity F

czas korelacji pedu czgstki brownowskie)]
temperatura

temperatura kropli aerozolu

temperatura niezaburzona /w nieskoriczone]
odlegtoéci od kropli aerozolu/

predkos$é wzgledna dwéch czasteczek lub czgs=
tek

modut sSredniej wzglednej predkos$ci termiczne]
dwéch czgsteczek lub czgstek

predkosé czasteczek sk?adnika o

predkosé hydrodynamiczna lokelnego $rodka
masy

drednia predkosdé termiczna czgsteczek

wektor poXozenia

stosunek masy czgsteczki pary do masy czas-

teczki gezu obojetnego
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wspétczynnik akomodacji czgsteczek pary na
powierzchni serozolu, wspdétczynnik akomodacji
czastek brownowskich /wydajnoéé koalescencji/
wspétczynnik gkomodecJi czgsteczek gezu na
powierzchni czastki

wspdlczynnik askomodecji energii czgsteczek
gazu ne powilerzchni czgstki

paerametr odlegtodci granicznej w metodzie
symulacji

kat azymutalny zderzenia binarnego

kgt biegunowy zderzenia binarnego

kat rozproszenia w zderzeniu binarnym
wspdétczynnik przewodnictws cieplnego

masa zredukowana

$rednica czgsteczki sktednika «

wspdlczynnik oporu

wspdtczynnik lepkosci

strumien kondensacJji

strumied kondensacji w granicy centinuum
strumieri kondensacji w granicy wolnoczgstecz-
kowe j

oznacza &érednig po réwnowagowym zespole sta=
tystycznym

/dolne podkreslenie/ oznacza wielkosé wek-

torowg



Dolne indeksy

Ly Js K3 1y my n

oznaczezjg sktadowe kartezjeriskie

Konwenc ja sumowania po powtarzajgcych sie wskafnikach.

< p

oznaczajg sktadniki mieszaniny gezowej,
w szczegbélnosci: brak indeksu oznacze
wielkoé¢ odnoszgcg sie do pary, 1 ozne=
cza wielkos$é odnoszgcg sie do obojetnego
gazu

oznacza niezaburzong wartosé wielkosci
termodynamicznej, w nieskoriczonej odleg~

*osci od czgstki aerozolu



WPROWADZENIE

Pomiedzy izolowanymi atomami i czgsteczkami a substen=
cja skondensowang w makroskopowych brytach rozcigga sie
potencjalnie peine kontinuum czgstek meterii e rozmiarach
poséredniche. Jezeli materia w takiej rozdrobnionej postaci
jest zawieszona w neutralnym Srodowisku gezowym, tworzy
uk¥ad serokoloidalny zwany zwykle serozolem. Nazwa poja=-
wilta sig¢ historycznie jako anslogia do hydrozolu, koloi=-
dalnej zawiesiny w cieczy, 1 wskazuje na istotng wtasnosé
stabilno$ci ukYadu, ktéry pozostaje trwaly przez drugie
okresy czasu pomimo dziatania grawitacji. Zainteresowanie
serozolami nieustannie wzrasta, od kiedy udwiadomiono
sobie, jak istotng pelnig one rolg¢ zarédwno w wielu natu-
ralnych zjawiskach przyrodniczych, jak réwniez w proce-
sach przemyslowycﬁ i laboratoryjnych uksztattowanych i ste
rowanych przez cztowieka. W zwigzku z tym aerozole s§
przedmiotem badaf rozmaitych dziedzin nauki i technologii:
- w fizyce atmosfery wyjasnianie i prognozowanie proceséw
tworzenia sig i ewolucji chmur i mgie? bezposrednio wy-
maga badania ukYadéw aefozolowych;

~ gerozole znajdujg sig w centrum gainteresowania badar
nad ochrong atmosfery, poniewaz najgroZniejsze cywili=
zacy jne zrédta zanieczyszczen powietrza emitujg silnie
rozdrobnione czgstki materii /popiéi, dym/, bedgce
produktémi proceséw spalenia, orasz zanieczyszczenia
gazowe, ktére jak stwierdzono, predzej lubdb péznigj

réwniez przechodzg w postaé aerozolij



- w technologii chemiczne]j i energetycznej zastosowanie
nowych technologii wykorzystujgcych uklady aerozolowe
pozwolito na zwielokrotnienie miedzyfazowej powierz=-
chni reaktywnej w stosunku do metod tradycyjnyche

Mozna wymienié szereg dalszych dyscyplin uczestniczagcych

w mniejszym lub wiekszym stopniu w badeniach ukladéw

aerozolowych, np. medycyne, inzynierie wo jskowg a nawet

astrofizykee. |
Spoérdéd licznych procesdéw zachodzgcych w otwartym

i niestabilnym w zasadzie uktadzie serozolowym szczegélne

znaczenie majg procesy akomodacji powierzchniowej, w kté=

rych nastepuje wymiana maéy, energii i pedu pomiedzy
czgstkami koloidalnymi i osrodkiem gazowyms Nalezy do
nich zaliczyé przede wszystkim kondensacje i koagulacje =
dwa zasadnicze mechanizmy wzrostu czgstek serozolowych,
decydujgce o dynemice rozktadu ich wielkodci. Kinetyka
obu tych proceséw jest okredlona przebiegiem zjawisk
transportowych w érodowisku gazowym, ktéry zalezy od
liczby Knudsena, czyli stosunku pomiedzy érednig drogsg
swobodng czgsteczek gazu a charekterystycznym wymisarem
czgstki koloidalnejes Klasyczne rozwigzania probleméw kon=
densacji 1 koagulacji obejmujg jedynie aeymptotyézne przy-
padki bardzo matych i bardzo duzych liczb Knudsena. W gre-
nicy matych liczb Knudsena drodowisko gazowe mozna trak-
towa¢ jeko oérodek ciggly, w ktérym procesy transportowe
opisywane sg przez teorig¢ dyfuzji. W przeciwnym przypadku

duzych liczb Knudsena konieczne jest uwzglednienie niee



e A

ciggtodci /dyskretnodci/ odrodka. Przy zaniedbaniu ma=-
kroskopowyeh gradientéw zmiennych termodynamicznych
czgstki koloidalne zachowujg eie jak gigantyczne melekuly,
stanowigce jeden ze sktadnikéw réwnowagowego gazu. Zedna
z tych przyblizonych koncepcji nie wyjaénia kinetyki kon=
densacji i kosgulacji w obszarze przejsciowych liczb Knud-
sena, dla ktérego jedynym poprawnym pode jéciem sg metody
dcistej teorii kinetycznej.

W przedstawionej pracy zajmiemy sie teorig konden=-
saecji oraz numeryczng symulacjg proceséw kondensacji
i brownowskiej koagulacji w calym zskresie liczb Knudsena,
W rozdzisle I przedstawimy elementy teorii kinetycznej
istotne przy rozwigzywaniu postawionego problemu: podsta=-
wowe metody otrzymywania réwnad kinetycznych, wlasnosci
i metody rozwigzywania réwnania Boltzmanna, réwnania opi=-
sujgce ruch Browna. W rozdziale II scharakteryzujemy spe=-
cyficzne wlasnodci ukladu serokoloidalnego oraz dokonamy
przegladu istniejgcych dotychczasowych wynikéw dla kon=~
densacji i brownowskiej koagulacji w uktadach serozoli,
Czed¢ druga pracy zawiera analityczne rozwigzenia réwna-
nia Boltzmanne metodg momentéw Grade dla problemu izoter=-
micznej i nieizotermicznej kondensacji na poJjedyncze]
czgstce aerozolue W czedéci trzecie] przedstawiona zostanie
metoda numeryczneJ symulacji Monte Carlo procesu konden=
sacji /w odrodku izotermicznym/ i brownowskiej koagulac ji.

W Dodatku zamieszczono obliczenia catek kolizyjnych

réwnania Boltzmanna dla metody Grada, ktére zostaly wyod-
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rebnione z tekstu podstawowego dla jego wiekszej przej=
rzys;oéci.

Zalgcznik zewiera teksty programéw symulacyjnych, omawia=
nych w czesci trzeciej pracy, napisanych w jezyku Fortran

i czedciowo Assembler,
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I. ELESENTY TECRII KINETYCZNEJ

Poniewaz temat pracy dotyczy procesdw transportowych
w geszach, niniejszy rozdzie? poswiecony Jjest oméwieniu
wybranych wynikéw i metod teorii kinetycznej. Cbe jmuje
ona statystyczny opis nieréwnowagowych procesdw zachodzg=-
cych w makroskopowych uktadeach cieczy i gazdéw.
Dzieki metodom wypracowanym w nierdwnowzgowej mechanice
statystycznej podstawowe réwnania teorii kinetycznej
mozna otrzymad bezposSrednio z mikroskopowych prew dynamiki
czgsteczeks Frzedstewimy i zwigZle scharekteryzujemy naj-
waznie jsze sposréd tych metode. Zasadnicza czeé¢ rozdzisru
dotyczy podstawowych wtasnodci i metod rozwigzywenia ki-
netycznego réwnenia Boltzmanna. Liczgc ponad sto lat jJest
ono najstarszym, & zarezem pozostaje wcigz najwaznie jszym
réwnaniem teorii kinetycznej. Oméwione zostanie rdwniez

klesyczne zagednienie ruchéw Browna.

I.2, Nierdwnowagowa_mechanika statystyczna

- D e = e O = - — - —— > - - Y o e - ——

Icdeg okreslejgcg sens statystycznej teorii fizyczne]
jest przekonanie, Ze stan uktadu mekroskopowego jest
scharekteryzoweny przez stosunkowo niewielkg liczbe zmien=

nych, ktdére mogg zostaé wydedukowane przy pomocy podste=-

wowych praw fizyki z wlasnodci i struktury elementarnych

skYednikéw materii. Ta mysl pojawita sie juz kilkadziesigat



lat temu wraz z pierwszymi réwnaniami teorii kinetycznej.
Jednakze orginalre wyprowedzenia klasycznych réwnand Bolt-
zmanna1/, Fokkera = Plancka czy Langevina zawierzty wiele
elementéw heurystycznych. Ambicjg wspdtczesnej nieréwno-
wagowej mecheaniki statystycznej jest stworzenie systema=
tycznej, formelnej metody otrzymywasnia zerdwno klasycz=
nych réwnadi teorii kinetycznej, Jjak réwniez ich uogélnien
bezpodrednio 2z zasadniczych prew fizyki = w tym wypadku
prew mecheniki klasycznej lub kwantowej. W dalszym ciggu
ogreniczymy sige do przyblizenia klasycznego, ktére opisuje
poprawnie uktady znajdujgce sig¢ w niezbyt niskich /efekty
kwantowe/ i niezbyt wysokich /efekty relatywistyczne/
temperaturach.
U podstaw statystyczrego opisu mekroskopowego uktadu

N czgsteczek lezy koncepcja zespolu statystyczrego, ktére
postuguje sie wieloczastkowsg funkcjg rozkradu f"(_)g“lg”/ t),
okreslajaca prawdopodobieristwa wszystkich moz2liwych kon-
figuracji w N = czgsteczkowej przestrzeni fazowej.
Z réwnar ruchu dle kanonicznych zmiennych mechsnicznych

KT g B
kredu PN ¥

N wynike rdwnanie Liouville’a dla funkcji roz-

- o]

/TeV/

gdzie Hy Jjest hamiltonienem ukladu, =a [:,] oznacza

nawias Poissona. Poniewaz dowodzi sig, ze réwnanie Liou-
ville’a jest matematycznie réwnowazne ukladowi rdéwnan

Hamiltona dla zmiennych mechanicznych, jego rozwigzenie
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Jest zadaniem praktycznie wrecz niewykonalnyme. Jednakze
nie jest to wcele konieczne, bowiem wieloczgsteczkowa
funkc ja rozktadu %N zgwiera ogromng ilod$¢ informacji,
ktére] jedynie niewielka czedé jest wystarczajgca dla
zadowelajgcego statystycznego opisu ukYadu mekroskopowego.
Wszystkie mierzelne wielkodci istotne z fizycznego punktu
widzenia otrzymuje sie za pomocg odpowiedniego uérednia=
nia wzgledem jedno = (ff)~ lub dwuczgsteczkowych (?f)
funkcji rozkladu, ktére sg szczegédlnymi przypedkami zre=-

dukowanych, § - czgsteczkowych funkcji rozk?edu

S |
1“(.&)---,&,21,-.-,&&):(7&—), o X5y psrr -« ol gl pu
' /T.2/
Jednym z zasedniczych probleméw mechaniki stetystyczne]
jest sformutowenie mozliwie dcislej metody przejscia od
podstewowego réwnenia Liouville’a dla funkeji FN do
réwnenl kinetycznych dla zredukowanych funkeji fi wzgled=-
nie f} o Temu przekszta%tceniu towerzyszy¢ musi dwiadomie
przeprowadzona odpowiednia selekcja informacji. Wypraco-
wano kilka sposobdw realizacji tego programu, Najbardzie]
zgawansowena jest teoria otrzymywania réwnan kinetycznych
dle gazéw, w ktérych oddzisYywania miedzyczgsteczkowe 823
wzglednie najprostsze.
Bezposrednie calkowanie réwnania Liouwille’a /I.1/

wzgledem kole jnych zmiennych fazowych prowadzi do uktedu
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sprzezonych rdéwnar dla zredukowanych funkcji rozkYedu
/1.2/, W ktérym w réwreaniu dla danej funkeji fs wyste-
puje funkcje o jeden rzad wyzZsza fsﬂ « Uk¥ad ten nosi
nazwe hierarchi BBGKY od autoréw, ktérzy przedstawili ja

3/ 4/

po raz pierwszy:. Bogoliubowa”’, Borna'’, Greenad/, Kirk-

5/ 6/

wooda i Yvona ‘. Réwnania hierarchi BBGKY sg odwra-
calne w czasie 1 wcigz jeszcze w petni rédwnowezne wyjscio-
wemu réwnaniu Liouwille’a. Dalsze przeksztatcenie wymaga
dodatkowych zatozen fizycznych.

d5/

Kirkwoo wprowadzi? operacjg Sredniowsnia funkeji
rozk*adu po czaesie. Ctrzymana w ten sposéb "wygtrzdzona”
funkc ja rozktadu spe?nia nieodwracalne w czasie rdwnanie
kinetyczne. ietode Kirkwooda ma w duzym stopniu chersgkter
intuicyjny.

Ne mocniejszych podstawach opiera sie metoda Bogo-

linbowaj/

« W ewolucji uktedu gazowego wyréznit on dwie
charzkterystyczne skale czasowe: czes trwania zderzenis
pomiedzy czasteczkami te orez sredni czas pomiedzy zde=-
rzeniemi pojedyriczej czgsteczki ty . Dla gezéw o umiarko-
wene] gestoéci przyjg? on, Ze wielkosSci te sg rozseparo-
wane, t. < ty . Dla czeséw znacznie druzszych niz t,
korelacje wieloczgstkowe sg funkcjonalami jedncczastecz=-
kowej funkcji dystrybucyjnej. Stosujgc nastepnie rozwi-
niecie w szereg gestosci,Bogoliubow otrzyme! w pierwszym

przyblizeniu dla przypadku gazu rozrzedzonego zamkniete

réwnanie kinetyczne dla jednoczgsteczkowej funkcji roz-

k¥adu - réwnanie Boltzmanna. Metoda Bogoliubowa wyznacza



réwniez formelny sposdéd postepowania w celu otrzymania
poprawek do réwnania Boltzmanns uwzgledniajgeych korelacje
wigecej niz dwéch czgsteczek, pojawiajace sie przy wiegk-=
szych gestodciach gazu. ko2e to sugerowsdé, Ze oirzymywene
na podstawie réwnad kinetycznych wspé?czynniki trenspor-
towe mogg by¢ przedstawione w postaci szeregu potegowego
wzgledem geetosci gazu, co odpowiadatoby rozwinigciu
wirialnemu istnie jgcemu w teorii réwnowegowej. Istotnie,
uzyskano wyrazenie dla poprawki przedstawiszjgcej wktad

T/

od zderzern pomiedzy trzema czzsteczkemi ', a nawet obli-

czono explicite jej wartosé dla wspétczynnikéw lepkosci

i przewodnictwa cieplnego w modelu sztywnych kule/

« Oka=-
zaYo sig jednak, Ze poczynajac Jjuz od wyrazu trzeciego
rzedu /drugiego dle uktadéw dwuwymisrowych/ kolejne wyrazy
rozwinigcia sg rozbiezne. Wspélczynniki transportowe nie
mogg byé rozwiniete wzgledem gestosci w zwykly szereg po=-
tegowy, poniewsz nie s3 one funkcjami enalitycznymi wokd&?
zera., Przyktad ten ilustruje gtetokg rdéznice pomiedzy
réwnowagowsg i nierdwnowesgowa mechanikg statystyczng. W te]
ostatniej ciagle Jjeszcze Jjest zbyt wiele punktéw nie jes=
nych, budzgcych spory i wgtpliwodci, aby mozna ja by?o
uznaé¢ za zesmknietg teorie fizycznage

Elegancki sposdéb otrzymywenis réwneri kinetycznych
przedatawia metoda operatordéw projekcji, zapoczgtkowana

przez Zwauzigag/

+« Cperator projekcji dziaajac na wielo=
czgstkowg funkcje rozktadu f“ wydziela z niej tzwe czesé

istotng P%" s podczas gdy pozosteloédé stanowi czedé

http://rcin.org.pl



nieistotng (J-P)%N « Z réwnania Liouville’a wynike
ukad sprzezonych réwner liniowych dle istotnej i nie-
istotnej skt*adowej funkcji rozktadu; rozwigzujgc go for-
malnie wzgledem 1’%” otrzymuje sie tzw. podstzwowe rdéw—
nanie kinetyczne. Przy okreslonych zelozeniach fizycznych
prowedzi ono nastepnie do konkretnych réwnan kinetycznyche
ketodg operatordéw projekcji stosunkowo tatwo otrzymuje sie

10/

czton Fokkera = Plencke dla czgstek brownowskich, znacz=~

nie trudniej nestomiast uzyskaé boltzmannowskie catki ko=
1izyjne11/.
Inne wersja operatoréw projekcji, wprowadzona przez Mori12/
dzia*a ne zmienne przestrzeni fazowej. Jest ona wygodnym
narzedziem otrzymywania stochastycznych réwnan ruchu dle
zmiennych dynamicznych‘z/.

Najbardziej rozbudowena metoda otrzymywania rdéwnen
kinetycznych zostata opracowana w tzw. szkole brukselskie]

przez Prigogine’a i wspélpracownikéw 2, 13/

o« Poszukuje ona
rozwigzenia réwnania Liouville’a /I.1/ w postaci szeregu
perturbacyjnego, dla ktérego parametrem zasburzenia jest
stosunek energii oddzialywania miedzyczagsteczkowego do
energii kinetycznej czgsteczek, przy czym funkcja rozktedu
fN przedstawiona jest w postaci rozwinigcia w szereg
fourierowski funkcji wtasnych niezaburzonego operatora
Liouville’a /tzn. dla nieoddziatywujgcych czgsteczek/.
Metoda Prigogine‘’a wykorzystuje réwnolegle do przeksztalce

analitycznych specjalng technike diagramowa, ktéra utatwia

identyfikacje poszczegédlnych wyrazéw rozwiniecia. Istnieje
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réwniez nowszy weriant tej metody, zwigzany z koncepcjg
[T = podprzestrzeni subdynamiki kinetycznej w przestrzeni

2/

fazowe]™ » Metoda Prigogine’a byla stosowena w teorii roz=-

/ 14/ 15/

rzedzonych gazéw2 s Plazmy s €lektrolitdéw i gestych

plynéw16/.

Odmienny sposéb opisu procesdw transportowych przed-
stawia metoda funkcji korelacjie. Dzigki zastosowaniu teorii
odpowiedzi liniowej ukYadu na male zaburzenie zewnetrzne17/
pozwela ona w zwartej formie wyrezié¢ kinetyczne wspéczyn-
niki transportowe /dyfuzji, lepkogci, przewodnictwa ciepl-
nego/ poprzez funkcje autokorelacji odpowiednich mikrosko=
powych zmiennych dynamicznych. Sg§ to stynne réwnania Greena =
- Kubo17’18/. Jednakze prostota metody funkcji korelacji
jest w znacznym stopniu iluzoryczna, poniewaz przy przejsciu
do jawnych obliczern ponownie zmuszeni jesteémy powrscié do
formalizmu teorii kinetycznej. Dowiedziono réwnoweznosci
metody funkcji korelacji i metody rdéwnai kinetycznych19/.

Z drugiej strony nalezy zaznaczyé, 2e metoda funkcji kore-
lacji Jjest szczegbélnie predysponowana do stosowania pode j$=-
cia numerycznego, poniewaz funkcje autokorelacji zmiennych

dynamicznych otrzymuje sie bezpoérednio w wyniku symulacji

dynamiki molekularnej ukYadu.

I.3e Réwnanie Boltzmenna_i_Jjego_wiasnodci

- T - G - - e on e - 0 e e B b - T

Metcdami nierdéwnowagowej mechaniki statystycznej

wyprowadza sie stynne kinetyczne réwnanie Boltzmanna1/,

opisujgce poprawnie dynamike rozrzedzonego gazu w umiar-
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kowanych temperaturach

Ofufrst) bﬁ( 9 Z:]d,s%%p ey

gdzie & numeruje sktadniki 5-ekzadn1kowe3 mieszaniny

gazowe j, fd, Jjest jednoczgstkowg funkcjg rozkladu potoze=-
nia X 1 predkosci WV« sktadnika o mieszaniny gazowej w cze-
sie t, a [Jup Jest calkg kolizyjng reprezentujgcg wklad
zderzen pomiedzy czgsteczkami typu o i f5 w zmieng fun=

kcJji rozkladu ’%&

Jup(Beta) = dyg do ‘**p<ft'- fo - L lQP) s

%&ulgk oznaczajg funkcje rozktadu, dla ktérych argumen-
tami sg predkosci czgsteczek po zderzeniu, uM‘P- modu?
predkosci wzgleanej zderzajgcych sie czgsteczek, Cto;P -
rézniczkowy przekréj czynny na zderzenia pomiedzy czgste=
czkami o 1 fB .

Jedng z korzysci odniesionych z zastosowania nierdw-
nowagowej mechaniki statystycznej jest wyrafne sprecyzo-
wanie wszystkich zalozen poczynionych przy wyprowadzaniu
réwnania Boltzmanna i okredlajgcych zakres jego stosowal-

nodéci. Mozna je scharskteryzowaé w kilku punktache

1+ Réwnanie Boltzmanna uwzglednia jedynie zderzenia
binarne, pomigdzy dwoma czgsteczkami, co jest konsekwencjg
cgraniczenia rozwiniecia réwnania kinetycznego wzgledem

gestosci gazu tylko do pierwszego wyrazu.
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2. Kolejne zderzeniz pojedynczej czasteczki sg sktami
doktednie okres$lonymi, rozseparowanymi w czesie 1 przes-
trzeni. Pomiedzy krétkimi momentemi zderzern czgsteczki
poruszajg sie ruchem swobodnym. Obszar przestrzeni, w ktdé-
rym dokonuje sie zderzenie, Jjest ograniczony przez zasieg
oddzislywenia migdzyczgsteczkowego, 7, « Dla odleglosci,
ktérg przebywa czgsteczka miedzy zderzeniami /sSrednie]
drogi swobodnej £ /, znejdujemy oszecowanie wedtug elemen-
tarnej teorii kinetycznej L'==<n43‘>’4 , gdzie n - Sred
nia koncentracja czgsteczek. Wtedy warunek rozseparowania

skeli przestrzennych, &, <= [, , mozZna zapisaé w posteci

mr, << 1

L BB/
Réwnanie /I.5/ formutuje tzw. warunek gazu rozrzedzonego,
bardzo istotny w kXinetycznej teorii gazdw. Zeniecheanie
tego zetozenia prowedzi do problemu nielokalnego w czasie
i przestrzeni na skutek nakladania sig kolejnych zderzer.
W kcnsekwencji, réwnznie Boltzmerpne opisuje zjewiska, kté=-
rych chargkterystyczna skela przestrzenna jest znzczrnie

wieksza niz n, , a skela czasows = znacznie d}uzsza niz

t. , czas trwenie pojedynczego zderzeniza.

3. Predkoéci czgsteczek przed zderzeniem nie sg ze sobg
skorelowzane. Jest to za2to2enie molekulernego chaosu, wpro-
wadzone po raz pierwszy przez Boltzmanna /Stonahlansatz/.
Petni ono kluczowg role przy wyprowadzeniu réwnania Eoltz-
menna, poniewaZz pozwala, wobec niezaleznodci predkoéci, na

zestgpienie dwuczgsteczkowe] funkcji rozk*adu iloczynem
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funkc ji jednoczasteczkowych, co jest warunkiem uzyskania
zemknietego réwnania dla funkecji jednoczasteczkowe f4 .
Zalozenie to pozosteje do dzisiaj nzibardziej spornym

punktem teorii réwnania Boltzmenna.

4, Czasteczki sg pozbewione wewnetrznych stopni swo=-
body i oddzialywujg poternc jatem sferyczniesymetrycznym,
zeleznym jedynie od ich wzajemnej odlegtosci /gaz auasi-
monoetomowy/. Zalozenie to mozna usungé przy odpowiednim
kweantowomechanicznym uogdélnieniu rdéwnania Boltzmannazo’21/'
Réwnanie Boltzmanna opisuje nieodwracalng w czasie
ewolucje uktadu makroskopowego. Teoremet-H Boltzmannazz/
dowodzi, ze nastepujacy funkcjonel! utworzony dla dowolnega

rozwiszenia réwnad /I.3/

H=Z o x dyete lnfe /1.6/

jest dla uktadu izolowanego /przy zwierciedlanym odbiciu
czasteczek na powierzchniasch grenicznych uk?adu/ funkcjg

nierosngcg w czasie

d H
d t <O P P 74
22/

Mozna ponadto pokazaé s 2e réwnosé zechodzi w /I.7/ Je=
dynie wtedy, Jjezeli fg sg réwnowagowymi, Jjednorodnymi

przestrzennie rozktadami Maxwella = Eoltzmanna. Dla wszys-
tkich innych rozwigzan funkcjonal H maleje monotonicznie

do stacjonerne) wartosci minimalnej,a rozwigzeania dgzg

asymptotycznie do réwnowagowego maxwellianu. Jest to



podstewowa réznica pomiedzy réwnzniem Boltzmanna a rdw=
nzniem Liouville’a, ktére bedsc réwnowazne prawom mecha=-
niki, jest odwracalne w czasie.

W warunkech swobodnej relzksacji ukadu zderzenia
miedzy czgsteczkami doprowadzajg stosunkowo szybko do
ustalenia sig funkcji rozktadu predkosci. Zderzeniowg
relaksacje w przestrzeni predkosci opisujg carki koli-
zyjne, ktére malejg po uplywie czasu releksacji t, /rzedu
czasu pomiedzy kolejnymi zderzeniesmi pojedynczej czaste~
czki/+ Zgodnie 2z twierdzeniem o niezmiennikach kolizyj-

29 8f

nych jedyng funkcjg, dla ktérej znika catka koli-

zyjne, jest lokalny rozktad Mexwella = Boltzmsnna

(0) o Mol & m ‘V ’:!’ 38/
T “*<2ﬂk‘1“’> eXp| T T oY

= 28T

Parametry rozkradu /I1.8/ sg lokalnymi zmiennymi termody-
namicznymi i wyrazajg sie przez pierwsze pieé¢ momentidw
funkcji rozktedu:

lokalne stezenie sktadnika o

el )= [ i e, /1.9/

predkodé hydrodynemiczna érodka masy

Limele _ Dpmes
V(x,t)= T & 3 /1.10/

gdzie éx jest strumieniem przeplywu czasteczek o

Je (2,8 [ dwe v fu(x, 3, ) /T.11/



oreaz lokalna temperatursa

T(i, t): <Z)kn«cc)_1 dlve my CA fx(i,\_/.w,t) ELv Y2

gdzie C«= !x“}ﬁ § k oznecza statg Boltzmanna.

Po uplywie czasu releksacji tr funkcje dystrybucyjne
predkodéci sg bliskie lokalnemu maxwelliznowi /I.8/ i uk?ad
przechodzi w hydrodynamiczny ;tap ewolucji, w ktérym spel-
nione sg w przyblizeniu warunki lokelnej réwnowagi termo-
dynamicznej.

Dla lokelnych zmiennych termodynamicznych mozna otrzy=-
meé, nie rozwigzujgc réwnenia Boltzmanna, hydrodynemiczne

prawa zachowesnig, ktére reprezentujg prawa zachowenia me-

chaniki na poziomie opisu kinetycznrego

masa d—n.(, L DV\.( ((),_i‘; s /1013/
B g e,
ped t
d/VL Dpiw Ge
h Sk =1 /T.14/
energisa 7Is15/
d U da p? oV _
T ¢ 1 ERIIE P ) TL—
g O(/t QX 173 x‘c’ O
gdzie 3 /1.16/
U= _Z—I'(T%_ N 9

jest gestodcig energii. Jednekze, jak wynika 2z réwnar
/I.13=15/, hydrodynamiczne prawa zachowania nie tworzg
zamknietego uktadu réwnani, bowiem oprécz lokslnych zmien-

nych termodyneamicznych wystepuje w nich réwniez catkowity
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strumien przeptywu pedu /tensor cidnienia/

P‘i = Z( Ne kT &; — P,m) /I1a17/

oraz cetkowity strumied cieplny

_ﬁf: Z 9 /I.18/

gdzie p,;. Jest bezdladowym tensorem cidnienia sktad-

nika

Pt (é,t) = o, KT _]dy_cc Mo Cui Care fd /L1a19/

a gﬁ oznecza pearcjelny strumierd cieplny skadnika ot

g*(lzt> = d&%wudf.c_c_.‘ /1.20/

Z praw zechowania uzyskuje sie klasyczne réwnanig hydrody-
nemiki, jezeli wyrezié strumienie /I.17, 18/ za pomocsg
wzoréw fenomenol@gicznych, liniowych wzgledem gradientdéw

zmiennych termodynamicznych /prawa Ficka, Newtona, Fourier:

I.4. Metody rozwigzywenia_réwnanie_Boltzmanns

L e e e Rl e g )

Ze wzgledu na obecnosé zYozonej, nieliniowej catki
kolizyjnej rozwigzenie réwnania Boltzmanna jest problemem
niezwykle trudnym, a dla ogélnego przypadku nie ma nawet
matematycznego dowodu istnienia takiego rozwigzania.

Szczegdlnym modelém czgsteczkowym, dla ktérego czlon

kolizyjny przyjmuje wzglednie najprostsza postaé, sg



czgsteczki mexwellowskie, oddzia’ywujace potencjatem
V()= ,q,r"“ y A = dodetnia stata, ~ = odleglosé
miedzyczasteczkowe. Czestotliwosé zderzerl czgsteczek max-
wellowskich nie zalezy od wzglednej energii kinetyczne]j
zderzajgcych si¢ moleku}, co znacznie utatwia obliczenia,
a niekiedy umozliwia otrzymanie ostatecznych anelitycz=-
nych rezultatéw. Niedawno udalo sie uzyskac¢ dla modelu
maxwellowskiego &ciste rozwisgzenie Jjednorodnego réwnania

Boltzmann824’ 25/,

co by*o impulsem pobudzajgcym nowg

fale zainteresowania teorig réwnania Boltzmannazé{ Chociaz

wynik ten ma bardzo istotne znaczenie dla teorii Jjednorod-

nego réwnania Boltzmanna, opisujgcego relaksacje¢ rozktadu

predkosci, nie daje sie jednak w latwy sposdéb przenieddé

na réwnanie nie jednorodne dla proceséw transportowych.
Istotng wskazédwkg dla rozwigzania rdéwnania Boltzmenna

27/

Jest twierdzenie Hilberte , dotyczace nastegpujgcego

réwnenia modelowego

3E+vdt= 0

ot PR B

gdzie 6'<211 e« Jezeli rozwigzanie rdéwnenia /I1.21/ Jest
analityczng funkcjg paremetru € , to rozwigzanie to jest
jednoznacznie okreslone przez pigé pierwszych momentdéw
funkcji rozktadu, h,,‘},)~r/ podanych réwneniem /I.9/,
/I.11 = 12/« Wynik Hilberta nie stanowi jednak ogdélnego

rozstrzygniecia, poniewaz nie zawsze jest mozliwa taka
parametryzacja réwnanies Boltzmenna, w ktérej catka koli-

zyjna jest szacowana matym parametrem £ . Jak poprzednio
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wspomniano, czlon kolizyjry jest niewielki o ile ukted
jest bliski stanu lokslnej réwnowzgi termodynamiczne jo

Dla takich sytuascji rezultat Hilberta zainspirowal? metode
Chapmana - Enskog828’31< bedgecg najpopulernie jszym syste-
matycznym podejdéciem do rozwigzania réwnenia Boltzmennae
Kluczowg dla tej metody jest koncepcja rozwiszenia nor-
malnego, tzn. takiego, ktére zzlezy od czasu funkcjonal-
nie poprzez zmienne termodynamiczne. Pozwala to na wyeli=-
minowanie wystepujgcej w réwnaniu Boltzmanne /I.3/ pochod-
neJj wzgledem czasu za pomocg hydrodynemicznych praw za-
chowenia. Dla funkcji rozktedu zsktada sie perametryczne
rozwiniecie w szereg wokd&} stenu lokalnej réwnowagi termo-

dynamicznej

%«x = _,},—( fi) + E{zgc) + 62.123') s ) /1.22/

Podstawiajac funkc je dystrybucyjng w postaci /I.22/ do
réwnanie Boltzmanne i pordéwnujac wyrezy o Jjecdnckowych po-
tegach £ otrzymujemy uklad réwnand liniowych dle kolej-
nych przyblizen %20

E:J = "’) 0 / 1.2/

gt:)+ __‘—a-f(io) = Z [3( ‘°’]2"’) 3( - ]@“”] /1.24/

Réwnenia te nastepnie rozwigzuje sie sukcesywnie. Rozwig-

zaniem réwnania /T.23/ jest lokalny rozktad Maxwella -
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Boltzmanna /1.8/. Zgodrie z tym wynikiem réwnarie /I.24/
jest liniowym rdéwneniem catkowym dla pierwszej poprawki
-%i? « Po wyeliminowaniu pochodnej czassowe] lewa stronsa
/I.24/ Jest liniowg funkcjg gradientdéw zmiennych termody-
namicznych /I.9=-12/ 1 identyczng zaleznodé wykazuje rdw=
niez funkcja fu) » Gdy obliczong w ten sposéb funkeje
rozktadu w pierwszym przyblizeniu podstawimy do definicji
strumieni /I.19,20/) otrzymemy wyrazenia liniowe wzglgdem
gradientéw zmiennych termodynemicznych ze wspélczynnikami,
ktére zslezg od zmiennych termodynemicznych i parametrdéw
molekularnych. Te wspdlczynniki identyfikujemy jzako li=
niowe wspdiczynniki transportowe.
Z kolei po wprowadzeniu strumieni termodynamicznych
/I1.17,18/ = w postaci liniowych kombinacji gradientéw
zmiennych termodynamicznych = do hydrodynamicznych praw
zachowania /I.13-15/ otrzymujemy klasyczne réwnasnia hydro
dynamikijo/ /Naviera - Stokese, Ficka, Fouriera/.

Kole jne przyblizenia Chapmana - Enskoga zaleisg od
wyzszych pochodnych zmiennych termodynamicznych oraz poteg
ich gradientéw. Prowadzg one do bardzie]j skompliko;anych
réwnan hydrodynamicznychao/ /Burnetta/.

Zasadniczym sukcesem metody Chapmana = Enskoga jest
zgodnoddé teoretycznie oblicéonych wspdélczynnikdéw transpor=
towych z danymi doéwiadczalnymi22' 30, 31/.

Brak jest dowodu zbieznodci iteracyjnej procedury
Chapmans = Enskoga. Zaozenie o normelnosci rozwigzania

i rozwinigcie parametryczne wokét lokalnego maxwellianu

ograniczajg zakres stosowalnodci metody Chapmana = Enskoge
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do stanéw niezbyt odlegtych od lokalnej réwnowagi termody=
namiczne jo Oszacowanie charakterystyczne] wielkodci posz-
czegdlnych czlonéw réwnania Boltzmenna pokazuje, e para=
metrem rozwinigcia /I.22/ jest wielkodé rzedu L/ , gdzie
| = 4rednia droga swobodna czasteczek gazu, | = odlegloéd
na ktérej funkcja rozkladu zmienia sie o istotng wielkosdd.
TFk wigc metoda Chapmana < Enskoga nie moze byé stosowana
do opisu uktadéw, dla ktérych nastepuje znaczna zmiana
funkc ji rozkYadu na odlegtodci éredniej drogi swobodne]j,
npe do opisu fal uderzeniowych w gazach.

Inng wazng grupe metod rozwigzywania réwnania Boltze
manna étanowiq metody momentéw. Poszukujg one rozwigzania
nie tyle bezpodrednio réwnania Boltzmanna, co wynikajgcych
z niego réwnarn dla momentdéw rozktadu predkosdcie Przykltadem
takich réwnani sg prawa zachowenia /I.13-15/ dla pierwszych
pieciu momentdwe
Nieskoriczony uktad réwnar momentéw jest w peini réwnowazny
réwnaniu Boltzmanna; we wprowadzanym przez metody momentdw
przyblizeniu funkc ja rozkladu f(Ein,t) spelnia jedy-
nie ograniczong ich liczbes. W tym celu przyjmuje sie okreéd
long zalezno$é funkcji dystrybucyjnej od predkosci, parame
tryzowang przez skonczong liczbe wspétczynnikéw, bedgcych
funkcjemi X oraz 1 . Parametry funkcji rozktadu mozna
nastepnie wyznaczyé z odpowiedniego uk?adu réwnan momentdw

Spoéréd tej grupy najlepiej uzasadniona jest metoda

29, 32/. Jest ona nowoczedniejsza i posiada szersze

Grada
moz2liwodci od tradycyjnego pode jscia Chapmana = Enskogae

Autorska wersja metody Grada, opracowana dla uktadu jedno-
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sk*adnikowego, zostale nastgpnie uogélniona réwniez na
ukYedy wieloskladnikowejj’ 34/. Metoda ta zaklada rozwi=
nigcie funkcji dystrybucyjnej predkoéci wokét lokalnego
rozktadu Maxwella = Boltzmanna w szereg wielowymiarowych
0835/

wielomianéw Hermite od sktadowych predkosdci

f* (2£/:$*/t) = Fg? CLSZ éﬁt)r1gq($¥‘>

/1.25/

gdzie gLL & <7?%%)%Q¢
Postaé rozwiniecia /I.25/ jést matematycznie poprawns,
gdyz wielomiany Hermite’a tworzg baze w odpowiedniej
przestrzeni funkcyjnej36/ /funkcji calkowalnych z kwadra=-
tem z wagg maxwellianu/. Liczbe wyrazédw szeregu mozna
dobieraé w zaleznodci od pozgdanego poziomu informacji,
ktérg powinna zawieraé funkcja rozktadu. Grad uzasadni?,
2e dla szerokiej klasy zagadnien wystarczajgce Jjest ogra=
niczenie do wyrazéw trzeciego rzedu, co prowadzi do tzw.

29, 32/

przyblizenia trzynastu momentdéw » Wykorzystujgcego

nastepujace wielomiany Hermite ‘a
H(o)(% =4 /1.26/
H(g) = 9. /1.27/
G 6‘8 /1.28/

3
: <%2—5> /1.29/



Wielomiany Hermite’a sg wzajemnie ortogonalne, a doktadnie

(Zﬂ)’yzjd% exP(— 31/2,) H‘L‘QHS_") = O 62& /1.30/

gdzie

‘
1 (Seieu L= (LA,--.'I-n) jzst Puw“ta‘{'\”“( /Ts31/

01j = 9 L= i)
0w innym wypadku

WYasnosé¢ ortogonalnosci pozwala na Yatwe obliczanie

wspétczynnikéw o'? w rozwinieciu funkeji rozkladu /I.25/

-

0/.?;1 & %;1'[&&%* H(-:)(%,,,) /1.32/
Jest specyficzng zsletg przyblizenia trzynastomomen=-
towego, 2e wszystkie wspdlczynniki wyrazajg sie bezpos=-
rednio przez zmienne termodynamiczne /I.9-12/ i ich stru-
mienie /1.19,20/, majg wiec interpretacje fizyczng, a zara=-
zem wszystkie wielkos$ci z réwnanl zachowanies wystepujg réw=

niez w funkcji rozktadu

Foli e ) = {28+ dian (7 - 5t

/1.33/

e peiiCi Gy MeQu C«.u(/l A m,,%})]
2 na (KT)* n<(KT)* 36

W przeciwiernstwie do metody Chapmana - Enskoga, ktéra

traktowala strumienie jako wielkoéci pomocnicze, w metodzie



Grada zardéwno zmienne, jak strumienie termodynemiczne
peinig réwnorzedng role niezaleznych funkcji stanu ukladu.

Réwnanie dla momentdw funkcji rozktadu otrzymujemy
mnozgc réwnenie Boltzmanna przez kolejne wielomiany Her=-
mite’a /lub irne wielomiany o okredlonych wtasno$ciach
tensorowych/ i catkujgc po predkosciach N, « Wybierajagc
zbidér wielomiandw {1/ Mului, M Cui Cay, -%md Cui 02;}
uzyskujemy nastepujgcy ukted rdéwnen

-

'am.c 9,{*; s
th =l

/1347

dici L OneKT 3
A « Vg VN« D
e ot o at OXy Xy

s jLEL Q) ' /£ X435/
+ ma Vy 5 +'Wla.duug . ? ¢‘b<\m¢cu)

a“.ukT B BV.L
6"5 al_Lt“;— + 'V\u.k‘TI(S a)(u‘

/1.36/
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e=4,..,5 /137/

Réwnenia /I.34-37/ dla przyblizenia trzynastomomentowego
sy najprostszym rozszerzeniem praw zachowania do postaci
w pelni okreslonego, zamknietego uktadu réwnan rézniczko-
wyche Wystepujgce po prawej stronie catki kolizyjne majg

nastepujgca postaé

Tup(80)= e iy doug i Gled(Pe b = )

/X.38/
gdzie O charskteryzuje tensorowe wlzsnosci wielomianu @ .

Wykorzystujgc formalng symetrie /I.38/ oraz odwracalnosé
mecheniki zderzenia binarnego mozna sprowadzi¢ catke

kolizyjng do postaci

I *P(Q o') = [V alp dd&P Wep ‘fou ‘F/b ( @;@_‘Q S @6(9-*»
/T1e39/
Jezeli, ponadto, jest to czlon kolizyjny dla czgsteczek
tego samego rodzaju, K = P s to réwnanie /I.39/ ulega

dalszemu uproszczeniu

T D ) 7 [ d yadoz TR AWALA| V\&X@(\J ')’@&)@@_@

/1.40/



Pomimo symetrycznej struktury wyrazer /I.39, 40/ oblicze=-
nie catek kolizyjnych, nawet w ich mniej ?komplikowanej
formie /I.40/, jest zadaniem wyjgtkowo ucigzliwyme W Scis=-
Yej postaci analitycznej uzyskano wyniki jedynie dla ukYadw
jednosktadnikowego dla czgsteczek oddzialywujacych poten=
cjatem typu A" / v =« odleglodé miedzyczgsteczkowa,
n:>>1/ oraz dla modelu sztywnych ku123/. Wzglednie naj=-
prostsze sg obliczenia dla czgsteczek maxwellowskich, dla
ktérych znika zaleznoéé wyrazenia podcatkowego od predkoédci
wzgledne j W.p o Metody numeryczne nie znalazly jak do-
tychczas szerszego zastosowania do obliczania catek kolie
zyjnych; przeszkodg jest w tym wypadku wielowymiarowosé
catki, a takZe, co najwainiejsze, parasmetryczna zaleznodé
od wszystkich zmiennych termodynamicznyche. Dla ukladdw
wielosk?adnikowych badano jedynie mieszeniny czgsteczek
maxwellowskichag’ 40/.

Dla ukYadu jednoskladnikowego réwnania przyblizenia
trzynastomomentowego zawierajq jeko przypadki szczegélne

hydrodynamiczne réwnania Naviera= Stokesaza’ 31/

37, 38/

oraz

Burnetta o Podobnego wyniku dowiedziono réwniez

dla mieszaniny gazéng’ 40/

o Jednakie réwnania na momenty
majg przewage nad klasycznymi réwnaniami hydrodynamiki,
poniewaz opisujg wiele nowych efektéw nie przewidywanych
me todami ;radycyjnymi, npe réznego rodzaju sprzezenia
pomigdzy strumieniami.

Opis proceséw transportowych jest w metodzie Grada

ogélnie jszy niz w metodzie Chapmana - Enskoga, nie wymaga

bowiem zatozenia, Ze strumienie wyrazajq sig przez zmienne
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termodynamiczne i ich gradienty. Tym samym, w intencji

jeJj autora, zasadniczym przeznaczeniem metody Grada nie
Jest yypracowanio Jeszcze jednego sposobu obliczania lie
niowych wspéiczynnikéw transportowych. Tym niemniej wspéi=-
czynniki te mozna w konkretnych przypadkach wyznaczy¢

i 88 one zgodne z wynikami metody Chapmana = Enakogaza’ 39/

Metoda momentéw byta stosowana do tekich tradycyj-
nych probleméw dynamiki gazéw jek zagadnienie przeplywu
Conette’a i Poissenille'aBz/, do dyskusji zbieznodei roz=-
wigzania réwnania Boltzmanna do rozwigzania normalnegoj7/,
do probleméw przepiywu w ktérych czas charakterystyczny
jest rzedu czasu swobodnego pomiedzy zderzeniami41/, do
opisu zjawisk plazmowych42/.

Dziesigciomomentowg wersje metody Grada zastosowano do
bedania sprzezenie pomiedzy dyfuzjg i lepkim przeplywemja’:
Rozwinigcie funkcji dystrybucyjnej w szereg wielomiandéw
Sonine’a wykorzystano do opisu reakcji chamicznej w ga=
zach?3 44/.

Trudno jest doktadnie ocenié, jeki jest rzeczywisty
zakres stosowalnos$ci metody Grada, z pewnodcig jednak jest
ona ogdélnie jsza od tradycyjnej metody Chapmana = Enskoga.
Cszacowano, ze przybliZenie trzynastomomentowe jest wys-
tarczajgce do opisu zjawisk, w ktérych funkcja dystrybu=-
cyjna zmienia sie umiarkowanie na odlegloéci érednie]

23/

drogi swobodne] « Warunek ten obe jmuje np. fale uderze=

niowe $redniej mocy.
Wszystkie trudnoéci rozwigzania réwnania Boltzmanna
spowodowane sg -2Xaz2ong strukturg nieliniowej calki koli-

zyjnejs Istnieje wiele metod usitujgcych omingé ten
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problem za pomocg komstrukecji réwner modelowych, w ktérych
catka kolizyjna zostaje zastgpiona wyrazeniem o prostsze]
/liniowej/ postaci. Przyblizenie tekie jest tym lepsze,

im dokladniej wyraz modelowy oddaje wtasnodci catki koli-
zyjnej, w szczegélnodci musi on spetniaé¢ teoremat H oraz
twierdzenie o niezmiennikach sumacyjnych. Najbardziej znang

Jest model BGK45/ 2z czlonem relaksacyjnym

%ﬁ“‘“ \i%ic(_ - \)(\a“’), {z) /T.41/

Y Jjest pewnym parametrem dobiersnym w taki sposéb, aby
rozwigzanie prowadzito do prawidiowej wartosci albo wspét=
czynnika lepkos$ci, albo przewodnictwa cieplnegoe
Spetnienie obu warunkdéw jednoczesnie jest niemozliwe w tym
prostym modelu i stosunek Euckena dla réwnania BGK wynosi
zawsze 3/2 zamiast poprawnego 5/2 dla gazdédw monoatomowych.
Liniowoé¢ réwnania /I.41/ jest pozorna, w rzeczywise
todci wykazuje ono silng nieliniowo$¢ uwarunkoweng zalez-
noécig parametréw maxwellianu %m)od momentdéw funke ji % .
Dlatego tez rozwigzanie modelu BGK jest zadaniem bardzo
trudnym. Przedstawiono procedure sprowadzenia rdéwnania
/I1.41/ do ukladu réwnad catkowych dla makroskopowych pa-
rametréw rozkYadu, ktéry nastepnie rozwigzuje sig nume=-

rycznie46/

o Jednakze zastosowanie tej metody do silnie
nieréwnowagowego problemu fal uderzeniowych nie dato wy-
nikéw zadowalajgcych. Podstawowym zerzutem, ktéry mozna

sformutowaé wobec metody BGK, jest brak systematyczne]
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procedury, ktéra dawateby réwnanie modelowe /I.41/ jako
wynik uzasadnionych przeksztalcerl réwnania Boltzmanna.
Wobec braku takiego wyprowedzenia, réwnanie BGK Jjest fak=-
tycznie Jjedynie postulowanee.

Innego rodzaju modele wychodzg od réwnania Boltzmanna
zlineeryzowanego wok4él maxwellianu, w wyniku czego boltz-
mannowska calka kolizyjna przeksztalcona zostaje w liniowy

operator calkowy41/

« Dla typowych modeli oddziatywar mie=-
dzyczgsteczkowych jest to operator z symetrycznym jadrem,
spetniajgcy zatozenia alternatywy Fredholme; mozna wiec

do niego stosowaé twierdzenia istniejgcej teorii liniowych
réwneri catkowych. Liniowy opérator kolizy jny rozwija sie

w szereg funkcji wlasnych, przy czym zachowuje sie jedynie
pierwszych kilka wartogci wtasnych, zaklasdajgc dla pozos-
tatych wyrazdéw szeregu jedng wspdlng wartodé wtasnge.

W najprostszym modelu na przyklad rozrdznia sie jedynie
pierwszych pieé funkcji wtasnych odpowiadajgcych niezmien-
nikom sumacyjnym catki kolizyjnej = jest to tzwe liniowy
model BGK41/° Dla opisu wielu efektéw stosowanie modeli
liniowych nie jest uzasadnione, np. $ciste rozwigzanie

jednorodnego réwnania Boltzmann324’ 25/

pokazuje, 2e re=-
laksacyjna zbieznodé funkcji dystrybucyjnej predkosci do
maxwellianu nie Jjest jednostajna, czego liniowe przybli=-
2enie nie potrafi oddaézs/.

W dalszym ciggu poszukuje sig nowych, bardziej rea-
listycznych, lecz w zwigzku 3 tym réwniez bardziej skom=
ﬁlikowanych modeli, Ich atrakcyjnoéé jest zwigzana z moz-

liwoécig uzyskania przynajmniej rozwigzar numerycznych,
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podczas gdy bezpodrednie numeryczne traktowanie réwnania
Boltzmanna w jego orginalnej postaci /I.3/ Jjak dotychczas
Jjest mozliwe jedynie w wyjgtkowych, najprostszych przy-
padkache
Oprdécz wyze] wymiénionych istnie jg réwniez inne metody
rozwigzywania réwnania Boltzmanna, posiadajgce mnie jsze
znaczenie., Xozna w tym miejscu wymienié me tode Leesa47/,
naelezgcg w pewnym stopniu do metod momentéw i zekladajgcg
funkc jg¢ dystrybucyjng w postaci bimodalnego maxwellianu,
o réznych parametrach w dwéch czedciach przestrzeni fa=-
41/

zowej, lub metode wariacyjng ', wykorzystujacg wlasnosci

ekstremalne pewnych funkcjonaléw funkcji dystrybucyjneje.

R e s s - Y ) = —— o G e . G ———— D = " N W~ -

Klasycznym problemem, ktéry wywarl duzy wplyw na
rozwéj fizyki statystycznej, Jjest zagadnienie ruchu browe
nowskiego wzglednie ciezkiej czgstki brzemieazczajacej
sig w obojetnym, réwnowagowym, cieklym lub gazowym odrodku
Uplynelo kilkadziesigt lat od momentu odkrycia tego zja-
wiska w 1827 roku przez botanika Browna,zanim uswiadomiono
sobie, e przyczyng ruchu czgstki sg termiczne fluktuacje
s8it dziatajgcych na nig ze strony edrodka. Opréez tego
podczas ruchu wystepuje takze sita systematycana = opdr
drodowiska, ktéry jest liniows funkcja predkoéci czastki,

Pierwsze rozwigzania problemu, pochodszsgce od Einse
teina48/ i Smeluchowakiego49/; opieraly sie¢ na dwéch

spostrzezeniach:
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1/ ruch czgstki jest tek chaotyczny, e mozliwy Jest
Jjedynie jego opis statystyczny;
2/ istnieje taki czas charakterystyczny 7T , znacznie
dtuzszy niz Sredni czas pomiedzy zderzeniami czgstki
z czgsteczkami $rodowiska, 2e ruchy wykonywane przez
czgstke podczas dwéch kole jnych odcinkéw czasu
sg wzajemnie niezealezne,
Pozwoli?o to na sformulowanie dyfuzyjnego opisu ruchéw
brownowskich w granicy dYugich czaséw.
Punktem wyjscia wspbéiczesnej teorii ruchdéw Browna
jest dynamika Hamiltonowska zmiennych dynemicznych pelnegec
ukredu /$rodowisko + czgstka brownowska/. Przy zatozeniu,

2e masa czgstki brownowskie] M jest znacznie wieksza

od masy czgsteczki odrodka m , (M/r\)<3§ 1 , metodg
operatordéw projekcji12/ otrzymuje sie uogélnione rdéwnanie
Langevinaso’ 51/

iLL’c s(t- )Q(ft dv + F(t) /1.42/

Jest to stochastyczne rédwnanie rdézniczkowe dla pedu
czgstki 42@ﬂ o Pierwszy skladnik prawej strony /I.42/
reprezentuje sily dysypatywne okreslone przez uogélmniong
funkc je¢ oporu oérodka S(ﬁL Zalezy on od fragmentu histori
ruchu, co oznacza, ze osrodek reaguje na zaburzenie, jaki
jest ruch czgstki, z pewng skoriczong bezwladnodcig. Taki
efekt pamigci jest znany uogdélnionej hydrodynaemice cieczy

gdzie funkcja s(t) ma postaész/

s("c): eﬂR”l‘S(t)“%(T(R“qn)v’”t'% /1e43/



dla sferycznej czgstki o promieniu R w cieczy o gestosei 3
i wspélczynniku lepkodci "N e Drugi skadnik prawej strony
/I1e42/ jest stochastyczng silg wywierang na czgstke przez
oérodek, ktéra jest nieskorelowana z pedem czgstki w prze=-

szYodci

<—F-(t);2(0> =0 , J£> 0 /T.44/

gdzie <:> oznacza $rednig po réwnowagowym zespole sta=
tystycznym. ZakYada sie na ogél, ze F(t) jest stacjonar-
nym procesem gaussowskim,ktérego wtrasnodci statystyczne

podene sg réwnaniami dla wartosci oczekiwanej

<E.(’C)> = () /1e45/

oraz funkcji autokorelacji

<E(THO> = 3MKT s(7) /1.46/

W rzeczywistosci réwnanie /I.46/ nie Jjest postulatem, lecz
stanowi tredé doktadnej zaleznodci, twierdzenia fluktue-

rd
53/. Scisty zwigzek pomiedzy wielkoscig

cy jnodysypatywnego
sit przyspieszajgcych fﬂt) a oporem osrodka musi zacho=-
dzi¢, jezeli érednia energia czgstki brownowskiej jest

okreslona przez warunek réwnowagi termiczne]

< P2> — 3MkT Z AT,

W ewnlucji ukladu mozna wyréznié dwie charakterys-
tyczne skale czasowe. Pierwsza opisuje czas reakcji

odrodka i moze byé okredlona przez czas sautokorelacji
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sity fluktuacyjnej

b= FRY ; f<_E(t)-E(o> dt /1.48/
0

Druge jest zwigzana z charskterystycznym czasem dla ruchu

czgstki 1 szacujemy jg przez czas autokorelacji dla pedu

o <P2>—j/ <19(J°)'2(0> At /1.49/

Z twierdzenia fluktuacyjno-dysypatywnego wynika dla tych

wielko$ci nastepujgca relacja

;EZE
<:Ff>> / 1450/

W przypedku granicznym t;<€§<'tp mozemy przyJjgé¢ idea=-

tptp e

lizacje calkowitego braku korelacji dla sity fluktuujgce]

5(ﬂ=§6(ﬂ /1.51/

gdzie E' jest wspélczynnikiem oporu osrodka.

Z uogdélnionego réwnania Langevina /I.42/ otrzymujemy

wtedy dobrze znane, zwykle rdéwnanie Langevinas4/

_i_*% = —Z_P(’c) + F(t) /Te52/

0d réwnania Langevina dla zmiennych dynamieznych

mozna przejéé do réwnowaznego mu réwnania Fokkera =

54/

- Plancka s Opisujgcego ruch brownowski za pomocsg
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funkcji rozkladu f{ﬁzpyt) poYozenia X i pedu p
czgstki

9 o B 0
RS ST H

Dla czaséw 't??f" réwnanie Fokkera-Plancka przeksztalc

sie w réwnanie dyfuzji dla funkecji dystrybucyjnej poloze=
nia czagstki P(}_/‘t)

ot

Z réwnania /I.54/ wynika w szczegélnosci klasyczna zalez=

o e MK;EVLQ‘P / 1454/

nosé¢ dla wspélczynnika dyfuzji, otrzymena po raz pierwszy

przez Einsteina

i

Metoda operatoréw projekcji umozliwia jednolite,

systematyczne pode jécie do bardziej skomplikowanych prob=
51/

leméw, np. ruch brownowski w os$rodku niejednorodnym 3

wBe/

ruch wzgledny dwéch czgstek brownowskic , zagednienie

56/

wewnetrznych stopni swobody czgstki brownowskiej itpe
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IT. KONDENSACJA I BROWNOWSKA KOAGULACJA W UKLADZIE
AEROKOLOIDALNYM

II.1. Uklad serokoloidalpy

Zbidér czgstek silnie zdyspergowanej fazy skondenso-
wanej, statej lub cieklej, zewieszonych w obojetnym Sro=-
dowisku gazowym tworzy uklad aerokoloidalny nazywany
zwykle aerozoleme Tradycyjne okreédlenia i podzialy ukYaddw
tego typu siegaly po zapoiyczenia z nazewnictwa potocz-
nego, takie jek mga, kurz, dym itp. Opierajgca sig o wtas
nogéci fizyczne definicja dla celédw naukowych przyjmaje za
kryterium wyrézniajgcy uktady aerokoloidalne specyficzny
stosunek powierzchni miedzyfazowej do objetosci fazy skon-
densowane je Inne, niezalezne okredlenie wjnika g warunku
stosowalnodci relacji Stokesa dla sily oporu przy ruchu
czgstki poprzez odrodek. Stosownie do powyzszych wlas=-
noéci ekceptowane sg powszechnie dwa nastegpujace kryteria

dla uktladéw aerozolowychsv’ 58/:

e Stosunek powierzchni czgstek do ich objetodci

SN >1000 em™
2+ Liczba Reynoldsa (% \IR/'YL): Re <1

gdzie Q, = gestodé gazu, 'V( - lepkodé gazu, v,R
odpowiednio predkoéé i promieri /charakterystyczny
wymiar/ czgstki.
W tej postaci oba kryteria sg stosunkowo elastyczne i po-
zostawiajg wiele swobody co do innych charsakterystyk
ukladu.
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Przyktad atmosfery ziemskiej = najbardziej bezpos=
redni a jednoczednie najweznie jszy = wskazuje jak bardzo
skomplikowane sg uktady aerozolowe. Na kazdej wysoko$ci
nad powierzchnig Ziemi, nawet w rejonach o najczystszym
powietrzu, znaleZé mozna czgstki silnie rozdrobnione]
materii, ktére zostaly wyemitowane do etmosfery przez cy=
wilizacyjne, jak réwniez naturalne Zrdédla zanieczyszczels
Ich rozmiary lezg w granicach od ok. 0,005 do ok, 1OO)u\59
/Rysunek 1/. Podany zakres wielkoéci czgstek jest dosé
arbitralny, lecz wskazuje na ogromng rozpigetos$é wymiaréw,
zapowiadajgcg duzg réznorodnosé wystepujgcych zjawisk.
Pomiedzy fazg skondensowang a otoczeniem gazowym zachodzi
szereg proceséw fizykochemicznych /kondensacja, koagulacjs,
reakcje heterogenne/, w wyniku ktérych nastepuje zmiana
wielkodci czgstek koloidalnych, ich sk?adu chemicznego,
wtasnodci elektryc?nych i optycznych. System aerozoli ztmce
ferycznych pozostaje pod stalym dzislaniem promieniowania
slonecznego, strumienia ciepla rozchodzgcego sig od powierz
chni Ziemi 1 ziemskiego pola elektromagnetycznego. Te czyri=
niki zewnetrzne odgrywajg istotng role w zjawiskach o duze]
skali przestrzennej, uwarunkowanych kooperatywnym, kolek=
tywnym zachowaniem czgstek.

Trzy podstawowe procesy, powszechnie wystepujgce
w ukYadach aerozolowych, skYadajg sig¢ na Yarcuch przemian
powstawania i wzrostu czgstki koloidalneje.

Nukleac ja. W procesie tym z przesyconych skladnikdw

gazowych powstaje stabilny zarodek fazy skondenso-

wanej. Nukleacja homogeniczna przebieges przez etap
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Rysunek 1.

ALerozole atmosferyczne
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clusterdw, czyli egregetdéw niewielkie] liczby czgste-

60/

czek tego samego rodzaju o Jezeli jagdro zarodka
zawiera czgsteczki innych zwigzkéw, memy do czynie=
niaea z nukleacjg heterogeniczng, ktéra Jjest czgécie]
spotykana. Nyréznia sig trzy typy nukleecji hetero=
genicznej60/: kondensac ja na jonie, kondensacja na
obojetnej czasteczce, wspdistracenie sig dwu lub
wigce] sktadnikéw.

mieréw czgstka koloidalna jest termodynamicznie sta=-
bilna i steje sig osrodkiem kondensacji. Proces po=-
lega na pochtanianiu przez fsasze skondensowang czgs-
teczek przesycone] pary uderzajgcych w powierzchnie
czgstki. Szybkosé kondensacji uwarunkowana jest pro=-
cesami transportowymi zachodzgcymi w gazie;

tek zekoriczonego ich polgczeniem sie /koalescencja/e.
Koagulec ja prowadzi do zmieny rozkYadu wielkos$ci =zero--
zoli i1 wyrdwnywania sie ich skladué‘/.

W zaleznosci od specyfiki ukladu wystepujg rézne ro=
dzaje innych procesdw. Aerozole zanieczyszczonej atmosfery
zawierzjg w gazie 1 fazie skondensowene]j ogromng réznorod-
60/

nosé bardzo aktywnych chemicznie zwigzkéw 1 pierwiastkéw

tekich jak SO NO_ 3 weglowodory, CO, NH3 oraz pierwiastki

21
$ladowe Hg, As, Se, T1, Cd, Pb, Cr, Mn, Fe, V. Zwigzki te
uczestniczg w rozmaitych resakcjach chemicznych, ktére mozna

podzielié¢ na trzy zasednicze typy:
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~ homogeniczne reakcje katalityczne

- heterogeniczne reakcje katalityczne

- reakcje fotochemiczne 2z udziatem promieniowania

stonecznego.

Usuwanie czgstek koloidalnych z uk?adu regulowene
jest sedymentacig /grewitsascyjng lub turbulentng/ i depo-
zycjg na powierzchniach ograniczajgcych uktad. W przypadku
atmosfery nastepuje réwniez wymywanie gerozoli przez kro=-
ple padajgcego deszczu.

Do wyzeJj wymienionych proceséw dodaé moZna jeszcze
dyfuzje, ktéra wystepuje powszechnie, turbulencje w atmos=

ferze, powodujgca burzliwe mieszanie sie poszczegélnych

62/

warstw uktadu , oraz transport w strugach wiatru na zna=

63/

czne nieraz odlegtosci s

- e > v e e b e e e TR~ - e e -

Uk?ad serokoloidalny stanowi formalnie mieszanine
gazéw 1 czgstek koloidalnych, ktéra w zasadzie moze byé
analizowana metodami mechaniki statystycznej. Jednakze
w praktyce mikroskopowy, écisty opis tak ztoZonego uktadu
jest nie tylko niemozliwy lecz rdéwniez niecelowy i nie wy=
daje sie tekZe prawdopodobny w bliskiej przysztodci. Do-
tychczas opis ukledéw serozolowych opiera sie na modelach
matematycznych, ktére sg idealizacjg rzeczywistego systemu,
lecz oddajg jednoczednie, w miare mozliwodci jak najbar=
dziej wiernie, najistotniejsze cechy obrazu naturalnego.

Redukc je stopnia ztozonodci osigga sie dwoma drogami,
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Z Jjedne] strony na parametry fizykochemiczne ukadu na=
k*ada sig ograniczenia odpowiadajgce sytuacjom typowym,

z drugiej zas = model skupia sige na wybrenych procesach,
ktére, jek sig ocenia, wywierajg najwiekszy wplyw na ewo=-
lucje =erozolu.

Model przyimuje, Ze czgstki koloidsaslne sg sferycznymi
ciatemi, obojetnymi chemicznie wobec zasadniczych sktad-
nikéw gazowe] atmosfery. Zaniedbuje sie w znacznym stopniu
ich strukture wewnetrzng, chociaz wlasnoéci objetosciowe
i powierzchniowe czgstek /npe. gestodé, wspélczynniki ako=
modac ji/ wchodzg do modelﬁ jeko pewne z gdéry zadane feno-
menologicznie perametry. Zsklade sie takZ2e, 2e czgstki sg
pozbewione wypadkowego ladunku elektrycznego. Przy tych
warunkach zawiesine koloidalng mo2zna opisaé za pomocg fune
kcji rozkredu wielkodei i potozenie czastek N(R,ﬁJt) §
podajaca stezenie czastek o promieniu R w punkcie x i cza-
sie t « Dla pewnych uktadéw przedstawiony model "sztywnych
kul" jest zbyt redykelny i konieczne Jjest uwzglednienie
dodetkowych stopni swobody ukladu. Dla systemu aerozoli
zanieczyszczone] atmosfery na przyklad istotny Jjest aspekt
chemiczny. W tym wypadku funkcja rozkladu powinna réwniez
zawieraé¢ odpowiednig informacje o strukturze chemicznejsO/:

O atmosferze geszowe]j zaklada sie, 2e jeJ podstawowy
skYednik, neutralny gaz gospodarzé-Yhoet gas/, Jjest prek-
tycznie w stanie réwnowagi termodynamicznejS7’ 58/.

Uwzgledniajgc podstawowe rodzaje wystepujgcych proce=
séw fizykochemicznych, otrzymujemy ukad wzajemnie sprze=-

2onych réwnan zachowania = ciggloéci dla funkcji rozkladu
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czgstek N(R,zﬁt) oraz stezenia gezowego sktadnika

kondensu jgcego 'n(éJt) s ktéry mozna schematycznie przed-

stawidé w postaciso/
ON oN ON ON
_— = < 4+ = + 1
at at koa.gu\/wéq a t Kohd%&qkdﬂ h.u\cW\CéO\
5p¢] N /11.1/
el B et
T fogpaje 3T |1ata
B= Fnld o BRY e Bad o B /11.2/
ot at kondo«sm&x v nukl.!ma'a at ld‘a\‘\«t(iq tli‘édﬁ\

Réwnania /I1I.1,2/ wrez z odpowiednimi dle konkretnej sy-
tuacji warunkami brzegowymi i poczatkowymi okredlaja
ewolucje najprostszego, przyktadowego modelu. Stosowane

praktycznie, berdziej realistyczne modeleSO’ 64/

muszg
braé pod uwage oprécz procesédw fizycznych, reekcji che=
micznych i ich wzajemnych sprzezer, réwniez rozmieszcze=
nie i intensywnosé zZrdédet serozoli, czynniki klimatyczne
a nawet uksztaltowanie terenu. Pomimo tego, 2e stanowig
one zaledwie pierwszy krok w kierunku bardziej &cistego
teoretyczrnego ujecia skomplikowanych ukladéw aerozolowych,
modele matematyczne majg ogromne znasczenie w ochronie
atmosfery przy anslizie i sterowaniu zanieczyszczeniami

60, 64/

powietrza oraz w meteorologii = przy stawianiu

prognoz pogodye
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Podamy teraz, jaka jest, zgodnie z zaoZeniami przy-
Jetego modelu, postaé funkcji reprezentujgcych w réwna=-
niach /II.1,2/ procesy kondensacji i koagulacji. Wprowa=-
dzimy przedtem wazng klase ukladéw aerozolowych. Niech M ,
( oznaczajg stezenie i Srednig droge swobodng czgsteczek
atmosfery gazowej, bJ,R - Srednie stezenie i promief
czgstek aerozolu. Wiekszo$é rzeczywistych ukladéw spelnia

nastepujgce warunki

Nqw < 4 /10712 = 10719, /11.3/

CW & /1072 - 1077 /I1.4/

3
R’\/N <<’1 g7 = 3071 /I1.5/

Relacje /II.3-5/ okreslajg tzw. rezim jednoczgstkowy
/single particle regime/, w ktérym kazdg czgstke moZna

rozwazaé niezaleznie od pozostalych57/

e Zdecydowana wigk=-
8zod¢é istnie jgcych teorii proceséw aerozolowych jest ogra=
niczona do rezimu jednoczgstkowego, poniewaz poza Jjego
granicami opis teoretyczny natrefia na ogromne trudnosci,
Jezeli spelnione sg warunki /II.3-54 kazdg czgstke
aerozolu traktowaé mozna jako pojedyncze centrum konden=-

sacji umieszczone w nieskoriczonym oérodku gazowym. Odpo=

wiedni sktadnik w réwnaniu /I1I.2/ przyjmuje postad

% = _J?(R) N(R,x, t) dR /11.6/

gdzie ‘f(R) Jest strumieniem kondensacji, czyli liczbg
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czgsteczek pary pochtanianych na powierzchni pojedyncze]
kropelki serozolu o promieniu R w jednostce czasu. Przy-
Jeto, ze proces przebiega quasi - stacjonarnie i w kon-
sekwenc ji P nie Jjest explicite funkcjg czasu. Oceniono

w przybliZeniu57/, 2e poprawki na niestacjonarnoéé sg
rzedu (qg/qb)vl , gdzie Q9= gestodé kondensujgcej
pary, o B gestosé fazy skondensowaneje.

Liczby w nawiasach w /II.3-5/ przedstawiajg odpo=-
wiednie wartosci dla troposfery ziemskie557’ 65/, ktéra
jek widad¢ calkowicie spelnia warunki rezimu jednoczgst-
kowego. Wzhania wartosci /I1.3-5/ sg gtéwnie wynikiem
zmiennej liczby czgstek. Podczas gdy w prébkach powietrza
pobranych bezposrednio nad obszarami silnie uprzemysto-
wionymi stwierdza sig ok.105 a nawet106czastek/cm3,

w atmosferze najczystszego powietrza morskiego wokdét bie-
guna potudniowego nie jednokrotnie znajdowano ponize]

100 czastek/cm3 65/. W procesach technologicznych wyste-
puJjg niekiedy uktady aerozolowe, tzw. warstwy fluidalne,
w ktérych stezenie czgstek Jjest tak wysokie, 2e relacje
/II.3=5/ sg§ neruszone. Xonieczne jest w tym wypadku
uwzglednienie efektdéw konkurencyjnych pomiedzy sgsiednimi
czastkami66’ 67/, ktére prowadzg do zaleznosci strumie~
nia kondensacji od stezenia czgstek.

Koagulac ja przebiega w ukladzie réwnolegle do kone
densecji, Jjednakze oba procesy mozna rozpatrywaé oddziel=
nie, poniewaz ich charakterystyczne skale czasowe squoz-

separowane. Czas releksacji dla koagulacji Jjest znacznie

dXuzszy niz czas relaksacji dla kondensacji, ze wzgledu
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na mniejszg o kilka lub kilkanaécie rzedéw wielkodci kon=-

centracje czgstek serozoli w stosunku do czgsteczek kone

159, 65/

densujgcych par zanieczyszczel gazowyc oraz na

ich znacznie mniejszg ruchliwodé. Niezaleznie od mecha=-
nizmu, ktéry doprowadza do koalescencji czastek, szybkodé

koagulacji jest proporcjonalna do iloczynu stezer zderza=-

Jjgcych sig czasteksv/.

Ewolucje funkcji rozktadu wielkodci czgstek w wyniku

koagulacji opisuje rdéwnanie Smoluchowskiegoss’ 69/

0
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gdzie K(RA’R,) jest czestotliwodcig koalescencji czgstek
o promieniach Rw,Rz » zwang statg kosgulacji, ktéra ze=
wiera calg informacje o fizycznym mechanizmie procesu.
Pierwszy sktadnik po prawej atronie /II.7/ reprezentuje
kreacjg czgstek o deanym promieniu R w wyniku polaczenia
sie dwéch mniejszych czgstek, a drugi = ubywanie danych
czgstek na skutek koagulacji z 1nnymi. W rzeczywistodci
Smoluchowski7 / rozwazal dyskretny odpowiednik calkowego
réwneania /II.7/, uwzgledniajgcy fakt, %e czgstki koloi=-

dalne sg zbudowane ze skoriczonej iloéci niepodzielnych



Jednostek /czgsteczek, monomeréw, umownych jednostek

objetosci/

IN; |
Ot

= %—ZKJKNiNk — quNLNj /11.78/

ko«auloc'aa irk=i =4

FJL oznacza stezenie czgstek skladajgcych sie 2z I jed=
nostek. Z uwagi na z}ozong, nieliniowsg strukture &ciste
wyniki dla réwnar /II.7, Ta/ sg bardzo nieliczne. Najogbl-»
niejsze twierdzenia matematyczne o istnieniu i jednozna=-
cznogci dodatniego rozwigzania zegadnienia poézqtkowego
okredlonego réwnaniemi /II.7, Te/ obejmujg nastepujace
przypadki:

/1/ P<L3$§; L+é istnie je rozwigzanie globalne7’/

/2/ K;"{:S;SA gdzie s./k—>0 gdy Kk —> oo
istnie je rozwigzanie globalne, ale nie wiadomo czy

jednoznaczne72/

écisle rozwigzania réwnad /II.7, Ta/ istniejg jedynie
dla modelu K"d = A+ B('H'j) % CLJ 68'?3),

W ostatnich latach w operciu o réwnanie Smoluchows=
kiego intensywnie analizowano teoretycznie kinetyke pro-
cesu rozgatezionej polimeryzacji. W tym wypadku K:j wy=
razajg prawdopodobieristwo utworzenia wigzania l-j po=
miedzy clusterami bez uwzglednienia ich mobilnoéei.
Stwierdzono, 2e dla K-Ll=(i,j)“ g -—3:- {wg 1 » w ekor
czonym czasie fe nastepuje przejscie fazowe, po ktérym
pojewia sig 2el = superczgstka o nieograniczonej wiel-

T4=71/

kodci » Manifestuje si¢ to zalameniem prawa zachowa=
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nia masy dla fazy zol, ktére traci skoriczony utamek masy

przechodzgcy do Zelu. Na podstawie asymptotyki rozwigzen

sprawdzono dla tych modeli hipoteze skzlowania i uniwersal-
nosci, przy czym okazalo sie, ze wykladniki krytyczne nie
zawsze przyjmujg klasyczne wartoéci75’76/.

W zalezrnosci od tego, co Jjest przyczyng wzglednego
ruchu zderzéjqcych sie czgstek,wyrézniamy nestepujgce ro-
dzaje koagulacji aserozoli:

1« Koagulacja w ruchu uporzgdkowanym, jezeli predkoéci
czgstek sg zréznicowane /w zaleznos$ci od ich wymiaru/,
np. koagulacja grawitacyjna /lub ogélnie w polu zewne -

trznym/, koagulacja w strugach przeptywu gdy istnieje

gradient predkodci konwenc ji, koagulacja turbulentns;

2. Koagulacja brownowska zachodzgca ne skutek termicznego,

beztadrego ruchu czgsteke.

Dla typowych rozmiaréw gerozoli atmosferycznych dominuje
koagulac ja brownowska65/.

W ten sposéb celodé zagadnienia kondensacji i koagu=-
lacji w éwietle matematycznego modelu uk?adu serokoloidale
nego sprowadza sig do wyznaczenia wspélczynnikéw kinetycz-
nych = strumienia kondensacji na pojedynczym serozolu f
oraz statej koagulacji V((RA,Rl) - ktére wchodzg jsko
parametry do réwnani /II1.6,7/ a nastepnie do réwnad modelo=

wych typu /II.1,2/«
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II.3. Kinetyka kondensacji_na_pojedynczej czastce

soloidealne,]

Problem kondensacji pary o niewielkim stezeniu w sto=
sunku do neutralnego $rodowiska gaszowego na sferycznej,
nieruchomej kropelce aerozolu byl przedmiotem licznych
bedani teoretycznych i doéwiadczalnych, ktére zostaly w in-
teresujgcy sposéb oméwione w artykule przegladowym Davisa
i in.78/ Mechanizm transportu czasteczek pary do powierze
chni serozolu zalezy od liczby Knudsena, ktéra jest zde=
finiowana jako stosunek dredniej drogi swobodnej czasteczek
pary { do promienia czgstki R , Kn = (/R .« Ze wzgledu
na zakres stosowalnosci istnie jgcych wynikéw teoretycznych

mozna w przyblizeniu wyréznié nestepujgce obszary

{051 dyfuzja /continuum/ /11.8/
P(H,'< 0,1 — 10 obszar przejsciowy /transition
regime/
>10 swobodne czgsteczki /free mole=
~ "cules/

W obszarze continuum moina przyjaé, 2e odrodek jest
ciggly, i stosowaé réwnenia hydrodynamiki. Transport masy
jest opisywany przez sferycznie symetryczne>w tym wypadku
réwnanie dyfuzji, ktérego rozwigzanie prowadzi do nastepu-

Jgcego wyrazenia dla strumienia kondensacji

W == L1t RD(‘Mo - %s) /11.9/

gdzie D Jjest wspSlczynnikiem dyfuzji czgsteczek pary,
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M. = stezenie pary w nieskoriczonosci, ng jest réwnowago=
wym stezeniem pary nad powierzchnig kropli, ktére wyraza

sie réwnaniem Kelvina

Ny = Yng ex;:(%%) gt d
gdzie

Y)%,U‘ - odpowiednio wspélczynnik ektywnosci, ulamek

molowy w fazie skondensowanej i objetosé czgsteczki konden-
sujgcego zwigzku, Y} = stezenie pary nasyconej nad powierzw=
chnig ptaskg, O = napigcie powierzchniowe kropelki,

Réwnanie /II.9/ przypisywane jest Maxwellowi79/

» 8 teakze
Stefanowi lub Langmuirowi. Uogélnienie /I11.9/ uwzgledniajgce
efekty cieplne kondensacji zostalo zaproponowane przez Hidy
i BrockaS7/, ktérzy wzieli pod uwage zaleznoéé wspdlczynnika

dyfuzji od temperatury

P, = LTTRD (Mo = ms —j%— /I1.11/

gdzie 'ﬂ, Jjest temperaturg powierzchni kropli, T,, - tempe=-
raturg w nieskoﬂczonoéci /dla ktérej obliczeny jest D /.
Jednakze §cistos$é réwnenia /II.11/ budzi wgtpliwoédci.

W przeciwnym przypadku granicznym, obszarze wolnoczgs=
teczkowym, czgstke aerozolu traktuje sie jak gigantyczng
czgsteczke gazu, ktéra nie zaburza maxwellowskiego rozkladu
czasteczek pary /w skali przestrzennej ~ | /. Strumier kon=
densacji otrzym jemy jeko liczbe zderzen wedlug klasycznej

teorii kinetycznej gazéw
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/11,127
gdzie (7::(8k17ﬁ1nqw'jest érednig predkodcig kinetyczng

czgsteczek pary o masie m , o Jjest wspétczynnikiem ako=-
modac ji okredlajgcym ulamek zderzern efektywnych, zeakonczo=-
nych pochlonigciem czgsteczki. Réwnanie /11.12/ uwzglednia
réwniez fakt, 2e czgstka aerozolu jest Zrédlem czgsteczek
pary, ktére sg emitowene z natezeniem koniecznym dla zbi=-
lansowania strumieni w warunkach réwnowagi termodynamicz-
neJ /zasada szczegélowe]j réwnowagi/. Jezeli temperatury
kropli T, i gazu sg rézne, sugerowane jest s¥esowaiite

réwnania efuzji Knudsena = Hertza

Fm TCwm Twm) °
Zadna z powyzszych prostych teorii nie opisuje popraw-
nie zjawiska transportu masy w procesie kondensacji dla
prze jsciowych liczb Knudsena, 0,1 < Kn < 10. Najprostszy,
pélempiryczny wzdr stosowany w tym obszarze 2zostal przed-

stawiony przez Fuchsaeo/

» ktérego metoda nazywana jest

- ze wzgledu na charakter przyblizenia = laczeniem stru-
mieni /flux - metching/. Przyjgl on, 2e transport czgste-
czek pary do kropelki ma charekter dyfuzyjny na zewngtrz
pewnej sfery granicznej, polozonej koncentrycznie wzgledem
czgstki aerozolu. Aby spelnione byty werunki rezimu con=

tinuum,promied sfery musi wynosié R*A, gdzie A Jjest

arbitralng odlegros$cig rzedu éredniej drogi swobodnej.
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Wewnatrz sfery natomiast stosuje sig teorie wolnoczgstecz=-

kowge Z warunku Ygczenia strumieni na granicy sfery

HT((FH A)D(v\ob-f n')= OC(V\,'—— V\S){“sz /11.14/

mozna obliczy¢ nieznane stezenie m' w punkcie R+ 4.

Ostateczny rezultat Fuchsa

¢ = ¢ 4+ %R ” /II.15/
B g r a + 2RYp

zawiera dobierelny peremetr A , ktérego precyzyjniejsze
okredlenie wydaje sige niemozliwe. Wzér /II.15/ w granicy
continuum i wolnoczgsteczkowej przechodzi odpowiednio w
réwnenia /I1.9/ 1 /11.12/.

Systematyczny opis teoretyczny procesu transportu masy
dla calegd zekresu liczb Knudsena wymaga rozwigzania kine-
tycznego réwnania Boltzmanna /I.3/ dla funkcji dystrybucyj-
nej czgsteczek kondensujgcej pary. écisle rozwigzanie ana=-
lityczne dla procesu kondensacji nie istnieje, & dotychcza=
sowe wyniki przyblizone ograniczajg sie do przypadkdéw szcze
gélnyche

Brock®1/

rozwigzal model BGK /I.41/ metodg iteracyjns,
ktéra pozwolila ne otrzymanie liniowej wzgledem Kn™! po=
prawki do wyraZenia wolnoczgsteczkowego /II.12/. Zaloienia
modelu i metody rozwigzania ograniczajg zskres stosowalnos:
rezultatu Brocka do uktadéw, w ktérych czgsteczki pary sg

lekkie w stosunku do czgsteczek otaczajgcego gazu.
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Dla problemu kondensacji zaadoptowano réwniez metody
stosowane w teorii transportu neutronéw w moderatorach
reaktoréw jgdrowych. W problemie Milne‘go, formelnie po-
dobnym, chociaz prostszym od kondensacji, rozwaza sig¢ poch=-
Yanianie neutrondéw na doskonalym,sferycznym absorberze.

.82,83/

Sahni rozwigze? liniowe réwnanie modelowe, zgodnie

2 ktérym wszystkie neutrony posiadajg jedng predkodé i sg
rozpraszane izotropowo podczes zderzer. Fuchs i Sutuginso/
znelezli nastepnie formule interpolacyjng dla numerycznych

wynikéw Sahniego

4
1,333 % O.?'lan:']
= ‘/Cli}er 1+ Kn? _l

/11.16/
Loyalka84/ poprawi?! model Jjednej predkosci stosowany
przez Sahniego i rozwigzal liniowy catkowy model BGK me=
todg wariacyjng. Podobnie jak rezultat Brocka, wyniki Sah-
niego i Loyalki a takze wzdér /II.16/ stosujg sig jedynie
dla czgsteczek pary o wzglednie matej masie, poniewaz réw=
nania modelowe zwigzane sg 2z zaloZeniem o izotropowym roz-
praszaniu czgsteczek., Opierajgc sig na argumentach heurys=

85/ pod jat réwniez prébe modyfikacji i uogél-

tycznych, Loyalka
nienia réwnania /I1I.16/ w taki sposéb, aby zakres jego sto=
sowalnosci obe jmowal dowolne stosunki mes czgsteczek pary
i obojetnego gazu.

Eksperymentalne badania procesu kondensacji-parowania

sferycznegé gerozolu w nieruchomym osrocdku gazowym napoty=-

kajg na znaczné trudnosci, zwigzane z koniecznoécig staran-
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nego wyeliminowania wszystkich efektdw uboecznych pojawiajg=
cych sie¢ npe. w obecnodci gradientéw temperatury lub cignie=

niae« Wyniki pierwszych prac doéwiadczalnych86-88/

byty malo
precyzyjne i charaskteryzowaly sie znacznym rezrsutem, co
uniemozliwialo znaczgce pordéwnanie ilodciowe z teorig. Istot-
nym problemem eksperymentalnym byl brak standartowych metod
generacji i dokladnego pomiaru wielkodeci submikronowych

/w obszarze wolnoczgsteczkowym i knudsenowskim/ czgstek aero=-
zolu, Niedawno zanotowano w tej dziedzinie wyraZny postep
dzieki zastosowaniu techniki rozpraszania gwiatla laserowego.
Davis 1 jego wspéipracownicy przeprowadzili catg serig dosé-
wiadczeﬁ89-92/, ktérych wyniki pokrywaja niemal caty obszar
prze jéciowy. Badano parowanie kropelek cieczy o niskiej lot-
nosci /ftalaen dwuoktylu, sebacynian dwubutylu/, co pozwolilo
na doktadne pomiary zmiany promienia czgstki przy matej szyb-:
kodci procesus Rezultaty pomiardw, ktérych blgd asutorzy oce-
niajg na ok. 10%, stosunkowo dobrée zgaedzajg sie z pélempi=-
rycznym wzorem Fuchsa /II.15/, pod warunkiem odpowiedniego
doboru parametru A .

W analizach kinetyki kondensacji najczedciej zaniedbuje
sie cieplo kondensacji, wyzwalzne przy pochlanieniu czgste-
czek pary na powierzchni kropli. Jest to uzasadnione, o ile
stezenie substancji kondensujgcej w gazie jest bardze nie=
wielkie i procesy dysypacji energii kondensacji do otacza=
jacej "kgpieli” gazowejvsq wyatafczajqco efektywne dla prake
tycznego zniwelowania jakiejkolwigk poten&jalnie motlivej
réznicy temperatur pomiedzy kropelkq serozolu a otaczajgcym

gazem, Zalozenie to moZe byé jednak naruszone, jezeli czgs-
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teczka pary po skondensowaniu wchodzi nastepnie w reakcje
chemiczng zachodzgcg w fazie skondensowanej. Z takg sytu=
acjg spotykamy sig w berdzo zréinicowanych chemicznie
gerozolach zaniecgyszczonej atmosfery. Nejczestsze konden=
sujace zanieczyszczenia gazowe /SO,, NO,, weglowodory/y jeko
zwigzki silnie reektywne,inicjujg tarfcuchy przemian chemicz=
nych, czeéciowo katalizowanych przez obecne w czgstkach
serozolu w ilodciach sladowych pierwiestki metaliczne po=-
chodzace z lotnego popioluSO/.

Jezeli w wyniku kondensacji oraz ewentuaslnie towarzy=-
szgcych jeJj proceséw nastepuje ogrzewenie kropelki aerozolu,
to przeplyw ciepla na zewnatrz kropli zmienia sten warstewki
gazu bezpodrednio otaczajgcej powierzchnie czgstki, a to
z kolei wplywa na szybkodé transportu masy. W ten.sposéb
strumienie masy i ciepla sg wzajemnie sprzezone i w celu
okredlenia szybkogci kondensacji nale2y rozwiszaé uklad
réwnan uwzgledniajgcych wapétzaleznoéé obu istotnych zja-
wiske Wyrazenia /II.11/ lub /II.13/ podajqce‘strumieﬁ kon=-
densacji /odpowiednio w granicy continuum i wolnoczagstecz=
kowe j/ w obecnoéci réznicy temperatur pomiedzy czgstka
a otoczeniem, nie mogg by¢ bezposrednio zastosowane, po=
niewaz temperatura kropli nie jest prostym parametrem, lecz
wynika éciéle z bilansu cieplnego.

Brek jest bardziej systematycznych wynikéw teoretycz=-
nych dotyczgcych wplywu efektu cieplnego na szybkodé kone
densacji. Przyblizong ocene otrzymal Kangg3/, ktéry zasto-
sowal metode Ygczenia strumieni dla réwnad transportu masy

i cieptae. Jednakze dogwiadczalne badania kondensacji par
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rtecig4/

» pomimo ich matej dokladnosci, nie gwiadczg o pop=-
rawnosci wyniku Kangae

Z punktu widzenia potrzeb technologii interesujgce
s§ réwniez uklady czgstek koloidelnych zawieszonych w atmos-
ferze czyste] pary. Wymagajg one jednak odrebnego potrak-
towania ze wzgledu na znacznie silniejsze efekty nierdéwno-
wagowe. Pierwsze wyniki teoretyczne pokazujg, 2e kinetyka
kondensacji w érodowisku czystej pary jest odmienna niz

w o$rodku obojetnym95-97/.

Nie ma odpowiednich wynikéw dos=-
wiadczalnych, ktére pozwolityby na zweryfikowanie tych prze=-

widywarni teoretycznych,

II.4. Kinetyka brownowskiej_koagulacji

Podobnie Jjek przedstawiona poprzednio kondensacja,
koagulacja zachodzi w wyniku polaczenia sig /koalescencji/
zderzajagcych sig cia? /w tym wypadku czastek koloidalnych/,
dlatego tez oba procesy wykazujg znaczne formalne podobien-
stwo. Bedziemy rozwazeé koegulacjg brownowskg, w ktérej me=
chanizmem doprowadzajgcym do zderzenia Jest przypadkowe
b¥gdzenie /rendom welk/ czgstek w réwnowagowym, obojetnym
osrodku. Jezeli liczbe Knudsena zdefiniowaé jako Kn = L/Ry,
gdzie F?u = R,*’Rl jest srednicg kolizyJjng zderzajacych
sig czgstek a (, = $rednig drogg swobodng czgsteczek osrodka
gazowego, to caly zakres Kn mozna podzielié na te same trzy
obszary, okreélone nierdéwnosciami /II.8/, w ktérych proces

koagulacji ma odmienng charakterystyke.
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W obszarze continuum kXosgulecje brownowskg opisuje
klasyczny rezultat, uzyskany po rez pierwszy przez Smolu=-

98/

chowskiego w wyniku rozwazan nad wzajemng dyfuzjg czgstek.

KS(RMRZ) = LTt R.,_(DU- D,_) /I1.17/

2.KT
341 th

gdzie D,,2 oznaczajg wspblczynniki dyfuzji czgstek,

- -

4 4
o Rz)

/1I.18/

" i T sg odpowiednio wspdlczynnikiem lepkosci i tempera-
turg odrodka. We wzorze /II.18/ wykorzystano zaleznosé
Einsteina = Stokesa dla wspétczynnike dyfuzji kulistej czas-
tki o promieniu R o Granice stosowaslnoéci teorii Smolucho-
wskiego mozna nieeo rozszerzyé (Kn(O.ZS'), jezeli wprowa-
dzié do wspdlczynnika dyfuzji poprawke ze wzgledu na poslizg
dyfuzyjny /slip - flow correction/

D, = grar C(kn)

— 6T(RiY /I1.19/

Najbardziej znana jest empiryczna postaé¢ czynnika korekcyj=

nego, otrzymena na podstawie wynikdw dodwiadczen Millikanagg/

C(Kn) = 4+ Kn{".ZS?‘ + 0,Hexp(~4.4/Kw)} /I1.20/

Istnieje réwniez kilka przyblizonych teoretycznych wynikdéw

dla tej poprawki, spos$réd ktérych najdoktadnie jsze sg obli=



czenia Phillipsa‘OO/

Ck) = 15 +12b,Kn +3(b}+1)Kv3+18b2(bf+Z)Kw3
15— 3byKn + by (8 +3tg)(bZ +2)Ki® /11.21/

gdzie b,= (2"063>/°C3 5. g s (2."(&%)-'4 ; g Jest
wspédiczynnikiem skomodacji czgsteczek gezu.

W przeciwnym przypadku granicznym,l‘hu—+?°0,oddzialy-
wania czgstek z gazem stajg sie mniej istotne i stata koa-
gulacji jest okredlona réwnaniem na liczbe zderzed z teorii

kinetyczne] gazdéw

KFM(R/t)Rl) = T Rnlza FIT. 25/

gdzie o Jjest wspétczynnikiem efektywnosci koalescencji,
W jest drednis wzglednsg predkodcig termiczng czastek

o masach M” M4,

Ya,
o o |G EMY
(V2 + Vf) g TMM, ZJ {IXe2/

Réwnanie /I1I.22/ mozna éciéle uzasadnié101’102/

przez
rozwigzanie ukladu réwnard Boltzmanna dla mieszaniny z%o%o-
nej z silnie rozrzedzonych, ciezkich czgsteczek /czgstki
koloidalne/ umieszczonych w sktadniku gazowym, ktérego
czgsteczki sg bardzo lekkie /gaz Lorentza/.

Podobnie jak dla kondensacji, ani teoria dyfuzyjna

ani wolnoczasteczkowa nie mogg byé stosowane w obszarze

przejéciowyn, O,1<:l(n,<<'10. Przedstawiona poprzednio
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metoda lgczenia strumieni, zastosowena dla procesu koagu=
lacji, prowadzi do nastgpujacego wyrazenia dla statej koa=

gulacjiaO/

-1

;<(}RA)R2):: Hﬂif%u,ﬁa+1zg —lzﬁ—_.+.ﬂﬂﬂfch)

Ru.*‘g.z AU Rz | /1I.24/

gdziw

%u.=: (%% + giyb' /11.25/
iy A LN ) ?.éé v Ay
TR Ri b (ZR"H") (HRb +L") } 2'R°/II.26/

LL’= 8[)L/@(-Vg
/11.27/

W pelni poprawny opis teoretyczny procesu koagulacji
musi opiereé si¢ 6 rozwigzania réwnari ruchu brownowskiego
czgstek w osrodku gazowym. Dla zmiennych kanonicznych jest
to réwnanie stochastyczne Langevina /I.42,52/, dla funkcji
dystrybucyjnej f(_)_(_/ y_,‘t) potozenia X i predkodeci Y.

- réwnanie Fokkera - Plancka /I.53/.

Asztakow’oa/ rozwigzywal réwnanie Fokkera = Plancka

metodg momentdw Greda, Jjednakze jego wynik nie ma poprawne]

postaci analityczne) i wykazuje 213 granice wolnoczgsteczkm
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Prawidlowe rozwigzanie réwnania Fokkera - Plancka dla
quasi-stac jonarnego procesu koagulacji metodg momentéw
Grade znajdujemy w pracy Sitarskiego i Seinfelda1o4/. Ich
rezultat prowadzi do nastepujgcego wyrazenia dla stalej

koagulacji

A +022°Cock4
" 1068 22 + 04Tk, + 0.06TTKE

K(RyyRy) = UTLR,4D

1+029%z ks
1+[0.68 7% + 0ANL5%|,+0.06TCky

+D,

/11.28/

gdzie
ki = 20Di/R,, ¥
/11429/

Réwnanie /I11.28/ oraz wzdér Fuchsa /II1.24/ przewidujg war-
tosci zblizone, z dokYadnoscig 10 = 12%, w obszarze con=

tinuum i prze jéciowym. Jednakie w granicy wolnoczgstecz-

kowe j, Kn — o0 s wW2ér /I11.28/ nie jest zbiezny do

prawidlowej wartoéci /II.23/, lecz prowadzi do wyraZenia

K (/Yc;un.. E.ZS) Ku——az %—T(R?;(.'\?‘ +'\71)
(“'54) /11.30/

Moze to byé¢ wynikiem zardwno ograniczed metody Greda,
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-dyfuzja
Z poslizgiem

teoria
wolnoczgsteczkowa

S

0.1

rsunek

2.

1 10 104
Kn

Stata koegulacii K w stosunku do wyniku Smolu-
chowskiego K_, 711.23/, w funkeji liczby Krud=
sena Kn dla czastek o Jednekowym wymiarze w po-
wietrzu o temperczturze 25°¢C przewicywera przez
dyfuzje z poprewkg Phillipsa /II.21/ dla podlizgu
/przy o9 = 1/, teorig wolnoczgcteczkowsg /II.22/,
réwnanie Fuchsa /II.?A/G—————————), réwnanie
Siterskiego - Seinfelda /II.23/(— — ———-—-).

3

Gestos$é subctencii kosgulujgcej rdwna 1g/cm”,

efektywnecsé koalescencji &&= 1,
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za pomocg ktérej rozwigzyweno réwnanie Fokkera = Plencka,
jak 1 szczegélnego potraktowania ruchu wzglednego czgstek
w pode jéciu Sitarskiego i Seinfeldas.

Ostatnio uzyskano w teorii koagulacji wezny wynik.
Sahni‘oS/ podet $ciste rozwigzanie rdéwnania Fokkera - Plan=~
cka dla ruchu wzglednego dwéch jednakowych czgstek dla pro-

blemu koagulacji, z ktérego wynika zaleznoddé

kT

K(R.R) = 16T(R™\/7r 3%
’ a5 -4 X 1 2
o+ '\/__1 i l:ll = exP(x )effc(xil

FIL 3

gdzie

x= %R\ /% /I1.32/

erfe(x) = v%fe‘%‘d,%

? Jjest wspélczyannikiem oporu dla ruchu czgstek w osdrodku

/11.33/

gazowym, zwigzanym ze wspéiczynnikiem dyfuzji relacjsg
Einsteina /I.55/. Uniwersalno$é wyniku Sehni, /II.31/,
budzi jednak watpliwosci, poniewaz nalozyl on na funkcje
rozkYadu szczegdlnego rodzaju warunek brzegowy.
Eksperymentalne badanie procesu koagulacji, zwtaszcza
w obszarze przejéciowym i wolnoczgsteczkowym,jest niezwykle

trudne. Warunki odpowiadajgce wiekszym liczbom Knudsena
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realizuje sig przez zmniejszenie cidnienia osrodka gazowego
w ukYadzie laboratoryjnym, co zwieksza $rednig droge swo=-
bodng czagsteczek gazu. Towarzyszy temu jednak wzrost dyfu-
zyjnosci czastek, powodujgcy ich zwiegkszong depozycje na
powierzchniach ograniczajgcych ukad. PoniewaZz ta strata
czgstek nie jest zwigzena z koagulacjg, tradycyjna metoda
badan doswiadczalnych = obserwacja stezenia czgstek w re-
gularnych odstepach czaesu = musi by¢ stosowazna z duzg
ostroznoscig. Druga zasadnicza trudnosé jest konsekwencja
faktu, Zze ewolucje ukYadu aerozolowego pod wptywem koagu-
lacji okredla ztozone rdéwnanie rdézniczkowo-catkowe /II.7/.
Wyznaczenie na podstawie tego réwnania stalej koagulacji
wymega w zasadzie pomiaru zmiany w czasie funkcji rozktadu
wielkosci czgstek h](R,t) « ¥ praktyce nalezy dysponowad
metodg wytwarzania serozoli o mozliwie waskim zskresie roz-
mizréw, & nestepnie w obliczeniach wprowadzaé¢ poprewki
uwzgladniajgce polidyspersyjnosé przy zalozeniu konkretne]
postaci poczgtkowej funkcji rozktadu /np. logarytmiczno -
normelnej/.

Fierwsze prace dodwiadczalne dotyczgce szybkoéci koagu-

lacji'06, 107/

ograniczaly sie do pomierdw zmiany ogdélne]
liczby czgstek przy zslozeniu, 2e proces przebiega zgodnie
z prawem reakcji chemicznej drugiego rzedu. Warunki ekspe=
rymentéw ulegty wyraZnej poprawie po wprowadzeniu techniki
rozproszenia $wiatta laserowego. Grupa Kerkera wykonata
szereg precyzyJjnych pomiar6w108'110/ w szerokim zakresie
liczb Knudsena, Kn = 4-=—12 , Autorzy poréwnywali wyniki

z wzorem Fuchsa /I1.24/ i stwierdzili dostatecznie dobrg
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zgodnos¢, biorgc pod uwage blad eksperymentalny rzedu
10 = 15%. Substancjg koagulujgcg byly submikronowe kropelki
niskolotnej cieczy /sebacynian dwuetyloheksylu/ w azocie.

1Y 4asgie

Przeprowadzone nastepnie badenia dos$wiadczalne
lacji eserozolu statego /Na Cl/, chociaz mniej dokladne,

réwniez wykazely zbieznos$é z przewidyweniami réwnania Fuchsa,
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Jak mozna sie zorientowaé z przeglgdu literatury,
dokonanego w rozdziale II przedstawionej pracy, teoria
kondensacji = parowania i koegulacji jest dobrze uzesadnione
jedynie w dwéch przypadkach granieznych = dla bardzo matych
i bardzo duzych liczb Knudsenae. Nie istnieje wyczerpujgca
teoria ktéra wypelniataby luke pomiedzy koncepcja dyfuzyjng,
ktéra jest stosowena w obszarze continuum, a elementarng
teorig kinetyczng okres$lajgcg czestotliwosé zderzen w obszawn
rze wolnoczgsteczkowyms Pomimo wielu wysitkdéw, pode jmowanycl
zwlaszcza w ostatnich latach, nie zdolano uzyskaé w peini
zadowalejgcych wynikéw teoretycznych dla kondensacji i koa-
gulacji przy poérednich liczbech Knudsena. Problem ten,
ktérego poczgtki zwigzene sg z klasycznymi rezultatami Max-
wella i Smoluchowskiego, pozostaje w dalszym ciggu otwarty.

Dla wyjadnienia wielu neturalnych zjawisk przyrodni-
czych i procesédw technologicznych zwigzanych z uklademi
serozolowymi obszar prze jéciowych liczb Knudsena jest przed-
miotem najwiekszego zainteresowania. Poczgtkowe,s wwielu wy=
padkach réwnie2 pézniejsze stadia tworzenia sig chmur i mgie
zachodzg w rezimie prze jdciowym i wolnoczqateczkowym57/o
WSréd serozoli zanieczyszczonej atmoafery czgstki o submi-
kronowym zaskresie wielkodci s§ najliczniejsze i stanowig
potenc jalnie najwieksze zagrozenie zdrowotne i ekonomicze
30112/. Dokladnie jeze badania wykazaly, se rozklad wielkodci

eero30li zanieczyszczonej atmosfery jest krzyws tréjmodalnsg
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z maksimemi polozonymi oke 5, ok O oM < | pmsj/. Biorgc
pod uwage dugoéé dredniej drogi swobodnej czgsteczek po=-
wietrza /~ 0,07 um/, dwa ostatnie meksima znejdujg sie
w obszarze przejéciowyme

Wobec powy2szego celem przedstawionej pracy Jjest teore=
tyczne opracowanie kinetyki kondensacji i kosgulacji w ukla-
dach serokoloidalnych ze szczegélnym uwzglednieniem prze=
dzialu przejsciowych liczb Knudsena.

Zgodnie z ogdélnie przyjetym i uzasadnionym pogladem
rozwazany bedzie quasi-stac jonarny proces kondensacJi pary
o niewielkim ste¢zeniu ne pojedynczej, nieruchomej, sferycze=
nej czgstce serozolu zawieszonej w drodowisku rozrzedzonego
gazu. Model ten stosunkowo dobrze odpowiada sytuacjom rzeczy:
wistym, pomijajgc mniej istotne czynniki, ktére co prawda
potencjalnie mogg wystgpowaé w uktadzie, lecz ktdérych wplryw
jest najczedcie] zaniedbywalny. Poprzez rozwiazanie réwnania
kinetycznego Boltzmanna dla funkcji dystrybucyjnej czgstecze!
kondensujgcej pary bedziemy dgzyé do uzyskenia wyrazenia
analitycznego, okreélajgcego strumiend kondensacji w funkeji
liczby Knudsena, zmiennych termodynamicznych oraz parametrdéw
oddziatywania miedzyczgsteczkowego w fazie gazoweje W sposét
systematyczny, wychodzgc od ukYadu rdéwnar Boltzmanna dla
mieszeniny gazowej, osobno rozwazany bedzie wpiyw efektu
cieplnego na kinetyke kondensascji. Jek si¢ wydaje, proble=
mowi temu nie pogwiecono jak dotad naleznej uwsagi.

Analityczne podejscie do rdéwneania Boltzmsnna z koniecz~-

nodci musi wykorzystywaé jedng z dostepnych przyblizonych
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metod rozwigzywania tego réwnania. W konsekwencji uzyskany
wynik analityczny zwigzany Jjest z ograniczajgcymi zaloze=
niemi i moz2liwodciami wybranej metody i nalezy sie liczyd

z tym, %2e rezultat nie Jjest écisle poprawny dla catego
obszaru zmiennos$ci paremetréw. Z tego wzgledu, réwnolegle
do analitycznego podejscia do problemu kondensecji, opar-
tego na teorii kinetycznej gazéw, rozwiniemy konkurencyjna,
numeryczng metode bezpoéredniej symulacji Monte Carlo za-
réwno procesu kondensacji Jjek i1 koagulacji. Chociaz metoda
numeryczna Jjest znacznie mniej wygodna od wzoru analitycz=-
nego, lecz nie wykazuje wtasciwych temu wynikowi ograniczen
i moze byé wykorzystana do dokYadniejszej oceny zakresu jege
stosowalnosdci. Obliczenia numeryczne dokonywane sa dla kon-
kretnego uktadu, dla ktérego musimy znaé¢ wartosci parame=
tréw czgsteczkowych i niektérych wspétczyrnikéw transpor-
towych /np. wspé*czynnika dyfuzji lub lepkosci/. Dysponujemy
tekimi ukYedami: sg to ukYady przebadane eksperymentalnie
przez grupe Davisa /kondensec ja/ 1 grupe Kerkera /koagule-
cja/s Cpracowene metoda symulacji .onte Carlo zostanie zwe=-
ryfikowana przez pordéwnenie wynikdéw numerycznych i doswiad=-
czalnychyuzyskenych dla identycznych uktadéw przy Jjednako=-

wych stosowanych zalozenisch fizycznych.
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ITI. ROZWIAZANIE ROWNANIA BOLTZMANNA DLA PROCESU.
IZOTERMICZNEJ KONDENSACJI PARY NA CZASTCE
aErozoLu 13/

Poniewaz uzyskanie $cistego rozwigzanie rdéwnanie
Boltzmanna nie jest osiggalne, zasadniczym problemem przy
zastosowaniu tego réwnania do opisu procesu kondensacji
jest wybdér przyblizonej metody rozwigzania. Niektére rdéw=
nania modelowe /BGK, zlinearyzowane réwnanie catkowe/ byly

juz stosowene do opisu tego procesu81'84/

, nie daly Jjednak
zadowalajgcych rezultatéwe. Trudno przypuszczaé, aeby zasto=
sowenie berdziej skomplikowanych modeli pozwolilo na uzys—
kenie jakogciowo lepszych wynikéwe. Nalezy wiec rozwigzywed
réwnanie Boltzmenna w jego peitnej, niezmodyfikowanej pos=-
taci /I.3/« Metoda Chapmana - Enskoga nie znajduje w tym
przypadku zastosowania, poniewaZ uzyskiwane tg drogg roz-
wigzenie Jjest poprawne jedynie w obszarze bliskim conti=
nuum, Kn < 4 o« Wydaje sie, 2e do badanego problemu nej-
lepiej nadeje sie metoda Grada, ktéra uwzglednia stosunkowo
najwieksze zaburzenie réwnowegi w funkcji rozktadu.
Przedstawimy w tym rozdziale rozwigzanie rdéwnania Bolt=
zmenna metodg Grada dla kondensacji w uktadzie dwusktadni-
kowym /pera + gaz/y a nastepnie uogélnienie uzyskanego wyniku
na przypadek wieloskYadnikowego odrodka gazowego“B/. W dal-

ezym ciggu dolny indeks "O" lub brek indeksu oznacza wiele

kodé odnoszacg sie do pary, indeks "1" lub "«" - wielkos$é
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odnoszgcg sig do obojetnego gezzu. Dla wiekszej prze jrzya=
todci tekstu podstawowego bardziej szczegélowe obliczenia
catek kolizyjnych zostaly przeniesione do Dodatku /umiesz=-

czonego na kodcu pracy/.

Przy jmujemy, 2e steZzenie pary, M , jest dostatecznie
niskie wzgledem steZenia otaczajgcego gazu, ", , oraz efekt
cieplny kondensacji jest na tyle niewielki, aby spelnione
byly nestepujgce zaYozZenia:

1. Brak gradientéw temperatury /efektywna dysypacja ciepta

kondensacji przez obojetny gez/;

2. Zderzenia pomiedzy czgsteczkemi pary mozna zaniedbad
w stosunku do znacznie bardziej prawdopodobnych zderzen
pomiedzy czgsteczkami pary i gezu /stosunek prewdopodo-

bieristw wynosi wm/ﬁm4/5

3. Proces kondensac ji bardzo nieznacznie zaburza /z uwagi,
z kolei, na mate prawdopodobieristwo zderzen mieszanych
wobec zderzern pomiedzy czgsteczkami gazu/ réwnowagowy,

$> s maxwellowski rozktad predkos$ci czgsteczek gazu

/3 2
(o) £a oy MV k4
4@4‘) ek 'P(KT) P’XP( ZK"">+ O(m) P& o0k % 7

gdzie V,,m, W, oznaczajg odpowiednio predkosé, mase
stezenie czgsteczek gazu. Przy tych zalozeniach /w przye
blizeniu rzedu M/, / funkcje dystrybucyjng czgsteczek

pary okres$la stacjonarne réwnanie Boltzmenna = Lorentza
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y%i— = du\‘qdcruv('("\g f“’)f)

/I11.2/
Poniewaz temperatura jest stata, wektory przeplywu masy, J— ,
i przeptywu energii, g' , majg wspélny kierunek. W metodzie
Grada pozostaje dziesieé niezaleznych momentéw funkcji roz-
kYadu: W , é— » 9 » Pij » Biorac pod uwage, ze predkos¢ kon-
wekcji V=0 /w przyblizeniu (V\/M)<</1 /, stacjonarne

réwnania momentéw /I.34=36/ przyjmujg nastepujgcg postad

%;(;;K s O /111.3-/
é’Vl. bDLK — b
T e IL /I11.4/
2 a . g b o (2)BL
5 (-6%;+ Tﬁt—*——bﬁt&‘) I—‘Q\ /I11.5/

Catki kolizyjne prawej strony okredlone sg réwnaniem /I,38/

I“)BL /otd dv, dv ﬁ fu ( v, — MVL) | /111.6/

(z)sL jd ocdy d,v%”& (\M,VLVJ —mvtva) FIITST/

Dla obliczenia powyZszych catek musimy okreélié, w jaki

sposéb predkoséci po zderzeniu y_' % \_/,: wyrazajg sie przez
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predkodci poczgtkowe V , V4 orez parcmetry zderzeniae.
Pradkodci poczgtkowe i koricowe czagsteczek zwigzane sg czte=
rema /skelarnymi/ réwnanismi praw zachowania pedu i energii,
WNynika stad, ze dla kazdych okresglonych predkosdci przed zde=
rzeniem binernym V , V4 1istnieje dwuparametryczna rodzina
rozwigzan dla szegciu skalarnych sktedowych predkosci po
zderzeniu V', yj « W postaci zupelnie ogdélne] mena prad=-

kodci po zderzeniu wyrazié¢ za pomocg rdéwnan

=8
]
g

id

&(&'_&) /111.8/

s 2 m
Vi = N T ‘—’-—(\

Y /TI1.9/
gdzie

TS et /I11.10/

jest predkodcig wzgledng czgsteczek przed zderzenlem oraz

_ M wm
M= Farwm, i £ 5 2

jest masg zredukowang uk}adu dwéch czgsteczek, € jest wek=
torem jednostkowym w kierunku zmieny predkos$ci czasteczki
pary /lub predkosci wzglednej w /.

W celu okredlenia explicite geometrii zderzenia wybie=-
ramy konkretny uklad wspdirzednych przedstawiony na Rysunku °
Jedng z osi /np. X4 / kierujemy zgodnie z predkoscig wzgledne
W przed zderzeniem. Na plaszczyzinie P prostopadtej do U
wprowadzamy wspélrzedne biegunowe / b,'{ / dla rzutu na P

poczgtkowego odcinka trajektorii czgsteczek przed zderzenieme
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Rysunek 3. Parametry zderzenia binsrnegc.



wspélrzedne wektora € 8§ okredlone przez kgt biegunowy 0
i ezymutalny ¥ wzgledem biegunowego kierunku W . Latwo
mozna ustalié¢, zZe & lezy na dwusieczne] kgta utworzonego
przez ui W, a wiec kgt rozproszenia czgsteczek po zde=-
rzeniu wynosi 2© —T . Przy znanej sferycznosymetrycz-
nej postaci oddziatywania miedzyczgsteczkowego kat roz-
proszenia jest jednoznaczng funkcjg modutu predkosci wzgle-
dnej W oraz perametru zderzenia b . Prawo oddzialywenia
wchodzi do obliczer jedynie poprzez okreslenie wzajemnie
jedncznacznych, odwracalnych zaleznosci b(@,u) oraz 90%“).

W obliczeniach rézniczkowy przekréj czynny wygodnie
jest przedstawié¢ explicite w funkcji © i ¥

d.o

d.‘x db ‘b JITT 927

dy d®© B(@,u) /II1.13/
B(8,u) = b(®, u,> /111.14/

Zakres catkowania dla zmienne] o' wynosi od 0 do 2T , dla

gdzie

© zalezy on od prawa sit miedzyczgsteczkowych, w przypadku
8i? odpychajgcych obejmuje on odcinek od X/fp do X . Korzys-
tajgc z /III.13/ catki kolizyjne przedstawiamy w postaci

2 Tk
(e =/dyldv9fd'y.d'¥45(9‘u)wﬂo)f'Z./u. €: ucws® 111,15/
o
ma" = [‘ dy dy, B(® u) {M

1 /111,16
x{—zluu.wsG(e;V‘- *‘Gj\(;) + -%Lﬁ- eceju.‘usze} 16/
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Carki kolizyjne muszg wykeszywaé¢ identyczne wtasnosci ten-
sorowe jak lewe strony rdéwnan /III.3-5/. Biorac pod uwage
zelezno$¢ funkeji dystrybucyjnej czasteczek pary /I1.33/
od strumieni ji’ Pij » Gi » warunek ten okresla nastepu-

Jaca postaé réwnar momentdw

2 = ()

aXK /E1X YT/

b 5 ) S .
kT 5?:; - @J;K N Hﬁ" : B% /111.18/

20.8.)= Cps

04
5( BQ"HF O %5 /IT1.19/

Wspérczynniki 4, B, C zalezg od zmiennych termodynamicznych
M s Tw, oraz od konkretnej postaci s8it miedzyczasteczko=
wych. Nejprostszy, jednoczeénie wzglednie realistyczny jest

model oddzia*ywania sztywnych kul

O n 0(:_4‘(7*4*
e > Gup= 70wt )

Vo)
i T T /II1.20/
gdzie Oglf oznaczejg srednice czgsteczek. Dla tego po-

tencjalu otrzymujemy nastepujgce wspétczynniki /por. Dodatel

H 8- 2w ’1+27. L—4

ITI.2

B =- E%E)Z il /IIT.22/
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3+52 (,—4 =
ﬂ__}ﬂz LITT. 29
gdzie, - = m/m4

- drednia droga swobodna

=
— % V’-
6 <T(“4031 (’1‘\’2) ) czgsteczek pary
[
v = 8KT)/Z - drednia predkos$é termiczna
wL

czgsteczek pary

Oo = (6-+0})/Z jest Srednicg kolizyjng w zderzeniach
para = gaze Przeprowadzajgc zwezenie rdéwnanie /III.19/ i wy=-

korzystujge bezéladowosé tensora pq , otrzymujemy

00k —

UX¢ /I11.24/

Po umieszczeniu poczgtku ukledu wspédtrzednych w &rodku
nieruchomej czgstki aerozolu mozna wykorazystaé sferyczng
symetrie. W tym ukladzie wektory przeptywu mesy 1 ciepla

przyjmujg nastepujgcg postad

/111.25/

/I111.26/

9: (%) = q,(r) X

Z réwnefi /II1.17/ 1 /I11.24/ otrzymujemy réwnania dla ska=
larnych funke ji é@f) s q&f) w warunkach sferycznej symetrii

i [ TR
vZ o («-"A( )> 0 /111.27/



i’- cdirr (’rzq«(”)) =) /TIL.28/

Réwnania /I11I.27,28/ mejg bezposrednie rozwigzenisa

. Q.
)= =z

/I111.29/
qlr)= %

/I11.30/

Po podstawieniu /III1.29,30/ do réwnar /III1.18,19/ otrzymu-

jemy rozwigzania dla pozostalych momentdéw

n)= Moo — ?(T' (an A + o B) L EAIN

Pij(*) = (‘S )

State Q,, %2 naleiy wyznaczy¢ na podstawie odpowiednich

/IXIT.32/

warunkéw brzegowych na powierzchni kropli. Zaktadamy, Zze
czgsteczka pary uderzajgca w powierzchnie serozolu jest

albo z prawdopodobieristwem 0¢ pochlaniana, albo /z prawdo-
podobieristwem l— & / odbija sie zwierciadlenie. Trzeba réw=
niez uwzglednié, 2e kropla aerozolu jest ZrédYem wyparowy-
wanych czgsteczek majgcych réwnowagowy, maxwellowski roz-
k¥*ad predkosci, ktérego stezenie wynosi ns /stezenie nasy-
cenia/ pomnozone przez prawdopodobieristwo emisji, ktére =
zgodnie z zasadg szczegblowej réwnowagi = réwne jest prawe

dopodobieristwu pochlonieciae Letwo zauwazyé, 2e o odpowiade

wystepujgcemu w teorii kondensacji = parowania wspélczynni=-

kowi parowania. Zgodnie z tymi zalozeniami warunki brzegowe
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na powierzchni kropli o promieniu R wyrazsjg sie nastepujaco

J(R) = ‘%‘/(B‘y)f(ﬁ,x)d! +—°§—](B'\_/)f(°)di / 111433/

R-v<0 R'¥vp0

&
q(R) = ZRJR ¥)my “$(R,y)dy + 2Rj5'\ﬁmvz¥w)di / 111034/
R'y<0 RO
Podstawiajge do funkcji rozktadu rozwigzania /II1I.29-32/,

otrzymujemy z warunkéw /III.33,34/ uklad réwnan slgebraicz=

nych dla stelych o, , Ovz., ktéry ma nastepujgce rozwigzania

A+ z)*
a, = jﬂs_n.o)RZKYL.\_/' /]- L{(ZH'SZ
N q =
L(9+107) , | p(A+22) , A 8(+z)- |0 2
Bz} +[ﬁ(z,+5z)+ zpf(““ 3(+52) KW
/111.35/
Qg = M(W.s"nco)ﬂRsz-\_jB /1 -
B 16 g+10z Aelz) . 4] T
45’!((’1+zf+[§((3+51 % ZPAKVL G52 K
/I111.36/

gdzie p o OC./(Z."O(,)
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State o, , %, 1 w konsekwencji momenty funkcji rozktadu
sa explicite funkcjami liczby Knudsena. Na podstawie réwnan

/111435,36/ znajdujemy ostzteczng postzé momentdw, npe

9+4OZ A+2z K

15 (1+ Y(3+5:
)= Moo +—R,;(w;m.o) i5af
HOz + Bfkn, 4 SNLLY 2
15(1+z 4 5+Sz. 8 p 32(3+52.
JTIT.577

Zdefiniujemy formalnie strumied kondensacji jeko catkowity

strumien czgsteczek pary w kierunku czgstki zerozolu

; R
A HﬂRz(#(ﬁ)'”Ta\'—) /111,38/

Wykorzystujac rozwigzanie /III.29/ oraz /I111.35/ otrzymu-

Jjemy nastepujgce wyrazenie dla strumienis kondensacji

l+2)*
'1"' 3+52

¢ = (Moo = M)T( R*Kn¥

3+10
4531(4432 s+s HK““ (3+5 Kn
/111.39/

Jak wynika z /III.39/ 4 jest liniowg funkcjg przesycenia
pary, zalezy od liczby Knudsena oraz, co charakterystyczne,
od stosunku mas czgsteczek pery i gazu, Z. . W celu zbadenia

poprawnodci wyrazenia /III.39/ przeanslizujemy graniczne
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zachowanie uzyskanego rozwigzenia w obszarze continuum

i wolnoczgsteczkowym.

W granicy continuum, Knﬁ%§4_ , ha podstawie rdéwnan
/I11.35/ i /111.37/ otrzymujemy dla profilu gestodci licz=~

bowej i strumienia czgsteczek pary odpowiednio wyrezenia

()= Neo + (s - noo)—,‘R:— / 11140/

: L3 — 45T (Ar2)" .-
j0r) = (ns Ww)R('V4G(BHéz.; T :

Powyzsze wielkoéci zwigzane sg réwnaniem dymzji,J:_=—Dan/b'(‘_»,

/III.41/

z ktérego wyznaczamy nastepujacy wspétczynnik dyfuzji

~ _ A 3MAtz) ) o

i 2 (0)
gdzie il

A = BO('H'Z)] /ITI.44/
Wyrez D jest dokladnie pierwszym przyblizeniem wspél-

czynnika dyfuzji wed}ug metody Chapmana = Enskogajo/

« Drugie
przyblizenie Chapmana = Enskoga ibiega w granicy w/n“——s>0
do postaci /III.43/ i ré2ni sig jedynie formg poprawki A ,

ktéra w tej metodzie jest nastepujgca

-4
A‘-\-E - [43 +16z + 501{] /I11.45/
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W granicy continuum réwnanie dla strumienia kondensacji
/111439/ przechodzi w wyrazenie /I1I1.9/ ze wspdXczynnikiem
dyfuzji danym wzorem /III.42/.

W granicy wolnoczgsteczkowej, Kn —> oo , otrzymujemy
z réwnania /I11.39/ /przy zalozeniu o= =41/ nastepujace

wyrazenie

il %‘ﬂRl(Wob‘ WS)V

/I11.46/
ktére réini sig od poprawnego strumienia wolnoczgsteczkowego
/II.12/ o czynnik liczbowy 2/3. lNoze to byé konsekwencjg
égraniczen zastosowanej przyblizonej metody rozwigzania
réwnania Boltzmanna. Warto zsuwazyé, 2e identyczny czynnik
liczbowy pojawil sie w wyrazeniu na szybkoéé koagulacji
i kondensacji brownowskiej uzyskanym za pomocg rozwigzania

tg samg metoda rdéwnania Fokkera = Plancka‘14’1o4/.

I1l1.3. Wielogk?adnikowa mieszanina gazowa

- - —td ) @b

Uzyskane wyniki mozna réwniez uogélnié na przypadek
wieloskadnikowej obojetnej "kapieli" gazowej. Poniewaz
catki kolizyjne w réwnaniu Boltzmanna odpowiadajgce posz=
czegbélnym sktadnikom obojetnego gazu majg jednakowg postal,
koricowy uktad rdéwnan rézniczkowych dla momentdéw ma postaé

/I11.17=19/ z nastepujacymi wspdlczynnikami"B/

= Z\_ Am(A+lz.) Ity

< 3(4+ 2y /111,47/
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et s -1 —
&= Z\ '15ﬂ 1+ zo)* L v /I11,48/

C — 8!5’*‘5‘29@! (/-"1_.-
'15(4'%2.-1.)1

Zu = WM/my

/111449/

Sumowanie rozcigga sie na wszystkie skYadniki kgpieli ga-

zowe je &t oznacza "binarng" drednig droge swobodng czgs-

teczek pary, gdyby wszystkie skYadniki z wyjgtkiem oL zos=-

taly usunigte 2z kgpieli gzzowej. Rozwigzania, tak jek po=-

przednie, okreglone sg réwnaniemi /III.29-32/. Zgodnie
2 warunkami brzegowymi /III.33=34/ dle wieloskladnikowe]
mieszeniny gazowej znajdujemy nastepujgce wyrezenia dla

statych a, , Q.

1l

Il

. y
‘(‘Lts"noi)Rz'\_l 4+ ‘éék"

Yok ok i

|
~
-—

1
~p

/ 111,50/

1
52 %(2k;1—3k;4)+%+z4§+ %kﬂ

FIIT5V/

Do réwned /II1.50,51/ wprowadzono nastepujdce dwa parametry

ktérych wielkodé jest rzedu liczby Knudsena



' B0 -
8(3+5z« --/1-”1
- (R
-4
b 2(0+2z4) )-14
k. = (R4

Szczegbélnie wyraZny zwigzek miedzy k4 » Ko i Kn zachodzi

/111.52/

/I11.53/

w dwéch przypadkach: w oérodku gazowym jeden ze sktadnikdéw
jest dominujgecy, npe h.,,>> W dla o« #4 /a wtedy
C4<§i'bi /, lub tez masy czgsteczkowe wszystkich skladnikéw
sg podobne, Z,=2Z . W obu tych przypadkach na podstawie

réwnai /I111.52,53/ parametry kA} K, wyrazajs sige bezpod=

rednio poprzez liczbe Knudsena

. A5(A+z)
Ky 3(3+5z) Kn /111.54/

. 3+z)
Ka 24%22) e /IIT1.55/

Zgodnie z réwnaniami /II1I1.29/, /II1.31/ oraz /I1I11.50,51/
otrzymujemy nastepujgce wyrazenia dla profilu gestoéci

/liczbowej/ var) 1 strumienia kondensacji %

R 23+ A

L -4_ -4 jLéKL e oa DIk
2K 3kt + e+ 10

/I11.56/

nir) = ne + (m.s - woo)
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2 [ ka
f = (nw = nNRT— .44+ S "4 3k
- 3G+ g+ 25+ 5
/IIL.57/

Wykorzystujge /II1.50/ i /I11.56/ Yatwo pokazad, 2e w gra=
nicy continuum J(ﬁ) i WL@Q sg zwigzane réwnaniem dyfuzji

z nastepujgcym wspélczynnikiem

-4
D = [Z—%ﬁ—@“ A.L)T(m o (ﬁ‘fj&] /111.58/

; -4
gdzie Mo = My m [(ma+wm) , Aw = (100+2g) ’
o;¢==(6-+oy)/2 y Ox Jest srednicg czgsteczki skted-
nika o¢ kgpieli gazowej. Pordwnujac /I1II1.58/ z /I1I1.42/
otrzymujemy zaleznoséé pomiedzy wspSlczynnikiem dyfuzji D
a "binarnymi" wspétczynnikemi dyfuzji D« , ktdre odprowie-

dejg dyfuzji pary w czystym sktadniku o«

= . -4
D Z_CLX* o /TI1.59/

gdzie X, = Yu‘/gln? oznaczajg utamki molowe. Zwiazek
/111.59/ Jjest zgodny z wynikiem uzyskiwanym metodg Chapmana
Enskoga dla dyfuzji gazu o niewielkim stezeniu poprzez wielc

sktadnikowg, jednorodng mieszanine gazowaBo/.



IIT.4. Dysgkusja_otrzymanych wynikdw

Rozwigzujgc réwnanie Boltzmenns metodg Gradeyuzyskano
wyrazenia dla strumienia kondensacji ? w funkcji liczby
Knudsene, réwnania /II1I1.39/ i /111.57/, przy zzlozeniu mo-
delu sztywnych kul dla oddzialywania czgsteczek w gaziee.
Wykazujg one poprawng grenice w obszarze continuum, jed=-
nek?e grenica wolnoczgsteczkowa rézni sie od wradciwego wy-
niku, przewidywanego wedlug prostej teorii kinetycznej,

o czynnik liczbowy 2/3. Nalezy zesuwazyé, Ze w obszarze wol-
noczgsteczkowym zmiena funkcji dystrybucyjnej, pomimo braku
makroskopowych gradientéw stezenie i cisnienis, jest w rze=-
czywistosci bardzo silna. Ze wzgledu na efekt przestaniania
ze strony absorbujgcej czgstki rozkad predkogci czgsteczek
pary zmienia sie od poléwkowego maxwellianu na powierzchni
kropelki aerozolu do niemal maxwellowskiego w odleglosci
rzedu R od powierzchni serozolu. Prewdopodobnie catkowicie
poprawny opis tak gwattownej zmiany funkcji rozktedu przek=
racza mozliwoéci zastosowanej metody rozwigzznia. Rozwinie=-
cie funkcji rozk*adu w postaci skoriczonego szeregu wielo-
mianéw nie moz2e oddaé adekwatnie nieciggrego, poléwkowego
maxwellianue. Przy rozwigzywaniu tskich np. probleméw jak
sila oporu dziatajgca na cialo przy przepltywie cieczy“s/
lub transport ciepta od kulistego irédla“G/ i innych117’1oo
zguwazono, ze rozwigzania rdéwnen kinetycznych metodg momen=-
téw wykazujg w granicy wolnoczgsteczkowej najczedciej po=-
prawng forme enalityczng, lecz zewierajg czynniki liczbowe

nieco inne niz w wynikach uzyskiwanych innymi metodami.
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Na Rysunku 4 przedstawiono strumied kondensacji, obli=-
czony zgodnie z réwnaniem /III.39/, wzgledem wartosci wolno-
czgsteczkowej, ?VQQM s W obszarze przejsciowych liczb
Knudsena dla nastepujgcych wybrenych uktadéw o réznych
stosunkach mas z : emoniek w ksenonie / z = 0,13/, dwutle=-
nek wegla w podtlenku ezotu / 2 =4 / orez ftalan dwuok=-
tylu /DOP/ w azocie /Z= 13,9/. Dla poréwnenia przedste-
wiono przewidywania <f dla tych ukYasdéw ne podstawie pélem=
pirycznego wzoru Fuchsa £ parametrem A zaleznym od stosunku
mas wedlug wzoru L T2 (V*Zrié s Zaproponowanym przez

86/

Bradleya i ine Wzér Fuchsa w tej postaci stosunkowo

dobrze odtwarzal? dane doswiadczslne uzyskane przez grupe

Davisasg‘QZ/

dla perowania DOP w N, i He oraz sebacynianu
dwubutylu /DBS/ w N,, He 1 CO,s Widoczna jest bardzo wy-
razna zaleznodé obu wyrazen od stosunku mes Z, « W przeci=-
wierietwie do tego zilustrowene na Rysunku 4 numeryczne wy-
niki Loyalk184/ odpowiadejg z=0 i, jak widaé, nie mogg byé
stosowane przy skorczomych stosunkach mas czgsteczek. Jest
to konsekwencjg wtasnosci zastosowanego przez tego autora
modelowego réwnenia kinetycznego. Wykresy obliczen wedlug
wzoru /III.39/ oraz wzoru Fuchsa /II.15/ zgadzejg sie dosdé
dobrze prawie do gérnej grenicy obszaru prze jéciowego, jed=
nakze dla wigkszych Kn strumied kondensacji okredlony wzo=-
rem /I11.39/ opada i zbliza sie asymptotycznie do dwéch

trzecich wlagciwej wartosci wolnoczgsteczkowejo



o 0%

Rysunek 4, Strumien kondensacji (¢ w stosunku do granicznej
- wartosci wolnoczgsteczkowej Vf"- w funkcji liczby
Knudsena Kw przewidywany przez réwnanie /III’, 39/

(— ), réwnanie Fuchsa /II.15/ z a=Ni+z'[

(— — —), numeryczne wyniki Loyalkisl*(
Poszczegélne wartosci Z odpowiadajg nastepujacym
ukladom: amoniak w ksenonie /z= 0,13/, CO, w N,0
/z=1/, DOP w N, /z=13.9/. Wspbtczynnik akomo-

dacji ot = 1.
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4
IVe ROZWIAZANIE ROWNANIA BOLTZMANNA DLA PRCCESU
NIEIZOTERMICZNEJ KONDENSACJI PARY NA CZAS-
TCE AEROZOLU

IVel. Wprowedzenie

Zrezygnujemy obecnie z zaloZenia o izotermicznosci
drodowiska gazowego i bedziemy rozwazaé kondensacje pary
na czgstce gerozolu, woké! ktérej powstaje gradient tempe=
ratury w otaczajgcym, obojetnym gezie w wyniku wydzielania
sie ciepta podczas pochlaniania czgsteczek pary przez faze
skondensoweng. Niekoniecznie musi to byé cieplo kondensacji
w gcistym tego slowa znaczeniu, lecz moze by¢ npe. cieplem
reakcji chemicznej, w ktére]j jednym z reagentéw sg konden-
sujgce czgsteczki pary. Pozostale zalozenia stosowane w roz--
dziale III zostejg utraymane, a wigc kropelka serozolu
w dalszym ciggu traktowana jest jako nieruchomy, sferyczny
absorber. Proces przebiega ouasistac jonarnie przy zeYczeniu,
2e temperatura kropli przyjmuje okreglong wartosé, zaleznsg
ewentualnie od promienie kropli, lecz niezalezng od prze=
biegu historii zjawiska.

Transport masy i energii w fazie gezowej opisujg réw=
nania Boltzmanna dla furkcji rozktadu predkoéci czaesteczek
pary i obojetnego gazu. Rozwigzemy uk}ad réwnand kinetycz=-
nych dla tych dwéch skradnikéw stosujgc konsekwentnie metode
Grada. Aktualne zagadnienie Jjest znacznie bardziej zlozone
niz poprzednio rozwigzywany przypadek kondensacji w osrodku

izotermicznym. Z tego wzgledu ogreniczymy sie do rozwazenia
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uktadu dwuskYaednikowego: pera i JjednoskYadnikowy gaz obo=
Jetny. Dla wieksze] przejrzystosci tekstu podstawowego
berdziej szczegbétowe obliczenia caek kolizyjnych rdéwnai
Boltzmanna zostaly przeniesione do Dodatku umieszczonego

ne koricu precye.

IVe2. Réwnania_momentéw i_ich_rozwigzania

o e e e T e e e e e e T T

IV.2.1. Ggz_obojetny

Obecnod$é gradientu temperatury i zwigzany z nim prze-
ptyw ciepla zsburza funkcj¢ rozktadu predkoéci czasteczek
gezu, o ktérej nie mozna w tym wypadku zak*adaé, 2e jest
réwnowagowym rozktadem maxwellowskim. RozwaZzemy obecnie
problem wymaga rozwigzania ukladu rdéwneri Boltzmranna dla obu
sk¥adnikéw = gazu obojetnego i kondensujace]j pary. Poniewaz
w dalszym ciggu obowigzuje zslozenie, 2e wzgledne stezenie
pery w stosunku do steZenia obojetnego gazu jest niewielkie.

W/n‘<3§ {4 , zderzenia typu gaz - para sg o czynnik n/n,
mniej prawdopodobne od zderzed pomigdzy czgsteczkemi gazu.
Wobec tego w stacjonaernym réwnaniu Boltzmerna dls funkcji

rozktadu predkosci f4 czgsteczek gazu

XA'%‘%_L o UM({;{;) % 340(%4%) /IVL1/

catke kolizyjng :Lw opisujgcg zderzenia mieszane mozna
zaniedbaé¢ w stosunku do odpowiedniej calki :L4 reprezentu=
Jjacej zderzenia pomigdzy czgsteczkami gazu. Jest istotne,

2e w wyniku tego przybliZenia otrzymujemy zemkniete rdéw=



a GF -

nenie dla funkeji f@ o Pozwala to rozwiazywaé najpierw
réwnenie kinetyczne dla funkcji rozktadu pregdkosci czaste=-
czek gazu przy okreélonych warunkach brzegowych, & nastep-
nie uzysksne rozwigzanie wykorzysteé przy rozwiagzywaniu
réwnania kinetycznego dla funkcji rozk*adu predkosci czgs-
teczek pary.

Uwzgledniajgc brek przeplywu czgsteczek gazu, éA=:O s
stacjonarre réwnania momentdw funkcji dystrybucyjnej %4

metodzie Grada /I.34~37/ przyjmujg nastepujacg posteé

ALK —
bx O /IV.2/

K

.@U%ﬁ F jggﬂ%'F j§295<555 = :[(z)

Ty FIVe3/
5T 2T OT _ T @
2 %"kT %L P"""axK Tax KT = k ML

/IVed/

W ukladzie wspétrzednych wprowadzonym w rozdziale III
catki kolizyjne réwnad /IV.34/ przedstawiajg sig zgodnie

z wzorem /I.39/ nastepujaco

21 T

Ll = oo jom % wB, W ()

*[u.cos@(ei\“ ¥ e;\(;,) + e e u?icosze:l /IV.5/



-

25 X,

I8 = dexfdG jd,\qctv w. BB, ) £ (v 4(S)
0

x[(g,_-y) uosB vy + (ewuiws*Oe; + %WA%QV:%ZLIV.G/

gdzie W = (\_[A +§A)/21
Powyzsze cetki obliczono /por. Dodatek/ dla modelu sztywnych
kul o Srednicy ¢, . Po podstawieniu wyrazen dla Iaaq .

(3) : % .
I44L réwnenia /IV.3,4/ mejg nestepujaca postad

2 (das . Dag . dags. \ o~ famkTY,
5(&*&""—%‘;5%) 15

R R (L RE YN

+ _4(@( 5%"3‘14&4&)}

LIVT/
1 RN O 1 R % =
3 3 wakT dxi | 2 PrixTdx ¥ d%; ™ KT
2:6(;41%4;(_‘-2 J__ CP;, 3 Paik Qax
15 7C 1 kT vi ZO (h,,.kT)"“

/IV.8/



gdzie

Ly = (ﬂ o, %4@)-4 /IV.9/

jest 8rednig drogg swobodng czgsteczek gazu oraz

/IVe10/

- g
™My

jest ich drednig predkodcig termicznge. Dla innych modeli
oddzia*ywan miedzyczgsteczkowych forma zaleznodci funkcyj-
nej réwnaid /IV.7,8/ od strumieni termodynamicznych jest
identyczna, réznice wystepujg w postaci odmiennych wspdi-
czynnikéw /funkcyjnych/ przy strumieniech. Réwnania
/IV.2,7,8/ tworzg skomplikoweny uklead nieliniowych réwnan
rézniczkowych czgstkowyche W celu uproszczenia tego uktadu

wykorzystamy nastepujgce wlasnosci:
f. Begzwymiarowe strumienie termodynamiczne, P..;"/MkT ,q.;/h,k'\'\'{]

charskteryzujga stopier wychylenia ukladu od stanu réwno-
wagi termodynamiczneje W warunkach niewielkiego zaburze-

nia réwnowaegi wielkoéci te sg mate, tzne

T TS, <<4

2« Wspblczynniki liczbowe przy wyrazeniach kwadratowych
wzgledem bezwymiarowych strumieni sg znacznie mnie jsze
od wspétczyrnnikéw przy odpowiednich wyrazach liniowych
w réwnaniach /IV.7,8/.

Ograniczajge sie do stanéw niezbyt odlegiych od réwnowagi
termodynamicznej mozna w zwigzku z tym pomingé w calkach

kolizyjnych wyrazy kwadratowe wzgledem strumieni. Kontrak-



cja réwnania /IV.7/ prowadzi bezpodrednio do réwnania

9% —

O /IV.11/
Jak wiadomo z rozdziatu III rozwigzanie réwnania /IV.11/
w warunkach sferycznej symetrii mozna zaspisaé w posteci

Xy
Qui = const 3

2
‘aw Xi
qv3

= QyNyeo kToovaw
/IV.12/
Moo » leo S8 Niezaburzonymi wielkoSciemi stezenia i tempe=
ratury, w nieskoriczonej odlegros$ci od kropli, {40 i V,M,
oznaczajg odpowiednio Srednig droge swobodng i &Srednig
predkoéé termiczng obliczong wedtug réwnah /IV.9,10/ przy
My = Moo i T"Too y Q= bezwymiasrowa stala. Konkretna
postaé rozwigzania /IV.12/ zostala wybrena dla ulatwienia

dalszych przeksztalceris Definiujemy bezwymiarowe zmienne

) 5 Ble) T)',‘;_i (x)  za pomoca réwnad
Tle) = To(t v () /IVa13/

(VKT () = ook T (4+ F,()

/IV. 14/

, ~
Pu'.j = ‘V\ncok-roo PAC&
/IVe15/
Po podstewieniu /IV.13-15/ do réwnai /IV.2,7,8/ i zachowa=
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niu jedynie liniowych wyrazéw rozwiniecia wzgledem T , "Fﬁ
i strumieni termodynamicznych otrzymujeny nastepujacy uklad

réwnan

LIV Y6/
3. da a, dt _ dF -
7 e T e T
DBals v o -2
e ('“P« 'Z""')'f
/IVe17/

A

B = (6 - 221 - i+ §)

/IVe18/
gdzie wprowadzono bezwymiasrowe wspélrzedne 2(_"'- _)i/(.‘ob .
Przy otrzymywaniu /IV.17,18/ wykorzystano prstaé rozwigza=
nia /IVe12/ dla wektora strumienia ciepta. Zastosowane roz=
winiecie wzgledem 7T(v) i '{5:.(") i ograniczenie do linio=
wych wyrazéw szeregu zaweza zakres stosowalnoéci réwnan
/IVe16=18/ do standw wzglednie bliskich réwnowsgi termody-
namicznej. Dla rozwigzania réwnar /IV.16,17/ przeprowadzamy

liniowg transformacje funkeji

= o _4__
@ 1+ % 7, % /IV.19/

Il

o 4 %(’C 3 ';3;) /1IV.20/
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Réwnania /IV.16,17/ przeksztalcajg sie w uklad réwnar dla
7 " 1
@ ,\If wzgledem zmienne) !j-‘-'- 0,,"3/':"

le:,l_,, (’1+ %53 - —2‘5—83) +® =0 /.2y

dy
d ¥ Ndd _
'*'('1“‘5)(1’ = () /IV.22/
J Y
A= 25/351
Rozwigzenie /IV.21/ wyraza sig¢ bezpodrednio przez kwedra-

ture

d ”
@(3) = exp -—fSHoi“ dg

~ ~6
0 5*63 - 289

/IV.23/
Na podstawie /IV.23/ mozne wyznaczyé¢ ¥ z rdéwnania /I7.22/,
Rozwi jejac Q ,1}' wokéY td=0 otrzymujemy po przejsciu do

orginelnych funkcji rozwigzania

. 0.4 . 1 2 \ :
() = Z(f‘\ + — 57A ‘,’;u+ 3'}! A 2’_:§+.-.>/IV.24/

y
Bilr) = —4A-Sg+ 2o gy
/IV.25/

Bezwymiarowy wspétczynnik Q, jest mierg wielkodci strumie-

nia cieplnego .qﬂ s 8 wigc miarg odchylenia od stanu rédwnowag
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W warunkach niewielkiego zaburzeria réwnowagi dostateczne
przyblizenie uzyskujemy uwzgledniajgc jecdynie liriowe
wzgledem Q, wyrazy w /IV.24,25/.

Sterg a, , od ktérej zalezg rozwigzania momentdéw
/IVe12,18,24,25/, wyznaczamy z warunku brzegowego na powierz-
chni kropli serozolu. Zakladamy, Ze utamek <y czgsteczek
gazu uderzejgcych w czgstke aerozolu ulega skomodacji na
jeJ powierzchni i jest nastepnie emitowany dyfuzyjnie z roz-
kradem maxwellowskim o temperaturze kropli T, . Pozostala
czgéé /1—- &1 / czgsteczek odbija sie zwierciedlanie od
powierzchni czgstki. o4t jest wspérczynnikiem termiczne]
akomodac ji energii, ktéry okresla nastepujgce réwnanie dla

strumienia cieplnego na powierzchni kropli

QA (R) & 'ﬁr— (B.M) "Ny %4d'YA £t _2::% (R'YQMAV}KD)d'Xd

R-y,<0 R'v 0
= Rw /IVe26/

gdzie {r) jest rozktradem maxwellowskim o temperaturze

11 i gestosci MM(R) « Po wykorzystaniu postaci momentdw
/IVe12,18,24,25/ otrzymujemy w przyblizeniu liniowym nasteg=
pujgce rozwigzanie rdéwnania /IV.26/

3/ »
B oJw

A «+ ZH(%%)%i-[(-&—T =t '1>K‘Y\,4 + %—KY\:}

/IVe27/

Q, =
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ktére zalezy od liczby Knudsena dla gazu KV\,,1 = loo/R o
Po przejsciu do wygodnie jszego parsmetru ZRQ,4KVL4=E osta=-
teczne rozwigzania dle momentdw funkcji ?4 , W liniowym

wzgledem & przyblizeniu, przyjmujga nastepujgce postad

Tlr) =T, (’1 + i—%—)

/IV.28/

ma (kT (1) = neokTew /IV.29/

2 3
Paij = M KT ?'Z‘Kn“- 5 (5;1 — 3"‘,’_") /1IV.30/

T, P~ 2
PR
Z réwnari /1Ve.28=-32/ wynika, 2e czynnikiem wyprowadzajgcym
gez ze stanu réwnowegl termodynamiczne] jest réznica tem=
peratur, &% = (TL"T.,Q)/T@ « Rozwinigcie liniowe, poczy=-
nione w trskcie rozwigzywania réwnarn /IV.2,7,8/, mozna uze=-
sadni¢ a posteriori, jezeli przyjgé, 2e wielkodé parametru
T Jjest mata, 6%<< '1. o Rozwigzenia momentéw w formie

/IVe28=31/ mozna réwniez uzyskacé poprzez rozwinigcie wszys-
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tkich momentéw w szereg potegowy wzgledem pewnego formale
nego parametru /~ € / wok&! stanu réwnowegi i zachowujsc
nestepnie jedynie wyrazy liniowe w réwnaniesch wyjs$ciowych
/IVe2,7,8/6

Réwnenia /IV.28=32/ stznowig rozwigzanie samodzielnego
problemu transportu ciepa wokél rozgrzanego /lub ozigbio=-
nego/ kulistego ciala umieszczonego w obojetnym os$rodku
gazowym. Z réwnan /IV.28/ i /IV.31/ wynikes, 2e strumied
cieplny jest zwigzany 2z gradientem temperatury réwneniem
przewodnictwa cieplnego (prawem Fouriere) ’ q',;, = =X bT/be

z nestepujgcym wspblczynnikiem

Y = Foka[kT
6Ll T(m, o % T

wynik ten jest zgodny z pierwszym przyblizeniem dla A uzy

30/

kiwanym metodg Chepmane -« Enskoga o Zaleznod$é strumienia

ciepta od liczby Xrudsene mozna przedstawié w posteaci

e o L ;
" e R T e S

gdzie %“; oznacza wyrazenie asymptotyczne dla strumienia

/IVe 34,

energii w grenicy continuum, Kn<€{ .
Problem transportu energii od kropli o tempersturze

résznej od temperatury osrodka byt réwniez snalizowany metoc

momentdéw Leesa11e/. Otrzymano nestepujgcy wynik

(1‘ — qTM'.
{+ Kn B /IVa35/
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Stata B ; przy ot =41, przyjmuje wartosé 15/4 dla gazéw
jednoatomowyche W pordéwnaniu z wzorem /IV.35/ réwnanie
/IVe34/ wykazuje odmienng zaleznoéé funkcyjng dla wiekszych

liczb Knudsena / ~ Kn ™t

/+ Réwniez wspélczynnik przy wy=-
razie liniowym wzgledem Kn w mianowniku /IV.34/ jest réiny

od B i wynosi 1.23 przy T,=Te i or=1.

IV.2.2. Kondensujaca_para

Réwnanie Boltzmanna dla funkcji dystrybucyjnej czgs=
teczek pary nie Jjest w przypadku nieizotermicznym réwnaniem
Boltzmanna - Lorentza /III.2/, pomimo zaniedbania catki ko=
lizyjnej reprezentujacej zderzenia pomiedzy czgsteczkami
pary, poniewaz funkcja rozkladu predkosci czgsteczek gazu
nie jest maxwellowska. Mieszany czlon kolizyjny 301 za-
wiera réwniez momenty funkecji rozktadu czasteczek gazu. Przy
zalozeniu braku konwekecji, V=0 , uktad réwnafi dla momentéw
funkecji dystrybucyjnej predkoéci czgsteczek pary, w przybli-

zeniu nw/h, K 14 s jest nastepujgcy

Q{‘(‘- = O /IVe36/
K

_a___nkT — é&( = I“) /IV3T/

/IVe 38/
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5 2 b S e)
P V\/ — - -
e ot pucl = e Low
/IVe39/
Catki kolizyjne IOAU " Iga okreslone s3 réwna=-

niami /III.15,16/ z zastrzezeniem, 2e %405) nie jest

(0)

w tym wypadku rozktedem maxwellowskim A s calka

Ii? » stosujgc poprzednie oznaczenia dla parametrdw
L

zderzenia binarnego, wyraza sie wzorem

270 A 7/g
5 = ldy jde jd.v_d\l«w@l“)f(i)%‘w

"[2; /A(_e_'v_d)uwse Vi + Hw%l—(_e_'_»i)ulwslé e +qu.w59y1e-u

= (my * mdyo/(m, - ) /IV.40/

W Dodatku obliczono carki kolizyjne réwnani /IV.37-39/ dla
modelu czgsteczek sztywnych kul o srednicach ¢ i 63 .

Dla tego modelu réwnsnia /IV.37=39/ przyjmujg nastepujgce
postad

_a___ = a) K — 16a kaT ‘i
TR ok v (e

21 9 . 9 %) . zlotlz
Sk (wk"f"’ nakTV4Z ) SA4+z ;éJVL h,,‘kT
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2z Paik, Qe _ Dk Qu %
T 250+2) (Mm’ wWKTY kT K '\742 )}

/IVedt/

%, T Ok O 5+2)f

X

%(@g“ 24 , _b_qfi&é) _ Hal'wkTv

2.(3+5% P _ b pag; 3 -9+432+102* w1 9y
i it R 1 Vi dn KT 15 ('U-z)l nw, (KT)Z
2-6z  m4ig. h+2z w ju 6

55 A2 g (KT 502 wn, (KT

8 bz Mq/xq,/u( 6 £ 2 -Auz Ptk Panj
T 350420 wn, (TP 04 T 200+2) g (KT)7

/IVe42/
H pv.» D4 LY 6-
2.4 (’H"Z) hn, (kT)

59 3 e A o b 488K
7 - nkT T S T TR
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_‘_@2&51)2% Qri  _ 6-4342-30z"+297° Paiie _Ju_
15 KT ¥, 12(A+2) KT wv

|8‘HZZ‘Z3Z?+47Z3 Paik Qx

i 301+ 2) kT RKTY

(15 44z +402)2"  pu gy
2501+ z) wk T wKTY,

.l..
/IVe43/

Przyjmujge zalozenie o niewielkim odchyleniu od réwnowagi
termodynamicznej mozemy pomingé = podobnie jak poprzednio =
wyrazy kwadratowe wzgledem bezwymiarowych strumieni termo-
dynamicznych w catkach kolizyjnych prawej strony. Otrzymany
w ten sposéb uklaed jest liniowy wzgledem strumieni é_, qk,
Pq y natomiast jest w dalszym ciggu nieliniowy wzgledem
zmiennych termodynamicznych m ,"T e« ZekYademy, %e tempe-
ratura jest jednakowa dla obu skladnikéw, co jest uzasad-
nione uwzglednieniem jedynie zderzerd mieszanych para - gsaz
dla czgsteczek pary, ktére sg w ten sposéb lokalnie terma=-
lizowane przes otaczajacy gaze. Rozwigzanie charakterystycz=
nego réwnania dywergencji /IV.36/ dla wektora strumienie

czgsteczek pary 4& przedstawimy w postaci

1 — CLVLono Xi

¢ e : /IVe44/
gdzie prayjeto bézwymierowe wspéirzedne przestrzenne,
X “’X/R s Voo = niezaburzone stezenie pary, Voo = érednia
predkoéé termiczna liczona dla wielkosdci niezaburzonych

/ Teo /3 Q. = bezwymiarowa stata. Réwnanie /IV.36/ jest
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jedynym, ktére ma bezpos$rednie rozwigzaniee. Wprowedzimy
nieréwnowagowg sktadowg cisnienia czgstkowego peary 'PJ(M) za

pomocg réwnania

n,(nr) \(T(’f) = Mo kToo <’1. + T;'(N))

/IVad45/
W celu koniecznego dalszego uproszczenia réwnan /IV.41-43/
podstawimy réwnanie /IV.45/ dla cisnienia oraz /IV.13/ dla
temperatury do réwnend momentéw i zastosujemy rozwiniecie
potegowe wzgledem T ?7 o Ograniczajac sige do sta=-
néw bliskich réwnowegi termodynamicznej zachowujemy Jjedy-
nie liniowe cztony wzgledem ~ ,'E i strumieni termodyna=-
micznych. W efekcie wszystkie wspdczynniki przy strumie=-

niach sg statymi zaleznymi od wnewo , Too

0% .. "15955 A 16

Ii 2(_ai L 2¥2
) (4 *2'1) e «n@l{'ﬂov@— mjl:T:'\Zw/

/IVed46/

0a: ., da; o] 4 1N <, N
ERTREe n )

82 NeokTwo Vi | 3+52 pus = _.P_Q_r_ﬁ'
’15(4+1)1Kn, 7 Ywoklo thok.o

/IVe4T/
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) (b’[’, Z)D> . NEz 6-2+2022 |
OXi  OX Tzf Kn 6 Moo Voo
E+32¥102 0y . [32¥bzle®™  qg
5 V\ookTono 15 M\'&Too Vpo
/IVa48/

W réwnaniach /IV.46-48/ wprowadzono bezwymiarowe wspélrzedne
przestrzenne, X G——)(/P\. Biorgc pod uwage bez$ladowoéé
tensordw cidnienia Py » Pﬁé s W wyniku kontrakcji réw-

nania /IV.47/ otrzymujemy

9% — ()

O ¢ /IV.49/

Oznacza to, ze q;'~'x;/¢3 , a wtedy 2z réwnania /IV.47/
wynika

bELK - O

28 /IV.50/
Rezultat ten podstawiamy do réwnania /IV.46/. Z kolei réw-
narie /IV.46/ moze postuzyé do wyznaczenia gradientu cis=-

nienia P ., ktéry wykorzystujemy w . otrzy=-
ieni OB /0%y » kté k j /1V.48/ 1 ot

mu jemy réwnanie

§!
§ 0. . . 4D RS . R o7 % |
2 dxe  IMMAzP Kn R n:.okz'ﬂo‘v.}

= 16 6-z +2022 ‘1;
T( (’1 +Z)1Kn, 6 Nw Vo




= 1YY =

_ b6+12+1022 Qi 4 (52'+52)Z-3/2 +M’1+Z}3 Qui
b Vo K Too Yo 45- vuwmfﬁiiw

/IV.51/

Z réwnenia /IV.24/ wyznaczamy pochodng Bt/ax;i podsta=-
wiamy do rdwnania /IV.51/. Konsekwencja réwnania /IV.51/

jest liniowy zwigzek pomiedzy strumieniami

+L = (—f— 4+ ¢ — P
Vl.wk 00 Voo Neo No» o k‘Too Vi

{IVs5H2/
gdzie
g 5(11 + 4z + 302*)
T 26+2322+602 Ah i
B Suz¥> + 8(’1+z)3
& 26 + 32z +602% /IVe54/

W réwnaniach /IV.51-54/ przyjeto przyblizenie Kn, = Kn .
Po podstawieniu /IV.52/ do zlinearyzowanych réwnan /IV.46-47/
otrzymujemy rozwigzenia dla w(r) i Pej » ktére majs nes-

tepujecg postad

32 E&EK% 1
o 2 (ab, Bke) L
g 28 < /IV557

IM(U+2)*Kn
nNnr) = N
() e
gdzie
2 /IVe56/
B, = ('1+z) 12, + 16z + 30z

13 + 16z + 302*
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B s 2F-82-1522)2" + YA+2)
? 5(13 +462 + 30z%)

/IV.ST/

N 7 & Kn? 3(’1*-1)2'“% E,KM/)
Pei = ek Teo A(3+52) © 2(3+5z) (ca +ea

"(6-' e M)T-a
/IV.58/
Statg a wystepujgca w rozwigzaniach momentdéw /IV.44/,
/IVe52/y /IVeS5/ 1 /IVe58/ wyznaczamy 2z wsrunku brzegowego,
ktéry formulujemy identycznie Jjek w przypadku kondenseacji

w osrodku izotermicznym

e + %Ry
R:v(0 R'y)0 /IV.59/

%u9 jest maxwellianem, ktérego paremetrami sg tempera-
tura kropli 11, i gestosé pary nasyconej Wns w tempera=
turze"ﬁ_,ajest prawdopodobiedstwem absorbcji czgsteczki
uderzajacej w powierzchnie kropelki serozolu. Wykorzystujac
postaé rozwigzed dla momentdw, z réwnania /IV.59/ otrzymu-

jemy nastgpujgcg wartosé stale]

o~ N0 4 gF, + eFakn+ eF Kt

Weo
Fs + Fekn + F?-K"& /IV.60/

a = FKn



w §13 =

gdzie

F, = 6MU+2)(3+52)

£ = _ 22[(#-82- 307)7% + 20+ 2)?]
T

15T AA+2] (13+162 +302%)

A
= g (&)

A Uz +3(+2) ¢,
Fy = _H_F_}['l T T 352

302>
Fo = 6434572002t oz

13 + 162 + 302*

F, = 12(2-e) 7;:“ (4+ z)(3+ Sz.)

L5+ 2 (14 + 4z +3023)
b= 26 + 322+ 60z*

/IV.61/

/IV.62/

JIVa63/

/IV.64/

/IV.66/

/IV.67/
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Jednoznaczne rozwigzanie zagadnienla transportu masy

i energii w procesie kondensacji wymaga okredglenia para-
metru € , od ktérego zalezg poprzez stelg a deng réwna-
niem /IV.60/ wielkosci odpowiednich strumieni iF s /IVeld4d/,
oraz g,,./IV.SZ/. Zgodnié z réwnaniem /IV.33/ paremetr §
jest funkcja gradientu temperstury. Badany uklad znsjduje
sie w stanie stacjonernym, jezeli temperatura kropli po
przejéciu pewnej fazy poczgtkowej osigga stetg wartosd

11/:>'T;Q « Przebiegajgca w dalszym ciggu kondensacja
wyzwala co prawda kole jne, dodatkowe ilodci energii, lecz
nie powoduje to podwyzszeni@ temperatury kropli, gdyz
zwiekszytoby to strumied ciepta przewodzonego przez obojetny
gzz, co z kolel prowadzi do studzenias serozolu. Werunek

stac jonarnosci Jjest spelniony w wyniku zréwnowazenia bilansu
ciepla kondensacji i ciepla odprowadzanego od kropli przez
gaz

Qj+g=1

/IV.68/

(Qc oznacza ciep?o kondensacji na czasteczke pary. Ze
wzgledu na zalozenie n << w, pominigto w réwnaniu
/IVe68/ udziel pary w przewodnictwie cieplnym, qf<§§ %4 .
Po podstawieniu wynikéw /IV.44/, /IV.60/ orez /IV.31/ do

/IV.68/ otrzymujemy nastepujgce rozwigzanie

£ Ne — Neo EA
M B+ EaKn + Eykn /IV.69/
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gdzie

Q
E,= 25 F, /IV.70/

E,= % Fs + EF, Ry

Ey= 5 F + EF,

/1IN T2/

El.[ = Z.ZH Fq. + E,,Fq

/IV.T3/

W greanicy continuum, KVL<'1 s € dnzy do stalej wartosci,
réznej od zera. Natomiast w granicy wolnoczgsteczkowej,
Kn—> oo y € dazy asymptotycznie do zera, co oznacze,
2e zenike réwniez rézinica temperatur pomiedzy kroplg a ga-
zowym otoczeniems Z réwnarn /IV.69,70/ wynika, Ze przy przy-
jetych zatozeniach fizycznych efekt cieplny kondensacji
mozna zaobserwoweé w warunkech gdy Q¢> kT . W prze=
ciwnym wypadku wielkosé € jest rzedu h,oo/n,,‘w sy 2 wyrazy
tego rzedu konsekwentnie pomijemy w przedstawionym rozwig=-
zaniue

Stosujgc sie do wprowadzonej poprzednio definicji stru=-
mienia kondensacji Sa sy /I111.38/, po wykorzystaniu réwnai

/IVed44/, /IV.60/ 1 /IVe69/ otrzymujemy nastepujgcy wynik

E,-E.Fo+(E5- Ean.)Kw + (E’:L- E,,Fq)\'(m?
(Ez. tEy KVL"‘EqKVE')(Fs +Fn t+ F?.an’)
/IV.T4/

¢ = UTCR (oo~ o) ki



= §16

Sprawdzimy graniczne zachowanie sie wyrazenia /IV.74/ dla
bardzo metych i bardzo duzych liczdb Knudsense. W granicy

continuum otrzymujemy

— = 3MNU+)o%o 13+ 162 + 3022
f L”(R(n& Ws)[ 3% 12+162+3022

1

MQCZH E!Fg
TR N Es

/IVT5/

W zaleznoéci od znaku czynnikea F, efekt cieplny zwieksza
lub zmnie jsza szybkos$é procesu kondensecji. Fa zmienia
znak przy z,=~= 0,76 , przy czym F,)0 dle 2)Z. oraz
F.{O0 d1a z<z. . Wptyw ciepla kondensacji na proces
transportu masy podczas kondensescji zalezy wiec od stosurnku
mas czgsteczek pary i obojetnego gezu, co odpowiada zalez=-
nosci wspétczynnika termodyfuzji od stosunku mas czgsteczek

30/. Przy breku efektu cieplnego (Qc=0>

mieszeniny gazowej
z réwnenia /IVe75/ otrzymujemy klasyczny rezultet Maxwella
dla zakresu continuum, /II.9/, z nastepujgcym wspélczynni=-

kiem dyfuzji

Ful '1 3“("*’7—)(&0‘7«0
D= 1

S 32 /IV.76/

N
gdzie poprawka A okredlona Jjest wzorem
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-4
A = (13 + 162 +3022) o s

Rezultat /IV.76,77/ Jjest dokladnie zgodny ze wspélczynni=
kiem dyfuzji D otrzymywenym w drugim przyblizeniu metody

Chapmena = Enskogajo/

przy zatozeniu n/n4<3§1. Réwnanie
/IV.76/ ma réwniez identyczng postaé jek poprzedni wynik
dla D uzyskeny w przypadku izotermicznym, lecz poprzednio
otrzymano poprawke A = [10('14'2.)]-4 .

W grenicy wolnoczgsteczkowej strumiend kondensacji
dgz2y asymptotycznie do zera jak Kn74 /przy statym pro=-
mieniu kropli R/. Ten wynik nie jest poprawnya.

Zgodnie z rdéwnaniem /IV.60/ zaleznosé strumienia kon=

densacji od liczby Knudsena przy brzku efektu cieplnego,

€=(0, jest nastepujaca

F4
Fs * FgKY\, + Fq_K,y%

¢ = HTCR™(nw = neJGki
/IV.T8/

Wyrazenie to ma odmienng forme w stosunku do poprzedniego
wyniku otrzymenego dle kondenszacji w osrodku izotermicznymn,
/111.39/+ Zasadnicza réznica wystepuje w funkcyjnej zalez-
nodci od liczby Knudsena, poniewez obecne rozwigzanie w gra-
nicy wolnoczgsteczkowej dgzy do zera proporcjonalnie do
KMfA s podczas gdy na podstawie réwnanias /II1I.39/ oraz
poprawnego wyniku wolnoczasteczkowego /II.12/ granica ta
Jest réina od zera i skoriczona. Uzyskane rozwigzasnie probe
lemu kondensacji 2 uwzglednieniem efektu cieplnego nie moz2e

byé wiec stosowane w zakresie duzych liczd Knudsenae.
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Zastosowano metode Grada w celu rozwigzania réwnarn
Boltzmanna dla funkeJji dystrybucyjnych predkosci czgsteczek
pary i obojetnego gazu dle problemu kondensacji pary o wzgle-
dnie niewielkim stezeniu 2z uwzglednieniem gredientu tempe-
ratury wywotanego efektem cieplnym kondensacjie. Niestety
metoda Grade prowadzi do uktadu nieliniowych réwnen réznicz=
kowych znacznie bsardzie] skomplikowanych niz jskiekolwiek
réwnania hydrodynamiki., W celu analitycznego rozwigzania
tych réwnan przeprowadzono ich kompletns linearyzacje wzgle-
dem nieréwnowagowych skYedowych momentéw funkcji rozktedu
predkosci. Zastosowane przyblizenie jest réwnowazne rozwi-
nieciu momentdw w szereg wzgledem formelnego parametru z
konsekwentnym zachoweniem co najwyzej liniowych wyrazéw w
réwnaniach i rozwigzaniache Podobna metoda zostzYa zastoso-
wana przy rozwiagzywaniu réwnar momentéw dle problemu kon=-

96/ oraz rdéwnania BGK

densacji w Srodowisku czystej pary
dla przeplywu écisliwej, lepkiej; przewodzacej ciepo cie=-
czy"g/. W konsekwencji przyjetej metody rozwigzania zgkres
stosowslnoéci otrzymanych wynikdéw jest ogreniczony do standw
niezbyt odlegtych od réwnowagi termodynemicznej.

Proces przebiegs /quesi/ stacjonernie, je2eli nestepuje
zréwnowazenie intensywnodéci wytwarzania ciepla kondensacji
z szybkoscig jego odprowadzania na zewnatrz kropli przez
obojetny gez. W tych werunkach mozna wyznaczyé szybkosd
procesu kondensacji ¥ , ktéra okreélona jest wzorem /IV.T4/-

O ile granica continuum wyrazenia /IV.74/ wydaje sie pop=

rawna /chociez brak &gcis?ych wynikéw nawet dla przypadkéw
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grenicznych rozwazanego probtlemu uniemozliwia doktadng oceng
otrzymenego rezultatu/, o tyle grznica wolnoczgsteczkowa
wykazuje niewtadciwg zaleznoéé wzgledem liczby Knudsena.
Potwierdza to aneliza réwnanie /IV.74/ dla przypedku braku
efektu cieplnego, Qc =0 . ¥ tej granicy wzdér /IV.74/ nie
odtwarza poprzednio otrzymenego rezultatu /III.39/ dla kon=-
densacji w osrodku izotermicznym, lecz przyjmuje odmienng
pbataé /IV.T78/+ Grenica continuum tego réwnenia odpowieda
klasycznemu wynikowi Llexwella ze wspdéiczynnikiem dyfuzii
/IV.T76/ zgodnym w przyblizeniu z poprzednim wynikiem /III.42,
orez rezultatem metody Chapmana - Enskogs. Natomiast granica
wolnoczgsteczkowe jest niepcprawns, bowiem dle duzych liczb
Knudsena wzgledny strumierni kondensacji ?/??m monotonicznie
zanika, zgodnie z rdwnaniem /IV.738/, proporcjonalnie do K
Jest to zaleznosé zdecydowanie rézna od poprzedniego wyniku
dla przypadku izotermicznego, ktéry wykazywal w granicy
wolnoczgsteczkowej jedynie niepoprewny czynnik liczbowy 2/3.
Tg rozbieznosé obu wynikéw nelezy wyttrumaczy¢ odmienng me=
todg rozwigzarl stosowsng w poszczegdélnych przypadkach.

W przypadku izotermicznym ukYad réwned rézniczkowych obe j=-
mowal? jedynie trzy rdwnania metody Grada, ktére pozwalely

na otrzymanie jednoznacznego rozwigzania z uwagi na mniejszg
liczbe niezaleznych momentéw, Natomiast dla problemu konden=
sacji nieizotermicznej 2z koniecznogci wykorzystywany byt
petny uktad réwnan momentéwe W tym drugim przypadku znacznie
silriej uwidoczni? sie fakt, Ze metode momentéw daje rozwia=
zania stosunkowo nejbardziej niedokYadne w zzkresie du2ych

liczb Knudsena120’121’122/. W zaskresie wolnoczasteczkowym
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przedstawienie funkcji rozkYadu w postaci skoriczone] sumy
momentéw nie potrafi oddeé bimodalnego, niecisggtego cha=-
rakteru funkcji rozkrsdu predkosci bezposrednio przy po=-
wierzchni czastki eerozolu.

Rysunek 5 przedstawia strumiern kondensacji (f y Obli-
czany wedtug réwnenia /IV.74/, wzgledem /izotermicznej/
wertosci wolnoczgsteczkowej ?@m, w funkcji liczby Knudsena,

dla wytranych wartodci tezwymiarowego paremetru

Qz Ybqu.c
i K Too /IV.T9/

Rysunek 6 przedstawia wzgledna zmiang strumienia konden=-
secji ((f’(Q)— cp(Q'O»/LP(Q"O) - AL{’/QF ' wywoYang
efektem cieplnym kondensecji, przy zatozeniu o =4 s oCT=/1
Widoczna jest wyreina zaleznosé wielkosci i zneku A(f od
wertosci stosurku mas z , przy czym dla czasteczek pary

i obojetnego gezu o zblizonych masach efekt cieplny jest
najmnie jszy / Agf? przechodzi przez zero/.

Otrzymene zaleznosci mogg postuzyé jeko podstawa dla
pewnych, przynajmniej jakosciowych przewidywen. MoZna ocze=-
kiwaé, 2e przy odpowiednim stosurku nwo/nmg efekt cieplny
bedzie istotny dla procesu kondensacji stowarzyszonego
z reekcjg chemiczng, dla ktérej npe. Qc/kT ~ 100 , co nie
jest bardzo wygérowanym oszacowaniem dla typowych reakcji
w naturalnych temperaturach. Netomiast dla wylsgcznie fizy=-
cznej kondensacji, ktérej typowe cieplo jest o rzad wiel=-
koéci mnie jsze od reakcji chemicznej, uwidocznienie sie

wpiywu efektu cieplnego wymaga znacznie wyzszych wzglednych
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Rysunrk 5. Strumien kondernsacji 4 obliczony zz
naniem /IV.74/ w stosunku do izotermiczrej wer=-
todéci wolnccezasteczkowe] ‘ffm w funkecji liczby
Knudsene Kn , dla riznych stosunkéw mes z I réz-
nych wielkodci ciepta Q /IV.7%/. Pr'zvjeto wspst=~
czynniki ekcmodacji o = &Ky = 1,



1.0
A)‘V? . 2201 Q=2
05 |
. // z=0,1
Q=1
Q=0.5
/ Q=01 .‘,
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\ Q=01
B \\ Q=05
\\\ @51
\:;: Q=2
1 z=5
—0_5 1 1 ! l 1 | I | l 1 1 1 4[
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Kn
Rrsunek €. WYWzgledna zmiana strumiernia kcndenseacji

(Q(Q)—¢(Q=O))/LF(Q=O> = ACV(F wywo*ana

efektem cieplnym vg rdéwnenia /IV.74/ w funkecji
liczby Knudcena Kn, dla réznych stosunkdw mes z
oraz réznych wielkodei ciepta Q /IV.79/. Trzy-
Jeto wspdlczynniki wu¥cmcdecii &£ = Xy = 1,



- 123 =-

stezeri kondensujgcej pary, lezacych blisko grenicy stoso=-
walnoséci przedstawionej teorii,.

Trudno Jjest dokYadniej ustelié zskres liczb Knudsena,
w ktérym stosuje sie otrzymane réwnanie /IV.74/, poniewas
brek jest bardziej precyzyjnych danych dodwiadczelnych,
ktére moglyby postuzyé do ilosciowego pordwnania z teorige
Efekt cieplny kondenseacji badano eksperymentalnie w dos-

wiadczeniach Xerrita 1 Weatherstonag4/

dla kondensacji par
rteci w atmosferze azotu. Stosunek stezerd par i gazu wy-
nogit w tych doswiadczeniach W/hq = 0,0167. Z7ostaly one
jednak przeprowesdzone meto dokY?adng metodg badania ilosci
calkowitej masy skondensowanej w funkcji czasu, a ich inter=
pretacja wymega okreslenia koncentracji czgstek aerozolu,

N, ktérej autorom nie udalo sie jednoznacznie ustalié. Po=-
niewsz zaleznodé kinetyki procesu od tego parametru jest
berdzo istotna, zrezygnujemy z przyteczania danych ekspery-
mentelnych Merrita i Weatherstona i ich dopasowywania /przez
dobdér odpowiedniego N/ do przewidywarn opracowesnej teorii.
Autorzy doswiadczeri pordwnywali wyniki eksperymentéw z pé2-
93/

empirycznym réwnaniem, otrzymenym przez Kanga metodg
Yaczenie strumieni mesy i energii. ChocizZz w pewnym wypadku
zauwazono jskoéciowg zgodnosé rezultatdw dcéwiadczerl z prze=~
widyweniemi wzoru Kanga, Jjednskze przy innych parametryze=

cjach stwierdzono ich wyraénsg rozbie2n0é694/

e« Z powodu nie-
okreélonosci wertosci N trudno jest sformulowaé na tej pods=

tawie bardziej wigzgce wnioski. Wzér Kenga przewiduje, 2e

efektowi cieplnemu odpowiada poprawka w stosunku do wyniku
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izotermicznego rzecdu nil/ni y gdzie w; Jjest steZeniem
czgsteczek w fazie skondensowznej. Z2godrie 2z zeYoZ2eniami
przedstawione] w tej pracy teorii jest to wielkosé catko-
wicie zzniedbywalna. Réwnernie Kanga wykazuje réwniez dla

przypadku C&;=O niepoprawng granice wolnoczgsteczkows,



(&4
CZESC III
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Ve SYLULACJA MONTE CARLO PROCESU KONDENSACJI PARY NA
L4
CZASTCE AERCZOLU W IZCTERMICZNYM ODRODKU GAZOWYl

—— e e e e - -— -

Uzyskene w rozdzistsch III i IV enalityczne wyniki

dla kinetyki procesu kondensacji nie sg calkowicie poprawne,
poniewaz wykazujg niewlasciwg granice wolnoczgsteczkowsg.
Z dwéch rozwazanych przypadkdéw stosunkowo lepszy jest wy-
nik dla kxondensacji w $rodowisku izotermicznym, ktéry rézni
sie od prawidlowego rezultatu jedynie czynnikiem liczbowym
2/3« Dl2 tego izotermicznego modelu przedstawimy obecnie
metode bezposredniej symulacji Monte Carlo procesu konden=-
secji. Bedac uniwersalng metodg dla catego zzkresu liczdb
{nudsena, stznowi ona uzupelnienie wyniku snalitycznego dle
obszaru, w ktérym on zawodzi. Symulacja opiera sig na tych
samych zslozeniach fizycznych o ukladzie, ktére byty stoso=-
¥ane przy podeJjsciu analitycznym, moze wiec = 2z drugie] strony-
jostarczyé odpcwiedzi na pytanie, czy rozbieznodci w obszea-
rze wolnoczasteczkowym wzoru /III.29/ sg spowodowane przy-
blizonym charakterem uzytej metody rozwigzania réwnania
3cltzmanna, czy tez sg konsekwencjg przyjetych zatozern o mo-
delu, a w szczegdlnosci zatozenia o nieruchomosci czgstki
aerozolu. .

W fizyce statystycznej metoda Monte Carlo znanes Jjest

orzede wszystikim jeko standartowa techniksas teorii rdéwnowa=-

€°W95123’124/. Opracowana zostata réwniez metoda symulacji

zjawisk nierdwnowegowych w gazach, ktdra jest réwnowazna



e
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rozwigzywaniu réwnania Boltzmenna o Ccenia sig, 2e uzys~-
kene tg metodg rozwigzania pewnych probleméw /npe fal ude=-
rzeniowych duzej mocy/ sg doktadnie jsze od wszystkich dos=-

22 p
/. Prezentowana obecnie me-

tepnych wynikdéw analityecznych
toda Xonte Carlo jest specyficzna dla rozwezanego zagednie=-
nia transportowego i stznowi rozwiniecie koncepcji *gcze=-

nia strumieni zaproponowanej przez Fuchsa. Bliskich enalogii

dle tej metody mozna szukaé w stosowanych w fizyce jadro-
wej technikach modelowenia przechodzenia promieniowania
.przez oérodek126/.

Przedstawimy teraz podstawy metody symulacji Monte

carlo'272128/

jej reelizacje w postaci programu komputero-
wego oraz wyniki obliczer numerycznych dla kondensecji
ftalenu dwuoktylu /DOP/ w NZ‘ Uzyskane rezultaty zostang
pordwnene z wynikemi eksperymentalnych prec Davisa i in.gO-q
i z przewidywaniesmi opartymi o poprzednio otrzymany wzdér

analityczny /III.39/.

V.2. Zgsady metody symulecyjnej i_struktura_programu

Wykorzystujemy oméwiong poprzednio idee Ygczenis
strumieni Fuchsa z tg podstawowsg réinicg, 2e strumien kon-
densac ji wewngtrz sfery gronicznej nie wyreza sie przez
prosty wzdér wolnoczgsteczkowy / II.12/, lecz Jjest uzyski-
wany za pomocg bezposredniej symulacji procesu kondensacji

metodg Monte Carloe. W eksperymencie komputerowym, przeds=

tawionym schematycznie na Rys. 7, generujemy losowo trajek-

torie poszczegélnych czgsteczek wewnatrz sfery granicznej
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{2z

(0,0,Rs)

Rysurek 7.

o promieniu R¢= R+ fJL , gdzie /b jest bezvymiaro-

wyn perametrem rzedu Jjednoscies W celu otrzymasnia wyrsZenie

tgczacego strumienie na zewnsgtrz i wewnatrz sfery granicz-

nej przyjaujemy nastepujace zaloZenia.

1« Trensport czasteczek pary na zewnatrz sfery greniczne]
okres$lony jest réwnaniem /III1.39/ otrzymanym przez roz-—

wigzanie réwnenia Boltzmenna metods momentdw Grada, ktdére
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mozna przedstawié w postaci przypominajgcej klasyczny wzér

dyfuzyjny dla obszaru continuum

¢ = UTTDsRs (oo = n's)

/Vel/
gdzie ng oznacza stezenie liczbowe czasteczek kondensujg-
ce] pary w punkcie lezgcym na sferze grenicznej , T = R3 ’
t& mozemy nazwaé efektywnym wspbdtczynnikiem dyfuzji, ktéry
wynika z zeetosowania rdéwnania /II11.39/ do strumienia kone

densacji na sferze grenicznej

34+
4+ 3+§z Kis

Ds= D 1+ [4»«21 1 455((4+z)1KM6 135 (A+ 2)" 2
TG*S2) © 2. [ 4(9+102) 32(3+102)(3+5z)

/Ve2/

King = L/RS jest liczba Knudsena dla sfery grenicznej.
Wykorzystanie poprzednio otrzymanego wyniku znalitycznego
pozwale na zmnie jszenie promienia sfery grenicznej /zwigk=-
szenie Kmg /, poniewez zzkres stosowalnosci wzoru /III.39/
siega wgtgb obszaru przejsciowego, gdzie prosty wzdér dyfu-
zyjny, stosowany w orginelnym podej$ciu Fuchsa, nie Jjest
poprawny. Ma to istotne znaczenie dla zmnie jszenia dlugoéci
generowanych trajektorii czagsteczek i w zwigzku z tym wpltywsa

na czas egzekucji programu komputerowegoe.

Czasteczki pery przechodzgce przez sferg graniczng zardéwno
do wewnatrz jek i na zewnatrz sfery majg poldwkowo-maxwe-

llowskie rozktady predkodci. Zalozenie to jest spetnione
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tym lepiej, im wieksze s3g rozmiary sfery symulacyjnej Rs ’
poniewaz w miegre oddalania sie od powierzchni czastki asero-
zclu stabnie efekt ekranowesnia, jaki wywiera ona na pewne
kierunki predkoéci skierowane ne zewnagtrz sfery. Jezeli
promien RS jest doststecznie duzy, to czgsteczki pary
przed dotarciem do sfery symulacyjnej od wewngtrz symulowa-
nego obszaru, ~ <:: Rs ; dozneja kilku zderzen z czgstecz-
kami obo jetnego gazu, co powoduje relaksacje ich rozktedu
predkosci do maxwellianu. Istnienie wypadkowego strumienia
kondensacji na sferze granicznej jest wynikiem jedynie rdéz-
nicy pomigdzy stezeniami liczbowymi czgsteczek poruszajg-
cych sie w kierunku do i od kxropelki serozolu, wynoszgcymi
odpowiednio ?ﬁfﬂ i ni“’ « Korzystajac bezpoérednio.
z defiricji /III.38/ strumiern kondensacJji wyraza cie naste-

cujacym wzorem

¢ = 2R V(S - n”)
/Ve3/

Symulujac trejektorie mczemy zliczaedé czgsteczki pary
trafiajgce w czastke serozolu, o ktérej zaktadamy, 2e jest
doskonalym .e2bsorberems W ten sposdb obliczamy numerycznie

carke wyrazejgcg strumied kondensacji na powierzchni sfery

1= GIORS we” [v, p(v) f‘o)(y) dv

/Ved/
vz {0
gdzie P(x) jest prawdopodobieristwem kondensacji czgsteczki
ktéra na sferze granicznej ma prgdkosé V o Catke wystepu-

Jacag we wzorze /Ved4/ mozemy uwazaé za $redni wktrad do stru-
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mienia kondensscji na jedng czasteczke pary spelniazjscsa
warunek VvV, <:O na sferze granicznej 1 oznaczymy t¢
wielkodgdé jeko 'Q; « Aby wyznaczy¢ nieznane stezenie Vf§+)
tgczymy strumienie /V.1/, /V.3/ i1 /V.4/ na powierzchni

sfery. Poniewe? Vﬂéﬂ

Jest steZeniem czasteczek pary, ktd-
rych pradkosé na sferze lezy w pétprzestrzeni obszaru cal-
kowania w réwnaniu /V.4/, Vo <0 , = né jest carkowitym
stezeniem pery nsz te] sferze, pomigdzy tymi stezeniemi za=-
chodzi zwigzek h% = 2.ﬁ;+) . Wykorzystujgc te relsacje
otrzymujemy z réwnand /V.1-4/ nastepujgce wyrazenie dla

strumienia kondensacji

2
AR
= %o g —9 o ReY
ﬁﬂ %z. 2“+ 2.Ds /V5/

Réwnzanie /V.5/ mozna réwniez otrzymaé w inny sposdéb.
Przyjmujac, 2e sfera graniczne Jjest doskonelym absorberem,
strumiern czgsteczek pery pochranianych przez nig wyraza

sig¢ rdwnaniem

((o = LlT(DsRshaoo /V.6/

U amek %==2NE/V czasteczek wnikajacych do wne¢trza sfery
ulega rzeczywiscie kondensacji, pozostatle ?o(ﬂ"z) wy=
chodzi z powrotem na zewngtrz sfery. Czedéé spos$réd nich

na skutek zderzer ulega "odbiciu®™ i powraca pomownie na
powierzchnig sfery. Liczbe czgsteczek zassilajgcych powtdrnie

strumied do wnetrza sfery okresla réwnenie bilansu

fs = ‘f"(/t“é) - 8T(DsRs v, /V.T/
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gdzie n, oznacza stezenie czgsteczek opuszczajacych sfere.
Mozemy Jje obliczyé korzystajac z zatozenia o poréwkowomax=-

wellowskim rozktadzie predkosci

ny = f,,(1"\3}/(2ﬂ ReY) /V.8/

Ne podstewie /V.7,8/ otrzymujemy

= o (1- 3)(/’ . hDS/RSV) /V.9/

Utemek Y czgsteczek "odbitego” strumienia $1 kondensu je,
pozostate znowu opuszczajg sfereg, czeéé z nich "odbija sie"
powtérnie itde. Strumien czgsteczek po i - tym "odbiciu"

wynosi

%= 4 (4—3)" (1~ uDJR,5)

Catkowity strumier kondensacji ctrzymujemy sumujgc utamki

/Ve10/

czgsteczek kondensujgcych we wszystkich strumieniach

<f = 32({7; Ve 11/
=0

Réwnanie /V.11/ po wykorzystsniu /V.10/ odtwarza poprzedni
wzér /VeS/ e

Dla uzyskenia odpowiednio doktadnej statystyki dla V,
trzeba wygenerowaé losowo trajektorie kilku tysiecy czgstecze
lub nawet wiecej w zalez2nos$ci od peremetréw symulowanego
uktadu. Przy zaniedbaniu wzejemnych zderzer pomigdzy czgs-
teczkemi pary /niskie stezenie/ poruszajg sie one wzajemnie

niezaleznie i mozna &ledzié kole jno ruch pojedynczych
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czasteczek pary zemiest Jednoczesnego badania trejektorii
wszystkich czgsteczek zawertych wewnatrz symulowanej sfery
greniczne je

Przedstawiona metoda zostalas po rez pierwszy zastoso-
wana do symulecji procesu kondensacji dla modelu sztywnych
ku1127/. Poniewez Jjednak podejsScie numeryczne stwarzs moze
liwos$é badenie uktaddéw o bardziej reelistyczrych potencja=
tach miedzyczgsteczkowych, w celu doktednie jszego pordéwna=-
nia wynikéw numerycznych z rezultatemi aoéwiedcialnych prec

90-92/

grupy Davisa opracowano program eksperymentu kompu=

terowego procesu kondensacji czasteczek oddzialywujacych

potencjatem Lennarda = Jonesa31/

N\ (’r) N LIE"‘F %L)u s U:' >6 /Va12/

gdzie T Jjest odlegloscig pomiedzy czasteczkami o« i P,
€p = NELEg y Oxp = (O’°¢+ O’P)/Z ) By Tty

EF’ Op 83 sta?ymi zaleznymi od rodzaju czasteczek ol
oraz /S odpowiednio.

Dla potencjaléw o nieskoriczonym zasiegu oddziatyweania,
do Jjekich nalezy potencjal Lennarda - Jonesa, pewng trud-
nosé stznowi okredlenie sredniej drogi swobodnej. écisla
definicja éredniej drogi swobodnej moze byé podana jedynie
dla 8i¥ o skofczonym promieniu oddzialywsnia, np. dla sztyw-
nych kul. W przypedku si® dalekozasiegowych czgsteczki
oddziatywuja na dowolnych odleglosdciach i , doktadnie

rzecz biorgc, d$rednia droga swobodna jest réwna zeru. Bez
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wzgledu na to pojecie $redniej drogi swobodnej ma sens
réwniez dla tego typu pctencjaléw. Dla ilodciowege okresdle-
nia tej wielkosci wykorzystuje sie zalezno$é wspdtczynnikéw
transportowych od sredniej drogi swobodnej /zachodzgcg
explicite dla skoriczonych potencjaléw/. Zwykle uzywa sie

w tym celu wspéiczynnika 1epkoéc141/

s w tym wypadku jednak,
poniewaz rozwazane zggadnienie dotyczy trensportu masy,
oprzemy definicje o zwigzek zachodzgcy wed*ug rdéwnanie

/111.42/ pomiedzy | a wspétczynnikiem dyfuzji D dla modelu

sztywnych kul

-3 S
L= u- A) IN(A+z)v /Ve13/

Schemat blokowy programu komputerowego przedstawia
Ryse 8. Czgsteczki pary sg wstrzeliwzne da wnetrza sfery
granicznej w punkcie o wspétrzednych (0,0,Rs) /poreRyseT/e
Ich skYedowe predkosci losowzne sg zgodnie z rozktadem po-
*Swkowo-maxwellowskim., Nastepnie czasteczka przebywa swo-
bodnie dystans, ktérego dlugos$é jest losowana z rozktadu

wykYadniczego

by = B RERR /Ve14/

- . . , . -X
gdzie REXP Jjest liczbg losowg z rozktadu o gestosci e i

C(v) Jest Srednig drogg swobodng czasteczek pery o pred-

kosei v O/
== 2, \ Q)
f,(v) = \/[:ﬂjc; (M-)-‘Z,1 W d,y_J
/Ve15/
(”(iﬁ) Jest maxwellowskim rozkladem predkosci czgste-

czek gazu, u.=lji-'3hl oznecza wzgledng predkosé zderza-
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jacych sie czgsteczeke Przy okreslaniu catkowitego przek=-
roju czynnego dlas zderzenie, ﬂ;04(w)/bedqcego funkcja w /,
stajemy przed koniecznos$cia obciecia nieskoriczonego promie=
nia oddziatywanie potencjatu Lennzrda = Jonesa do pewnej
meksymalnej odlegtosci o (w) « Jezeli parametr zderzenia

b przedstswiony na Rys. 3 /str. 79/ przekracza tg wartosé,
przyjmujemy, 2e oddzietywanie czgsteczek jest zaniedbywalne
i zderzend tego typu nie uwzgledniemy. Funkcje O(w) wyzne=
czono postugujgc sig numerycznymi wynikemi Hirschfeldere
i in.31/, ktérzy obliczyli kat rozproszenia %, w zderzeniu
binernym czgsteczek Lennerda - Jonesa w funkcji parzmetru

b przy réznych wartosciach predkoéci wzglednej W o Na
podstawie przedstawionych przez tych autordw stabelaryzo-
wenych rezultatéw przyjeto przyblizenie dla $rednicy kolizyj=-
nej 01UQ= bmax , gdzie bm., Jjest meksymalng wartoscig

b , dla ktérej notuje sie jeszcze istotny kgt rozproszenia,
podczag gdy dla 6:> bmaxkat rozproszenia jest zaniedbywal-
nie mely, X = O . Jest to znane w teorii kinetycznej pro=-
cedura uciecia przekroju czynnego ze wzgledu na kat rozpro-

22,125/ Wystgpujaca w réwnzniu /Ve.15/ calka ze stebli=-

szenia
coweng w ten sposédb funkcjg 0O (w) byle obliczena numerycznie
dla kezdego odcinka generowanej trajektorii czgsteczki. Po
przebyciu przez czgsteczke odlegoéci L4 sprawdzane sg dwa

werunki :

e C2zy czgsteczka uderzyla w czgstke zerozolu? Jezeli tak,
zakYedamy jeJj kondensacje i wliczemy jej predkodé na
sferze grznicznej, V, , do strumienia kondensacji. Roz-

poczynamy generacje trajektorii nestepnej czasteczki.



2e Czy czasteczka wyszta poze sferg graniczng? Jezeli tek,

rozpoczynemy generacje treajektorii nszstepnej czasteczkio.

Jez2eli nie zzchodzi 2aden z powy2szych warunkéw, symulujemy
zderzenie czgsteczki pary z czgsteczkg gazu, kXtérej pred=
kcs¢ V4 Jjest losowana z rozkladu mexwellowskiego. Losujemy
réwniez punkt na powierzchni catkowitego przekroju czynnego
zderzenia /kole o $rednicy 20w/ ze pomocg dwéch liczb
losowych RW1 i RU2Z o rozktadzie réwnomiernym w przedziale

/ =1, 1/, spetniejgcych warunek

RB* = RU" +RU2" 1 /V.16/

W uklzadzie odniesienia z Rys. 3 geometria zderzenia jest
Jedroznacznie okredlona przez parametry b 3 X‘ s, ktére

wyrazaja sie ze pomocg liczb losowych rdéwnaniemi
b = RB?
o (w) /Vo11/

cosy = RUYVRB® /Va18/

siny = RUZ/‘VRB2 /Y. 19/

Kat rozproszenia ), Jjest funkcjg parametru b

i bdr
X:T[.__ / 2 N !
%’r\['i-(_f,_)z_ E'f

gdzie T Jest pierwiastkiem wyrszenia podcalkowego, E. jest

/V.20/
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Dane wejs8ciowe: psrametry czasteczkowe, wspélczynnik

dyfuzji, temperatura, stezenie gszu obojetnego,

liczba Knudsena, wielkosé sfery granicznej(p), liczha

generowanych czgsteczek,; tablica kgtaz rozproszeniea
70(6“&) w zderzeniu binarnym.

Oblicz $redrnig droge swobodng czgsteczek pary i pro-
mied sfery graniczneJ.

Wybierz losowo z rozktadu maxwellowskiego sktsdowe
predkodéci poczatkowe] czagsteczki pery.

Wybierz losowo z rozktadu wykledniczego odleglosé
przebyta swobodnie przez czgsteczke pary.

Czy czgsteczka uderzy¥s w zerczol?

tak

nie

tak

Czy czgsteczka wyleciata poza sfere graniczns?

nie

Wybierz losowo skladowe predkosci czgsteczki gazu.
Wybierz loscwo parametry zderzenia binarnego. Oblicz
skYadowe predkosci czasteczki pary po zderzeniu bi-
narnym.

Dodaj poczatkowg skYadowg predkosci Vg do calkowi-

tego strumienia kondensacji.

Czy numer czgsteczki pary Jjest réwny zadenej liczbie [

generowanych czasteczek?

tak

Wynikis: strumienr kondensacji, utamek czasteczek kon=-
densujgcych, érednia liczba zderzen.

Rysunek 8, Schemat blokowy programu symulacji pro-
cesu kondensacjie.




- 138 =

energig czasteczek w uktedzie érodka masy. Kat X obliczeany
byt w programie przez interpolacje liniowg stablicowanych
wynikéw Hirschfeldera i in. Kgt rozproszenia okreéls kat

biegunowy B wektora zmiany predkosci e /Ryse 3/

g = (ﬂ*%)/z V.21

Sg to wszystkie wielkos$ci, ktére sg potrzebne do wyznacze-
nie explicite wektora € w ukladzie wspéirzednych zoriento-

wenym zgodnie z W

_g - (COSG, Siwem'x’ S‘V\.Oé}“&'i) IO

Sktadowe € w ukladzie leboratoryjnym otrzymuje sie przez
obrét osi wspéirzednych e odpowiednie katy Eulera. Wyni-
kiem koricowym wszystkich przekszta*cer sg skYadowe pred-
koscli czgsteczki pery po zderzeniu, ktére obliczeamy wedlug
réwnania /II1.8/

Nestepnie generowany jest kolejny odcinek tresjektorii
czgsteczki 1 tek dalej ez do momentu gdy spetniony zosta=
nie Jjeden z wymienionych warunkdéw.

Zliczzjgc liczbe préb zakoriczonych sukcesem, tzn.
kondensacjg czgsteczki pary na serozolu, otrzymujemy neste-

pujgca stetystyczng ocene cztki w réwnaniu /V.34 oznaczo=-
nej Jjeko _\77_
/ L
V= o Z.\VZ (p)
/Va23/
I P=,i

I Jest calkowitg liczbg czgsteczek w eksperymencie kompu-

terowym, P Jest indeksem numerujgcym I czgsteczek, ktére
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skondensowaly. Okredlone w ten sposéb C; jest nieobcigzonym
129/

eatymatorem catki réwnania /V.4/. Poniewaz :&_ jest éréd-
nig arytmetyczng pewnej préby liczdb losowych o jednakowym
rozkYadzie, przy duzych I rozkYad prawdopodobieristwa Vz
jest asymptotycznie normalny z odchyleniem standardowym okre§ !

lonym przez dyspersje¢ O pojedynczego rozktadu Vv, « Dla O mamy

129/
L
AR e
il ‘:1[‘21\/5(?)—\13
PS

Kompletny progrem komputerowy symulacji kondensacji

estymator
/Ve24/

w jezyku Fortran /czedciowo Asembler/ jest przedstawiony
w Zalgczniku,

V.3« Wyniki_ symulacji_procesu kondensacjif/

Przeprowadzono eksperyment komputerowy procesu konden=-
sacjl czgsteczek ftalanu dwuoktylu /DOP/ na czgstce gerozolu
zawieszonej w atmosferze N2. Zwigzek kondensujgcy charskte-
ryzuje sie bardzo niskg lotnodcig, co odpowiada przyjetemu
w modelu zaloileniu, %2e czgstka aerozolu Jjest doskonaltym
absorberem. Kondensacja w uktadzie DOP/N2 zostata przebadana

90-92/

dodwiadczalnie w pracach Davisa i ine , skad zaezerp-

nieto wartodci paremetréw czgsteczkowych obu zwigzkéw

x/ Wstepne wyniki zostaly opublikowane w pozycji literatu-
rowej 128+ W poréwnaniu z nimi wyniki przedstawione w tej
pracy zostaly rozszerzone na wigkszy zakres liczbdb Knud-
sena /dwie nowe serie wynikéw dla Kn = 0.01 oraz 0.7/,

a takze zmnie jszono wielkoéé bledéw statystycznych niemal
wszystkich rezultatédw symulacji /wykonano obliczenia dla
wigkszej liczby czgsteczek I /.
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Toop = 1:04 %1077 em
Coopl 90K

On, = 3.681x 107% cnm
En,/k = 915K

= 0.0318 cm2/s

D

pop/N,

Wspétczynnik dyfuzji DOP jest konieczny dla okreédlenia
gredniej drogil swobodnej czgsteczek DOP zgodnie z réwna-
niem /V.13/« Symulowano kondensecje w werunkach termodyna-

micznych, w ktérych przebiegaly rzeczywiste dosdwiadcze=-
niagO-g 2/

T = 308K

My, = 2.382 x 1019 czqsteczek/cm3

2
Dla kazdej z pieciu liczb Knudsena : Kwn = 0,01, 0.1,

0.25 4 0.5 4 0.7 , przeprowedzono obliczenia przy rdznych
wielkosciach sfery granicznej, /3 =1, 2, 3. Tabela 1 zz=~
wiera zestawienie wynikéw numerycznych wrez z bledami li-

czonymi metodg 30

- |- ¢
Blod = NT' /V.25/

Réwnanie /Ve.25/ ocenia wielkosé bledu ze znaczng ostroznoé=
'cia)bowiem rzeczywista wartosé¢ zawiera sige w przedziale
bredu z prawdopodobieristwem 04 997. Przy stendartowym osza=
coweniu bledu za pomocg O prawdopodobieristwo to wynosi

0.68. Obliczenia zostaly wykonane na meszynach CDC Cyber 73
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oraz RIAD 1035.

: ; . .. 90=02/ | o

W pracach Davisea 1 1ne nie podeno explicite
wartosci liczbowych uzyskenych wynikdéw dodwiedczalnych,co
uniemozliwia bezpodrednie poréwnenie z rezultatami symu-
lacji Monte Carlec. Jednakze autcrzy dodwiadczen stwierdzili,
ze wyniki eksperymentslne zgadzaig sie ze znaczng doktad-
noécig z przewidywaniami opartymi na wzorze Fuchsa /II1.15/

z parametrem A zsproponowanym przez Bradleya i in.86/

V
A= (1+ 7‘) * /Ve26/

Dla pordéwnania wiec umieszczono w Tabeli 1 odpowiednie
wartosci %7Q?m uzyskane na pocdstawie wzoru Fuchea - Eradleye.
W zestawieniu uwzgledniono réwniez wyniki symulacji konden=-
sacji w tym samym—hkladzie dla modelu sztywnych ku1127/.
Rysunek 9 przedstawia zaleznos$é uzyskasnego w wyniku symu-
lacji wzglednego strumienia kondenseacji, %qum' y 0od para=-
metru fS okresdlajgcego wielkosé sfery granicznej. Jeko po=-
ziom odniesienia linig ciaglg przedstawiono przewidywania

wzoru Fuchsa = Bradleya dle odpowiednich liczb Knudsensa.

Ve4e Dyskusja_wynikéw numerycznych

Numeryczne wyniki symulacji Monte Cerlo procesu konden-
sacji zgadzajg eie w granicach btedu statystycznego z war-
todciami uzyskanymi na podstawie pétempirycznego wzoru
Fuchsa = Bradleya. Rysunek 10 ilustruje zaleznos$é wzglednego

strumienia kondensacji 7&Afhn w funkcji liczby Knudsena



Tabela 1

Wzgledny strumien kondensacji S@/Y}M otrzymany w wyniku symulacji Monte
Carlo oraz przewidywany réwnaniem Fuchsa-Bradleya /II.15,V.26/ i réw=-

naniem /III1,39/ dla kondensacji DOP w Nza/.

symulacja

( czgsteczki Lennarda-Jonesa sztywne kule ] Fuchs-  réwn.
Kn = 1 2 3 l 1 5 Bradley /III .39/
0401 | 0.159%0,003 —0- 0.157%0,002 0.161%0,002 0,159%0.,001 0.156 0.162

0.1 | 0,759%0,03 0.,728%0,034 0.710%0.043 0.761%0.023 0.728%0.042 0.712 0.8
0.25 | 0,924%0,055 0.950%0.06 0.897%¥0.06 0.911%0.036 0.923¥0.087 0.898 0,913
0.5 | 1.0 0,07 1.02 %0.07 1.0 ¥0.09 0.943%0.,058 1.04 ¥0.15 0.963 0.873

0.7 | 1,08 20,09 1.02 ¥0.13 1.0 *0.11 1.01 0,07 1.0 ¥*0.19 0,979 o0.84

a/ Fizykochemiczne warunki uktadu okreélone na str. 140.
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Rysunek 9. Strumienri kondensacji w etosunku do granicz-

rej wartodci wolnoczgsteczkowe] 70,..., otrzy-
many w wyniku symulacji Monte Carlo procesu
kcndensacji DOF w N, dla réznych liczb Knudsena
Kn w zaleznosci od wielkcéci sfery granicznej

Rs = R + pl . Linie ciagle przedstawiaja
odpowiednie wartodci (f/(f_,,m_ obliczone zgodnie
2z réwnaniem Fuchsa - Bradleya /II.15, V.26/.
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0.01 0.1 1 14
Kn

Rysunek 10. Strumier kondensacji w stosunku do grenicz-
nej weaertodci wolnoczgsteczkowej (ID{;M w furkeji
liczby Knudsera Kn otrzymeny metcdg sym:lacji
Monte Carlo ( }), przewidyweny réwnaniem
Fuchsa - Bradleys /II.15, V.26/( ),
i réwnaniem /III.39/( ) Ala konden-
sacji DOP w N

20
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wedtug réwnania Fuchsa orzz rezultaty symulacji przy naj-
wigkszym promieniu sfefy granieczrel / /B = 3/. Hatomiast
przedstawione na tym Rysunku przewidywania oparte o uzvs=—
keny w rozdzicle III wynik anslityczry, réwnznie /III.39/,

sa dla wigkszych liczb Xnudsens (Kw) 0.25) wyraznie
rozbiezne zsréwno w stosunku do numerycznych wynikdéw symu-
lacji, Jjek réwniez krzywe] pdtempirycznej. Na tej podstawie
mozemy stwierdzié, Ze niewtasciwy czynnik liczbowy wyniku
anelitycznego w granicy wolnoczgsteczkowej Jjest spowodoweany
przyblizonym charegkterem zzstosowesnej metody rozwigzaniea
réwnania Boltzmanna, a nie jest nastepstwem przyjetych ze-
tozeri o modelu fizycznym, ktére bytry Jjednekowe dle metody
analitycznej i symulacji Xcnte Carlo. Chociez poréwnanie
dotyczy modelu sztywnych kul dla wyrniku snalitycznego i czgsw-
teczek Lennarda = Jonesa dla rezultetéw numerycznych, lecz
identyczny wniosek mozna wysungé na podstawie zestawienia

z wynikami symulecji dla modelu sztywnych ku1127/ /pore Ta-
bela 1/+ Metoda symulacyjne moZe by¢ stosowane z powodzeniem
w celym zekresie liczb Knudsena. Jednekze przy wigkszych
wertoéciach Kn maleje prewdopodobiedstwo trafienia pojedyn-
czej Sledzone] czgsteczki pary w czastke zerozolu i w zwigzku
z tym rodnie istotnie statystyczny blad wyniku. W celu otrzy-
menia rezultatu o pozgdeznej statystycznej doktadnoédci nalezy
zwiekszyé liczbe generowanych czgsteczek, co powoduje wydtu-
zenie czasu egzekucji programu. W podobny sposéb na btad
rezultatu i szybkos$é programu wplywa zwiekszenie parametru

F; » ktéry decyduje o drugosci generowesnych trajektorii

czgsteczkowych, a wiec liczbie zderzerie Dla przyktadu: przy
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Kn = 0,01 oraz /3=1 liczba bedanych czasteczek wynosita

I = 2000, natomiest przy Kn = 0,7 oraz I@: 3 , I = 15000,
Poprawno$é¢ proponowanej metody symulacji ionte Carlo

Jest réwniez potwierdzanes podrednio przez wyniki prac ekspe-

rymentalnych90-92/

, poniewaz wyniki numeryczne sa zbiezne

ze zweryfikowanym doéwiadczelnie pétempirycznym réwneniem
Fuchsa = Bradleya. Metoda symulacyjna Ygczy w sobie pozy-
tywne wtasno$ci wyniku anslitycznego /II11.39/, ktéry dos=-
tarcza poprawnych wartodci efektywnego wspdtczynnika dyfuzji
[k nawet w Srodkowym zskresie obszaru przejsciowych liczb
Knudsena /pore Ryse. 10/, oraz mozliwo$ci techniki Monte
Carlo, ktéra pozwale na bezposrednie numeryczne obserwowa-
nie trajektorii pojedynczych czasteczeke. Spos$réd zaelozen
lezgcych u podstaw metody punktem najbardziej dyskusyjnym
jest przyjecie poléwkowo-maxwellowskiego rozktadu predkoéci
na sferze granicznej. Asymetria rozkladu predkosci czgste-
czek jest nejwieksza w bezposdredniej bliskodci czgstki aero-
zolu 1 Jjest prawdopodobnie odpowiedzielna za réznice pomie=
dzy wynikami symulacji dla f3={, a przewidywaniami wzoru
Fuchsa = Bradleys i wynikzami symulacji dla Pss « Jednakze
mczna sig spodziewad, 2e to zelozenie jest wystarczejaco
dobrze spelnione dla wiekszych f5 s kiedy poczgtek symulowa=
nej trajektorii czgsteczki pary znsjduje sie w odlegloédci
kilku drég swobodnych od powierzchni aerozolu. Wynikiem
wigkszej liczby zderzern z czgsteczkami gazu powinno byé
ustelenie sie maxwellowskiego rozkYadu predkoéci. Z tego
wzgledu najbardziej wiarygodne sa wyniki dla wiekszych F>,

i starano sig wykonaé obliczenia dla mo2liwie najszerszego
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zakresu tego perametru. Ne przeszkodzie dalszemu zwiek-
szeniu f> stata Jjednak koniecznosé dostosowznie sig do
mozliwosci obliczeniowych dostgpnych meszyn cyfrowych i

racjonelnego ograniczenia czasu egzekucji programu.
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VI. SYMULACJA MONTE CARLO PROCESU BROWNCWSKIEJ KOAGULACJI

T e D D > = e B D =

Zaprezentoweng w poprzednim rozdzizle metode iMonte
Carlo zsadoptujemy obecnie do symulacji procesu koagulacji.
Bedziemy anelizowaé koagulacje kXulistych czgstek brownows-
kich, ktére zderzejg sie w wyniku beztadnego ruchu w izo-
termicznym, obojetnym osrodku. Zaniedbujemy dalekozasie-
gowe oddzietywanie czgstek koloidalnych, npe sily elektro-
statyczne.

Podstawowa koncepcja metody symulacyjnej pozostaje
ta sema jek w przypadku kXondensacji, a modyfikacia dotyczy
odmiennej, stochastycznej dynamiki czastek brownowskiche.
Symulacja procesu koagulecji jest nieco bardziej skompliko-
wana, poniewaz musi braé pod uwvege wzgledny ruch czastek,
podczas gdy w procesie kondensecji $ledzona byla pojedyncza
czgsteczka pary wokéY niernchomego serozolu. Przedstawimy
zmiany pojawiajace sie w zwigzku z tym w schemacie symu-
lacji, a nastgpnie wyniki eksperymentu komputerowego koagu-
lacji aerozolu sebacynianu dwuetyloheksylu w azocie w obsza-

130/

rze przeJjsSciowych liczb Knudsena o« Parametry fizykoche-

miczne symulowanego ukladu sg identyczne jak w doswiadcze=

niach przeprowadzonych przez grupe Rerkers 092110/

sy CO poOZ=
wala na bezposrednie pordwnanie rezultatdédw otrzymunych za

pomccg obu metode

VI.2. Dynamika brownowska

Podstawowym rdéwnaniem ruchu czgstek brownowskich jest
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uvogélnione réwnanie Langevina /I.42/, ktére jest ogdélniejsze
od zwyklego réwnania Langevina /I1.52/, poniewaz uwzglednia
skoriczong wielkosé czasu korelacji tf fluktuujacej sity _E(f),
/I1.48/« Symulujemy ruch czgstki brownowskiej zgodnie z réwna=-
"niem /I.42/ przy zalozeniu, ze fluktuujgca sita jest stata

w kolejnych krokach o jednakowym czasie trwania ts s & jed
wartoéé w danym kroku Jest zmienng losowg © rozkladzie nor-
malnym. Unormowana funkcja autokorelacji dla wybranego w ta=-

ki sposéd procesu ma ksztert tréjkata /Rys. 11/. Znajgc

1

==

= %‘5 0 {'5 t
Rysunek 11. Funkcja autokorelacji sity F(t)

funkcje autokorelacji dla F(t)mozna réwniez obliczyé zgodnie

z réwnaniem /I.46/ uogélniong funkcje oporu

s(t)= 2(ts - [0t~ 1t/ (tets)  /viev
" B()= 0.5+ sgn()

W réwneniu /VI.1/ wykorzystano zaleznodci /I.47,50/. Czas
sutokorelacji tp fluktuujgcej sily, wyznaczony bezpoéred=-
nio & definicji /I.48/, Jjest zwigzany 2z czasem pojedynczego

kroku réwnaniem

tF - 0.5 tS /¥I.2/
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Przyjmijmy, 2e w momencie £“,= nts wspélrzedna x-owa
poYozenia i pedu czgstki brownowskiej wynoszg cdpowiednio
Xn 1 Pn, 2 w przedziale czasu {h< t é ty,H fluktuu-
Jaca sita ma stela wartosé FGﬂ"FW e« Wtedy uogélnione

réwnanie Langevina mozna scatkowaé /iterecyjnie/ i1 otrzy-

neé rozwigzanie dle potozenia i pedu czgstki podczas (h,+1)-szeﬁc

kroku /dla uproszczenia rozwazemy réwnznie jednowymiarowe/

w(€) = %o+ | palt-ta) + 0541 ﬂf}..)@&/}v\

/VIa3/

plt) = pu + (t—th,)('1~ 3(%"tg)t:zt“' +> O

/VIed/

gdzie

@“ Sl Pn/t,; /VIe5/

oreaz f‘e (&b)tth « Réwnenia /VI.3,4/ mozna réwniez
otrzymaé rozwigzujgc uogélnione réwnenie Langevina metodg
transformacji Laplace’s i zachowujgc jedynie pierwsze wy~
razy rozwiniecia dla x(t) g P(‘t) wzgledem ts/{;P .

Ze wzgledu na niezaleznoéé ruchu analogiczng postaé mejg
rozwigzania dla pozostatych wspélrzednych ortogonalnych.
Réwnania /VI.3,4/ tworza algorytm dla generacji trajektorii
czastki w przestrzeni fazowejo. Dazgc de uproszczenia obli-
czeni numerycznych, w symulacji zakladano na ogét, 2e czgs—-

tki poruszajg sie po odcinkach prostych laczgcych poczatkowy
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i koricowy punkt trajektorii dla denego kroku. Otrzymujemy

w tym wypadku, np. dla wspé¥rzednej, réwnanie

X(t) = X i (Pn‘ts L OSt?@Q%\-‘T&L

/VI.6/

Przyblizenie to jest uzasadnione przy zatozeniu t3<@:'tp

poniewaz wtedy z réwnarn /VI.3,4/ wynike, Ze promien krzy-

wizny trajektorii jest znacznie wigkszy (fv t?/@?) w sto=-
sunku do dYugoéci przemieszczenia w pojedynczym kroku.

Rozklad normalny sity stochastycznej jest jednoznacznie

W(F) = (an<F) ™ exP(—F2/2<F’“>> VLT

okreslony przez dyspersje <:F2:> , ktéra zgodnie z réw-

ngniemi /I.50,47/ oraz /VI1.2/ wyraza sig nastepujacym wzorem

{F?

Il

2. MKT/L L

/VI.8/

2(kT)7/ Dt /VL.9/

W réwnaniu /VI.9/ wykorzystano klasyczng relacje dla wspél-
czynnika dyfuzji D czgstki brownowskiej, D= t@kTyQA 9

|

wynikajgcg bezposrednio 2z rdéwnania /I1.55/.

Metoda symulacji uogélnionego réwnania Langevina naz-
wzna zostata dynamikg brownowska131/ w nawigzaeniu do dyna=-
miki molekularnej, ktére w ten sam sposéb opiera sie na

réwnaniach ruchu mechaniki. Jednakze w przeciwierstwie do
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determinizmu dynemiki molekularnej 2z dynamikg brownowsksg
nieroztgcznie zwigzany Jjest element preswdopodobiernstwa,
poniewaz stenowi ona konkretng reeslizacjg procesu stcchas-

tycznego /gaussowskiego/.

- e - e e o e e o o B - = -

Zaseda metody pczostaje take sema jek w przypadku kon-
densacji 1 polega na l3czeniu wyrazenia dyfuzyjnego dla
starej kosgulacji na zewnatrz pewnej odlegtodci granicznej
z rezultatem otrzymanym numerycznie wewnatrz tej odlegtosci.
W eksperymencie cyfrowym $ledzimy czgstki brownowskie, ktére
zblizyty sie na graniczng cdleglosdé symulecyjng R5= R'Z+P3"
gdzie Rl7.= R,‘ * R;_ jest drednicg kolizyjng, a wielkosé

Grz Jest okreslona réwneniami /II1.25-27/ i odpowiada
w przyblizeniu odcinkowi, o ktdry zmienie sig odleglcsé po=-
migdzy czgstkami w czasie korelacji t@ « Konieczne jest
symulac e obu czgstek, poniewez ruch wzgledﬂ& mozna cdsepa-
rowaé¢ z rdwnari Langevina /lub rédwnania Fokkera = Plancka
dla funkcji rozktadu preswdopodobieristwa/ jedynie w przypadku
czgstek identycznych. W chwili poczatkowej czastki zblizeaja

sie do siebie, co zapewnia nastepujacy warunek

(y_,‘ = \_/,_)‘(’14 i 'Iz) < 0 /VIL 10/

Dla wygody polozenia poczatkowe czgstek ustalano w punktach
L (O)OIO) ;3 Ty = (O/O;Rs)" Problem jest sferycznie
symetryczny i wzgledna orientacja czgstek jest nieistotna.

Nastepnie generowzno trajektorie czgstek zgodnie z réwna-
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niami /VI.3,4/ lub /VI.4,6/ az do momentu,gdy w pewnym
kroku spelrniony byt Jjeden z wzrunkdéw:
~ odleg¥os$é pomiedzy czgstkami réwna jest sSrednicy kolizyj-
nej ‘RAZ i czgstki koegulujg w wyniku zderzenia,
- czastki ponownie oddalajg sie nz odlegtodéd Rsi.wychodza
poza granice symulowenej przestrzeni.
Nestepnie generowano kolejng pare czastek itde. W zaleznosci
od peremetrdw uktadu liczbs generowenych par dochodzita do
1 = s¢ coo.
Cbliczajac liczbge par czgstek ktére skoagulowaly, uzys-
kujemy statystyczng ocene catki wyrazajacej szybkodé kosgu-
lecji /zmiang liczby czagstek/

AN g N(+)N(+) L{T(R d-\l d\/z%m (0) ( Vz)\\_/,"’\_/z*

(v, —v,_) ><O

) ) N ) ) . :
gdzie Fﬁs ’ oznaczeJg stezenie czgstek spernia-

lYA—.TZ-—

jacych warunki obszaru catkowania /w klamrzsch {,} /'y
P(-\—/'\ /.\l?J . jJest prewdopodobieristwem koagulacji czagstek
o predkosciach poczatkowych ne odlegtosci granicznej V41 V,-
Podobnie jek w przypadku kondensecji zsk*adamy, 2e predkosci
te mozna z wystarczajgcym przyblizeniem losowaé z maxwello-
wskich rozktadéw predkosgci: ﬁ°>(!1> i f(o)( 2)
odpowiednio. Zatozenie to jest dobrze spe’nione, o ile

odlegtodéé poczgtkowa f33” Jest rzedu dtugosci kilku krokdéw
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(Elt5> » poniews? kzzdy krok deje wklad do relzksacji
rozkYadu prgdkosci czgstek do mexwelliznu. Przy zwigkszeniu
odleg?osci pomiedzy czgstkami zmniejsza sie ich wzajemne
dzialenie ekranujgce /korelacja/ na pewne kierunki pred-
¥osci.

Jezeli 1 Jest celkowitg licztg generowanych par czss-
tek, :} Jest liczbag par, ktdre zderzytly sieg, UJ(PO Jjest
wzgledng predkoscig w odleglrosci granicznej p-tej zderze-
Jjacej sig pary, to calke /VI.11/ mozne wyrezié w postaci
zaleznej explicite od wielkosci wyzneczanych w programie

symulacy jnym

— NS -
AN = N,,s le Ll“Rs Uz /VIa12/

gdzie
— 4
uz_:' I u¢z‘ (P)
p=1 /VIL13/
4
= '_I“ (Vz4(P> — Vzg (P)
p=1 /V1.14/
Nieznane stezenisa leg PQS? nalezy wyznaczy¢ metodg

Ygczenia strumieni. Przyjmujemy, ze liczba per czgstek
zblizajgcych sie z zewngtrz na odleglosé 'Rs okresélona Jest
wzorem otrzymenym 2z rozwiszania réwnenia Fokkera = Plancka
metodg momentdw Grada1o4/, ktéry przedstawimy w postaci

przypominajgcej réwnanie Smoluchowskiego /II.17/

AN et HT( (N,‘Nz_ S N¢5N2,5>R5DS /VIaN5/
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gdzie hh ’tQZ oznaczzjg stezenia czastek nieskoriczenie
od siebie cdlegtych, th 9 hh; - stezenia czastek odleg-
*ych o IQS . tk jest efektywnym wspétczynnikiem wzglednej

dyfuzji, wyznaczonym z réwnania /I1.28/

Z_\D 1+0.2k;s
i - 4+ (0.68+04m)k; + 0.06k: PRI

gdzie

iz e ZODL/(TEV; R5> /VIT/

Zakres stosowalnos$ci réwnania /VI.15/ obejmuje czesciowe
nbszar przejéciowy1o4/, co pozwala zmniejszy¢é poczatkowy
odlegtosé symulacji F{s /a wiec liczbe krokdéw trejektorii/
w stosunku do tej, ktéra moglaty by¢ stosowana przy wyko-
rzystaniu prcstego wzoru dyfuzyjnego, poprawnego jedynie

w obszarze continuum, Z drugiej strony, szybkos¢ koezsgulecji

mozna obliczyé bezpodrednio korzystajac z zatozenias, Ze

w odlegtosci grenicznej Rs czastki maja maxwellowski rozktad

predkosci

aN = aN® - aN®

/V1.18/

= ATCRIE(NSINGS — N NGe

i SIN) ; .

gdzie FJ szs Jest stez2enlem par czgstek, ktére odde=-
lajg sie od siebie przy przejséciu przez odlegtoéé graniczng
/tzne spelniajg nieréwnodé /VI.10/ z przeciwnym znakiem/,

w Jest érednig wzgledng predkoécig termiczng czastek.
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Nieznane stezenia czgstek nalezy wyznaczyé, lgczgc wyraze-
nia /VI.11/, /VI.15/ 1 /VI.18/ w odleglodci graniczne] Rs .
Poniewez obtszar catkowania w réwnaniu /VI.11/ obejmuje
Jedynie pétprzestrzeri predkodci par czastek zbliZejacych

N (+) \ ()

sie do siebie, pomiedzy stezeniem as Nazs i catkowi-
tym stezeniem par czgstek na odlegtodci R31 IQ45hb5 g ZB=
chodzi zwigzek N4s Nz,s = ZN::) ;_;) o« Lorzystajac
z tej relacji otrzymujemy ne podstawie r4wnad /VI.11,15,18/
nastgpujace wyrazenie dla szybkosci zmniejezania liczby

czgstek, czyli szybkosci koagulacji

-4
UDs [ w
AN = LlﬂN4NzR5DS /1+ RSQ(ZAC& 1) /VI.19/

Z rdwnenie koagulacji /II.7/ przy punktowym rozktadzie
wielkoscl czgstek (R'—" RA lub R;_) wynika nastepujgca

zeleznosé dla szybkosci zmniejszania sie liczby czastek
aN = NN, K(R"JRZ> /VI.20/

Z réwnan /VI.19,20/ otrzymujemy wyrazenie dla statej koa=
gulacji

=,

" 1T T
K(R“Rz) = UL RDg|1+ RSR(Zu'ﬁ;_ ) /VI.21/

Wzér /VI.21/ ma postaé podobng do réwnenia /V.5/ stosowanege

w przypadku kondensacji, ze zmianami, ktére sg konsekwencjs
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uwzglednienia relatywnego ruchu czgstek w koagulacji.
Tekst Zrédtowy programu komputerowego, napisanegc w
Jezykxu Fortran, reelizujacego symulacje Monte Carlo procesu

koagulacji Jjest przedstewiony w Zatsczniku na koricu pracye

Przeprowadzono eksperyment komputerowy dla kozgulacji
czgstek aerozolu sebacynienu dwu /2-etylheksylu/ o jedne-
kowych rozmiarach zawieszonych w a2zocie. Uklad ten byl
szeroko badany doswiadczalnie przez Chatterjee i in.‘og/

110/

e pézniej przez Wagnera i Kerkera w obszarze continuum

i przejsciowych liczb Knudsensz. Warunki fizykochemiczne
eksperymentu komputerowego ustalonc zgodrie z danymi z po-

wyzszych prac109’110/:

dla Kn = 02,83 T

0
no
Ne)
s
-

My = 10974 > 10~4p

B £.56 4 1077

dle Kn =4:26 ; 6.1 T = 305K
My, = 10992 » 1074 P

R,= 3.8 » 10" m

nNi oznacza wspdczynnik lepkos$ci ezotu, istotny dle obli-
czenia wspblczynnike dyfuzji czgstek. Przeprowadzono serie

eksperymentéw komputerowych dla paresmetru odleglosci

'ﬁ = 4,8,12,16,20. W wigkszo$ci obliczen przyblizono krzy-

woliniowe trajektorie czgstek za pomocg linii Yamanej,
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okredlonej rédwnaniem /VI.6/, taczgce] punkty poczgtkowe

i kofcowe kolejnych krokéwe W celu sprawdzenia, do jakiego
stopnia przyblizenie to jest poprewne, przeprowadzono réw-
niez obliczenia dla /5 = 8, w ktérych trejektorie byty ge-
nerowane zgodnie z doktadnym réwnaniem /VI.3/. We wszyst=-
kich symulacjach stosowano poprewke Phillipsa /IT.21/ dla
zaleznosci wspdtczynnika dyfuzji od liczby Knudsena, przyj-
mujge Ofg = 1e Czas trwania pojedynczego kroku okredlono
jako 1= O,15‘tP y CO pozwala na zaniedbanie wyrazdéw
rzedu (tyﬁ)s i wyzszych, pominietych w réwnaniach
/VI«3,4/ 1 /VIe6/e Symulacje przeprowadzono na komputerze
CDC Cyber 73. Wyniki sg przedstawione w Tabeli 2 w postaci
wzgladnej statej kozgulacji w stosunku do granicznej war-
tosci dla obszaru continuum, Ki , przewidywanej réwnaniem
Smoluchowskiego /II«17/+ Btedy statystyczne rezultatéw sy-
mulacjil ocenionc oméwiong poprzednio metodg 3 o « Liczbe
par czgstek, ktére trzebes wygenerowaé, azeby zmniejszy¢ brad
statystyczny do rozsadnej wielkoéci, zalezy od poczatkowej
odlegtoéci pomiedzy czastkami (F) i wynosi od T =5 000
dla P = 4 az do ] = 50 000 dla najwiekszych lb « Odpowie-
dnio do tego czes egzekucji progrzmu rosnie od kilku minut
do oke pél godziny. Jest to réwniez konsekwencjg zwigksza=-
nia sie liczby krokdéw dla wigkszych /3 o« Dla poréwnania
przytoczono w Tabeli 2 eksperymentalnie uzyskane wartosci
wzglgdnej state] koagulacji109’110/ oraz przewidywania teo-

retyczne oparte na wzorze Fuchsa /II.24/ 1i réwnaniu /II1.28/,

otrzymanym przez rozwigzanie réwnania Fokkera = Plancka



Tabela 2

Wzgle¢dna stata koagulacji kV“(s otrzymana metodg symulacji Monte Carlo,

doswiadczalnie

Seinfelda /II .28/ dla koagulacji aerozolu sebacynianu dwuetyloheksylu /DEHS/ w azocie “/,

109,110/ oraz przewidywana réwvnaniami Fuchsa /II,24/ i Sitarskiego-

a/

symulacja

| réwn, réwn. doswiad-
Ki. p= 1/ gb/ 120/ 16%/ 20?/ g/ /II.24/ /II1.28/ czenie
0.83 | 2.9170.05 2.96%0.1  2.97+0,12 2.98+0.18 2.96%0.19 2.9520.12 2.99 2.91 2.78%0,29|
Le26 | 10,16%0,8  9,74%0,75 10.07¥0.95 9.50%1.0 9,508 .0 100 944 1103514
8,10 '] 12:825453  12.5351.,8  a2aeti 7 12.,80%1 .6 11,951 .6 1202 A2 M 21

= @et =

a/ Fizykochemiczne warunki ukladu okreilone na str. 157. Wspéiczynnik dyfuzji z pop-

rawkg Phillipsa /II.21/ dla poslizgu.
b/ Trajektorie czastek obliczane wg réwnania /VI.6/.
c/ Trajektorie czastek obliczane wg réwnania /VI.3/.
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metodg momentdéw Grada1o4/°

Poréwnujac odpowiednie wyniki symulacji w Tabeli 2,
mozna stwierdzié, ze przyblizenie krzywoliniowych tordw
czgstek liniami Yamanymi nie znieksztalca w zauwazalnym
stopniu koricowych rezultatdw numerycznych dla statej koa-

gulacjie.

Rysunek 12 przedstawia wyniki symulacji w funkcji
pararetru wielkosci odleglodci granicznej, /5 s 1 2z odnie-
sieniem do wartodci przewidywanych pétempirycznym réwnaniem
Fuchsa /II1.24/ z poprawkg Phillipsa /II.21/ dla wspéiczyn-
nika dyfuzji. Bledy statystyczne rezultatédw symulacji zwigk-
szajg§ sig wraz ze wzrostem /5, poniewaz maleje prawdopodo-
bieristwo zderzenia pojedynczej pary czgstek. Zmusza to do
generowania wigkszej liczby par czgstek, co wydtuza czas
egzekucji programu. Rysunek 13 przedstawia wyniki symulacji
przy najwiekszych /5 /ostatnie punkty z serii na Rys. 12/
oraz wykresy zalezno$ci wzgledne] staej koagulacji k@“(s
w funkcji liczby Xnudsena zgodnie z wzorem Fuchsa /II.24/

i rozwigzaniem réwnania Fokkera -~ Plancka metods Grada
/11.28/ z wykorzystaniem czynnika korekcyjnego Phillipsae.
Przyjeto, 2e wspdlczynnik efektywnoéci koalescencji Jest
réwny Jjednoéci. Wyniki symulacji zgadzajg sie z przewidy-
waniemi réwnania Fuchsa, nawet w tych przypadkach, gdy
blad stetystyczny wyniku numerycznego jest do&¢ istotnye.

109,110/

Zgodnodé z rezultatami eksperymentalnymi Jest
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Kn= 6.1

K 13 . 4
s 12 | =

Kn=4.26

10 I

: Kn=0.83
3| — i i .
g
4 8 12 16 20

Rysunek 12, Stala koeggulacji K w stcsunku do wyniku

Smoluchowskiego Kg ctrzymena metodg symulacji
Monte Carlo procesu koagulacji czgsiek DEHS

o jednakowym promieniu w N, dla réznych liczb
Knudsena Kn w zaleznoéci od wielkodci odleg-
tosci granicznej Rs = R.z'l‘ pg,,. « Linie
ciggte przedstewiajg odpowiednie wartoéci K/Ks
obliczone zgodnie z réwnaniem Fuchsa /II.24/.
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100

0.1 1 10 106
Kn

Rysunek 13. Stata koagulacji K w stosunku do wyniku
Smoluchowskiego Ks w funkcji liczby Krudsena
Kn otrzymana metodg symulacji Monte Carlo(I)
oraz obliczona zgodnie z réwnaniem Fuchsa
/II.24/(———————)1 réwnaniem Sitarskiego -
Seinfelda /I1.28/ (— —_— ——)dla koagulacji .
czgstek DEHS o jednakowym promieniu w N,.
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catkiem zadowalejgca, chociaz Wegner i Kerker“o/ zauwa=
zyli, Zze wyniki ich dodwiadczerl przewyzszajg przewidywsania
rdwnania Fuchsa o kilka procent dla wiegkszych liczb Knudsena.
Eksperyment komputerowy nie pctwierdza wyraznie takiej ten=-
dencji, ale réznice mogg by¢ spowodowane oddziatywaniem
pomiedzy czgstkami, ktdre zostelo zaniedtane w symulacji,

a ktére jest tardziej istotne dla wigkszych K. & 2 drugie
strony nalezy zauweazyé, Zze wszelkie bledne oceny doswiad-
czalnych danych koasgulacji, wynikejgce z nieuwzgledrienia
zmiany liczby czgstek na skutek innych przyczyn /np. depo-
zycji ne $ciankach uktadu eksperymentalnego/, prowedzg do
zawyzonej wartosci stalej koagulacji. Doktadnie jsze pordéw-—
nanie pomigdzy wynikxami symulaecji i dodwiadczalrymi dla
wigkszych Kn Jjest utrudnione,poniewaz btad obu metod w tym
otszarze zwieksza sige.

W przeciwieristwie do dostepnych wynikéw teoretycznych
przedstewiona metode symulacJji Monte Carlo procesu koagu-
lacji moze byé stosowana w catym zakresie liczb Knudsena
/gdzie zawodzi w obszarze wolnoczgsteczkowym réwnanie Sitars-
kiego = Seifelda /II.28/f, Jjek réwniez dla czgstek o réz-
nych rozmiarach /gdzie nie stosuje sig¢ réwnanie Sahniego
/I11.31//« Ostatnia mozliwo$é jest szczegélnie interesujgca
ze wzgledu na trudnos$ci bezpodrednich baedan doéwiadczalnych
takich ukladdéw. Uwzglednienie w symulacji oddziatywaor sil
zewnetrznych wymaga wprowadzenia jedynie niewielkich zmian
do dynamiki brownowskiej czgstek. Bez wiekszych trudnoéci
mozna réwniez uwzglednidé fakt, ze wspéiczynnik efektywnosci

koalescencji jest mniejszy od jednoseci 1lub nawet ze Jest
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furkcjg energii wzglednej zderzajacych sie czgsteke. Pewne
wgtpliwosci moze budzié wykorzystywane przy wyprowedzaniu
podstawowego réwnania /VI.19/ zalozenie, Ze poczgtkowy roz-
ktad predkosci czgstek /znajdujacych sie w odlegtosci gra=-
niczne]j Rs / Jjest maxwellowski. Jednskze mozna oczekiwad,
ze zatozenie to Jjest dos$é dobrze spetnione dla wiekszych /5 9
gdy poczgtkowa odlegtosé pomiedzy czgstkami jest wystarcza-
jgco duza dla zariedbania asymetrii rozkladu predkodci.
Dynamika brownowska, wykorzystana do modelowania ruchu
czgstek aerozolu, wymega jedynie zetozenia (m4$0<g:‘1 , nie
narzuca natomiast Zadnych warunkéw na gestoéé osrodka 1 moze
byé z rédwnym powodzeniem stosowena w przypadku gazéw jak
i cieczy. Pozwala to na zastosowanie metody symulacJji lMonte
Cerlo, wypracowanej dla badanis procesu koagulacji aserozoli,
do analizy formalnie podobtnych problemdéw w innych dziedzi-
nach. Takim zagadnieniem Jjest np. kinetyka kontrolowanych

dyfazyjnie reakcji w cieczach, dla ktérej zesedoptoweno juz
teorie koagulacji eerozoli opartg na rozwigzaniu réwnania

Fokxkera - Plancka metodsg Grada132/.
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Zestawienie _wynikdw_pracy

Dla realizacji sformulowarego w cresci I celu pracy
badano kiretyke kondensacji i koagulacji metodami anali=-
tyczrymi i numeryczrymi., Przypomnijmy ponize] najwazniej=

sze wyriki ninie jszej pracye.

1. Kinetyczne réwnanie Boltzmanrna dla funkecJji dystrybucyj-
nej czgsteczek pary kondensujgcej na pojedynczej, sfery=-
czne] czgstce aerozolu rozwigzano analityczrie metodsg
momentdw Greoda dla modelu czgsteczkowego sztywnych kul.
Przy zalozeniu, Ze steZenie pary Jjest niewielkie w sto=
sunku do cbojgtrego gazu,enalizowano osobno dwa przypadki:
kondensac je zachcdzgcg w izotermicznej, rdéwnowagowe]
kgpieli gazowej, & nastgprie-uwzgleéniajgc ciepto wydzie=
lane podczas kordensacji = w nieizotermicznyam o$rodku
g8ZOWYL,

W przypadku izotermicznym réwnerie Boltzmanna przek—
szta*ca sie w prostsze réwnanie Boltzmanna = Lorentzae.

Na podstawie rozwigzania tego réwnania uzyskano wyraze=

nie dle catkowitego strumienia kondensujacych czgsteczek

pary w jednosktadnikowym gazie obojetnym, rdéwnanie

/I11.39/, a takze gazie wielosktadnikowym, réwnenie /III,

57/« Przewidywania tej teorii sg zgodne z istniejgcymi

wynikami eksperymentalnymi oraz z pélempirycznym réwna=-

niem, otrzymanym metodg tzw. }gczenia strumieni, w zakre=
sie continuum i przejsciowych liczb Knudsena. W granicy

continuum wyznaczono wspétczynnik dyfuzji czgsteczek pary,

ktdéry jest zgodny w pierwszym przyblizeniu z wynikiem
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uzyskiwanym w pierwszym przyblizeniu metodg Chapmana =
Enskogae. Jednakze w grericy wrlnoczgsteczkoweJ uzysku=-
Jemy z réwnarn /III1.39/ i /II1.57/ wyrazenia, ktére rdi-
nig sie od poprawnegokwyniku wolnoczgsteczkowego o czyn=-
nik liczbowy 2/3.

W przypadku kondensacji w osrodku nieizotermicznym
rozwigzano uklad rdéwnarl Boltzmanna dla furkcji rozktadu
predkodci jednosktadnikowego gazu obojetnego i kondensu-
Jjacej parye. W oparciu o to rozwigzanie uzyskano réwnanie
dla catkowitego strumienia kondensujacych czasteczek
w nieizotermiczrym o$rodku gazowym, réwnanie /IV.74/.

W granicy continuum przy zaniedbaniu efektu cieplnego
otrzymarie wyrazenie przechodzi w klasyczny rezultat dy-
fuzyjny, ze wspétczynnikiem dyfuz,ji doktadnie réwnym
drugiemu przytlizeniu metody Chapmana = Enskoga. W obsza=-
rze wolnoczgsteczkowym natomiast réwnanie /IV.74/ wyka-
zuje niewlasciwg asymptotyczng zaleznosé od liczby Knud-

sena 1 Jjest niepoprawne.

Opracowano metode symulacji lonte Carlo procesu konden-
sacji i brownowskiej kosgulacji, komplementarng w sto=-
sunku do rozwiazen analitycznych i1 stanowigcg ich istotne
uzupelnienie w zakresie /okolo/ wolnoczgsteczkowym, gdzie
réwnenia /III.39/ i /IV.74/ zachowujg sie niewtadciwie.
Przeprowadzono eksperyment komputerowy kondensacji
czgsteczek ftalanu dwuoktylu w izotermicznej atmosferze
N5, zekladajac, ze czgsteczki oddziatywujg potencjatem

Lennarda - Jonesa. Wyniki symulacji sg zgodne z rezulta=-
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tami rzeczywistych doswiadczerl wykonanych dla tego ukladu
oraz z przewidyweniami opartymi o pdtrempiryczny wzdr metody
Ygczenia strumieni - réwniez w zakresie wolnoczgsteczkowym
/Tabela 1/.

Podobng metode zastoscwanohdo symulacji procesu brow=-
nowskieJ kosgulacji kulistych czgstek aerozolowych przy
braku dtugozasiggowych oddziatyweri pomigedzy nimi. Wyniki
symulacji koagulacji czgstek sebacynianu dwuetyloheksylu
w N2 sg zgodne z dokYadnymi danymi eksperymentalnymi dla
tego uktadu, uzyskarymi przez Kerkera i in., oraz z prze-
widyweniami opartymi o pétempiryczne réwnanie, wyprowadzane

na zasadzie taczenia strumieni /Tabela 2 /.
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Wystepujgce w réwnaniech momentdw cetki kolizyjne maja

nastepujgcg postad
I:LIL = Jdoyy AV, Ve Wi %(\_/Q%(&)

4 [H(Q)(\_/’.L) F Hg‘)(‘i‘*ﬂ

gdzie ol jest indeksem wskazujgcym rodzej sktadnika:

/Do 1/

O dla pary i 1 dla gszu obojetnego. Konsekwentnie

v , =0

—_—

NeFT o _ /De2/
Na, =4

-

’f"”(v)[l * hztnjfr‘(? - ) it
ANAES : Mn(#?( £ %‘zﬁ] ey

~ o~ ~ ~2
(0)/m _ WM PaktVawNae ﬂﬂd"!ﬂ! LA s
W@ =0T " (kT)z< 5kT> e
L D. 3/

Uzywamy nastepujgcych wielomianéw predkosci

(
H(:-‘)(_\_/_‘O = Wy Vi Vai /De5/
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(2) 1 2
Hi (Vo) = 7~ maVaVai
£Bs57
Cbliczymy bardziej ogdélng catke kolizyjng dla réznych sktad=—
nikéw /tzne. pary 1 gezu obojetnego/, :Iérg s 2 %térej

otrzymemy nastepnie catke dla jednskowych skladnikéw Jako
przypadek szczegdélnye.

Przyjmujemy, Ze czasteczki pary i obojetnego gazu
mozna traktowaé jeko sztywne kule o srednicach ¢ i 0
odpowiednios Dla tego modelu mamy nastepujgcg zaleznodé li-
niowego parametru zderzenia 6 od kata biegunowego 9 /por.
Ryses '3/

b= T sin 0 /Da7/

gdzie O ™ (U“foa)/z jest Srednicg kolizyjna w zde=-
rzeniach pera = gaze. RéZniczke przekroJju czynnego wyrazamy

w postaci zaleznej od zmiennych § i.’x /Ryse 3/

do = o> dydOsinbusd /D.8/
Catki kolizyjne przyjmija posted
27 Ty
Ié:)k = 0, |dy [0 snBwsO|dy, [dv {,(v) )
0 X R o

i ; /De9/
' (n
; H'& (Y_) = A i (!)
W réwneniu /D.9/ przejdziemy od zmiennych Y, Y, do zmien-

nych uktadu $rodka masy g;) W

—



w LT =

i& = Vq —':i /Do10/

my + m, v,
wm + wy /De 11/

!i::

Po odwrdceniu zaleznosci /D.10,11/ otrzymujemy

lF

/Do12/

Y i

VA= Ty,

T w /De13/

Pcniewaz jekobian przeksztelcenia jest jeden zachodzg réw-

niez zwigzki

dy dyy = dudw

/TDe 14/

oraz

%

wmve + m,,vf‘ = /uu,z + sz /D15/

gizie M =m m, /(m+ m1> jest masg zredukowena oraz
M = (m # m1) « Wyrazenia wielomiznowe wystegpujgce w nawia-
sach E..] cetek /D.S/ obliczamy korzystajac z zeleznosci

]
/I11.8,9/ dla predkosci :i;:!k po zderzeniu. Na podstawie

/Ded4~6/ otrzymujemy kole jno

HY () = HY () = 2plew)e /0.16/

2

C%y)_Hm(>_._%£%gQ@w+%%>
/Da17

+ Z}A(ﬁ‘_‘«)(e»uwd 3 QA\J'.) + %(yuze@ ed‘
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HP(v) — H(y) = Zﬁ(&‘ﬂ)(&‘&)(:w%ua % WL)

. 2
2 'iwfi—(&' w)(e: Lb,)zﬁ.: + ,‘l(&'_\&)éﬁ"i" l”‘~) EREY

Uktad wspéirzednych zorientujemy w sposéb przedstawiony
na Rys. 3, kigrujac Jjedng z osi, npe Xy zgodnie z poczat-
kowg predkoscig wzgledng W o W tym ukledzie wektor € ma
wspélrzedne _€;=(cose > sin © cosx 5 sine sin‘X).,
Catkujemy wzgledem kata azymutalnego 3‘ po powierzchni

przekroju czynnego korzystejac 2z zeleznosci

e'w = uwsh /De19/
2T
u,jotxe;, = 27w wsb /D.20/
o)
27
w? dyee = u”T(,siwz@&d' +T(,(3ws29—'1)u,;ui /Da21/
0
Otrzymujemy w wyniku
2T
(4)
Ld'X]-.“'}L 2 q}‘““‘ 0s0 /De22/
l [ ](1) .Sm @ws 9(!»15‘\.3 e 5\&Lu<§>
/De23/

+ Lmlkwsze(u,;,wé + u.iw‘.)
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Jol 1 = Wit Bl - )

+ %ﬁw wstBsin2Ow; + ﬂi‘* Los Q(Scos”@ '1) W)w

T ZT(,}ACOS Q‘%‘l_k_ P W)ZU."

—

/Do24/

Podstawiajge /De22~24/ do /D.9/ po catkowsniu wzgledem Y

otrzymujemy

1(21; = O’Q%deJdM u.f W w) (w »J)EB%H—\MJ /De25/
R3

3
°“A oJd,u. dhfuf'u,w

R* R /De26/

’l:%‘%(uzéq £ 3u,;u_d-> e —L%‘&‘(U.‘,\Jd o uéwlﬂ

/De21/

1 = o,,l/:iu, ol 14 ) A(E,H)[ﬂ,‘ fwrw)w;

R R

2 3 2
+ %ﬁt—w"w; + %M, whug + %E—(u-w)u:. ¥ %‘—wzu.;]
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Po przejséciu do bezwymiarowych zmiennych

| kT |2
U= W m /D.28/

Y.
N l_/(%,\——r->l /De29/

wykorzystujac postaé funkcji rozktadu predkosci /D.3/,

mozemy zapisaé carYki kolizyjne nestepujaco

Ton = C“duduu °XP[‘(“Z+WZ)1
X

w)
Wu,w/ u,\,_a)[ ]

gdzie W ’\'Jd sg wielomianami zmiennych W i W ze wspél-
czynnikami zaleznymi od zmiennych i strumieni termodynamicz-
w, Ww, T, -l- Itdevy [ 33 statymi. Do catki daja

wktad tylko te wyrazy, ktérych wtasnoéci tensorowe sg okres-
lone wskaZnikiem L,Eli’minujqc nieistotne skYadniki, mczemy

cetki kolizyjne przedstawié symbolicznie w postaci

e 4 dﬁ[dw GXP["(w"*'wzﬂ(,ja' P
R R

) . ) | I
,%ﬁ, % ) g% Paxi & ,Q'KPMC» g ,q'mei,)

/De31/
n = '1,3
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I;?aj - Ca)fd_ui jd«_\»i w exp[—(u,% wz):K/P‘“é) +

R® R

! 4 ! ! !
* ) Paij ¥ v 9 e ,C}i%q T ,PLKPAK&)
/De32/
gdzie np. ,j;, oznacza skYadnik iloczynu wielomianowego
VIV&[&.] , ktérego wspétezynnik jest proporcjonalny do
3; s, analogicznie dla pczostatych wyrezéwe. Calki /D.31,32/

obliczamy korzystajgc z nastepujacych zaleznosci

[dxx Xj-- xwf'(lxl) 0 /De33/

N‘vpﬁ‘laﬁk wbe ouanmtuﬂ

/De34/

/d.& Xx ) = ()™ 53{;]0[«23 x*$(1x)
R® R?

/Do 35/

/d'?i Xi X X Xy F(1x1) = (5”-)-4 (B‘bigtu, ® 6?.1465:. * 6&,83&)
R3

*[d_v_c, X" $(1x1)
R3
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/d,é X3 X X X X X F(1%)) =

R (F) (65481 B ™ 85 Srmdin, + 8518k 6100
+ 8Ot Sun* EuBimbin + EOin by
- O B O F Bt g B F Gie B dim
+ Oim Oj Oy + Bin S0 bk + Oiin Sy Six

it A i)

’fdz x*4(1x))

/De 36/

Przytoczymy wyniki koricowe

O 46U nKT I
o = = g (U 22) 3

2 A _31__4;- L3 z(3+2.z_) ik Paxi
5(“‘“ N “’AKT-\_/:\Z > 5(4+Z) ny nkl

Az Pk _ Qe _ P Qux 5%
25(1+2) \mKT wkTY  wkKT nKTY,

/De37/
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@ _ UzC'wkTY J20+52) ey _lopa
Ioﬁ; v, 5'(4+z)2‘ S92 wk 1 3\/\,4@

"’8 +13z +402* m;»ﬁ‘f,! 2"61 M Qi ]
15 (4+z.) ww, (KT)* 25(’“’2)2 win, (kT)3

_Htlz  wedue . 8"le m
SUez)* i, (KT b‘i 50U+ n, l 6"5

2.1(4'%-2.) nn, (kT)

2=z Dix paxj H  PrePae §..
T UMD Twng (I T 70}

/De 38/

NEieD 160" (KT)" ) 6-2 42022 _§;  B+F2+102> o
i T (+zPwm 6 v 5  wkT¥

(22+52)2% qu  _ 6-4342-902"+132° pain
i3 15 nk T Yy 12.(4+2) KT wy

18 -4z -232% +4%23 Puix O
304+ 2) KT nk TV

+
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(45 - 44z + L102.7')23/" Pix Qax
25 (4+z) wkT  w,kTY,

+

/Do 39/

-1
%} /Do 40/

{ = [R n40’<,2,('1+z.)v

jest drednig drogg swobodng czasteczek "0" /pary/,

gdzie

/Dod1/

‘/2.
- 8H>
- (8

) T wy /D d/

sg srednimi predkodciami termicznymi czasteczek pary i gazu

odpowiednio, z Jest stqsunkiem mas czgsteczkowych, Z‘=YW/Mw

Wyrazenia /De37-39/ sg catkemi kolizyjnymi réwnah /IV.33-3Y,

Mozemy z nich réwniez otrzymeé calki kolizyjne dla zderzen
pomiedzy czgsteczkami gazu obojetneéo, :LS? ; podstawiajac
Z.=’1, n=hny 3;=0, Py = P"i'i ) Q,‘u ol q,,; . Otrzymujemy

w rezultacie cztony kolizyjne réwnan /IV. 3=/ dla momentdw

gazu obo jetnego

(4)
Im = () /Do43/

l—m _ _L'wkKT% ) A2 py
44:.3 45‘ h:4kT
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VZ\;kT)Z ( Pakt P/.ué;g -3 Bk PA%;;)

+

* TR eiTP (‘l" 03 - 3%3‘1)}

/Do44/

I(:‘D " GHL:A\MO(T)Z _ Q4 + d Paiw Qav
MYy 45'5-[ m’l VL,\\‘{TV,. ZO (V\'/‘kﬂ VA

/Z.45%/
Cali ¥clizyine ,/IIL1.5,7/ dle réwnenia Boltzrenna-Lorantza
nzyskujeny z /De37,33/, przyjmwijac dla funkeji dystrybucyi-

rej predv¥csdci gezzu obojetnego rozk¥ad maxwellowski, tzn.

qzai ) P&‘j & O

MWBL 0w (A+22) 41 32 N
IL = 3“*& 49 Tgﬁzgsz@n Qvp.16/

I@)B'-= B(3+52) -
v 15‘(4+z)2‘ V P3

IDsh T/
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Progrem 2 - program symulacji procesu brownowskiej
koagulacji, napisany w jezyku Fortren na massyne
CDC Cyber 73.

PROGRAM MCBC(INPUT,OUTPUTsER5TAPES=ER)
REAL MIoM23MEsL1sL2shN]oKN2sKNyNSTMFP,4K }
DIMENSTON VX{2),VY(2)sVZ(2)9CVI(2)TRFX(2)9RFY (2) sRFZ(2)4CF12)

DIMENSION NS(Y0)sNF{10)
COMMON/CRB/IX3NSIX

COR(X)=(165c+1 2 8HAX$90a(H2+1 ) EXOR41B.FHI® (H202.) *XEX*X) /

% (15,-3 BHAX+HYI® (B +PTHACH* (Fi242,) *X*X)
EFF(EK)S(T.+0524FK) /(1 ,4(0,88+0,14P1) *EK+8,064PI*EK¥EK)
FIX)=DS#ED/ (DCOL SDDB (1,44 *ED* (T o=X) / (DS*UMEX) ) )
FI1(X)=DS®*ED/IDCOL#DN* (14+2 *ALFA®ED/ (DS*X)))

NAMEL IST/DAMNE/K* ¢NEXP oNSoNFeIC50sTS9ACsPsTFoWsETASMB
NAMEL IST/RESULTS/XIsFRROR s XSTEPyCETP»CCOLM,ERCCOLM s COUTMyERCOUTMY

SUDUTMUMsBS1+8S.BS2,8NM]1,8NsBN235BATERBAsBFiBT9BD+BCCORTBN
200 FORMAT(/®* MEAN FREE PATH =2#,E1S,87/ :

$% COLLISIUNAL DTAMETER =®3g15¢8//

&% MUTUKL STORRIMG DISTANCE =#5EI15:.8//

&% AVERAGE LENGHT OF A SINGLE STEP =%#,E15:8//

$/# RACIUS OF THE FIRST PARTICLE =#,E15.8//

%% APPARENY MEAN FREE PATH OF THE FIRST PARTICLE =#,F15,A8//

€* DIFFUSION COEFFICILENT OF THE FIRST PARTICLE £%,E15.8//

%% CORRECTED CIFFUSION COEFFICIENT OF THE FIRST PARTICLE =#,E15.8/¥

$# K=NUMBER OF THE FIRST PARTICLE 2#,E154R//

€/ RACIUS OF THF SEEOND PARTICLE £8,E15,87/

€* APPARENT MEAN FREE PATH COF THE SECOND PARTICLE =#,E15.8//

$% DIFFUSION COEFFICIFENT OF THE SECOND PARTICLE =#,E1548//

$% CORRECTED OIFFUSION COEFFICIET OF THE SECOND PARTICLE =+,

$E15.877

$* K=NUMBER OF TFE SPCCND PARTICLE
300 FORMAT(IMI////7/7232X3#P0INTR,12/25X

$* DISTANCE PARANMETEP =a8,F6,2//

$¢ MUMBER OF PARTCLES ==,16//

$% PIAMETER OF THE SYSTEM z#4E15.,8//

$* INITFAL DISTAMCE B<“TWEEN PARTICLES =#,EI5.87/

%+ EFFECTIVE K=NUMBER OF THE FIRST PARICLE =#,E15.8//

8% FFFECTIVE DIFFUSION COEFFICIENT OF THE FIRST PARTICLE =#,E1S5.B/:

%* EFFECTIVE K-NUMBEP CF THE SECOND PARTICLE =#,E15,8//

$®* EFFECTIVE DIFFUSION COEFFICIENT OF THE SECOND PARTICLE 2#,E15,8!
700 FORMAT(3(F9+5X}/3(E2€(14+5X))

READ DANE

PRINT DANE

PE=AMCON(11)

Kilo38°6£’16

IX= ~

~§1113555 Sgbeobéoobbooe
IV1=4133068258 s TUI2746125398

=%
¥21

1v2=55053§438 % 1U22200665218
IV3=211523158 s 1U32]1]1S2%3238
IV4=582727578 $ 1U42542052678
IV5=1732408618 $ - TUS2851231251R
1V6=355130178 s IUB=2278203438

DB2=0.1792*SGRT (MBaK¢T) /ETA
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MFP=K2T/(SQRT(2,)#PL*FPanR2)
DCOL=MFP/KN

DéoL2=DcoL+DCoL
Ri=1,/1(1+Q)=NCOL

R2=Q/ (1¢+8)*0COL
MI=4,/3,2PI#*RIR1*RI=W
M2=4 ,/3 ;4P I2R2#D2uRD Y
CV(1)=SQRT(K®T/V1)
CV(2)=SQRT(K#T/2)
KN1=MFP/R1

KRZ2=MFP/R2
H2(2,-AC) 7AC

H2=H#p

Hl1=14/(2.~AC)
DI=K®#T/ (6. #PI*#R#ETA)
D2=K=2T/(E #PI#*RP2ETA)
DD=D1+D2
BIF1=D1#COR(¥NI1)

DIF2=L2%COR(KN2)}
DIF=DIF1+DIF2

RK1=104#CEF15SOFT(MY/ (2, %PI#K*T)) /DCOL
RK2=10.¥DIF2%SAET(M2/(2,2P1#K*T)) /DCOL
TP1=M1#DIF1/(K*T)
TP2=M2#DIF2/(K»T)
TS=TS#AMIN1 (TP1,TP2)
TS2=TS*#TS

HTS=TS/2.
CF(1)=SART(2.*K*T/(M12TP1
CF(2)=SQRT(2.'K*T/(HZ“TPE
VIM=SGRT ( #¥*T/(PTI%'*1l))
V2M=SQRT (B, #F®T/(PTaMZ))
UM=SORT(VIM®VIM+V2HM2Y2M)
PE=UM®DCOL/DIF

LI=TP1®#ViM

L2=Tp2s#yoM
GI=((2.%RY+L1)¢#3=(4.,%R1%¥R1+L 18 1)22]1,5)/16.#RI#L1)=-2{8R]
G3=((2+.¥R2+L2)*#u3~(4,9R2%RZ+L 2% 2)##],5)/ (g, #R2#L2) -2, #R2
DIST=SARTIGI#G1+G2%#G2)

PRINT 2003MFPsNCOLsDISTHUMBTSTRI¢L19D1+DIF]sRK1sR29L2502+DIF235RK;

BF=DIF/(DD¥*(DCOL/ (DCAL+DIST) +4.#DTF/ (DCOL®UM)))
BT=(DIF1*EFF (RK] ) +DIFZ2#EFF (RK2)) /DD

RCCOR=DIF/DD

IF(PE.GT«4,) GO TO }0
BB=BCCOR/(1.+4J/PE®EXF (=12,77*PE))

GO T0 11}

BB=BCCOR

BM=DCOL®¥UM/ (4J%1D)
AI=TS#(l1.~T5/(6,.4TPL})
A2=TS#(1.+TS/16,%#TP2))
AY=1,-HTS/TF1
AU2=1,.-ATS/TP2
AV1=1.=Al/TP1
AY2=1.,-A2/TP2

DO 1 IE=13yNEXR

DE=DCOL+NS(IE)#RIST
D$2=DS*DS

EK1=10.%DIF1#SART(MY/ {2, #PI#K*T)) /DS
ED1=DIF1*EFF (EK1}

27511}
*151)
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30

112
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37

36
35
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EK2=104#DIF2¥SORT (M2/ (2, 4P 1#K*T) ) /DS

EP2=DIF2*EFF (EK?2)

ED=ED1+ED2 .
PRINT 300F7IEsNS(IE) 4NF (IEY 4DS5NS (PE) *DISTFEK1FED1EK25ED2
IF(IE.GT.¥) 60 TO 99

IF(IC.EQ.0) GO TQ 99 .

READ (35700)NaLy&SToCZT4CCOLCCOL27COUT »CNUT24HHOUT

GO TO 111

N2 =NST=0 e

CZT=CCOL=CCOL2=COUT5 0UT22U0UTE0,

MSTEP=1

X£Y=0,

22ps

obL=pSs2

VX(1)=CV(I)*RG(IV])

VX(2)=CV(2)*PGTIV2)

V¥ (1)=CV{I)*RGITV3I)

V¥ (2)=CV(2)*PG(IV4)

VZ(1)=CV(Y)*RG(TVS)

VZ(2)=CV(2)*RBL1IV6)

CZ=vZ(2)=-yz(1) ;
IF(CZ.GE+08,) GO TO 29

VZ(1)==VvZI(1)

VE(2)==VZ12)

CZ=-C2

REX(1)=CF 1) ¥RG (IU1}

REX (2)=CF{2) #RG (JU2)

RFY (1)=CF{1)#RB(IU3)

RFY (2)=CF (2) ¥RB (IU4}

RFZ(1)=CF 1) *RG (LUS}

RFZ (2)=CF {2) *RG (IU6}

UZ=VZ (1) #XU1~-VZ(2) #AU2+ (RF2 (1) =RFX(2) ) #HTS

IFP(UZ.,BE.0,) GO TO 30
GO TOo 40

NSTEP=NSTEP+1

RFX(1)=CF 1) %¥RG(IU1}

PFX(2)3CFl2) ¥RG(IU2)

RFY(1)=CFl1)2RB(IU3}:

RFY (2)=CF (2) *RG(IU4)

RFZ (1)=CF 1) #RG (IUS).

RFZ(2)=CF(2)*RG (IU6)}

UZ=VZ (1}#AUL=-VZ(2) #AU2+(RF2(1)=RFY (2))*HTS
U¥=VY (1} *AUL VY (2) #AUZ+ (RFY (LY =RF¥(2) } *HTS
UX=VX (1}2AULI-VX (2) #AUZ+ (RFX(1)=RFX (2)) *HTS
SU=UX=UX+UY®Ii¥Yey22U2

RE=X#UX+YRUY+Z8i;2

IF (BE.BE.6.,) GD TO 35

DEL=BE*BE-SU% (OPL=DCLL2)

IF(DEL) 35336037

TCOL=(=-BE=SQRTI(NEL)}/SuU

IF(TCOLJLE.TS) 60 TO 113

GO TO 35

TCOL=-BE/SU

IF(TCCLLE.TS)Y GO TO 113
ODL=0DL+2+.*BE*TS+SULTS2
IP(ODL<GT2DS2) CO TO 114



- 197 =

X2X+UX®TS
Y2Y+UY®TS
ZRZ+UZ2TS
VX(1)=VX(E)®AVI+RFX (1) #Al
VX(2)=VX(2)®AV2+RFX(2)8p2
VY{1)=VY(1)#/.V1+RFY (1) #Al
V¥ (2)=VY{(2)8AV2+RFY(2)#A2
VZ(1)=VZ(1)#aVI+RFZ(1)eAl}
vttzxzvzt21°AVa+RFZ¢214A2
GO TO 112

113 MN2N+]
L2p +1
NST=NST+NSTEP
C¥IT=C2ZT+CZ
ccoL=CCOoL+CZ
CCOL2=CCOL2+(CZ%C2Z _
IP(NJLLT4NF(IE)) GO TC 111
GO To 98

114 N2N+1 N
NST=NST+NSTE"
CET=CZT+C2 7
TbUT:t-BE+SOR?KBE*BEvSUGICE*BCOLE-Dsal}IISU
XI=X+UX=TOUT
YI=Y+UY®#TOUT
Zi=Z+UZ*TOUT
CON=(X1%UX+Y12U¥+Z]1 %112y /DS
COUT=COUT +COwi
COUT?2=COUT2+C0N%CON
UOUT=UOUT*»SQRT (2U)
IP(NJLTNF(IEY) GO T0 111

98 RI=FLOAT(L)/FLDOAT (N}
SIGMA=SQRT (XI®*{1,=XI})
ERROR=3.%SIGMA/SQRTIFLOATINY)
ALFA=14~XT :
XSTEP=FLOAT(FST) Z/FLO~T (N)
CZTP=CZT/FLOATIM)
CCOLM=CCOL /N
ccoLPv=CcCOL2/N
SGCCOLM=SART (CCNL2M=CCOLM*CCOLM)
ERCCOLM=3,#SGCCOHLM/SART(FLOATI(N))
COUTM=COUT/Z (N=-L)
CHuT2¥=COoUT2/ (N-L)
SGCOUTM=SQRT (COUT2M=CCYTHACOUTH)
ERCOUTM=3¢»SGCOLTM/SART (FLOATIN))
UDUTM=UOUT £ (H-L)
B81=F (24,* ICCOLM-ERCEOLM) AUNM)
BS=F (2 #CCOLM/UM)
BE2=F (2.*{CCOLM+ERCCILM) 7UNM)

BN1=F (XI-ERROR)

BN=F (XT)

BN2=F (X1 +ERROR)

BR=F11 (CCOLM) _

ERBA=2:%RASBA®DCOL#NN2SQRT ( (ALFASERCCOLM/CCOLM*#2) 282+
$ (ERROR/CCOLM) ##2) /D52

PRINT RESULTS -~
1 CONTINUE £

svop . \&

L B .

~="p. 155186
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