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Wstęp 

W ponitszej pracy zostan~ opisane zagadhienia 

stabilności hydroQynamicznej ze względu na swobodną kon

wekcję w wybranych układach fizykochemicznych. Wla~ciwa 

czę~6 pracy została poprzedzona częścią literaturowet 

obejmującą cztery pierwsze rozdziały. W Rozdziale I zosta

ną krótko opisane podstawowe pojęcia matematycznej teorii 

stabilno,ei i przedstawione zostaną układy, w których 

mołna sformułowa6 zagadnienia stabilności hydrodynamicznej 

lub termodynamicznej. W Rozdziale II zostaną opisane 

teorie stabilności stosowane w hydro~amice i tarmodyna

mice procesów nieodwracalnych. Rozdział III zawiera opia 

zagadnień stabilno~ci, które wiątę się z zagadnieniami, 

będącymi przedmiotem niniejszej pracy. VI RozdzialeiV zosta

nia krótko opisany u~zial konwekcji w praenoezeniu ciepła. 

Po sformułowaniu celu pracy /Rozdział V/ zostaną opisane 

szczegółowo rozpatrywane zagadnienia stabilności, /Rozdzia

ły VI, VII i VIII/, a następnie zostanie przeprowadzona 

dyskusja otrzymanych wyników /Rozdział IX/. Na końcu 

/Rozdział X/ zestawione zo·ataną najwa!niejsze wyniki osiąg

nięte w niniejszej pracy. 
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Rozdział I 

Stabilność w układach dyssypacyjnych 

w teoriach fenomenologicznych przebieg procesów 

opisywany jest przez układy równań różniczkowych cząst

kowych, które dają związki pomiędzy różnymi zmiennymi 

stanu. Zmienne stanu są na ogół funkcjami zarówno czasu 

jak i współrzędnych przestrzennych określonych w układzie, 

w którym zjawisko przebiega. Najogólniej można te układy 

równań podać w postaci odpowiednich praw zachowania 

/np. masy, pędu, energii/ 

l 1 • 1 ./ 

gdzie: y jest grupą zmiennych stanu zależnych od 

czasu i miejsca, a f/t,y/ zawiera w sobie zarówno człon 

źródłowy, jak i przepływowy. Wymaga się, aby f/t,l/ 

była funkcją ciągłą oraz aby posiadała ciągłe pochodne 

odpowiedniego rzędu. 

Zmienne stanu występujące w termodynamice proce

sów nieodwracalnych i w hydrodynamice mają charakter 

wielkości uśrednionych po odpowiednich zespołach. Nie

mniej jednak dopuszczalne są odchylenia od tych wielko~ci 

średnich, opisywane przez fenomenologiczną teorię fluktu

acjil/,21· 

Dla układu izolowanego w stanie równowagi termodynamicz-

nej prawdopodobieństwo wystąpienia zadanej fluktuacji 
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zmiennej stanu dane jest przez relację Einsteina: 

p rV e ..aś/k. 

gazie: P jest prawdopodobieństwem wystąpienia zadanej 

fluktuacji, LjS- zmianą entropii, związanej z zadaną 

fluktuacją, liczoną od stanu równowagi ;LjS< Ol, 

k- stałą Boltzmanna. 

Dla układów nie będących w stanie równowagi termodynamicz

nej jako całoś~, ale spełniających postulat lokalnej 

równowagi termodynamicznej Prigogine i Glansdorff31 zapoe

tulowali, ~e podobną relację można przyjąć lokalnie. 

Na przykłaa~ie reakcji chemicznej Nicolis 

i Babloyantz4/ sprawdzili słuszność tego postulatu, 

jeśli tylko spełniony jest warunek, że zmienne etanu 

zmieniają się w czasie fluktuacji szybciej niż w toku 

badanego procesu globalnego. 

Uwzględnienie fluktuacji zmiennych stanu prowadzi do 

równań opisujących przebieg zjewieka w postaci 

/1.2/ 

gdzie: f~ - oznacza fluktuację grupy zmiennych stanu. 

Powstaje w tym miejscu problem, jek wprowadzone do 

równań /1.2/ fluktuacje zachowują się w czasie, czy na

rastają wywołując istotne zmiany w lokalnych warto,ciach 

zmiennych stanu, czy też zmniejszają się w czasie nie 

wywołując żadnych zmian. 

Rozwiązanie powyższego prpblemu jest zadaniem matematycz

nej teorii stabilności5/. 

http://rcin.org.pl



J 

Teoria ta zajmuje się stabilnością klasy równań typu 

/1.1/, przy czym przyjmuje się w niej, że równania te są 

równaniami różnjczkowymi zwyczajnymi. Należy jednak 

zauważyć, że sformułowany wyżej problem zachowania się 

fluktuacji zmiennych dotyczy ich zmian w czasie i w związ

zku z tym zależność badanych zmiennych stanu od innych 

zmiennych niezależnych jest nieistotna. Problem zachowa

nia się w czasie fluktuacji jest w matematycznej teorii 

stabilności problemem stabilności rozwiązań równań różnicz-

kowych postaci /1.1/. 

Przy spełnieniu warunku ciągłości wraz z pochodnymi 

w odpowiednim obszarze zadanym przez rozpatrywane zagad

nienie spełnione jest twierdzenie Cauche~go o jednoznacz

ności rozwiązań6/ oraz twierdzenie integralnej ciągłości 

rozwiązań tzn. że w pewnym podzbiorze obszaru z twierdze

nia Cauche'go rozwiązania bliskie wybranemu rozwiązaniu 

w punkcie początkowym, pozostają mu bliskie w całym pod

zbiorze61. 

Przez stabilne rozwiązanie w sensie Lepunowa 

rozumie się natomiast rozwi~zanie spełniające warunek, 

że bliskie mu rozwiązania w punkcie początkowym pozostają 

mu bliskie w każdym momencie czasu należącym do przedziału 

/t
0

, oo /. Precyzyjne określenie stabilności podaje 

następująca definicja5/: 

Rozwiązanie /t/ układu /1.1/ nazywa się 

stabilnym w sensie Lapunowa dla t ~ ~ /lub krócej sta

bilnym/ jeśli dla dowolnego f.> O i t € /a, a0 l o 
istnieje J = ! l C: , t

0
/ > 0 1 taka ~e: 
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1/ wszystkie rozwiązania ~=l /t/ układu /1.1/ 

/włączając rozwi~zanie ~ /t/ l spełniające warunek 

l]. J/ 

SQ określone dla t e U
0

, oe), 

2/ wazyPtkie rozwiązania spełniAją nierówność 

/1.4/ 

dla t b [t
0

, oo }. 

Uczwiązanie nie spełniające chociatby jednego 

z tych warun~ćw nazywa się niestabilnym. 

Je~li oprócz warunków wymienionych w powytszej 

defini-cji spełniony jest warunek 

/1.5/ 

to rozwiązanie ~ /t/ nazywa się asymptotycznie stabilnym 

w sensie Lapunowa5/. 

Kula o promieniu IJ il /t0 / - ~ /t
0
/ll < ~ /t0 / nazywa 

się obszarem przyciągania i jeśli Ll może przyjmować 

nieskończenie oute wartości to rozwiązanie ~ /t/ nazywa 

się asymptotycznie stabilnym w cełej przestrzeni. 

Najbardziej ogólną metodą badania stabilności 

rozwiązań układów równań postaci /1.1/ jest tzw. druga 

metode Lapunowe5/,?/,S/, 91. Istota tej metocy jest nastę-

pująca: 
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niech ·1 = ~ /t/ będzie rozwiązaniem układu równań, 

którego stabilność bn~ s i niech 

/1.6/ 

będzie odchyleniem rozwiązania ~ /t/ od rozwiązania 

~ /t/ /zaburzeniem rozwiązania .l /t/ l. Foniewat l /t/ 

i~ /t/ są rozwiązaniami układu /1.1/, to ! /t/ spełnia 

następujący układ równań: 

cL.x.. -== X (t x) clt l- /1.7/ 

gdzie:X(t, ~)= [f(t, ~+~(t))-f{~, ?f(t))] /.J..I/ 
przy czym: 

X (t, Q)= Q /1.9/ 

i prawa strona jest funkcją ciągłą wraz z pochodnymi tej 

samej klasy co f/t,y /t//. W konsekwencji układ /1.7/ 

me rozwiązanie trywialne ! = Q, które odpowiada danemu 

rozwiązaniu~ /t/ i badanie stabilności rozwi~zań układu 

/1.1/ sprowadza się do badania stabilności rozwi~zenia 

trywialnego!= O. Układ /1.7/ za Lepunowem nazywa się 

układem równań ruchu zaburzonego. 

Rostrzygnięcie problemu stabilności w drugiej 

metodzie Lepunowa opiera się na wprowadzeniu i określeniu 

własności tzw. funkcji Lepunowa i jej zupełnej pochodnej 

czasowej. 
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Jeśli dla układu /1.7/ istnieje ciągła wraz z od

powiednimi pochodnymi i okre~lona dodatnio skalarna 

funkcja \f;t, !1 i mające zupełną pochodną względem czasu: 

/1 .10/ 

o ujemnym znaku ale t E /e, oc l, to rozwiązanie trywial

ne układu /1.7/ jest stabilne w sensie Lepunowe przy 

t~_,. 

Je~li wzmocni6 wymagania dotyczące samej funkcji 

Lepunowe ~/t, !1 /powinna ona dopuszcza~ nieskończenie 

małą wyższą granicę przy.! ~0/ i jej zupełnej pochodnej 

-~~/pochodna ta powinne by6 ujemnie określona/, to roz-
dt 

wiązanie trywialne jest asymptotycznie stabilne. 

Natomiast w przypadku, gdy funkcja Lepunowa V /t, !f jest 

dodatnia, ale w pewnym obszarze przestrzeni ! , przylega

jącym do początku współrzędnych ! = O jej zupełne pochodna 

po czasie -S~ tet jest dodatnia, to rozwiązanie trywial

ne układu /1.7/ jest niestabilne w sensie Lepunowe przy 

t.....~~JJoo. 

Jak wynika z powytszych rozwe~ań druga metoda 

Lepunowe nie nakłada tadnych ograniczeń na posta~ prawych 

stron układu równań /1.7/, poza warunkami wymaganyai dla 

jednoznaczności rozwiązania be~anego zadania Cauche#go. 

Tą metodq można bada6 przypadki, gdy prawe strony rdwnań 

są nieliniowe jak i liniowe. W tym ostatnim przypadku 

jednak bardziej efektywna jest pierwsza tzw. metoda 

Lapunowa51 •71 • Przy pomocy tej metody bada się $tabilnot6 

układów równań postaci: 
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d?5 - H (-t) ts cLt - /1.11/ 

gdzie macierz A/t/ - współczynników jest ciągła i ogra-

niczona. 

Jeśli spełniony jest warunek, ~e największy z charakte

rystycznych wykładników macierzy współczynników jest 

ujemny, to rozwiązanie układu /1.11/ są asymptotycznie 

stabilne, jeśli natomiast wykładnik ten jest dodatni 

to są niestabilne. 

Przez charakterystyczny wykładnik /zwany wykładnikiem 

Lapunowal funkcji f rozumie się liczbę /lub symbole 

:! CO l okre~loną wzorem: 

Uogólnienie powyższego wzoru dla macierzy F/t/ = 
[rjk /t/] jest następujace: 

x. [F(t)] = "'!1-(U( ~ [f.k( i:)] 
4) k J 

Omówione krótko powyżej metody metemetycznej 

teorii stabilności stanowią podstawę pewnych szczegól

nych ujęć stosowanych w hydrodynamice i termodynamice 

procesów nieodwracalnych. Prze~ krótkim opisem teorii 

stabilności stosowanych w tych dziedzinach opisane 

zostaną krótko zagadnienia stabilności, z którymi mo!na 

się tam spotkeó. 
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1.2. ~~g~9~!~~i~-~~~2!!~2~~!_9~2~22l~~~!~~~!J_!_1~~!2Q~~!

~!~~~~J 

Przy badaniu procee6w w hydrodynamice i termody

namice procesów nieodwracalnych spotyka się w pewnych 

warunkech z jakościową zmianą cherakteru procesu. Mała 

zmiana bodźców, które wywołują proces powoduje, te wiel

kości opisujące proces /zmienne stanu/ cozneją np. skoko

wych zmian wartości. 

W hydrodynamice z tego typu zmianemi spotyka 

się w przypadku warstwy cieczy o niejednorodnej gęstości, 

znajdującej się w polu sił zewnętrznych, gdzie w pewnych 

warunkach pojawia się naturalna konwekcja. Inny przykład 

stanowi przepływ cieczy, gdzie zachodzi nieciągła zmiana 

charakteru przepływu laminarnego: bądź to na laminarny 

o innym profilu, bądź też na przepływ turbulentny. 

Przegląd układów hydrodynamicznych, w których takie zmia

ny występują jest przedstawiony między innymi w dwóch 

ThonogrRfiach101111 • 

W układach dalekich od stanu równowagi termodynamicz

nej, w których zachodzi odpowiedni zespól. eprzę~onych 

reakcji chemicznych obserwujo się w pewnych warunkach 

periodyczne zmiany stężenia w czasie, a w pewnych przy

padKach przestrzenne porządkow~nie się /ze względu na 

ten produkt/ układu121. Tego typu przebieg reakcji che

micznej ma jekościowo odmienny charakter, aniżeli dątenie 

układ·u do stanu równowagi, czy etanu stacjonarnego. 

Wyjaśnienie skokowych zmian w przebiegu zjawisk 

omówionych powyżej możliwe jest w ramach teorii Stabilnodei 
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Zmienne stanu, które są rozwiązaniami odpowiednich praw 

zachowania przestają być w pewnych warunkach stabilne. 

Zassaniczym celem teorii opisujących zagadnienia stabil

ności w wymienionych dziedzinach jest określenie warun

ków, w ktćrych rozwiązania odpowiednich praw zachowania 

przestają być stabilne. W teoriach tych wychodzi się 

z praw zachowania w postaci układu równań różniczkowych 

cząstkowych i bada się stabilność rozwiązań tych równań 

ze względu na zaburzenia. Jak wskazano w poprzednim 

rozdziale zaburzenia rozpatrywane w teorii stabilności 

są z fizycznego punktu widzenia fluktuacjami odpowied

nich wielkości makroskopowych. W następnym rozdziale 

omówione zostaną teorie stabilno~ci stosowane w hydrody

namice i termodynamice procesów nieodwracalnych. 
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Rozdział II 

Teorie stabilności hydrodynamicznej i termodynamicznej. 

11.1. Liniowa teoria stabilności 
~---~~----~~---~-~--~-~-~~ 

Historycznie najwcześniejszą teorią stabi:lności 

hydrodynamicznej jest liniowe teoria stabilności, opra

cowana dla wyjaśnienia tzw. problemu BenardalO/,lJ/,l4/. 

Metoda badania stabilności stosowana w tej teorii stano

wi przykład pierwszej metody Lapunowa, ponieważ równania 

różniczkowe, których stabilność jest badana, są liniowe 

ze względu na zaburzenia. 

Punktem wyjścia tej teorii są prawa zachowania 

masy, pędu i energii w postaci odpowiednich równań 

różniczkowych cząstkowych. Dla układów o niejednorodnym 

polu temperatury stosuje się przybliżenie Boussinesq'a10/ 

polegające na zaniedbaniu zmian gęstości w prawie za

chowania pędu, za wyjątkiem członu z siłami zewnętrzny-

mi. 

Przybliżenie to jest usprawiedliwione, ponieważ współ

czynnik rozszerzalności termicznej w układach ciekłych 

jest rzędu 10-J - 10-4• Jeśli zatem różnice temperatur 

w układzie nie przekraczają 10°, to w konsekwencji zmia

ny gęstości nie przekraczają 1% i można je zaniedba6. 

Wyjątek stenowi człon z siłami zewnętrznymi, gdzie przy

śpieszenie wywołane zmianą gęstości jest określone przez 

wielkość siły zewnętrznej i udział tego członu mo!e by6 

o wiele większy aniżeli pozostałych. 
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Następnym krokiem jest dodanie do stacjonarnych 

rozwiązań nieskończenie małych zaburzeń i podstawienie 

tych wielkości do praw zachowania. Po odjęciu rozwi~zań 

stacjonarnych otrzymuje się prawa zachowania dla zabu

rzeń, w których z kolei zaniedbuje si~ czlony wyiszego 

rzędu aniżeli pierwszy ze względu na zaburzenia. 

Po linearyzacji stosuj.e się analizę odpowiedzi układu 

na zaburzenia przedstawione w postaci "normal modes" 101 

Ponadto posta~ składowych zaburzenia musi zabezpiecza~ 

spełnienie odpowiednich warunków brzegowych. Poniewol 

równania opisuj~ce zaburzenia są pierwszego rzędu ze 

względu na czas, to czę~~ rozwiązania opisująca ~schowa

nie się zaburzenia w czasie będzie miała posta~ ~iniowej 
rt 

kombinacji członów postaci e ' gdzie u moie by<! 

liczbq zespoloną. Stabilnośd układu będzie określona 

przez znak części rzeczywistej u ; dla u"_. < O układ 

będzie stabilny, a dla G;.) O układ będzie niestabiley. 

Te dwa obszary są oddzielone t.zw. stanem marginalnym 

dla kt6rego ~ = O /amplituda zaburzenia nie zmienia 

się w czasie/. W zaleiności od tego czy 6l =o, czy 

te! GL ~ O w liniowej teorii stabilności rozróinia się 

dwa rodzaje przejtcia od stanu stabilnego do stanu nie

stabilnego układu. W pierwszym przypadku zachowanie się 

zaburzeń w czasie ma charakter aperiodycsny /spełniona 

jest zasada zmiany stebilno~ci 101, w drugim przypadku 

wykazuje cha~akter periodyczny 101 /nie spełniona zasada 

zmiany stabilności - overstabi.lity/. 

Okreslenie warunków, w których układ znajduje 

się w r ·e marginalnym wymaga w tej teorii okre~lenia 
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przy j:1kict pgrametrach opiaując·ych etan układu r6wna

nia perturbacyjne dla stanu marginalnego maj~ niezerowe 

rozwiązania, co prowadzi w konsekwencji do rozwiązania 

odpo•r.-iedniego zagadnienia właene·go. 

Innym formalnie podej•aiem jeet teoria etabilnod·ci 

oparta na nieliniowej termodynamice. proceeów nie·odwracal

nych. 'd1korzystuje eię tutaj pewn~ zasad~ wariaeyjllfl 1 

którą spełniają w ogreniczonym sensie zecho~zą~e procesy. 

Meto.dę tę motna wyja~nić w sposób następujący: 

Zasadniczym ograniczeniem liniowej te=rmodynamiki p·roc••"• 

ni.eodwracalnych jest niezaletno~ ~ \•'· ·p6lczynni.k6w fenome

nolo~icznJch o~ zmiennych opisujących stan Układu. 

Termodynamika nieliniowa pozwala na opie procesów, w któryob 

teka zale.tnot~ występuje. 

Funktem wyjt1cia w wyprowadzen-iu kryterium ewolucyjnego 

są prawe zgchowania masy, pędu i ener~iil5/,ł6/,3V,17/. 

/2.1/ 

/2.2/ 
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gdzie: ~..t - gęstoś~ masowa składnika Gl , 

o - gęstoś6 całkowita, 
) (.4) 
':[ - prędkość składnika ~ , 

r r ' ,; - prędkość ST'ed n. c..a.. c,c..eG'Z.~ , 

M.c. - masa cząsteczkowa składnika -'... , 

Y-'f - współczynnik ~tec.hiometryczny składnika ·.C. 

w ~ -tej reakcji 

K, - szybkoś~ ' -tej reekcji, 

IT - tensoT ciśnienia, 
;....J 

J:~) - siła zewnętrzna działająca na składnik ~ , 

~ - energia wewnętrzna jeanostki masy, 

J_Cł - przepływ ciepła, 

J c.&) - przepływ dyfUzyjny składni lc:a .t 1 

Po pomnoteniu przez odpowiednie czynniki~ 

gdzie p.-, - potencjał chemiczny składnita Cl4. • 

i zsumowaniu dla lewych otrzymuje się: 

Wielkoś~ ta jak łatwo motna pokaza~ jest niedodatni

formą kwadratową jeśli tylko spełnione są lokalne warunki 

stabilno~ ci termodynamicznej 161 JJI l Cv>O; ~~ < O i 

~;.~ W .ił >O 11 a. staje się r6wna zeru dla 

u~~du w stanie stacjonarnym. 

Przekształcajqc prawe strony mołna otrzyma~ 1 5/: 

/2.5/ 
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- uogólnione przepływy i siły termo

dynamiczne, 

czyli część pochodnej czasowej źródła entropi zawierającą 

iloczyny uogólnionych przepływów i pochodne czasowe 

uogólnionych sprzętonych sił. 

Przyjmując 

/2.6/ 

łatwo zauwaty~, te zdefiniowena przez pow.y~szy zwięzek 

wielkośd ~ ma następującą wlssnoś6: maleje ona 

w czasie dla stanów niestacjonarnych i osiąga minimum 

dla stanu stacjonarnego. Wartośd tej wielkotci je$t więc 

funkcjonałem zaletnym od dwóch rodzajów zmiennych 

1° wartości zmiennych dla stanu stacjonarnego 

!X
0

! 

2° wartości zmiennych dla stanu niestacjonarnego 

tXt 
cfarunkiem doaatkowym , .te 

! fx·,x·) = minimum /2.7/ 

lub w innej postaci: 

[3 ;tj~·x·)lo =O /2.8/ 

gdzie ;;f(_)( .x·)- jest runkeją Langrange"a. 

Do tak sformułowanej zasady wariacyjnej motna 

zastosować metody przyblitone i obliczy6 odpowie~nie 

rozkłady zmiennych stanu. 
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Metodę tę zastosowano do obliczenia rozkładu tempera-

tury i prędkości w przepływach Couette'a i Poisenille-a 19/ 

i dała ona dobre wyniki. Wykorzystano ją równie~ do 

obliczenia rozkładu temperatury w elementarnym procesie 

przewodnictwa ciepła i rozkładu stę~enia w procesie 

. . . h . 20/ . ... ... bl dyfUZJ1 z reakcJą c em1czną • Pon1ewa~ powyusze pro e-

my sformułowano w postaci liniowej, mo~na prace te uważa~ 

za sprawdzające poprawność metody. W problemach nielinio

wych metoda ta została zastosowana do obliczenia rozkła

du stę~enia w procesie dyfuzji 21 /• 22/, gdzie otrzymano 

dobrą zgodność z innymi rozwiązaniami przyblitonymi, 

a tak~e do obliczenia rozkładu temperatury w elementar

nym procesie przewodnictwa ciepła i rozkładu stężenia 

i temperatury w procesie termodyfuzji 2JI, gdzie wyniki 

były porównywane ze ścisłymi rozwiązaniami. 

W tej ostatniej pracy pokazano niejednoznaczność 

metody, gdyt w przedstawionym formaliźmie mo~na wykorzys

ta~ róźne postacie potencjału lokalnego, przy czym 

jak wykazano nie wszystkie prowadzą do zbie!ności z roz

wiązaniem ścisłym. 

Poni~ej przedstawię krótki opis jednej z metod 

wykorzystującej ogólne kryterium ewolucyjne opartej na 

metodzie potencjału lokalnego24/,l7/. 

Punktem wyjścia jest potencjał lokalny opisujący procesy 

w układzie, dla którego warunki brzegowe są funkcją 

czasu 161 • Wymaga to uzupełnienia postaci potencjału 
lokalnego podanego wy!ej dodatkowymi członami 

~ 6 ~) 

L = JeJ? d.i T J f L a:'~~ d.Y dt 
o " V ck. 
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(()J 
gdzie ""w są pewnymi własnościami fizycznymi jak 

gęstość, przewodnictwo cieplne, pojemność cieplna i td. 

w wyra~eniu tym zachowano podział na wielkości fluktuują

ce i wielkości średnie, w t~m przypadku jednak wszystkie 

wielkości zależą od czasu. 

Lo tak sformułowanego potencjału lokalnego wprowadza 

się następnie wielkości opisujące zaburzenia zależne 

od czasu. Otrzymuje się wtedy wynik zależny od przedzia

łu czasu /po którym dokonuje się całkowania/ niemniej 

w przypadku badania stabilności istotne są wyłącznie 

małe przedziały czasowe, gdyż decydujące jest początkowe 

zachowanie się zaburzenia w czasie. Prowadzi to w kon-

sekwencji do przyjęcia następującej postaci dla fluktuują

cych wielkości zale~nych od czasu 

/2. 10/ 

gdzie - są lokalnymi zmiennymi stanu obli-

czonymi dla stanu stacjonarnego, którego stabilność 

jest badana, x1~ 1 /xi/ są przestrzennymi zaburzeniami 

wokół tego stanu, a wartoś~ O' mierzJ7 stabilnoś~ układu. 

Srednie wielkości przedstawia się w postaci /self- consis

tent/: 

X ., ( X • o ) _ _.ot 
(~) ·.X~, t)= (.() + Xc.t) (xt e /2. 11 l 

Foniewat postacl zmiennych stanu przyjęta w tej metodzie 

nie jest na ogół rozwiązaniem ścisłym problemu stabil

no~ci, to konieczne jest rozwinięcie takiej metody 
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obliczenia ~ , ktćra pozwoli na znalezienie najlepszej 

/w wariacyjnym sensie/ wartości ~ opisującej układ 

w krótkich przedzielach czasu. Po wstawieniu powytszyeh 

zaletno~ci do potencjału lokalnego acałkow3nego po 

krótkim przedziale cz·aau otrzymuj.e się: 

~ 

L= j ~cLt /2.12/ 
o 

Poniewat całkowa-nie po czasie jest w ogólnym przypadku 

zbyt skompli!rowane, to korzystając z tego, te E jest 

małe, mot-na rozwinąć L w szereg Taylcra do członu 
drugiego rzędu względem E włącznie 

/2. 1 'J/ 

gdzie 

B= ~~- -~OJ t a.;J XJ(JC,+Xoo)dW2.14/ 
't w o v .t•l t•D 

• 
" 

Ponieważ X l A l /xi, t/ nie jest funkcją, kt6ra daje 

dlą ~ lub~A warto~6 ekstremalną, nalety ·wybra~ tt 
funkcj<i tak' aby er i X l 1!(./ /xi/ dawały ~la L lub 

LA wartość stacjonarną. Jeśli X;-.; /xi/ i a-' 

zo6taną tak wybrone to: 
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l. N 

+ f L !f, fx.,.> + 
G(= ł drX"') /2 • 16/ 

gdyż: 

~-o 'd er - /2 • .17/ 

Powyższy warunek można napisa~ w postaci: 

J pił - o 
J' Xl-l)-

Jf'z.=O 
~er 

.t=4,2, ... ,W /2. 19/ 

/2.20/ 

Ten układ równań określa N funkcji x1 d- l i parametr 

~ Scisłe określenie ~wymaga rozwiązania równań 

różniczkowych otrzymanych z powyższych związków i wyzn~

czenia zaburzeń x l d.. l. Można jednak~ e zastosowa6 

teraz metody przybli~one pozwalające na łatwiejsze wyz

naczanie x/ol/ np. metodą Ritza. 

Przyjmując, że: 

/2.21/ 

l~) 
gdzie: ~~ są współczynnikami, które trzeba wyznaczyd, 

a f'H (X~ znanymi, funkcjami współrzędnych /spełniają

cymi odpowiednie warunki brzegowe/ warunek stacjonarności 

można zapisa6 w postaci: 
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Zależno~~ ta sprowadza się do zagadnienia własnego 

i al musi by6 wybrane tak, ~eby istniały nietrywialne 

rozwiązania. Otrzymane stąc wartotci u okredlają stabil

ność układu. 

Odmienne podejście do zagad~ień stabilnodoi 

charakteryzuje opracowane ostatnio ujęcie Prigogine'a 

i Glansdorffa31. Jest to zastosowanie drugiej metody 

Lapunowa, a konkretnie wykorzystanie własności funlccji 

Lepunowe do zagadnień stabilności spotykanych zarówno 

w hydrodynamice jak i termodynamice procesów nieodwra

calnych. Autorzy ci wychodzą z badań stabilności układdw 

w stanie równowagi termodynamicznej i wykorzystując 

postulat lokalnej równowagi termodynrt~icznej wyprowa~zi

li ogólne kryterium stabilności dla układów nie będ-cy.ch 

w stanie równowagi. Analiza ta jest ogranic·zona do 

układów, w których spełnione są dwa warunki: 

1° zaburzenia stanu lokalnej równowagi są nieakańelanie 

małe 

2° badene są układy, których stany są elbo stacjonarne 

albo wolno zmienne w czasie w porównaniu ze zmianami 

czasowymi zaburzeń tzn. spełniony Jest warunek 

j ~}t (X")) << \Jr(S X) j 
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Prigogine i Glansdorff pokazali, ~e funkcją Lepunowa 

jest człon drugiego rzędu w odchyleniu lokalnej wnrto~ci 

entropii od stanu równowagi lokalnej i jeśli lokalna 

równowaga termodynamiczna jest stabilna to wielkot~ ta 

powinna być niedodatnia. 

/2.24/ 

gdzie: e - jest entropią jednostki masy. 

Jak łatwo widać z drugiej metody Lapunowa, stabilnotó 

układu wymaga, aby pochodna czasowa wielkości sformuło

wanej w /2.24/ była dodatnia 

/2.25/ 

Wielkość zdefiniowaną w nierówności /2.25/ nazywa się 

nadmiarem produkcji entropii. 

Metoda. zaproponowana przez Prigogine'a i Glans

dorffa pozwala na opis układów, w których oprócz ~yssypa

cyjnych procesów występuje konwekcja. W tych przypadkach 

funkcję Lapunowa nele~y uzupełni6 dodatkowym członem 

zawierajqcym energię kinetyczną zaburzeń prędkości zwią

zanej z badanym ruchem układu. Ogólne kryterium stabil

ności ma wtedy posta~ 

/2.26/ 

' c.. 

~>>o /2.27/ 
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~tan marginalny układu opisany jest równością: 

~(Q.)=O /2.28/ 

Określenie warunków, w których realizowany jeet etan 

marginalny wymaga zastosowania rachunku wariacyjnaso, 

gdy! poszukuje się odpowiedzi na pytanie "Przy jakich, 

mo~liwie najmniejszych wartości~ch parametrów określają

cych etan marginalny 1 atan ten będzie w układzie reali-

zowany?" 

Odpowiednie metody rachunku wariacyjnego zos.taną opisane 

przy opisie poszczególnych zagadnień stabilności. 

Prigogine i Glanadorff pokazali ponadto, te 

ogólne kryterium ewolucyjne zastosowane do zag~dnień 

stabilności prowadzi do identycznych warunków etabilno~

ci, jak wypisane poprzednio. Móśliwe jeet przy. tym zasto

sowanie metody potencjału lokalnego w odmienneJ od 
~~~ 

przedetawianej w pracy(Procedurze rachunkowej, której 

istotą jest przedstawienie zaburzeń w postaci "normal 

modes" i potraktowania wielkości odpowiedzialnych za eta

bilno~ć jako parametrów, dla których obliczana jest 

następnie warto~6 et • Ilustracja taj metody zoatani·e 

opisana w następnym rozdziale. 

Z trzech opisanych wy~ej metod dwie tżn. ogólna 

kryterium stabilności Progogine'a i Glanedorffa oraz 

liniowa ·te.oria atabilno~ci eą zastosowaniem odpowiednio 

drugiej i pierwszej metody Lepunowa do zagadnień Stabil

nodei stanów układów, którymi zajmuje się hydrodynamika 
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1 termodynamika procesów nieodwracalnych. 

Trzecia z omówionych metod-ogólne kryterium stabilności 

oparte na potencjale lokalnym jest metodą opartą na 

zasadzie wariacyjnej. Określenie stanu marginalnego 

w tej metodzie polega na znalezieniu metodami przyblito

nymi minimalnej wartości parametrów określających sten 

marginalny. 
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Rozdział III 

Przegląd zagadnień stabilności hydrodynamicznej 

~ termodynamicznej 

W przeglądzie zagadnień stabilności hydrodynamicz

nej uwzględnione zostaną tylko te zagadnienia, które 

wią~ą się bezpo~rednio z przeamiotern niniejszej pracy. 

Pominięte zostaną zatem zagadnienia stabilności przepły

wu Poseuille'a. Przegląd wyników dotyczących tych zagad

nień przedstawiony jest w dwóch monografiach S.Chandrase

khara iC.C.Lina 10/,ll/. Ponitej zostaną krótko omówione 

zagadnienia stabilności ze względu na swobodną konwekcję 

w horyzontalnej warstwie cieczy, stabilność w przepływie 

Cojpte'a oraz zagadnienia stabilności w kinetyce chemicz

nej. 

III. 1. Problem Benarda 

Problem Benarde był historycznie pierwszym bada

nym zagadnieniem stabilności w hydro~ynamice 1 J/,l 4 / 

W tym przypadku zagadnienie stabilności polega na akret

leniu warunków, w których w poziomej warstwie cieczy 

o niejednorodnej gęstości, wywołanej r6tnicą temperatur 

przyłożoną na ścianki pojawi się swobodna konwekcja. 

Ponieważ większość cieczy zmniejsza swą gęstoś6 

ze wzrostem temperatury, to naturalna konwekcja mo~e 

pojawić się w przypadku, gdy temperatura dolnej tcianki 

bęazie wyższa ani~eli górnej. Rozwiązanie pOwyższego 

zagadnienia jest następujące: 
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w przypadku cieczy nielepkich, konwekcja wy&tlłpi przy 

każdej różnej od zera r6~nicy temperatur, natomiast 

w przypadku cieczy lepkich pojawi aię ona dopiero po 

przekroczeniu pewnej krytycznej /dla danej grubości 

warstwy/ różnicy temperatur między deiantami ogranic&ają

cymi warstwę 1 '1 , 14/,lO/. Poniżej zostaną przedstawione 

rozwiązania tego zagadnienia w przypadku ciaesy lepkich. 

w liniowej teorii stabilno,ci wychodzi eię z pra• 

zachowania masy, pędu i energii dla cieczy niedoi,liwe/W 

w postaci 

/3.2/ 

''·'' 
( c:>I.T.: 'd~ .)2. 

gdzie: ł= .Jt ~ +~ - szybkodd nieodwracalnej 

J."'-

dyaeypacji energii kinety~zneJ prae& lep

kod~ 

tempera·tura, 

ciepło wladciwe jednostki mas7, 
.L 
fCy t 

współczynnik lepkodci dynamicznej, 

przy~pieezenie ziemskie, 

eymbol Kroneckera 

p - eiśnienie hydrostatyczne. 
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hównnnia te należy rozwi4zn~ dla stanu stacjonarnego, 

k tórut;o stnbilno~'J ć je et badona. W problemie Denarda 

róv.'ttnnia te rnaj~ następujące rozwiązania: 

" Lf't, = o. 

gazie: ~- &radiant temperatury. 

Zakładając ponadto, że ~ = ~0 [A+cĄ /T0 
- T/) 

cdzie <( - współczynnik rozszerzalności termicznej 

otrzymuje się: 

oraz 

/) .5/ . 

/).6/ 

Następnym krokiem jest z_badanie zachowania się układu 

w stanie zaburzonym: niech. wtedy badane zmienne mają 
.. 

postać: 

o 
tri. = (fi + LlL - U;., /).7/ 

. /'J. 8/ 
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Z równenia stanu otrzymuje się: 

/').10/ 

Tak okreólone zmienne wstawia eię do praw zachowania, 

które następnie linearyzuje się. Pominięcie czlonów 

nieliniowych eliminuje z rozwateń między innymi ezybk.odć 

dyseypacji lepkościowej. 

Prawa zachowania dla zaburzeń mają postać /po uwzględnie

niu przybliżenia Boueeineeq'a i elimiil.acji zaburzeńia 

citjnienia/ 

/).11/ 

l ).12/ 

/).1 )/ 

gdzie: ~ -2-towa składowa zeburżenia prę~kości. 

Hozwiązania tych równań muszą epelniad odpowiednie 

warunki brzegowe. Rozrótnia się dwa rodzaje powierschni 

ograniczających warstwę cieczy: 

sztywne powierzchnie, na któ·rych nie ma po~lizgu 

/znikajq nie tylko składowa prostopadła do powierzch

ni, ale tak~e składowe etyczne prędkodci hydrodynamicE

nej/ 

swobodne powierzchnie /znikają składowe styczne 

tensora naprężeń/. 

http://rcin.org.pl



27 -

1.6wnańia perturbacyjne anali~uje eię metodą 

"normal modee'1 tzn. zakłada się, ż~ zaburzenia mają 

postać: 

w 1'3.141 

IJ.151 

Po wprowadzeniu zmiennych bezwymiarowych w postaci: 

i 

J 
n.=-kcL 

gdzie: d - grubo~6 warstwy cieczy, 

równania perturbacyjne przyjmują postać: 

cdzie: t = -~ /Pr = -~ - liczba P~citLą9 

l 'J. 161 

IJ.17 l 

I'J. 181 

IJ.t91 

Z równań tych można wyeliminowa6 ~ i otrzymać jedno 

równonie postaci: 

(D2 -a.. ~)(Dt_a.. z._ r) ( oz.-a}·- ~cr)W- /').201 

=- Ra.. a 2 W 

http://rcin.org.pl



23 

gdzie: 

/3.21/ 

Dla stanu marginalnego równanie powyższe ma posta6: 

/).22/ 

Równanie to ma niezerowe rozwiązanie tylko dla pewnych 

wartości Ra./ala danego a 2 l. Okre~lone zostało· za.tem ze-

gadnienie własne. 

Droga rozwiezania tego problemu jest następująca: dla 

katdego a 2 trzeba znaleź~ najniższą wartość własną R~ 

dającą niezerowe rozwiązania, a następnie określi6 naj

mniejszą z wartości własnych Ha.dla wszystkich a 2 . 

Rozwiązanie tego problemu daje następujące wartości licz-

bowe: 

dla obu powierzchni swobodnych 

27 4 
i 

IT2 
r:~ = --4-rr a c :: -2- /J.2'J/ 

dla obu powierzchnj. eztyNnych 

~ = 1707,762 a = J' 117 c /'J.24/ 

Należy jeszcze podkreślić, te w problemie Benarda obowią

zuje zasada zmiany stabilności tzn. przejście ze stanu 

stabilnego /bezkonwekcyjnego/ do stanu niestabilnego 

/w kt6r~n występuje swobodna konwekcje/ następuje przy 
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<( = O /L.lJik:llt.ie CZ\:Łc·i urojon~j <r l tzn. v1 pohliżu 

stanu marginalnego zachowanie się zaburzeń w czasie ma 

charakter aperiodyczny. 

Problem Benarda·posłużył: jako test przy wyprowadza

niu kryterium stabilności opartego ne metodzie potencjału 

lokalnego 17/, 241 • Punktem wyjścia są odpowiednie prawa za

chowania: masy, pędu i energii, które w celu uzyskania po

tencjału lokalnego mnoży się odpowiednio prze~: 

i po zsumowaniu lewych stron otrzymuje się: 

/).25/ 

Sumę prawych stron po wycałkowaniu po objętości układu V 

i po pewnych przekształceniach mo~na przedstawić w postaci: 

gdzie fv 
chniowym. 

/').26/ 

jest członem objętościowym, a ~5 - powierz-

Dla układu, w którym warunki brzegowe zależą od czasu 

potencjał lokalny należy uzupełni~ dodatkowymi członami: 

z warunkiem ekstremum dla 

o v. = v. 
l. l 

/J.20/ 

= p 
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gdzie grupa zmiennych bez indeksu zero opisuje fluk

tuujące wjelkości, natomiast grupa z indeksem zero 

opisuje wielkcści uśrednione /obie te grupy zależą od 

czasu/. Przyjmuje się następnie, że ~luktuujące zmienne 

stanu można przedstawić w postaci: 

. ~ _ .... t 
~=:,l e 

T . = To - (3xzJ';~ -t se-rt 
/'J.29/ 

P = Po - łf"( x;Jh +i .<p ~s Jj3 ~:.~~)+ '2 e-ri 

oraz uśrednione zmienne stanu w posteci/&elf-consi&tent/: 

o ~. - ....--~: 
lf".,. = .5·• e 

Ponieważ przy badaniu stabilnotai interesujące jest 

tylko początkowe zachowanie się zaburzenia w czasie, 

to zgodnie ze schematem omówionym poprzednio mołna 

przyjąć, że: 

/:3. l1 l 

Istotny dla dalszych rachunków jest tylko człon z P 1• 

Następnym etapem jest przyjęcie jakiejś próbnej funkcji 

dla zależnych tylko od współrzędnych części opisujących 

zaburzenia. Po przyjęciu takich funkcji w postaci: 
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G= f3oLA(x3) co~ k~" c.os k~-2. 

~ - _ "k..z. c;Lfr ~Lt11 k" x.~ ca~ k:/z. 
:->-f- v crx3 er 
~ = _ v kz. d. (T co~ k~ x" "Vrl k~z 
:, J. kz. ct'X~ cr-
ś ~ = i; (r(xJ cos t<ax" ces kzJz. 

oraz 

/'J.J2/ 

spełniającyc~ ocpowiednie wArunki brzegowe, wstawia się 

je do P1 i po wy~on~niu całkowania po x 1 t ~2 Ji zaniedba

niu viazyatkich członów odpovJiadujących nieliniowym czło

nom w odpowiednich równaniach !ulera-Lagrange'a oraz 

członów nie za~icrających fluktuujących wielkości otrzy

muje eiv pewną zależność dla P1. Nast~pnie zgodnie z meto

dą ni tzo wybiern się- ola a i ~ funkcje próbne zależne 

tyl~o oe x
3 
/człon z zaburzeniem ciśnienia znika/ np. 

w postoci 24/,l 7/. 

/J.J'J/ 

A= B(.-t- f)(f) 
i po wstawleni~ do warunku na stacjonarnośd Ln sprowadza

pociło~ 
jqcego się do warunku znikamia(l' ,~po wybranych funkcjo ch 

prćhnych otrzymuje się w przypadku zadanych wyżej funkcji 

/J.'J4/ 

o /'). J5/ 
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co sprowadza się do dwu równań w postaci: 

R (.!:J._ ..!:t_ k 1. ~ f"' o ci z. 
-.~~~t~ B o+ P.-- sJ.Z +.-~ot> + ,ro - Aosk2V 

/J.'J6/ 

- u-ode 2) A =O 
~30y 

/J.J7/ 

Dla A0 = A, =<ł 

nietrywialne rozwiązania istnieją tylko w przypadku, 

gdy spełniona jest zale~ność: 

_Ł +!:L ~..J:ć _g -_5_)(.1.+1<1._51})-
~kZ ;(0() {, oO ~Ook2 630 3- 3o 30 - /').')8/ 

_ Rt!L- A 
-/140 • ALiO 

gdzie S = ucL/)J 

Stan marginalny określony jest przez ~ = O; stąd 

krytyczną liczby nayleigha mo~na obliczyć jako funkcję 

k2 
, a następnie wyliczyć najmniejszą ze względu na 

kz. krytyczną liczbt Rayleighq,. .. 

Dla wybranych poprzednio funkcji próbnych wartości te są 

następujące 17/, 24/: 

1750; = J J 117 /J.J9/ 

wynik ten jest w dobrej zgodności z wynikiem uzyskanym 

w liniowej teorii stabilności, jeśli wziąć pod uwag~, 

~e zastosowane funkcje próbne miały tylko jeden parametr 

do określenie. Bardziej zgodny wynik mo~na otrzymać 

w przypadku, gdy funkcje próbne bęaą zawierały więcej ~k~ 

parametrówl?/,? 4/. 
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Znga~nienic stabilności w problemie Denarda 

zostało rozwiązane równie! przy pomocy ogólnego kryte

rium stabilności hydro-termodynamicznej Prigogine'a 

i Glansdorff3J/. 

Punktem wyjścia w tej metodzie są pra•a zachowania dla 

zaburzeń, dla których zakłada się, ~e istnieje funkcja 

Lapurtowa określono następująco: 

/). 40/ 

Warunek· ten jest postulatem stabilności dla lokalnej 

równowagi termodynamicznej i hydrodynamicznej. Warunek 

stabilności dla problemu Benarda ma poeta~: 

gdzie ~ - oznaczają pochodne substancjalne. 

W równaniach bilansowych dla wielkości 32(tp) i (rf!:!'/ 
można wyróżnić człony źródłowe i przepływowe •. 

Jeśli założyć, że na powierzchniach ograniczających 

warstwę zaburzenia znikajQ, to w konsekwencji z odpo

wiednich równar1 bilansowych po scałkowaniu znikną człony 

przepływowe i warunek stabilności mo~na zapisać w pos

taci zawierającej tylko człon źródłowy: 

/).42/ 

warunek ten sprowadza się do: 
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fv [f R"-- t Gi;>z.b "(~t+ \1(~~ r·-
-.2~.,( &w] d.. V> O 

d.lo. ~y..::m~'YI~•W 
co(mołna zap~ postaci 

/).4J/ 

R a..= Vj.t)z.rJJtl"' <~ ~"> d~3 . '·44/ 

f-'~ /1{9ul'> -(e*w})d.;u-'11t<f!Jł!t>~ 
o o -. ~ 

gdzie < ) oznaczają utrednienie w płaszczytnie 

współrzędnych x 1 , x2 • 

Najmniejsza wartod~ przedstawionego ilorazu dla nieze

rowych rozwiązart równań perturbacyjnych okre~la krytycz

ną liczbę Rayleigha. Obliczenie tej warto.ci moł.na 

przeprowadzi6 bądź eliminuj~c poprzez odpowiednie równa

nia perturbacyjne jeaną ze zmiennych np 6J ćO/ lub teł 

metodą swobodnego mini'1Ilwn31 • W tym ostatnim przypadku 

nalety jednak zauwa~yć, te przedstawiona W7łej zalełno•~ 

została wyprowadzone pr.zy przyjrciu wa:runku nie•cidliwoł6-

ci ~ieczy, a więc w zaletności tej t~i juł o4 początku 

odpowiedni mnożnik Lagrange'a. 

Jedli wyprowadzi6 poprzedniq zale~nod6 bez warun'k:u nie

ćcitliwości to przyjmuje one postać: 

-- I 1 -r---
2 

gdzie 

I,= (~.cJ1cL" fv ~~-~~ cLV 

I;1 = Jj.c v ( 9 u>*+ '& .. w)- .2 v~.f J1a*l. + 

+"u-(ur ~ + m•~,i)J J.:V 

/J.45/ 

/).46/ 

/3.47/ 
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warunek minimum ma postać: 

= o 

Przyjmując za odpowiednie zmienne funkcje prćbne 

w postaciJ/ 

u,.L "' .c, C!.Jtp [i. ( a.rx + '? y)] ft 
U.. .z ... ..c" ~r rą ~x + a.y y>J i-f 
u..3 ::t w = CI( 3 eJ< P [ '-( tlst. x "" ~Y)] tfX:~.J 

6J = ~ e.Jcp [L(d,cX ~y)] f'(.z.} 

s = o<., IZJCP n c~)( +~~J l,~) 

oraz wybierając dla ~ zależnog6 

= 

można z warunków brzegowych wyznaczy6 warto~ci A1 • 

Warunek minimum otrzymuje się poprzez odpowiedni wybór 

współczynników aC..t , co pozwala na wyznaczenie wartośc-i 

R krytycznego. W tym przypadku otrzymuje się wartoś~ 

RCl;- = 1 821 , 8 

co pozostaje w dobrej zgod.no~ci z wynikiem liniowej 

teorii stabilności, jeśli wziąć pod uwagę fakt, te 

w funkcjach próbnych występował tylko jeden parametr. 

http://rcin.org.pl



J6 

li I • 2. !:~2Q!~~-~~~!2!!!}Q~~i-~~-~~G1~2~-!}~_!Q!!~!!~J~_!_!!.!:~~!i! 

2!~2~l-~-~~~2!~~~~~-e~~1~~2!_~l~2!~~l!-E!:!~~-2~f~!Jt 

·~v zasadzie przywiedlnym do problemu Benarde 

jest problem stabilności hydrodynamicznej, ze w~ględu 

na swobodnq konwekcję w horyzontalnej warstwie cieczy, 

w której zachodzi dyfuzja gaz.u przez górną powierzchnię 

ograniczajqcą. Problem ten został rozwiązany przy pomo-cy 

ogólnego kryterium stabilności opartego na koncepcji 

potencjału lokalnego257. 
Ró~nica między omawianym problemem, a problemem 

Benarda sprowa~za się ~o tego, !e cęatp~ó teraz jest 

funkcją gęstot1ci cząstkowej dyfundującego gazu eo prowa

dzi do modyfikacji prawa zachowania dle tego ekładnika 

w post·aci: 

/).52/ 

natomiast dla rozpuszczalnika prawo zachowania. masy 

przyjmuje pasta~ warunku nie~ciśliwodci 

PrAwo zachowania masy dla dyfundującego składnika 

odgrywa w tym zge,ndnieniu podobnq rol~ jak prawo zscho

wnnia enereii w pro'ł)lemle .Denarda. 

Otrzymano tutaj postać potencjału lokalnego jak i wiel

ko{~ P 1 je~t form11l nie ićentyczne. 2 postaci.ftJ.łl problemie 

!Jcnnrco. 
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w tym przypad~u jednak ~badano stobilnoś~ ~tanGw układu 

określonych nie tylko liniowym profilem gęstości, ale 

także dla nieliniowych profili gęstości uzyskanych 

z rozwiązań problemu w ramach teorii wnikania dla prse

ciwnie skierowanych uwarstwionych pr&epływdw oraz 

ż analizy warstwy powierzchniowej17 • Takie mOd)'fikacje 

profilu sęsto~ei dały odpowiednio nasttpujące warto~oi 

dla &modyfikowanej l·iczby Rayleigha 

87.7707a6 
Ra = ------~-----------------·--------·-------- /,.54/ 

c -9ae~8 + 4a)- ''•4394a2 + 24a •t1,ł994 

gdzie 
4- _l,_a__ 
-~ 

i l :3 - jest długod·ciq drogi dJ:tusji dla dane., CI88U 

kontaktu cieczy ·z gasea -wielko•d ta ~aS~fpuJe oalel

łod~ mi~dzy deisokami charakteryetyczn, dla problemu 

Be narda 

i 

= ł740 

dla analizy opartej no teorii warstwy powierzctmioweJ. 

W tym ostatnim przypadku k.onieczna jest dodat.kowa mo~

fikacja liczby naylei.gha ~-oprzez wprowadzenie charakte

rystycznej odległości, ktcSrę w tym przypadk.u jest gru ... 

bo6ć lJrzegowej \\'aretwy dyfuzyjnej·. 
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Z uwagi na to, ~e w niniejszej pracy zostAną 

wykorzyatan~ rozwiązania rćwnań perturbacyjnych przy

wiedlonych do równań występujących w zagadnieniu sta 

bilno~ci w tzw. problemie Taylora zostanie on tutaj 

k Ó 
• 10/ po r tce op1aany • 

Fizyczna istota problemu jest następująca. Rozwa~a się 

etabilno~6 ruchu w warstwie cieczy zawartej między 

dwoma obracającymi się współosiowymi c~lindrami /tzw. 

przepływ Couette'a/. W przypadku, gdy ciecz uznaje się 

za nielepką lrątowa prędkod6 cieczy wewnątrz warstwy 

jest doś6 dowolną funkcją promienia. Powstaje problem 

w jakich warunkach w tym przypadku wystąpi niestabil

ność polegająca na pojawieniu się dodatkowych Składo

wych prędko~ci w kierunku promienia i w kierunku piono

vzym. Efektem niestabilnodci etanu układu będzie pojawie

nie się swoistego rodzaju przepływu o charakterystycz

nej formie /przepływ komórkowy/. Dla cieczy nielepkich 

odpowied~ na pytanie o etabilnod6 wynika z kryterium 

Royleigha i jest następująca: dla etabilnotci warstwy 

konieczne jest aby ezybko~6 kqtowa zewnętrznego cylin~ra 
R1 2 

była /-F~-/ razy większa od ezybkodci kqtowej wewnętrz-
'-

nego cylindra i żeł)y miała ten sam kierunek. 

W przypadku, gdy ciecz wewnątrz cylindrami jest uwa~ana 

za lepk~, zagadnienie jest trudniejsze i jego rozwiąza

nie jest następujqce 101. 

Punktem wyjt1cia eq zlinearyzowane róWnania perturbacyjne 

dla zoburzeń pola prędkości otrzymane z równania 
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I1avier-~~ tokesa zapiefJnego we współ:rz~dnych cylindrycz

nych przy zaniedbaniu sit zewn~trznych 

/J.56/ 

/J.?7/ 

gdzie m = ~ i 1f(~) jest szybko~cią kątową 

ruchu niezaburzonego. 

Po wprowaazeniu zaburzeń w postaci "normal modes" 

/dla symetrii osiowej/ 

LLr = u.(...-) Clł~ k z efł: 
u.= er(.,.) cos kz e p t 

U.. z = ~( ~) :s C:"" kz ~ p t 
t w -= łD"C"..) w~ k z. e P 

/'J. 59/ 

i przeJściu na zmienne bezwymiarowe dla przypadku, gdy 

ocleglość między cylindrami jest mała w porównaniu do 

ich średniego promienia ~ /R 1 + n21 równania pertur

bacyjne motna zapisać w postaci: 

/J. 60/ 
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/J.6t/ 

cezie 

jest /).62/ 

tzw. liczbą Taylora 

oraz 

~e ni u 

tA=- (4-)AJ /'J.6J/ 

k = a/d , ~ = r_:_!!l 
d 

~i , i Ą jest jednym ze wsp6łczynnik6w w wyra-
621 

na vc~). 

w stanie marginalnym spełnione są oczywiście zależno~ci: 

/:l.65/ 

Rozwiązania tych równa11 są nietrywialne tylko dla 

pewnych wartości T
8 

/dla danego a2/ i wobec tego problem 

sprowadza się do zagadnienia własnego. Najmniejsza war

tość T
3 

dla której istnieją nietrywialne rozwiązania 

zminimalizowana dodatkowo po wszystkich a 2 daje wartośd 

krytyczną liczby Taylora. 

ł!nleży zwrócić jednak uwat;\.' na to, że w równaniach 

tycł1 wy s t~ puje C'odatkowy parametr cA , który ok·reśl!l 

stoeunek pr~dkotci. ~ ?wiqzku z tym wartoś~ krytyczna 
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liczby Taylora .jest I'Óżna dla różnych wartości ~ 

Wyniki Liczbowe zawa~te są w monografii Chandrasekhara 10~ 
Zagadnienie stabilności w problemie Taylora 

zostało rozwiązane także metodą ogólnego kryterium 

stabilnotci opartego na potencjale lokalnym261. Wyniki 

uzyskane tą metodą są zgodne z rezultatami liniowej 

teorii stabilności. 

Równenia perturbac3jne otrzymane w liniowej 

teorii stabilności dla proble-mu ~l'aylora eą formalnie 

identyczne z równaniami otrzymanymi dla problemu 

Benarda w przypadku gdy profil temperatury Jest parabo

liczny. Taki profil temperotury mo.tna uzye1ca6 przy 

wytwarzaniu ciepła np. na skutek dyeaypacji energii 

elektrycznej wewnątrz horyzontalnej warstwy i utr·zyllla

niu ścianek w zAdanych temperaturach. 

Z uwagi na to, te w niniejsz·ej pracy będzie 

rozwa!any takte układ ·z parabolicznym profilem tempera~ 

tury panitej zo.etanie omówione zagaclnit::nie atabilnotłci 

dla prostego problemu Benorda z parabolicznym profilem 

temperatury. Zagadnienie stabilności zostało rozwiąza

ne metodq liniowej teorii etabilnodci271. Punktem 

wyjścia eę prawa zachowania masy, pędu i energii, przy 

czym w prawie zachowania energii uwzględnia ai~ tr6dło 

ciepła 

/).66/ 
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/J.67/ 

/J.68/ 

Dla stanu stacjonarnego w przypadku, gdy w układzie 

nie występuje konwekcja,równania te mają następujące 

rozwiązania: 

o 
Ul=O /J. 69/ 

/J,70/ 

/'3.71/ 

gdzie: /J. 72/ 

Na rozwiązania te nakłade się zaburzenia w postaci: 

p=po+J'p 

p = f o + cff' 

u~ =- u..~ a -t- d' u~ ==- d'tt~ 

/J.7'J/ 

i tak otrzymane wielkości wstawia się rlo praw zachowa-

ni a. 
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Otrzymuje się stąd równania pertur-bacyjne /po wyelimino-

waniu zaburzenia ciśnienia/ w postaci: 

/').74/ 

/).75/ 

które po przeprowadzeni~ w posta6 bezwymiarową i przed-

stawieniu zaburzeń w postaci "normal modes" motna dopro-

wadzić do postaci: 

/').76/ 

/). 77/ 

gdzie: 

określa poło~enie maksimum temperatury 

/'). 78/ 

Przez przyjęcie następujących zmiennych 

~ = Ą - Ł . ' 'f , ::: a. 2 Ra.. T ; W'=- ur' 
/J.79/ 

l 1 
c:J( :-

"'l- 4 

równania te dla stanu marginalnego motna doprowadzi6 da 

postaci: 
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/3.80/ 

/J.81/ 

Równania te aą tzw. równaniami dołączonymi do równań 

z problemu Taylora i jak pokazał Chandraeekhar 10/ 

mają ideDtyczne z problemem Taylora zawartości własne. 

Mo~na zatem w omawianym tutaj przypadku wykorzyeta6 

wprost wyniki uzyskane dla problemu Taylora 1 bez prze

prowadzania dalszych rachunków. ~ak otrzymane wyniki 

przedstawione aq w pracy271. 

III.5. fE2Q!!~-~~~2!!~2~~i-~~E~!~l-2!~2~~tr!n!2!~!-EQ!!~ 
!!!E!r~!~~l_!_Er!!E!l!!~_bl2r22l~~~i2!n~~ 

Poniżej zostanie opisany przykład wpływu pola 

prędkości hydrodynamicznej na atabilnoś6 horyzontalnej 

warstwy cieczy ze względu na swobodną konwekcję. 

Pole prędkości hydrodynamicznej jest prostopadłe do 

gradientu temperatury wywołującego niestabilność. Prob

lem ten został rozwiązany metodą ogólnego kryterium 

stabilności Prigogine'a i Glansdorffa przy pomocy nad-
• 

miarowego potencjału lokalnego 28/,J/. 

Wychodząc z praw zachowania dla zaburzeń pędu i energii, 

które po linearyzacji i doprowadzeniu do postaci bez

wyuliarowej d1a składowych zaburzeń pola prędko~ci mają· 

postać: 
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/J.82/ 

<J u.. - - R,. U 'd u. - '.a1l! - Re w- d iJ + \72u.. ~- ~ ~ 0X 'd-z /J.8J/ 

a dla zaburzenia temperatury 

/J.84/ 

gdzie Re - liczba I<eynoldea i P~ - liczba Pecleta 

otrzymuje się po pomnożeniu odpowiednio przez- J'uT, 
-!tŁ. -d9 i docaniu nadmiarowy potencjał lokalny. 

l 

Po przedstawieniu zaburzeń w postaci "normal modea" 

z warunku ekstremum dla nadmiarowego potencjału lokal

nego dla dwóch cranicznych przypadków: R
9 

= O 

i R
8 

= O otrzymuje eiv odpowiednio równanie pertur

bacyjne dla problemu nenarda i r6v.'llanie perturb'acy jne 

dla problemu stabilności w płaskim przepływie Poiseuilled 

/tzw. równanie Orr-Somerfelda 11 ~. 

Do nadmiarowego potencjału lokalnego wprowadza się 

naet~pnie funkcje próbne spełniające odpowiednie warun

ki brzegowe dla zaburzeń w postaci szeregów: 

& : ~a.tf~ 
" 

i\.=~ kit. 
/'J.85/ 

.., 

gdzie fi i t· 1 są zadanymi funkcjami spełniającymi 

warunki brzegowe ola każdego i. Zagadnienię ekstremum 
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potencjału lokalnego można w tym przypadku rozwiązać 

metodą Ritza, z warunkiem dodatkowym równości średnich 

i fluktuujących wielkości. 'l'raktując liczby Ra, Re, 

Pr jako parametry można wyliczyć wartości ~ dla 

różnych wartości tych parametrów. 

Wyniki uzyskane przez Plattena i Schechtera281 wskazują, 

że ze wzrostem liczby Reynoldsa rośnie wartoś6 krytycz

nej liczby Rayleigha tzn., ~e przepływ hydrodynamiczny 

prostopadły do przyłożonego gradientu temperatury sta

bilizuje układ ze względu na wystąpienie naturalnej 

konwekcji. 

Wpływu poprzecznego pola temperatury na warunki, 

w których zmienia się charakter przepływu z laminarne

go na turbulentny ze względu na małą dokładnoś6 obli

czeń numerycznych dla zakresu liczb Rayleigha 

-20000 < Ra <. +20000 nie udało się autorom stwier

dzi~. 

Wyniki uzyskane dla b.dużych ujemnych liczb Rayleigha 

l -10- 10 -10- 11 l ws~azują, ~e przepływ hydrodyna-

miczny jest w tych warunkach bardziej stabilny, nie

mniej jednak dokładność uzyskanych wyników jest mała. 

III.6. Stabilność chemiczna 
----~--~-------~----

Na zakończenie przeglądu problemów stabilno~ci 

przeostawione zostaną krótko zagadnienia stabilności 

w kinetyce chemicznej. 

Przez zagadnienia stabilności w kinetyce chemicz

nej rozumie się odmienny od "normalnego'' dą~enia do 

stanu stacjonarnego, czy stanu równowagi przebieg 
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reakcji chemicznej np. oscylaeje stężenia jednego 

z reagentów w czasie, czy powstawanie przestrzennie 

uporządkowanej struktury. Należy przy tym rozróżnić 

zagadnienia stabilności w układach niejednorodnych 

i jednorodnych. 

W pierwszym przypadku pewne wyniki doświadczalne 

wskazujące na oscylacyjny w czasie przebieg heterogen

nej reakcji chemicznej był~ znane od dość dawna291, 

przy czym według przyjętych obecnie poglądów ich oscy

lacyjny charakter daje się wyjaśnić przyczynami ••fizy<!z

nymi .. , natomiast dopiero w ostatnich latach udało się 

zaobserwować periodyczne oscylacje czasowe w stę~eniach 

reagentów w układach jednorodnych. 

Obszerny materiał doświadczalny, dotyczący periodycz

nych oscylacji, został zebrany w biochemii 301. 

Zasadniczym problemem w zagadnieniach stabil

noiŚci w jednorodnej kinetyce chemicznej jest wskazsnie 

klasy modeli sprzętonych reakcji, w których mo~liwe są 

stężeniowe oscylacje w czasie i okre~lenie warunków, 
• 

przy których te oscylacje zachodzą. Wobec du~ej r6tno

rodności mechanizmów reakcji chemicznych pierwszy 

problem jest trudny, niemniej panuje przekoDanie, ~e 

warunkiem koniecznym wystąpienia oscylacji jest obec

ność w mechsniźmie przynajmniej jednej autokatalitycz-
3/,29/,,0/ 

nej reakcji przejściowej. 

W literaturze znanych jest zaledwie kilka modeli 

reakcji' chemicznych, które prowadzą do wystąpienia 

periodycznych oscJ~lacji czasowych stężenia reagentów)/, 
29/,Jl/ 
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Takim modelowym układem są reakcje utleniania bromia

nem potasu związków .posiadających aktywnq grupę metyle

nową w obecności katalizatorów /jony ceru lub manganu/. 

Reakcje te przebiegając w kwaśnym środowisku29/·, 'J 2/, 

wykazują czasowe oscylacje stę~enia utlenionej i zredu

kowanej formy katalizatora. 

Przykładem z tej grupy reakcji jest utlenianie kwasu 

bromomalonowego bromianem potasu w obecno~ei jonów 

ceru w środowieku kwasu siarkowego29/,)2/. 

Jon cerowy uczestniczy w dwu reakcjach: 

Bro,- c 4+ 
---"""-->• e 

H+ 

Pierwsza z tych reakcji jest reakcją autokatalic•nQ 

/produkty potrednie redukcji Bro3- przy~pieaz·ają 

utlenianie Cej+/. Powstający w drugiej reakcji Br- jeet 

silnym inhibitorem pierwszej reakcji. Dlatego dop6ki 

w układzie istnieje ce4•, a wobec tego i Br- reakcja 

pierwsza nie zachodzi i cały cer znajduje się w po&taci 

CrJ+. Wtedy zaczyna się szybka autokatalityczna reakcja 

pierwsza, dająca pewne stęłenie cr4+, poczym rozpoa&Jn& 

działanie Dr- jako inhibitor dzięki reakcji drugieJ 

i cykl zaczyna od początku. 

Zochowanie się układu w sposób poiRytej opiaan.J 

mo~no wyjadnić przy pomocy ogól~ego kryterium etabil

noóci Prigoeine'a i Glanedorffa. Jedli w układsie zacho

dzą tylko reakcje chemiczne to ogólne kryterium stabil-
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-ności można przedstawić w postaciJ/: 

/).86/ 

/'J.B7/ 

/indeks m wskazuje, te nalety wzią6 rzeczywistą 

częt6 wyra~enia/. 

Wystąpienie periodycznych oscylacji jest wynikiem nie

stabilno~ci rozwiqzania stacjonarnego dla sttienia jed

nego z reagentów i stan marginalny układu określony 

jest przez zaletnoś~: 

/).88/ 

Dla przykładu opiszę zachowanie się układu przy pomocy 

analizy "normal modes'' 1 w którym zachodzą następujące 

reakcje: 

k1 
A łl X re: 

1<" 
-1 

2X + Y 
k2 - )X C: 
k_2 /).89/ 

B + X 

X o('k "E 
-~ 

http://rcin.org.pl



. 

50 

w stanie równowagi spełnione są zuleżności 

kl A k -2 kl 
Xe~ = 

_1( ___ 
'l.e'f = r:;-f=~ A 

-l 
/). 90/ 

E kl k4 D = ~f-~2-- = k=1k4-A B -2 -) 
/).91/ 

Przyjmując ola uproszczenia, ~e ki = 1 i k_i = k 

/dla i= 1, Z, J, 4/ dla produktów przejściowych ot~

muje się następujące równania kinetyczne: 

/).9)/ 

ktćrych rozwiązania stacjonarne /przy przyjęciu dla 

A i E wartotci z prawa działania mas 

A = k2 Ej /).94/ 

maj q postac!: 

,., 

X o = A 
Y o = A /A'- + k R D/ - ----.--~---..----_.~ 

K A2 + k) D 

gdzie: 

n = Q 
D 

Wprowadzając do równań kinetycz~/J.9J/ zaburze

nie warto~ci str~eń produktów przej~ciowych w postaci~ 
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/J. 97/ 

gdzie: X i y są amplitudami zaburzeń niezależnymi 

oo położenia; po linearyzacji i pewnych przekształce

niach otrzymuje się równanie perturbacyjne w postaci: 

+ x2 
+ k /X 2 + D/ = O o o 

Latwo sprawdzić, że dla 

lc { 3 2 [ 2 2 R = R~ = -~--,- k D + k + /l+k/ 2A + k + 
A -k D 

/3.99/ 

znikają części rzeczywiste obu pierwiastków równania 

/J.98/. 

Stan marginalny osiągany jest zatem przy R = Re, ~la 

R < Re układ jest stabilny, niemniej jak można 

sprawdzić nie znikają części urojone pierwiastków 

równania /J.99/ i wobec tego pc zaburzeniu układ osią

ga stan stacjonarny periodycznie. W stanie marginalnym 

nie jest w tym przypadku spełniona zasada zmiany stabil-

ności, gdyż dla = o, er. 
1 

o. 
Tego typu zachowanie jest również charakterystyczne dla 

modelu Lotki - VolterryJ/,JJ/, gdzie stan marginalny 

o jest realizowany nieskończenie da1eko od 

http://rcin.org.pl



52 

stanu równowagi, natomiast warunek G""" .. # O jest 
~ 

spełniony zawsze dla użytego w tym modelu przejścia 

granicznego. 

Można sprawdz.tć, że dla R = Re spełniony jest warunek 

/).88/. 

Dalsze przykłady, jak i bardziej szczegółowe wyjaśnie

nia można znaleźć w pracach)/,Jl/,J3/,)~,J5/. 

Odmiennego typu zachowania się układu można 

się spodziewać w przypadku, gdy istotny udział w kine

tyce chemicznej zaburzeń odgrywa dyfuzja36/,J7/,JS/,,9/. 

Jeśli układ, w którym z kinetycznych względów motliwe 

jest wystąpienie niestabilności wykazuje zaburzenia 

w stę~eniach reagentów niejednorodne przestrzenie 

i dyfuzja reagentów nie jest zbyt szybka /nie wyrównu

je niejednorodności stężeniowych/, to nalety spodziewać 

się, ~e w układzie wystąpią pewne niejednoroanotci 

przestrzenne w stężeniu reagentów. Uwzględnienie dyfuzji 

oprócz reakcji chemicznych daje dodatkowy człon w kry

terium stabilności Prigogine'a i Glensdorffaa 

gdzie: 

Sc~ - część zaburzenia stę~enia składnika 
biorąca udział w dyfuzji, 

zaburzenie liczby po~t~akcji 
ne~zęściami zaburzeń stężenia 

związa-

składni-

ków biorących udział w re$kcji chemicz-

n e .. i. 
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l 

gdzie !f~ = 1...-ł~- - zaburzenie siły termodyna
dXł 

micznej wywołującej dyfuzję 

f}. = f{~4j) - zaburzenie przepływu dyf\lzyj

nego. 

Przyjmujqc, że f~= -D f Xo< łatwo wicJa6, że dyfuzja 

stabilizuje u~ład /daje dodatni człon w /).101/. Mate 

ona jednakże oddziaływać z członami w .:;;J'fłf'J'Wł 
ktćre wywołujq niestabilność, co może w pewnych przy

padkach prowadzić do wya·tąpienia niejednorodności 

przestrzennych. Zachowanie tego typu opiszę na przy

kładzie układu, w którym zachodzą reakcje /).89/ i po

nadto produkty przejściowe podlegają dyfuzji. 

Dla uproszczenia rozważany jest układ jednowymiarowy, 

w którym ponadto zaniedbano wszystkie reakcje odwrotne. 
J/,40/,41/ 

Równania kinetyczne mają w tym przypadku postać: 

/J. 10)/ 

Układ ten ma rozwiązania jednorodne i stacjonarne, 

które oznaczę odpowiednio przez X i Y • o o 
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Niech stacjonarne rozwiązania ulegną zaburzeniu, 

przy czym zaburzenia niech zależą od położenie. 

Przyjmując 

X (t):: x. +X+ f!xp [rl + t,."j/ł J 

y{t)=): + ./~p[crt ... l.'f"'/~] 

/3.1-04/ 

gdzie:~·- jest długościq fali dla niejednorodnogci, 

a x+ i y+ oznaczają amplitudy niezaletne od połoie-

nia i czasu. 

Wstawiając /3.104/ co róvnart kinetycznych /3.102/ 

i /3.103/ otrzymuje się po linearyzacji i pewnych prze

kształceniach równanie perturbacyjne w postaci: 

cr·2 + /A2 + 1 - B + a + b/f" + A2/1 + a/ + 

,,.105/ 
+ /1 - B/ b + ab = O 

gdzie: i 

Równanie /).105/ ma zerowe rozwiązania tylko wtedy, 

gdy spełniony jest jeden z dwu następujących warunk6w: 

1°/ znika wsp6łczynnik przy ~ 

2°/ znika człon swobodny 

\rpierwszym przypadku UKład osiąga stan marginalQ1 

l er r = 0/, gdy spełniona jest zale!nośd: 

" l A
2 

+ b l l 1 + a/ 
B = Be = -~·----------~---- /3.106/ 

b 

Dla B <B~ rzeczywista czę~d jednego z pierwiastk~w 

arr jest dodatnia i ukła~ jest nlestabilny. w stanie 

merginalnym jeanale o- i f:. o, a l',atem układ nie spełnia 
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zasady zmiany stabilności. 

W drugim przypadku oba pierwiastki są rzeczywiste 

i jeoen z pie~wiastków jest oczywiście równy zeru, 

natomiast drugi staje się równy zeru dla: 

:: A2 + 1 + a + b /3.107 l 

Jak wida6 układ w tym przypadku spełnia zasadę zmiany 

stabilności. Niestabilnoś~ w układzie ·wystąpi zatem, 

gdy: 

Be' ( B < Be" ;,.108/ 

Foniewat Be' i Be" pozostają funkcją i\ , trzeba 

znęleźć wartości A , które dają najmniejsze Be' i Be". 

Z 13.106/ wynika, te Ben l A l osiąga minimum gdy 

= /) .109/ 

natomiast, B d l i\ l osiąga minimum dla ~ _, oo , 

co odpowiada jedhorodno~ci ukł.adu. Najmniejsze wartotci 

są odpowiednio równe 

= 1).110/ 

1).111/ 

Pojawienie się niejednorodności w u'<"ł:edzie mote wystą

pić tylko wtedy, gdy war'ość Ber" jest nitsza aniteli 

9 cr • 
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Nakłada to ograniczenia na stosunek wsp6łczynników dyfuzji 

-~-, który musi być wystarczająco mały. Po przejściu 

stanu marginalnego układ będzie wykazywał uporządkowanie 

przestrzenne. stanie marginalnym spełniona jest oczywiś-

ci.e równość wynikająca z kryterium Prigogine~"a i Glans-

dorffa /).102/: 

/). 112/ 

Dalsze przykłady zachowań tego typu nazwanych przez 

Prigogine'a i współpracowników "aymmetry breaking insta

bilities" są opisane w pracachJ/,JB/,:39/, 40/,4l/. w pracach 

tych wskazano na wazność niestabilności opisanych powytej 

typów w układach biochemicznych i biologic~nyeh. 

W pracach 42/, 4:3/ opisano wyniki doświadczeń,{it6rych za• 

obserwowano tworzenie się w układzie struktury przestrzen

nej. 
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Rozdział.IV 

Udział konwekcji w przenoszeniu ciepła 

Przekazywanie ciepła w układach ciekłJeb odbJW• się 

poprzez: przewodnictwo, przenoszenie konwekc7jne i promie

niowanie. Poszczególne udsiał7 dane s~ odpowiednio prsez: 

prawo Fou.rLe.,.'Q, 

dla przenoslenia konwekQJ~neao 

14:.2/ 

g~zie: ~-jest enersi• wewnttra~ jednostki aaa,r 

J !('- prrdto,cifł hydrod)'1181dcarua 

- prawo Ste~- Bolt&aanna /dla ciał doskonale azarn,ch/ 

,.. T. !L 
dot ~ .. /4-l/ -

Udsial kaidago s t7eh aechaaia.d• okre•lonr jest p~e• 

warunki, w kt6r7ch zachodai proces prwekaaJWanta ciepła. 

Pr•~ pomiarach wsp6loz~nnika p~zewo4nictwa w cieczach 

dqi~ sir do wyeliminowania lub z•inimalizowania przeka.,wa

nia ciepła prze~ konwe~cJt /przekazywanie ciepłQ prsez 

promieniowanie ma w normalnie stosowanych temperaturach 

pomijalny udział/. Poniewai zwykle nie jest znane pole pr,d

ko~ci hydrodynamicznej /wymaga to rozwiązania równania 

Navieta-5tokesa dla. badanego układu/, to udział konwekcJi 
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w przekazywaniu ciepła za Nusseltem opisuje się przy pomocy 

teorii podobieństwa w sposób następujący~4/ 

Przekazywanie ciepła przez konwekcję opisuje się przez 

prawo Newtona, a następnie wprowadza się zastępczy współ

czynnik przewodnictwa ciepła w postaci: 

J~ - hLlT =-X'~ T /4.4/ 

gdzie: h jest współczynnikiem przekazywania ciepła. 

Wprowadzenie /4.4/ pozwala zapisać sumaryczny przepływ 

ciepła wywołany przez przewodnictwo i konwekcję w postaci: 

J~ = J~ +Je}=-(/\' T X'} ~T;:: -A~ rJ-T /4.5/ 

stosunki 

*= 
f= 
~: 

/4.6/ 

/4.7/ 

/4.8/ 

są miarą udziału konwekcji w przekazywaniu ciepła i są 

przez różnych autorów nazywane liczbami Nusselta/JVuj. 

Badania zależności liczby Nusselta od warunków prowadzenia 

procesu przekazywania ciepła /geometria i poło~enie układu 

w polu grawitacyjnym, własności fizyczne cieczy, istnieją

cy w układzie gradient temperatury/ pozwala na okre~lenie 

udziału konwekcji w całkowitym przepływie ciepła. 
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Stosując teorię podobieństwa i analizę wymiarową mo~na 

warunki prowadzenia procesu wyrazi~ przez liczbę Grashofa 
. ~~/ 

i Prandtle lub liczbę Rayle1gha 

/4.7/ 

/4.8/ 

R g•4fd5 
Q.= kV 

/4.9/ 

gdzie oprócz znanych symboli L - oznacza pewną charakte-

rystyczną grubość warstwy cieczy, na którą przylotona jest 

ró~nica temperatur. 

Zależność liczby Nusselta od liczby Greshofa lub Rayileigha 

dla różnych geometrii układu i jego połoteń·w polu grawita

cyjnym przedstawiono na wykresach 10/,45/,46/ /4.1 - 4.,/. 

Charakter zależno~ci w przypadku poziomej warstwy cieczy 

podgrzewanej od dołu jest wyja~niorty przez istnienie krytycz

nej liczby Ray.leigha, przy której zaczyna się konwekcja. 

Dla liczb mniejszych od krytycznej konwekcja nie występuje 

i przekazywanie ciepła odbywa się tylko przez przewodnictwo. 

Dla liczb większych od krytycznej oprócz przewodnictwa 

występuje konwekcyjne przekazywanie ciepła i w związku z tym 

liczba Nusselta staje &ię większa od jedno~ci 101. 

Van der Held i van Drunen46/ podobnie wyja~niają 
charakter zale~no~ci w przypadku warstwy cieczy zawartej 

w pionowym cylindrze z poziomym gradientem temperatury. 

Autorzy ci uwa~ają, ~e istnieje krytyczna wartoS~ liczby 

Rayleigha, której przekroczenie wywołuje w układzie konwekcję. 
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Według tych autorów ponitej wartości krytycznej liczby 

Reyleigha konwekcja nie występuje. 

Tyrre1 47/ i Tsederberg48/ opierając się na pracach 

między innymi Kraussolda49/ analogicznie wyja~niają zale!

no~ć liczby Nusselta od liczby Grashofa zarówno w przypadku 

pomiarów przewodnictwa ciepła w pionowym cylindrze jak 

równie~ w przypadku pomiarów prowadzonych w układzie: dwa 

wsp6łosiowe koncentryczne cylindry położone poziomo /radial

ny gradient temperatury/. Autorzy ci, a tak!e White50/ 

uwa!ają, ~e poniiej pewnej wartotci /krytycznej/ liczby 

Hayleigha konwekcja nie występuje. Przyjmują oni, te wartoś~ 

krytyczna liczby Rayleigha v~oei 1000. 
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Rozdział V 

Cel pracy 

W ostatnich latach następuje intensywny rozwój nie

liniowej termodynamiki procesów nieodwracalnych. Jej dotych

czasowe zastosowania koncentrują się z jednej strony na 

obliczeniach metodami wariacyjnymi /metoda potencjału lokal

nego/ pól wielkości fizycznych w nieliniowych układach, 

z drugiej strony natomiast na opisie zagadnień stabilności 

w układach nierównowagowych. W związku z tym drugim obszarem 

zastosowań interesujące jest znalezienie nowych fizyko

chemicznie ciekawych układów, w których mo~na sformułowa6 

zagadnienie stabilności bądź hydrodynamicznej, bądź termody

namicznej w warunkach nierównowagowych. 

Jak to opisano w części literaturowej jednym z takich przy

kładów jest klasyczny problem Benarda. 

W niniejszej pracy sformułowany zostanie elektroche

miczny analogon /w pewnym sensie/ klasycznego problemu 

Benarda. Pozwoli to na doświadczalne określenie stanu margi.

nalnego prostszą metodyką pomiarową, ani~eli ma to miejsce 

w klasycznym problemie aenarda. Jak to zostanie panitej 

opisane pozwoli to ponadto na badanie zagadnienia stabilności 

hydrodynamicznej, w bardziej zło~onych warunkach, nit te 

które można spotka6 w klasycznym problemie Benarda. 

W rozdziale VI niniejszej pracy sformułowane zostanie zagad

nienie stabilności w następującym układzie: 

między dwiema płaskimi, równoległymi i poziomymi płytkami 

spełniającymi rolę odwracalnych elektrod umieszczona jest 
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warstwa ciekłego roztworu elektrolitu. W przypadku przy

łożenia zewnętrznej siły elektromotorycznej elektrolit 

reaguje odwracalnie na elektrodach, co sprowadza się do 

przenoszenia metalu z anody na katodę przez roztwór elek

trolitu. Występująca w takim przypadku polaryzacja stę~e

niowa prowadzi do powstania w układzie gradientu stę!e

nia, który mo~e wywoła6 swobodną konwekcję. 

W związku z tym postawiono sobie za cel rozwiąza

nie dwóch następujących zadań szczegółowych: 

1/ opracowanie teorii stabilności hydrodynamicz

nej opisanej komórki elektro·chemicznej i wyznaczenie 

warunków, w których układ bezkonwekcyjny przejdzie w stan 

charakteryzujący się wystąpieniem naturalnej konwekcji. 

Chodzi tu więc o wyznaczenie parametrów opisujących stan 

marginalny. Zadanie to zostanie rozwiązane trzema metoda

mi: 

a/ 

b/ 

c/ 

przy pornocy liniowej teorii stabilności 

metodą potencjału lokalnego 

przy pomocy ogólnych warunków stabilności Prigogina 

i Glansdorffa. 

2/ doświadczalne potwierdzenie istnienia stanu 

marginalnego w opisanym wytej układzie elektrochemicznym, 

na przykładzie wodnego roztworu siarczanu miedzi i płytek 

miedzianych jako elektrod. Obok dotwiadczalnego dowodu 

istnienia stanu marginalnego przeprowadzono równie! 

eksperymentalne wyznaczenie parametrów opisujących stan 

marginalny. 
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W Rozdziale VII zostanie sformułowane sagsanie-

nie stabilnodoi hydrodynamicznej w bar~siej złoionych 

warunkach. Rozpatrywany będzie problem Stabilnodei hydro

dynamicznej w poziomej warstwie cieklego roztworu elektro

litu, zawartej między dwiema płaskimi, rów.noległJDi i po

ziomymi elektrodami, w kt6rej oprócz ~adieD\u stętenia 

wystę.puje gradient tempe-ratury. 

Podobnie jak w Rosdsiale VI, gradient sttłenia w układsie 

powstaje wskutek polaryzacji stęłenioweJ. 

Rozpatrzone zostaną dwa przwadki pola teat.peratU17 w ukł:.a

dzie: linio~ /stałt gradient temperaturr/ i parabóliezne 

/liniowy gradient temperatury/. 

Liniowe pole temperatury powstaje w ro•wała~ układsie, 

jetli utrz~a~ stał, rólnict temperatur mitdzy 'clankami 

ograniczajqcJllli warstw, roztworu. Natomiast paraboliczne 

pole temperatur.7 molna u'7ska~ przez przepl7w przez 

warstwę np. zmiennego prądu elektrycznego /wytlziela się 

ciepło Joule•a/ i utrz~nie ~cianek ogranicsaj-cych 

warstwę w stalJch t.emperaturach. 

W opisanym powyiej układzie pojawienie siv konwe

kcji moie by~ wywołane w przypa~ku liniowego pola tempe

ratury dwoma czynnikami: r6łnicfl st,lenia i z-ewnttrzftll 

r6~nicq temperatury, a w prz,padku parabolicsheso trz.ema 

czynnikami: r6inicą stv·tenia, zewnętrznfł r6!nicra tempera

tury i ciepłem Joule•a. W swirazku c t,m pQstawiono sobie 

za cel rozwiązanie zagadnienia stabilno~ci eydrodlft81d.c·s• 

nej w wytej sformułowa~ch warunkach z okr~leniem wpl,_u 

katdego z wymienioeyeh CZ1'flnik6w na stabilnog6 układu. 

http://rcin.org.pl



64 

Poza t~m praca niniejsza obejmuje sprawdzenie 

literaturowych sugestii /Rozdział IV/ dotyczących wystę

powania zagadnienia stabilności w układach ciekłych, 

w których gradient temperatury jest prostopadły do pola 

grawitacyjnego. 

Brak dotychczas jednoznacznych dowodów teoretycznych 

i doświadczalnych na występowanie przejścia od stanu bez

konwekcyjnego do stanu, w którym występuje konwekcja 

w takich układach. Dlatego te~ podjęto próbę wyjaśnienia 

tego stanu rzeczy teoretycznie, a następnie na drodze 

doświadczalnej na przykładzie metody elektrotermodyfuzyj

nej. Sprawdzenie to polegało na wytworzeniu motliwie 

małych różnic temperatur w kapilarze elektratermodyfuzyj

nej i wykazaniu istnienia prądu konwekcyjnego. Stosowane 

różnice temperatur były ni~sze od wartości krytycznej 

liczby Rayleigha dla tego układu cytowanych w Rozdziale 

IV. W doświadczeniach zastosowano metodę atomów znaczo

nych. 
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Rozdział VI 

Zagadnienie s~abilności hydrodynamicznej w układach 

z polaryzacją stężeniową 

w opisanych w Rozdziale IV zagadnieniach stabil

ności hydrodynamicznej ze względu na swobodą konwekcję 

w poziomej warstwie cieczy, niejednorodne pole gęsto~ci 

było wywołane bądź przez niejednorodne pole temperatury, 

bądź przez niejednorodne pole stę~enia jednego ze składni

ków. W niniejszym rozdziale rozwetymy układ, w którym 

gradient gęstości, skierowany pionowo powstaje w wyniku 

zmian stę~enia elekt~olitu przy elektrodach w procesie 

elektrolizy. Zagadnienie stabilności w rozwatanym układzie 

zostanie rozwiązane trzema metodami! przy pomocy liniowej 

teorii stabilnotci, metodą potencjału lokalnego i przy 

pomocy ogólnego kryterium stabilnotci Prigogine'a i Glans

dorffa. 

Rozważa6 będziemy wodny roztwór dwujonowej soli. 

Niech warstwa tego roztworu będzie umieszczona między 

dwiema płaskimi równoległymi i poziomo ustawionymi płytka

mi metalowymi spełniającymi rolę elektrod. Geometrię 

układu przedstawiono na rys.6.1. Niech kation soli tworzą

cej roztwór będzie jonem metalu, z którego wykonane są 

elektrody /np. roztwór wodny Cuso4 umieszczony między 
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miedzianymi elektrodami/. Przyjmiemy ponadto, ~e. roztwór 

elektrolitu jest rozcieńczony i idealny. 

Przylo~one z zewnątrz napięcie elektryczne wywołuje w takim 

układzie przenoezenie kationu z anody do katody /układ jest 

"otwarty" względem kationu/. Zało~ymy, ~e poza reakc·jami 

elektrodowymi /na anodzie rozpuszczanie, a na katodzie 

osadzanie metalu/ w układzie nie zachodzą ~adne inne reak

cje chemiczne. Przyjmiemy ponadto, ~e układ jest izotermicz

ny /ciepło reakcji elektrodowych jest szybko wymieniane 

z otoczeniem, a ciepło Joule'a motna zaniedba6- oszacowa

nie zostanie podane w części doświadczalnej/. Jedli elektro

dy pracują odwracalnie, to przepływ stałego prądu elektrycz

nego wywołuje zmiany stę~enia elektrolitu w poblitu elektrod. 

Powyższe zjawisko nosi nazwę polaryzaoji st~·żeniowej. Feno

menologiczna teoria procesów zachodzących w takim układzie 

oparta na termodynamice procesów nieodwracalnych została 

opracowana przez Saranowekiego i Fulidskiego5l/,52/,53/. 

Zostanie ona wykorzystana ponitej do wyprowadzenia prawa 

zachowania masy dla rozpatrywanego u~-ladu. 

Przepływy molowe poszczególnych składników roztworu /dwa 

jony i rozpuszczalnik/ w laboratoryjnym układzie odniesie

nia motna zapiead w postaci: 

/6.1/ 

gdzie: 

jest molowym przepływem składnika o( 

współczynnikiem fenomenologicznym, )L~ - molowym 
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potencj-ałem chemicznym składnika ~ Ze/. F' - molowym 

ładunkiem elektrycznym składnika #:A i 'f potencjałem 

elektrostatycznym. 

Przyjmiemy, że w rozcieziczon_ych i idealnych roztworach 

znikają krzy~owe współczynniki fenomenologiczne 

/6.2/ 

Po uwzględnieniu warunku /6.2/ równanie /6.1/ przyjmuje 

postać: 

/6.')/ 

W celu wyeliminowanie z ·rozwatań współczynników fenome

nologicznych ~~ wprowadzimy pojęcie ruchliwości jonu 

określonej następująco: rJJchliwo~ć jest prędkością 

składnika pod wpływem jednostkowego gradientu potencjału 

elektrycznego w roztworze o jednorodnym stęteniu i tempe-

raturze. 

Z definicji przepływów poszczególnych składnikćw mamy: 

/6.4/ 

t;dzie: ~ - Stfiżcnie molowe składnika o( , a ~ - jego 

pr~dkość. 

Puchliwotć maina zatem określić zale~nością: 

/6.5/ 
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Korzystając z /6.J/, /6.4/ i /6.5/ otrzymuje się 

/6.6/ 

Podobnie, wprowadzając pojęcie współczynnika dyfuzji 

jonu CJ<. , jako wielkości równej liczbowo wartości prze-

pływu jonu o< pod wpływem jednostkowego gradientu stę~e

nia w roztworze o jednorodnym potencjale elektrycznym 

i temperaturze: 

/6.7/ 

i uwzględniając, ~e dla roztworów idealnych spełniona 

jest zależność 

/6.8/ 

ne podstawie równania /6.3/ otrzymuje się: 

/6.9/ 

Wprowadzenie /6.6/ i /6.9/ pozwala na przepisanie /6.J/ 

w postaci: 

/6.10/ 

Równania /6.10/ ze względu na wprowadzone uproszczenia 

opisują najprostszy przypadek przepływów składników. 
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Przepływy te s~ określone dwoma członami: dyfuzyjnym 

i migracyjnym. 

Prawo zachowania masy dla poszczególnych składnil<'ów 

roztworu w przypaoku, gdy w układzie nie występuje kon

wekcja ma poateć: 

16. 11 l 

Wstawienie 16.10/ do 16.11/ przy zało~eniu, że współ

czynniki dyfuzji i ruchliwości są stałe daje: 

16.12/ 

Korzystając ze związku między stę~eniem molo~~m elektro

litu, a stężeniem poszczególnych jonów 

/6.1)/ 

można 16.121 przepisać w postaci: 

/6. 14/ 

W zależności I6.1JI Y~ oznacza liczbę jonów rodzaju 

e< , na które dysocjuje CZ(ł&teczka soli. 

Odejmując stronami równanie /6.141 dla pierwszego jonu 

l"' = 1 l od równania dla drugiego jonu l G< = 21 otrzy

mujemy związek między członem dyfuzyjnym i migracyjnym 

w postaci: 
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Związek /6.15/ pozwala także na eliminację członu migra

cyjnego z prawa zachowania masy dla rozpuszczonej soli. 

Prawo to uzyskuje się mnożąc równanie typu /6.14/ dla 

pierwszego jonu l d.. = 1 l przez ruchliwość drugiego jonu 

xl ' i odpowiednie równanie dla drugiego jonu /.,(., = 2/ 

przez ruchliwość pierwszego jonu J(~ i odejmując stronami 

/6.16/ 

Równenie /6.16/ można przepisać w postaci: 

/6.1'7/ 

gdzie: 

D = G.r .. - D.,J!I /6. 1s1 r .. - rl. 

jest efektywnym współczynnikiem dyfuzji. Zastępując 

ruchliwo~ć przez odpowiednie współczynniki dyfuzji zgod• 

nie z /6.7/ otrzymujemy następującą postać efektywnego 

współczynnika dyfuzji 

/6, 19/ 

Jak widać prawo zachowania masy dla elektrolitu /6.17/ 

ma postać drugiego prawa Ficka. Nie występuje w nim 
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człon z potencjałem elektrostatycznym. Jest to konsek

wencją faktu, że cząsteczki soli rozważane jako składni

ki roztworu są elektrycznie obojętne. 

Rozwiązanie równania /6.17/ dla stanu stacjonarnego 

dla rozwaianego tutaj problemu jednowymiarowego ma 

postać: 

c.= c~ + ~ x3 
o.--X~ 

/6.20/ 

gdzie: c, jest stężeniem elektrolitu na dolnej elek

trodzie l Xa = 0/. Stężenie wyj~ciowe elektrolitu jest 

równe średniej arytmetycznej między stęteniem elektroli

tu przy dolnej i górnej elektrodzie 

c. :::a /6.21/ 

gdzie CL jest stężeniem elektrolitu na górnej elektro

dzi e l )(:r. = b l. 

Prawo zachowania pędu można ogólnie zapisać 

w postaci: 

/6.22/ 

gdzie: Fi jest siłą zewnętrzną, f - gęsto~cią cał

kowi tą, Uf - prędkością J."~dM'~·-eLcr.c,ay, P:i - tensa

rem ci~nienia. 

Dla cieczy newtonowskich równanie konstytutywne ma 

postać: 

http://rcin.org.pl



72 

gdzie: p - jest ciśnieniem hydrostatycznym, Rt1- -

symbolem Kroneckera, JL - współczynnikiem lepkości 

kin~cznej, A - drugim współczynnikiem lepkości. 
Postać /6.23/ wynika z założenia liniowego związku 

między tenserem ciśnienia P~4j i tenserem szybkości 

deformacji - :ł (~~ +~~) oraz z symetryczności 
tensora ciśnienia l P~i = ~~ l. Dla cieczy nietcidli

wych spełniony jest wArunek 

/6.24/ 

Uwzględnienie warunku nieściśliwości oraz tego, ~~
nętrzną jest sila grawitacyjna, pozwala na napisanie 

prawa zachowania pędu /równania Naviera-Stokesa/ 

w postaci: 

W przypadku, gdy w układzie nie występuje konwekcja 

tzn. spełniony jest warunek: 

t.rc:.= o /6.26/ 

równanie /6.25/ ma postać: 

/6.27/ 

Zależności /6.20/, /6.26/ i /6.27/ opisują układ w stanie 
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stacjonarnym w przypadku, gdy nie veystępuje w nim kon

wekcja. Łatwo jest jednak w rozwatanym tutaj układzie 

wytworzy6 sytuację, gdy gradient gęstości /wywołany 

przez gradient stę~enia/ ma kierunek antyrównoległy do 

pola grawitacyjnego. W takim przypadku motna się spodzie

waó, że po przekroczeniu pewnej krytycznej warto~ci tego 

gradientu w warstwie cieczy pojawi się swobodna konwekcja. 

Poniżej przedstawione zostaną rozwiązania powy!szego za

gadnienia stabilności. 

Niech stan układu opisany równaniami /6.20/, /6.26/, 

/6.27/ zostanie zaburzony i niech fe.. oznacza zaburze

nie stężenia składnika ~ , tr{ - zaburzenie prędkości 
hydrodynamicznej i l p - zaburzenie ciśnienia. 

t .!l) 
Na podstawie równania /6.17/ przyjmiemy,(w stanie zaburzo-

nym prawo zachowania masy dla poszczególnych składników 

roztworu ma postać: 

gdzie: Jrt' jest zaburzeniem potencjału elektrostatycz

nego wywołanym przez zaburzenie stężenia składnika Cfl • 

Korzystając z warunku elektroobojętnotci można zaburzenia 

stężeń poszczególnych jonów wyrazi6 poprzez zaburzenia 

stę~enia elektrolitu: 

/6.29/ 
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Wprowadzając /6.29/ i /6.1)/ do /6.28/ i odejmując tak 

otrzymane równanie dla pierwszego jonu/~ = 1/ Od rów

nania dla drugiego jonu/~= 2/ otrzymujemy związek 

między członem dyfuzyjnym i migracyjnym w postaci: 

- (D.,- D~)~;r;)J'c)=(j4-~c+l,)~j;6.:JOI 
W anslogiczny sposób jek poprzednio tzn. mno!ąe równanie 

/6.28/, /w którym stężenie jonów zastąpiono przez stęłe

nie elektroli tu/ dla pierwszego jonu l .C s: 1/ przez 1~ , 
a równanie dla drugiego jonu l .( :: 2/ przez r1 i odej

mując stronami, motna otrzyma~ prawo zachowania mesy dla 

elektrolitu w stanie zaburzonym w postaci: 

/6.31/ 

gdzie D okretlone jeet zaletnością /6.18/ lub /6.19/. 

W liniowej teorii stabilnotai uwzględnia się tylko ~inio

we względem zaburzeń czło~. Warunek ten pozwala na skr6ce

nie równanie /6.)1/ o jeden człon: 

Odjęcie /6.17/ od /6.)2/ prowadzi do prawa zachowAnia 

dla 7Jaburzeń stę!enia w pnstaci: 

/6.)'J/ 
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Prawo zachowania pęau w stanie zaburzonym ma posta6: 

/6.')')/ 

gdzie: d'f jest zaburzeniem gęstości związanym z zaburze

niem stę~enia 

/6.)4/ 

Wprowadzimy teraz przybliżenie analogiczne do przyblite

nia Boussinesq'a tzn. zaniedbamy zmiany gęstości wywoła

ne zmianami st~±enia we wsz~stkich członach prawa zacho

wanie pędu za wyjątkiem członu zawierającego siłę zewnę

trzną. Przybli~enie to prowadzi dla wartości pochodnej 

gęstości względem stężenia l :jf ~ rzędu 10- 1 /w jed .. 

nostkach --Bt l do błędu rzędu kilku procent w przypadku mo 
. -1 mola zmian stężenia nie przekraczaJących 10 ----- , 

litr 
/Oszacowanie to wynika z faktu, że zmiany gęsto~ci przy 

założonych zmianach stę~enia są rzędu 10-2 g/cmJ; zmiany 

współczynnika lepkości wywołane takimi zmianami gęsto~ci 

są także rzędu kilku procent. Błąd wywołany tymi zmianami 

motna zaniedba6 we wszystkich c~łonach za wyjątkiem członu 

z siłą zewnętrzną. Natomiast w członie z siłą zewnętrzną 

zmiany gęstości są mno~one przez wartoś~ sity i prowadz~ 

do błędu, którego zariiedba~ nie motna/. 

Zaniedbanie członów wyzszego aniteli pierwszy rzędu ze 

względu na zabul."zenia i uwzględnienie powy~s2:ego zaburze

nia pozwala na napisanie /6.,')/ w postaci: 
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/6.)5/ 

Odjęcie /6.27/ od /6.)5/ daje prawo zachowania dla za

burzeń prędkości hydrodynamicznej w postaci: 

~t.r;'-
'D t -

/6.36/ 

gdzie: ~ jest współczynnikiem lepkości kinematycznej. 

Działanie operatorem rotacji na równanie /6.J6/ eliminu-

je człon zawierający zaburzenie ciśnienia. Ponowne dzia-

łanie operatorem rotacji prowadzi do dogodnej dla dalszych 

przekształceń postaci powytszego równania. W wyniku tych 

operacji dla składowej zaburzenia prfdkodć w kierunku xł 

po wprowadzeniu /6.J4/ otrzymujen~: 

Równania /6.))/ i /6.J7/ stanowią układ równań opisujący 

zachowanie się w czasie zaburzeń stężenia i prędkości 

hydrodynamicznej. 

Zgodnie z analizą "normel modes" przy,jmujemy: 

/6.')8/ 
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Wprowadzając /6.J8/ i ~.}9/ do /6.))/ i /6.)7/ otrzymu

jemy: 

p C W ~c 
+ ~X'J /6.40/ 

gdzie: 

Dla uproszczenia dalszych przekształceń przeprowadzimy 

te równania do postaci bezwymiarowej. Za nowe jednostki 

wybierzemy: [L] =b /odległość/, (T] = b 2/v /czas/ 

gazie b - jest odległością między elektrodami. Niech 

będą odpowiednio nowymi bezwymiarowymi współrzędnymi, 

bezwymiarową liczbą falową i bezwymiarowym czasem. Równa

nia perturbacyjne motna wtedy zapisać w postaci: 

/6.42/ 

/6.4J/ 

d
1 

Y gdzie: Dz.= ;("zl. , P"' = D - zmodyfikowana liczba Prendtla. 

Z równań /6.42/ i /6.4J/ można łatwo wyeliminowa~ c! : 
(01 -<Lz.) ( 01.-~2 - er) ( 01-a.1 - P'f"a:) = 

=-a..2 R W /6.44/ 
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gdzie: 

R /6.45/ 

jest zmodyfikowaną liczbQ Rayleigha. 

Można pokaza~, ~e równanie /6.44/ spełnia zasadę zmiany 

stabilności tzn., że <l jest liczbą rzcczywistq i stan 

marginalny jest scharakteryzowany przez crt = o. 

Zanim podamy dowód powyższego twierdzenia. okretlimy 

warunki btzegowe, jakie muszą spełniać funkcje C i W • 

Przyjmiemy, że warunki brzegowe w przypadku opisywanego 

tutaj problemu są analogiczne jak w przypadku klasyczne

go problemu Benarda 

w = c = o 

DW = O 

oraz 

/D2 - a 2; 2 W = O 

dla z = O i z = 
dla z = O i z = 

ola z = o i z = 1 

/6.46 

/6.47/ 

/6.48/ 

Warunki /6.46/ oznaczają zerowanie się z-towej składowej 

zaburzenia prędkości hydrodynamicznej i stę~enie na ~cian

kach układu. Warunek /6.47/ jest konsekwencją faktu uzna

nia elektrod za powierzchnie sztywne. Znikają zatem nie 

tylko z-towa składowa prędko~ci, ale także x-ta i y-kowa. 

Poniewa~ ten ostatni wa~unek musi byó spełniony na obu 

powierzchniach elektrod. niezale~nie od x i y, to z warun

ku nieściśliwo~ci: 

wynika, ~e: 

~~l ł- ~~l ~ ~~/ = o 

'd·~·- o 
~.2. -

/6.49/ 

/6.50/ 
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na powierzchni sztywnej. 

Warunek /6.48/ uzyskuje się z warunku /6.46/ l C = 0/ 

po uwzględnieniu równania /6.4)/. 

Dowód twierdzenia o spełnieniu zasady zmiany stabilności 

jest następujący: 

wprowadzimy nową funkcję określoną zależnością 

/6.51/ 

Funkcja F spel:nia przy tym następujące warunki brzegowe: 

F = O dla z = O i z = /6.52/ 

co jest konsekwencją warunków /6.46/ i /6.48/. 

Pomnóżmy równanie /6.44/ przez F• /funkcję zespoloną 

sprzężoną do F/. Po wprowadzeniu /6.51/ do /6.44/ i scał-

kowaniu w granicach od z = o do z = 1 otrzymujemy' 
4 ~ 

j F* ( D 1-a... ~.- P." er) r' cLz = -a.2 R f W F A< oLz. 
o o 

Uwzględniając zależność: 

lf 

jr"D 2 Pclz-
o 

11 

/6.5)/ 

otrzymaną z całkowania przez części iałka j D(F• DF)<k 
znika zgodnie z /6.52// można lewą stronę równania /6.5)/ 

przedstawić w postaci: 
.f 

L::!- JVorfz +{a_2 ~ PYtr)[F/)ciz 
/6.')5/ 

"() 
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Całka z prawej strony równaniu /6.5J/ daje: 
A Ą 

) W F' N- cLz = j W (D z_ a~ (oz_ o. z. -er*) Wił cLz::: 
o () " 

=;{w D2[(Dt-a-zJw-1]~ -(o.z.+tr»} jwro~a-~W*d.z 
o o 

Całkują~ przez części otrzymujemy;~dpowiednio: 

~ = j w{jJt[lJ-o})W*]J.z = D[WD(Dz-o.~W1~ 
O A O 

- j D W D {D 2 -a.}) W"' J..z ::-
Ą o ' 1 

=- j DW D{D 1-o.)W*d.z=- j D[DW{D 2~a..~W1rJ.e 
d 1 a 

+ J' D2W (oz--a. z.) ~V* = j f D zwt 2.clz -a-) Wj(D~Wcb = 

o "" o"f 

= }I(/D 2 W;zd.z- a,
2 J D(W*D W)d-z +a~ jiDW/~-=-

e ( o ~ 

= j /D z W(J.:z. -t a. z j / owr <lz. 
~ c 

o 

~ 

gdy~ całki: ) D [W D( D1
-<a. l) W*] oL2. , 

o ~ 

j~[D W( D1-a.l}w-"JJ,z L j D (N_. D W)rl2 
~ o 

znikają zgodnie z warunkiem brzegowym~/6.46/ - /6.48/. 

http://rcin.org.pl



81 
,A 

Całka ) D{ W D W 'd.J_ zniko na mocy warunków brzegowych 
o 

i stąd otrzymujemy: 
~ 1 

Pz_ ~ (a-7.+cr1 [ J l owtJ.l +CŁ2 f l wrcU] 
o D 

Wstawienie powyższych zależności do /6.53/ po uwzględnie-

niu /6.55/ daje: ~ ~ 

/1 D F/ 2 cLz -t( (l z t P..-a-} j j P( J.z -a.-'" R { j f D2
W/zb + 

CI D 1 ~ 0 

+azj/ow'(<h ~{a z+?) [j/DW/~ +cJ-1/W/~]J =O 
a ć) o /&~S"-'/ 

W równaniu~oddzielnie znika6 częś6 rzeczywista 

' i częłŚć urojona. Wprowadzimy oznaczenie a'= <J'"',y +t,~ 
• 

Znikanie części urojonej daje: 
~ ~ ~ 

P-r <r: j / Fj~2 + a z R er:. [ j l OWj~ +a-~~/ W/~z = 
o tł /6.57/ 

=O o 

Jeśli R :> O, to wszystkie pozostałe człony w równaniu 

/6.57/ są dodatnie. Wynika stąd, że aby równanie było 

spełnione musi by~ spełniony warunek 

= o /6.58/ 

Tak więc ~ jest liczbą rzeczywistą i przejście przez 

stan marginalny ma charakter aperiodyczny. 

Podany wyżej dowód jest analogiczny do dowodu podanego 

przez Chandrasekhara dla klasycznego proble~u Benarda 101. 

W stanie marginalnym mamy zatem 

/6.59/ 
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Rozwiązanie powyższego równania musi spełnia6 warunki 

brzegowe /6.46/- 6.48/. 
2 Tylko dla pewnych R /dla wybranego a l rozwiązanie równa-

nia /6.59/ przy odpowiednich warunkach brzegowych jest 

niezerowe. Rozwiązanie równania /6.59/ jest zatem zagad

nieniem własnym. Trzeba zatem dla zadanych a2 znaleźć 

najniższą wartość własnq R, dla której rozwiązanie równa

nia /6.59/ jest nie trywialne, a następnie znaleź6 naj

mniejszą ze wszystkich /ze względu na a2/ zmodyfikowaną 

liczbę Rayleigha. Ta wartość będzie wartością krytyczną, 

po przekroczeniu której w układzie wystąpi swobodna kon

wekcja. 

Rozwiązanie ogólne równania /6.59/ motna przeastawid 

jako kombinację rozwiązań postaci: 

W= e±<J.L /6.60 

gdzie 2 q jest pierwiastkiem równania 

r t. l.\3 R z. 
l~ -d.J =- Q, /6.61/ 

przyjmując 

/6.62/ 

otrzymuje eię pierwiastki /6.61/ w postaci: 

Stąd wartości q spełniające równenie /6.61/ są następują-

c e 

/6.64/ 

http://rcin.org.pl



BJ 

gdzie 

/6.65/ 

Jeśli przesuną~ poczqtek współrzędnych do środka warstwy 

/tzn. współrzędne powierzchni elektrod będą równe wtedy 

! ~l, to z parzystości operatora /D2 - a 2; 3 i identycz

ności warunków brzegowych wynika, te rozwiązania /6.59/ 

rozkładają się na dwie klasy: parzystq i nieperzystą. 

Rozwiązania parzyste mają postać: 

/6.67/ 

natomiast rozwiązania nieparzyste: 

/6.68/ 

gdzie A
0 

i A są stałymi. 

Wstawienie /6.67/ lub /6.68/ do /6.59/ i uwzględnienie 

warunków brzegowych daje odpowiednio równania postaci: 

/parzyste/ 
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/6.70/ 

Równania /6.69/ i /6.70/ ze względu na skomplikowaną 

posta6 rozwiązuje się numerycznie metodą prób i błędów. 

Dla danego a2 określa się ~ , skąd na podstawie /6.62/ 

wylicza się R. Następnie szuka się R minimum ze względu 

na wprowadzone do obliczeń wartości a 2 • Poniewa! równania 

/6.69/ i /6.70/ są formalnie identyczne z odpowiednimi 

równaniami dla problemu Benarda 1 , to mo~na skorzysta~ 

z cytowanych przez Chandrasekhara wyników obliczeń. Na tej 

podstawie otrzymujemy 

H = 1707,762 c dla ac = 3,117 /6.71/ 

Poni~ej przedstawione zostanie rozwiązanie zagadnie

nia stabilno~ci w rozwa~anym układzie metodą potencjału lo

kalnego. Zastosowanie tej metody ma na celu sprawdzenie jej 

przydatności i efektywności do opisu rozwa~anego zagadnie

nia stabilności. Poni~szy opis został przeprowadzony w spo

sób pozwalający wykorzystać formalne podobiertstwa razwsta

nego tutaj problemu stabilnnści z klasycznym problemem 

Benarca17/ oraz z ZR~adnieniem etabilno~ci w warstwie cieczy 

gdzie gradient gęstości jest wytwarzany w procesie absorbcji 

gazt~'y' 
Punktem wyj~cia w metodzie potencjału lokalnego są odpowied

nie prswa zachowania dla rozważanego układu. 

Prawo zachowania masy zapiszemy w wygodnej dla dalszych 

' 
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przekształceń postaci: 

/6.72/ 

W równaniu /6.72/ uwzględniony został warunek nieścidliwod-

ci cieczy: 

/6.7'J/ 

Prawo zachowania pędu /równanie Naviera-Stokesa/ zapiszemy 

w postaci: 

/6.74/ 

W równaniu /6.74/ uwzględnione zostało prsybliienie analo

giczne do przyblitenia Boussinesq'a 

Celem uzyskania potencjału lokalnego pomn6imy równania: 

/6.72/ przez l - ~l-1• /6.7)/ przez~~~-/ i /6.74/ przez 

1- ~iF/ i zsumujmw stronami. 

Wynik sumowania dla lewych stron moina napisa~ w postaci: 

Jak widad wielko~~ ~ jest niedodatnia. 

Sumę prawych stron mołna nap i sa~ w postaci:· 

/6.74/ 
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Uwzględnienie następujących zależności: 

/6.76/ 

/6.77/ 

/6.78/ 

i wycałkowanie po objętości V układu pozwala na napisanie 

/6.75/ w postaci: 

~;: ( yd.V =lcLV[UJ?:f&. + 1 DM~t +~~· t Jv V 4 o a 

gdzie: 'Yl· d s 
- jest wektorem normalnym do powierzchni 

ograniczającej układ. 

Wprowadzenie rozróżnienia między wielkościami średnimi 

i fluktuującymi /podlegającymi wariacji i nie podlegają

cymi wariacji w dalszej procedurze/ pozwala na przepisanie 

/6.79/ w symbolicznej postaci: 

/6.80/ 
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jest udziałem objętościowym w potencjale lokalnym E•, a 

/6.81/ 

jest udziałem powierzchniowym. 

w /6.80/ i /6.81/ wielkości z indeksem " 0 
n oznaczaj, 

wielkości średnie, a bez tego indeksu pozostawiono wiel

kości fluktuujące. Zgodnie z procedurą stoaowanej metody, 

potencjał lokalny E Ił nalety uzupełni6 c&l:onami, które 

dają w efekcie potencjał lokalny dla warunków brzegowych 

zaletnych od czasu: 

/6.82/ 

przy czym warunki dodatkowe minimalizujące potencjał lokal

ny mają poetad: 
o 

\{i.. :: lr.:, 

po: p 
tJ 

c =c.· 
rrzyjmujemy teraz, te wielkodciami podlegającymi wariacji 

są rozwiązania rówpań /6.72/ i /6.74/ dla układu w etanie 

stacjonarnym i w etanie spoczynku,wraz z zaburzeniami tych 

rozwiązań, przy czym załotymy szczególną poeta~ tych zabu

rzeń: 
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/6.84/ 

/6.85/ 

Zgodnie z /6.83/ wielkości nie podlegające wariacji mają 

postać: 

/6,87/ 

/6.88/ 

Wprowadzona w zaburzeniach wielko~ć G' jest miarą stabil

ności uleładu /dla <l' r > O układ jest stabilny1~la 
u < O - niestabilny l. W związku z tym, że w ogólności 

r 

rozwiązania przedstawione w postaci /6.84/ - /6.86/ nie są 

ogólnymi rozwiązaniami problemu, konieczne jest zastosowa

nie metod przybli~onych pozwalających na najlepsze /w waria

cyjnym sensie/ określenie wartości a-, które opisuje zacho

wanie się układu. 

Wprowadzenie równań /6.84/ - /6.86/ i /6.87/ - /6.89/ do 

/6.82/ daje: 
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f
t=· Ił -'j v·r ~o ·-~- ~ -ot L = E ( 1.:) d t - IJ v d L f o );_ e · ~z e + 

o 

no - fi"'ot { . --&. ~'c X" eJ'· .ł. ·+ "@e -at)] + c::7 e C0 ~ ~- t.. '- ~ 
(..A" l. 

/6.90/ 

Chociaż scałkowanie po czasie /6.90/ jest w zasadzie mo~

liwe, to jednak, ponieważ o stabilności układu decyduje 

początkowe zachowanie się zaburzeń w czasie, można ograni-

czyć się do małych C i rozwinąć wyrażenie podcałkowe 

w szereg Taylora, ucinając rozwinięcie na członach drugie

go względem e rzędu. W symbolicznej postaci mo!na to napi

sać następująco: 

/6.91/ 

gdzie: 

i 

/6.9J/ 

Minimalizację funkcjonału ~ /odpowiadaj~c~ fizycznie 

zr6wnaniu się wartości wielko~ci fluktuujących z wielkog

cierni średnimi/ można osiągnąć przez odpowiedni wybór u
i funkcji 5~ , e ' rrz 
Warunek roinimurn funkcjonału ma ogólnie postać: 
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J L Ił 

gdzie: i~l - oznacza~ą ,kolejno: f~ ' e ' 'Z, ; stąd 
....,.,~ 

warunkiem koniecznym[Jest: 

lfr=o 
tri c"'> 

/6.96/ 

Podstowienie /6.84 - /6.89/ do /6.92/ po uwzględnieniu 

następujących uproszczeń 

znikanie członu powierzchniowego, gdy~ zawiera wiel-

kości znikające na powierzchni układu, 

pominięcie członów, które nie zawieraj~ funkcji wario-

wanych 

pominięcie członów trzeciego rzędu ze względu na zabu-

rzenia, 

znikanie członów zawierAjących zaburzenia ci~nienia 

na podstawie: po pierwsze warunku nieściśliwości, 

po drugie: 5i B;( = 9;.(Ęi -rz .. ) - ~( 8~' =o 

/pierwszy człon po prawej stronie znika przy całkowa

niu po powierzchni układu, drugi znika na podstawie 

warunku nieściśliwości/ pozwala zapisać P1 w pnstaci: 

Ę = fv d V [~~5; 9 J.~- DJt~~~ J'~~ +.t~)'\ 

+ i9o v~r-- ~ ~)~.: ~r J~3 -lf
0

{~., 5i,03~ +9"&)J6
·9

11 
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Równania Eulera-Lagrenge'a dla funkcjonału /6.97/ są 

liniowe względem zaburzeń, co umożliwil:ł potraktowanie 

dowolnego zaburzeniu jako sumy odpowiednich zaburzeń 

s ze zeg<5lnych. 

Niech 

gdzie 

/6.98/ 

/6.99/ 

/6. 100/ 

/6.101/ 

Wybrane postacie zaburzeń są ogólnymi składnikami szeregu 

Fouriera, przy pomocy którego przedstawia się zaburzenia 

odpowiednich wielkości w objętości V. Fostacie opisujące 

składowe zaburzenia prędkości zostały wybrane ta~, teby 

był spełniony automatycznie warunek nieściśliwości oraz 

znikanie odpowiednich składowych na ściankach układu. 

Zmienne nie podlegające wariacji mają identyczną posta6 

formalną z tym ~e er i ~ nale~y zastąpi6 przez c;e 
i },__o • 

Wstawienie zaletności /6.98/- /6.101/ wraz z odpowiedni-

mi zaletnościerni dla wielkości niewariowanych i scalkowa

nie po zmiennych x 1 i x2 po prostych przekształceniach 

i uporządkowaniu daje: 
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+ t: G- 4 
+ iL( ~,_yJ + ~~4 ~ vG- A.,+ 

+fD(~,t[bl~!ly + k~A] -•o[~ G-Go~ 

+ ~
1

~)(~) +(~J·blA>tJ}cLx3 

/6.102/ 

gdzie: Lł i L l. oznaczają rozmiary układu wzdlut x 1 i x2• 

Dla znalezienie minimurn funkcjonału zastosujemy metodę 

Ritza54/. 

Załó:!my, te: 

/6.10)/ 

i 

~=B(A-t)t /6.1o·4/ 

Obie funkcje spełniają warunki brzegowe 

G = O dla xJ = O i xJ = b /6.105/ 

/6.106/ 

/warunek sztywno~ci powierzchni/ 

i /6.107/ 

Dla niewariowanych wielko~ci przyjmuje się identyczne za

le~no~ci z zamianq A na A0 i B na B0 • 
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Wstawienie /6.10J/ i /6.104/ do /6.102/ i całkowanie pro-

wadzą do: 

"'3k2 f\2. fo ", H 

/6.108/ 

Zgodnie z procedurę metody Ritza stale A i B nalety wybra6 

tak, aby spełnione były poniższe warunki: 

/6.109/ 

/6.110/ 

Wprowadzając następujące oznaczenia 

/6.111/ 

motnapo pewnych przekształceniach warunek /6.109/ napisad 

w postaci: 

/6.112/ 
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NetomiAst wa~unek /6.110/ wyrazi się ZAleżnością: 

/6.11)/ 

Równania te majq nietrywialne rozwiązania, jężeli wyznacz

nik układu /6.112/ i /6.113/ jest równy zeru. ~prowadzając 

oznaczenie: 

/6.114/ 

i przyrównując do zera wymieniony wyzn$cznik otrz~uje ait·: 

Stan marginalny układu jest okredlony przez ~ = o, co 

w konsekwencji daje: 

16~ 116/ 

Równanie Y6.116/ podaje zależnod~ R od k. Warunek minimum 

dla R /Re - krytyczne/ ze względu na k daje: 

a tą d 

k = ,,117 /6.118/ 
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Wstawi~jąc tę warto46 k do równania /6.116/ otrzymuje się: 

l\. c = 1750 /6.119/ 

Jedli uwzględni~, że przyjęte w metodzie Ritza funkcje 

próbne zawieroly po jednej stalej, to otrzymane wyniki eq 

w dobrej zgodności z uzyskanymi metodq liniowej teorii sta

bilności. Wprowadzenie większej ilości etałych do funkcji 

próbnych pozwala na uzyskanie lepszej z&odnodci. 

VI.4. ~!!~2!Q!!~!!_!!~~n!~!-E~!S2Sł~!~!-~_Q!!~!92~ff!_!!!~!1-

~2~~!-~!~!Qbl~~29l~!!i~!~!J 

Ogólne kryterium stabilnodci termohydrodynamicznej 

wyprowadzone przez Prigogine"a i Glanedorffa)/ 

~>O /6.120/ 

gdzie: 

/6.121/ 

mo~na rozdzieli~ na dwie części: jedną opisujqcq etabilnod~ 

układów, w których zachodzą tylko procesy przewodnictwa 

ciepła, dyfuzji, reakcje chemiczne i drugą, która opiauje 

zachowanie. się układów, w których wyetępujq ruchy kolektyw

ne /np.konwekcja/. Odpowiednie warunki etabilnodci mają 

poatat!: 

dla procesów czysto dysoypacyjnych 

1 ~ [ fvd.V ,e J'Y 5>s).] = P{~2 szS).,]

- tf{(,Cd 2St) >O 
/6.122/ 
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dla procesów "kolektywnych" 

l it [ ~ d V f(d lT ':] = P{ (d EK~~tJ -"o/{1 f~)., J <o 
V (C.iZ.3J 

gdzie: pm,ltzs~~ .P{(SE~o) oznaczają człony źródłowe w rów

naniach bilansowych dla zaburzeń entropii i energii kinety

cznej układu, liczonych od stanu stacjonornago, łi 'f{(P·J'S).) 
i tf{( J'Ek:...)o) sę członami przepływowymi dla odpowiednich 

zaburzeń w równaniach bilansowych i J2 
oznacza mno~nik 

pozwalający na uproszczenie przekształceń. W przypadku, gdy 

warunki brzegowe nałożone na układ eliminują występowanie 

zaburzeń na powięrzchni układu, odpowiednie człony przepły

wowe znikają i warunki stabilności można napisa~ w postaci: 

/.6.124/ 

i 

/6.125/ 

Warunek /6.124/ za Prigogine'em i Glansdor~fem nazywa się 

warunkiem stabilności termodynamicznej, a /6.125/- warun

kiem stabilności hydrodynamicznej. 

Poniżej wyprowadzone zostaną oba powyższe warunki dla roz

ważonego tutaj układu. Prawo zachowania dla zaburzeń pręd

kości w przybliteniu analogicznym do przyblitenia Bousinesq'a 
względem..) 

i. po uwzględnieniu tylko liniowych(iaburzeń członów ma 

postac!: 
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c cz.g; = - a (!o) d:. + 11~ ~ - O' t:J ~ n ' o ,...,z. ' ~PeJ 
.J;o 'd t: ~ J. ·' r- 0xJ t 'X., 

/6.126/ 

l 
gdzi.e <li - skł:adowa zaburzenia prędk:otici w kierunku x1 . 

l 
ro pomnożeniu obu stron /6.126/ przez U:. otrzymuje eięt 

/6.-127/ 

ponieważ człon 

znika na podstawie warunku nieściśliwodoi i znikanl• zabu

rzeń. na powierzchni układu. 

ro prostych przekształceniach motna 16.127/ napisad w pos-

taci: 

/6.128/ 

Stąd po scałkowaniu po objęto.tci układu V 

/6.129/ 

uwzględniając /6.34/ motna /6.129/ przepiead w poataci: 

Warunek /6.1)0/ jest analogiczny do warunku etabilno•ci 

hydrodynamicznej dla problemu Benarda uzyskanego przez 

Chandraaekha·ra 101 oraz przez Prigogine 'a i GlanaClortt•''· 
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Gdy znak nierówności w /6.1)0/ zastąpić znakiem równości, 

to w układzie wystąpi niestabilność. Fizyczna interpreta

cja nie spełnienia warunku /6.1)0/ jest następująca: nie

stabilność wystąpi przy minimalnym gradiencie stężenia 

/określonym przez przepływający przez układ prąd elektrycz

n~· przy którym następuje równość szybkości dyssypowania 

przez lepkość zaburzeń energii kinetycznej oraz szybkości 

z jaką zaburzenia energii wewnętrznej są wytworzone przez 

siłę wyporu. 

Celem wyprowadzenia warunku stabilności termodynamicznej 

wyjdźmy z równaniu bilansowego dla zaburzenia entropii 

J l (Js) .. 

~ J [ J ze~ s)J= J 'r-' if[crC ye)]-~ a'f;ucr-) ~ ;6. 1 Jll 

Dla rozważanego układu pierwszy człon jest równy zęru 

/gdyż zakładamy, że nie ma w układzie wymiany energii wew

nętrznej/. Uwzględniając prawo zachowania masy dla zaburzeń 

stężenia elektrolitu w postaci: 

/6.1)2/ 

wprowadzajac do /6.131/ równanie /6.132/ oraz mnożnik ~2 

PraweJ
• strot/6'.ilf i uwzględniając znikanie pierwszego członu po oni&) 

otrzymuje się 

.1._ .f4 [l 2 Ól[M)]:: 1 2J'IL (d(.f J.t) + ;t :Q'c-.I.Jł~\ 
~a.&.. J - r-- ~ł(f C) )(c\ ) /6.1 j)/ 

f'"ł-~jVńlc:·~~ 1ie C.L =C; j f'-~ f• , ~:Je ~ f6, -132/ ; 

~ ela..l~l.4 e~ u;).2.o -vet. c.\, { ~~ oleL.s e - c z .. ..,(."(..()2.Ct. e.le kł~ t.._:-e) 
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Po scałkowaniu po objętości i wykorzystaniu /6.124/ otr-zy-

muje się 

J?{(.tlJts).,) ~ ~clV [-)zJ ]ei W + 

+ ,t2 J',Jk u;'~.] 
J .l l 

gdzie uwzględniono, te UJ =(UJ_).,-+ Oj :::: ~ 
rzenie/ i zaniedbano człon J'~ ~~~ 
Po uwzględnieniu następujących zaletn~ci 

i przyjęciu 

otrzymuje si~: 

Uwzględniając ponadto, te 

=-

otrzymuje się: 

/6·.1 )4/ 

l 

l~ - zahu-

/6.1)5/ 

/6.1)7/ 
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~orunck stabilności termodynamicznej /6.140/ jest analo

ciczny do otrzymanego przez Prieogine'a i Glanedorffa)/ 

dlH problemu Benerda/ Niestabilność w układzie wystąpi 

wtedy, gdy znak nierówno~ci zastąpić znakiem równości 

/ stnn marginalnyą,· 

Fizyczna interpretacja tego warunku jest następująca: nie

stabilność wystąpi przy minimalnym gradiencie atętania 

/okre~lonym p1'zez prąd płynąc w układaie/ przy którym na

stępuje wyrównanie szybkości powstawania zt.burzeń etęłeni~ 

wywołanych przez zaburzenia przepływu dyfuzyjnego i smybkoś

cią z . jaką ·te zaburzenia stęż~ia są unoszone przez flutt.u

acje prędkości. 

Warunki stabilno·ści /6. 1 JO/ i. /6. 140/ mo~na zapisać łącznie 

w postaci: 

/6. ·141/ 

z /6.140/ na ozłony o tym samym charakterze fizycznym co 

człony występujące w /6.1~0/. 

l'rzy jmujq ~.~ : 

/6.142/ 

można /6.141/ przepisać w·poetaci: 

fvJ.v[R-j .!lt~l"Y~;c?Jl+ JAf~')l -t 

+ ..1. o-/ (Je:{~' rlz3 J >o 
6.14J/ 
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Dla stanu marginalnego /6.144/ staje się równe zeru, st~d 

po wyłączeniu liczby R przz znak całki i prostych prse-

kształceniach otrzymuje się: 

R 
& Wl'!t fvctv{~l 

/6.144/ 

Najmniejsza warto~~ tego ilorazu dla nietrywialnych rozwi,-

' zań dla Ile l i LI;, jest wartością krytyca!Uł zmod7fikowanej 

liczby Rayleigha. 

Określenie minimum dla /6.144/ maina przeprowadzi~ dwiema 

metodami: wyeliminowa~ jedną z szukanych funkcJi ;J'c; lub 

lrt' 1 O/ l u b tzw. metod li swobodnego minimum, której istota 

polega na tym, te tunkejonały w,rstępuj~ce po prawej stronie 

/6.144/ mogą się zmienia~ niezalotnie i dowolaieJI. 

Foniewat uzyskana powytej posta~ kryterium okre~lającego 

stan marginalny jest identyczna, jak w problemie Benarda, 

to motna po prostu wykorzysta~ wyniki numeryczne znane dla 

tego ostatniego problemu. 

Metoda eliminacji jednej z funkcji daje101 

R 1 = 1707,94 c 6.145/ 

a metoda swobodnego minimum daje)/ 

R ~ = 1821 , B c /6.146/ 

Fowyt.szy wynik został uzyskany przy pomocy jednopar8Jiletro

wych funkcJi próbnych. Wynik bardziej zblitony do warto~ei 

ścisłej w metodzie swobodnego minimum mo~ns uzyskać wybie

raj~c funkcje próbne zawieraj~ce większq liczbę parametrów. 
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v I.~. P9~~i~9·Q~!!!!~-~~!~~Q;~~!~_!r~!~Q!i!ł!J_!~!:!2~~!-~!!29~f~!2-

~~!!~J_!!Q~2~-~~~!!!sb~ 

Przeostawione powyżej rozwiązanie prowadzą do wnios

ku, ~e swobodne konwekcja w warstwie elektrolitu wystąpi 

wtedy,gdy w układzie zostanie przekroczona krytyczna wartoś~ 

zmodyfikowanej liczby Rayleigha ró~na 1708. Powstaje pytanie: 

jakie ró~nice w zachowaniu się układu wystąpią wtedy, gdy 

układ przejdzie od stanu bezkonwekcyjnego w konwekcyjny. 

Ponitej podany zostanie opis metody doświadczalnej pozwala

jącej na wykrycie przejścia od stanu bezkonwekcyjnego do 

konwekcyjnego oraz przedstawione zostaną wyniki pomiarów 

krytycznej zmodyfikowanej liczby Rayleigha. 

Związek nadnapięcia z r6~nicą stężenia elektrolitu 

na elektrodach podaje znany wzór NeYnsta: 

/6.147/ 

W przypadku, gdy roztwór elektrolitu nie jest roztworem 
. . 

idealnym stężenia należy zastąp16 przez aktywno~ćL~ 

Zmiany stę1;enia elektrolitu na elektrodach mo:!na wyliczy6 

z prawa Ficka. W przypadku, gdy w układzie nie występuje 

konwekcja prawo to ma posta6 równenie /6.17/. Po przyjęciu 

następu,jących warunków brzegowych i początkowych: 

c= c(o) /6.148/ 

gdzie: c(o) jest Stfteniem wy,jściowym elektrolitu 
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('de.) - ~gc) - k -1 - - ~ - -V2. z=o o L .Z..-==b 
/6.149/ 

gdzi~: I jest gęstością prąclu /stałą w czasie/ i k jest 

określone następująco: 

/6.150/ 

gdzie: i~ - jest liczbą przenoszenia anionu gdy w reakcji 

elektrodowej bierze udział kation 

rozwiązania równania /6.17/ mają postać: 

(A. Fuliński "Metoda e l ektrograwi tacy jna" Praca doktorska, 

ICkF 1961)5 5/ 

" ill/:. (-A/ -lU-A)2f/Dł:. 
c <o, t) = c. c o> - 4 k r 1. - rr z ~.: _ "> ł. e 16. , 51 1 

i 

/współrzędna powierzchni kntocy z = o, współrzędne powierz

chni anody z =b/. 

W przypadku, gdy w układzie występuje konwekcja w prawie 

Ficka pojawia się nowy człon opisujący przenoszenie konwek

cyjne. Prawo to ma wtedy postać równania /6.72/. Do rozwią

zania tego równania tzn. do określenia zmian w czasie stęte

nia elektrolitu na anodzie i na katodzie konieczna jest 

znajomość explicite pola prędkości konwekcji. 

W przypadku, gdy pole prędkości konwekcji jest prostopadłe 

do gradientu stężenia występującego w układzie, człon 
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opieujq~y przenoszenie konwekcyjne znika i zagadnienie 

roz•·•ic.&z.ania upraszcza się do omawianego poprzedniO. Tak jest 

np. w przypadku metody elektrograwitacyjnej52/,5J/,55/,56/, 

57/. 

w rozważanym tutaj przypRd~u pole prędkości konwekcji nie 

jest jednak prostopadłe do gradientu stę~enia. Poniewai 

nie jest ono znane explicite z konieczności zagadn~enie 

wpływu konwekcji na zmiany nadnapięcia stę~eniowego zosta

nie omówione jakościow·o. Naturalna konwekcja występująca 

w poziomej warstwie elektrolitu o niejednorodnym polu stę

żenia przenosi objętość roztworu o wyższym stężeniu do 

miejsc, gdzie stężenie roztworu jest n~ższe i na ocwrót. 

Zmniejsza ona zatem różnicę stężeń występuj~cą w układzie. 

W konsekwencji zmniejsza wartość nadnapięcia stężeniowego. 

Z powyższego wyniko, że przebieg zmian mierzonego ne elektro

dach napięcia /w warunkach stałego prądu/ powinien mieć 

następujący przebieg - w zależnośc'i od tego czy występuje 

konwekcja,czy też nie. 

a/ W przypadku braku konwekcji powinno się obserwować 

ciągły wzrost napięcia. Wartoś6 tę otrzymuje się przez 

watawienie /6.151/ i /6.152/ do /6.147/ po uprzednim 

podstawi e ni u t = ce> • 

b/ W przypadku, gdy w układzie może występi6 konwekcja, 

przebieg zmian napięcia w czasie powinien mie6 następu

jący charakter: w początkowym okresie, gdy aktualnie 

istniejący gradient stężenia jest mniejszy od krytycznej 

wartości /wynikającej z krytycznej wartotci zmodyfiko

wanej liczby Rayleigha/ napięcie w czasie powinno rosną6, 

tek jak w przypadku braku konwekcji. Ciqgły wzrost na

pięcia powinien byó obserwowany, a~ do momentu• gdy 
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zostanie przekroczona wartość krytyczna gradientu stę

żenia. Po przekroczeniu tej wartości konwekcja zmniej

szy istniejącą w roztworze r6żnicę stężenia wskutek 

czego mierzone napięcie powinno maleć w czasie. 

Zmiany orientacji gradientu stężenia względem pola grawita

cyjnego można w rozważanym układzie reali~ować przez zmia

nę polaryzacji górnej i dolnej elektrody. Gdy anoda będzie 

górną elektrodą orientacja gradientu stę~enia będzie anty

równoległa do pole grawitacyjnego /stan konwekcyjny/. 

Natomiast w przypadku, gdy anoda będzie dolną elektrodą, 

orientacja gradientu stężenia będzie równoległa do pole 

grawitacyjnego i w układzie nie mote wystąpi~ konwekcja. 

Pomiary krytycznej wartości gradientu stę!enia będą pole

gały zatem na wyznaczeniu maksymalnej wartości gradientu 

stężenia, przy której nie obserwuje się rótnicy w czasowym 

przebiegu mierzonego między elektrodami napięcia dla rdtnej 

ich orientacji względem pola gra•itacyjnego. 

Wartość gradientu stę~enia motna wyznaczy~ z następującej 

zale~ności: 

/6.153/ 

gazie: jest maksymalną gęstością prądu, przy 

której nie obserwuje się zmian nApięcia w czasie przy zm-ia

nie polaryzacji elektrod, I~ -: warto4d prądu c;ranicz-

nego. 

Wz6r /6.15J/ można wyprowadzić następująco: po wyelimino

waniu członu migracyjnego z przepływu pierwszego składnika 

/np. przy pomocy warunku J~ = O - w stanie stacjonarnym/ 

i wstawieniu do wzoru podającego związek między przepływami 
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poszczególnych jonów, a gęsto~cią prądu w stanie stacjo-

narnym: 

otrzymuje się zale~ność: 

gdzie: a jest współczynnikiem proporcjonalności /którego 

pasta~ nie jest tutaj istotna/. Wiadomo, ~e dla prądu 

granicznego stacjonarny gradient stę~enia wynosi: 

(de) _ 2 c(o) rz: L!~~N~ - h 

stąd stosunek prądu krytycznego do prądu granicznego okreś

la krytyczny gradient stężenia w stanie stacjonarnym. 

W do~wiadczeniach stosowano wodne rozcieńczone 

roztwory siarczanu miedzi. Jako elektrod używano płytek 

miedzianych. Ka~da z płytek została z jednej strony zaizo

lowana, a z drugiej bardzo dokładnie wypolerowana. Stałą 

oaległość między płytkam~ /parametr bardzo ważny, gdyż 

wartość zmodyfikowanej liczby Rayleigha jest proporcjonal-

na .do czwartej potęgi odległości między płytkami/ zahezpie

czono w następujący sposób: płytki z nieizolowanymi powierz

chniami do wewnątrz skręcano sześcioma śrubkami pleksigla

sowymi rozmieszczonymi po bokach tak, aby wielkodcią nacis

ku śrubek wyrówna~ odległość między powierzchniami elektrod. 

Odległość tę wyznaczono śrubą mikrometryczną mierząc w ozna

czonych 12 miejscach gruboś~ każdej płytki oddzielnie, 

a następnie po skręceniu w tych samych 12 miejscach. 
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z różnic odczyt6w otrzymywano odległość. Skręcone płytki 

były następnie zanurzane w roztworze Cuso4 o znanym stęże

niu umieszczonym w naczynku pleksiglasowym, a następnie 

po ich unieruchomieniu i zamknięciu nac.zynka przystępowano 

do pomiaru. Powierzchnie pracujęce elektrod miały wymiary 

4 cm x 10 cm. Schemat połączeń w doświadczeniu został 

przedstawiony na rys.6.2. Prąd czerpano z baterii akumula

torów, a napięcie mierzono przy pomocy miliwoltomierza 

z rejestratorem. 

Na wykresach 6.!»,&-a.i t;.&i w tabeli 6.1. przedstfiwiono przy

kładowe zmiany napięcia w czasie w zależności od orientacji 

polaryzacji elektrod względem pola grawitacyjnego. Rys.b.). 

przedstawia zmiany napięcia w czasie w przypadku, gdy 

anoda jest dolną elektrodą, a katoda górną. W warstwie 

elektrolitu nie może wted~ wystąpić konwekcja i w zwiąZku 

z tym obserwujemy ciągły przyrost napięcia w czasie, a! do 

wartości stacjonarnej. 

Na rysunku 6.4. przedstawiono zmiany napięćia w czasie 

w przypadku, gdy anoda jest g6rną elektrodą. Obserwuje~ 

tam wzrost napięcia w czasie, at do momentu gdy zostanie 

przekroczona wartoś~ krytyczna gradientu stętenia, a następ

nie spadek wywołany tym, te konwekcja zmnieJsza rdłnicę 

stężenia między elektrodami. 

Na rysunku 6. 5. przedstawio.no zmiany napięcia w czasie 

w przypadku, gdy na początku anoda jest górną elektrodą. 

Obserwujemy najpierw narAstanie, a później spadek napięcia 

w czasie. W momencie czasu oznaczonym strzałką obró.cono 

komórkę tak, że anoda stale się dolną elektrodą. Gradient 

stężenia zmienił orientację względem pola grawitacyjnego 
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i układ stał się stnbilny. Konwekcja zanikła i nastąpił 

dalszy wzrost napięcia wywołany wzrostem r6tnicy stęteń 

elektrolitu na elektrodach. W momencie oznaczonym drugą 

strzałką ponownie zmieniono orientację komórki tak aby 

anoda była górną elektrodą. Wywołało to powstanie konwek

cji i spadek mierzonego napięcia. 

Przedstawione wyniki w pełni potwierdzają przewidziany 

na drodze teoretycznej przebieg mierzonego między elektro

dami napięcia w czasie w zale~ności od orientacji gradien

tu stętenia względem pola gra-witacyjnego. 

Pomiary r6tnicy potencjałów między elektrodami pozwalają 

nR wyznaczenie krytycznej wartości gradientu stę!enia. 

Za stan marginalny układu w pomiarach przyjęto stan o maksy

malnej gęstości prądu, w którym po ustaleniu się stacjona

rnej wartości napięcia nie obserwowano żadnych jego zmian 

przy kilkukrotnych zmianach położenia anody z górnego na 

dolny i na odwrót. Pomiary prowadzone były dla roztworów 

o kilku stężeniach w zakresie od 1,2•10-3 m/1 do 5•10-3 m/1 -
oraz ola różnych odległo~ci między elektrodami w zakresie 

od 6,2·10-2 do 10,.7·10-2 cm. Wyniki pomiarów zostały przed

stawione w tabelce 6.2. 

Srednia dla wszystkich pomiarów warto~~ krytyczna 
+ wynosi 1132- 210. 

Ponieważ układu w do~wiadczeniach nie termostatowa-

no, a zaniedbano ciepło Joule'a w obliczeniach, to wyniki 

pom~arów mogą byó obarczone niewielkim błędem temperaturo-
·.-:·e 

wym~pływ ciepła Joule'a jest pomijalnie mały można się 
przekonać z następującego oszacowania. Pred elektryczny 

przepuszczony przez układ był rzędu 10-JA, napięcie było 
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rzędu 10-2v. Daje to około 10-5 cel/sec w objętości 4 cm3• 
o 

Przyjmując, że ciepło właściwe jest rzędu 1 cal/ C otrzy-

mujemy przyrost temperatury rzędu 10-5°C/sec. Wielkość ta 

jest pomijalnie mała w prowadzonych doświadczeniach. 

Jak poka~emy w następnym rozdziale mAksymalna r6~ni

ca temperatury powstająca w układzie dana jest przez: 

Przy jmujęc, ~ ~ 1 , 4 • 1 o-' cal cm .. , eec - 1 0 c-·1 , b = 1 o-1 cm 

otrzymujemy l L\ T/ max -~ 2•10-6 °C. 'Nida6 stąd 1 te pP.•y 

tak małych mocach warWlek izotermicznodci jest praktycznie 

spełniony. 

Ietotnq przyczyną uzyskania wynikó.w nitszych aniteli 

przewidziane na drodze teoretycznej mo~e by6 takt, te nie 

cale powierzchnie alektroa z równą inteneywnodcią wymienia

ją jony z roztworem. Lokalnie w pewnych miejscach mote zatem 

zostać przekroczona wartoś6 krytyczna gradientu stętenia 

przy uśrednionej warto~ci dla całych powierzchni ni~ezej 

aniżeli krytyczna. Lokalne przekroczenie gradientu etę!enia 

wywołuje lokalną konwekcję, co prowadzi do mieszania roztwo

ru i w konsekwencji obni~enia miel-Eonej ró~niey potencjał.6w. 

Za poprawnością takiego wyja~nienia przemawia fokt, te 

vwartoś ~ krytyczna wyznaczonej do~wiadczalnie zmodytikowane.j 

liczby RayleiBha zblita si~ do wartodci teoretycznej, 

w miarę ja.k maleje r6~nica między wartot1cią krytyczną pr.ldU 

a prącem granicznym, a takte fakt, ~e mierzone aale~no,ei 

napi~cia etscjonarnego w zsletnotci od prądu wykazywały 

bra~ monotonicznoeci, co wsknzywałoby nA to, ~e w miarę 

zv.'i\kszania wartotci prądu pracują coraz większe powierzch-

nie elektrod. 
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Wydaje się, ~e otrzymanie wyników zgodnych z teorią w3maga 

bardzo starannego przygotowania powierzchni elektrod. 
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Rozdział VII 

zagadnienie stabilności w układach z polaryzacją sttteniowa 

i polem temperatury 

w popr~ednim rozdziale opisano zagadnienie stabil

no~ci ze wzglrdu na swobodną konwekcję w układach, gdzie 

gradient gęsto~ci wytwarzany jest w procesie elektrolizy 

z polaryzacją stt!eniową. W tym rozdziale zostanie sformu

łowane zagadnienie stabilno~ci ze wzgledu na swobodną 

konwekcję w układach, gazie gradient srsto~ci wywołany Jest 

dwoma czynnikami: gradientem stt!enia /wytworzonym w proce• 

sie elektrolizy przez polarylacJt sttieniową/ i gradientem 

temperatury. Rozpatrywane btdą owa przypadki zaletno~ci 

temperatury od wspcSłrzędnej: 

1/ z&letnot~ liniowa, kt6rą łatwo uzyska~ przez utrz,.,wa

nie płytek ograniczających warstwę roztworu w dw~ch r6tnych 

temperaturach 

2/ zale!no~~ paraboliczna temperatury od wsp6łrz,dnej. 

Tski profil temperatury powstaJe w przypa~ku przepływu 

prądu elektrycznego przez elektrolit je~li prz7ją~, te 

przewodnictwo elektryczne jest stałe. W przypadku, gdy moc 

wydzielana w układzie przez prqd jest mała, to motna zanied

ba~ zmiany temperatury w roztworze wywołane wydzielaniem 

się eiepła Joule'a /tak zrobiono w poprzednim rozdzigle/. 

Tutaj rozpatrywany będzie przypadek, gdy zmiany temperatu

ry wywołane wydzielaniem Sif ciepła Joule'a są ~u!e i za

le!notci temperatury od wsp6łrzędnej nie mo!na opisa~ 

w przybliteniu jako zaletno~ci liniowej, ani tym bardziej 

zaloty~, te układ jest izotermicz~. 
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Ponieważ wartość eęstości stałego prądu elektrycznego 

wystarczujqca do wywołania konwekcji w układzie z polary

zacjQ stężeniową dawała bardzo małe zmiany temperatury 

w układzie, to w doświadczalnej reali~cji omawianego tutaj 

przypadku oprócz stałego prądu elektrycznego nale~y prze

puazcza6 przez układ zmienny prąd elektryczny o wystarczają

co dużej mocy 1 ale o częstościach wystarczająco dużych, 

żeby nie mial on wpływu na procesy elektrodowe. Jeśli ścian

ki ograniczaj~ce warstwę roztworu elektrolitu utrzymywad 

w etałych i różnych od siebie temperaturach, to w układzie 

wytwarza się paraboliczny profil temperł.ltury./przy załataniu 

, te współczynniki przewodnictwa elektrycznego i cieplnego 

są stałe/. '11 dalszych rozwa~aniach nie zastosowano żadnych 

ograniczeń odnośnie wzajemnych proporcji udziału prądu 

stałego 1 zmiennego w cieple Joule'a. rraktycznie jednak 

przeważająca czę~ć ciepła Joule'a powstaje dzięki przepły

wowi prqdu zmiennego. 

Geometrię rozważanego układu przedstawiono na rys. 7.1. 

Podobnie jak w poprzednim razdziele roztwór elektro

litu będzie wodnym, rozcieńczonym i idealnym roztworem 

prosiej dwujonowej soli. Warstwa tego elektrolitu będzie 

umieszczona między płytkami metalowymi spełniającymi rolę 

odwracalnych elektrod. Założymy, te poza reakcją elektrodo

wą w układzie nie zachodzą tadne inne reakcje chemiczne. 

Niech gradient gęstości /okreelony gradientem atętenia 

i temperatury/ będzie skierowany antyrównolegle do pola 

grawiwcyjnego. Podobnie jak w poprzednio rozpatrywanych 

ukłaaach powstaje problem kiedy w układzie pojawi się kon

wekcja. Rozwiązanie tego zagadnienia zostanie przedstawione 
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poni~ej w ujęciu liniowej teorii stabilności. Opis 

rozpoczniemy od wyprowadzenia prawa zachowania masy 

dla rozwa:l:anego układu. 

Dla rozcieńczonego roztworu elektrolitu binarnego /np. 

roztwór cuso4, elektrody miedziane/ przepływy poszcze

gólnych jonów dane są prz.ez! 

/7. l'l 

gdzie: -A = l cu* so4 z- l J (.(. - atętanie lwyratone 

w ułamkach molowych/, 1J.. - ruchliwość, 2.(. F - ładunek, 

D~ - współczynnik dyfuzji, D~ - współczynnik 

termodyfuzji, 'f - potencjał elektrostatyczny, T -

temperatura. 

Równanie /7.1/ można uzyskać z ogólnego wyra!enia na 

przepływ składnika ~ jeśli po pierwsze zaniedbać współ

czynniki krzytowe, uwzględniające oddziaływania między 

przepływami poszczególnych jonów i po drubie uwzgl~dni6 

współczynniki krzyżowe, opisujące oddziaływanie gradien

tu temperatury na przeplyw jonów. Po wprowadzeniu współ

czynnika dyfuzji, ruohliwości i wapółczYnn~uzji 
zamiast współczynników fenomenologicznych motna /podob

nie jek w poprzednim rozdziale/ uzyskać równanie postaci 

/7. 1 l. 

Spróbujmy oazacowa~ udtieł członu termodyfuzyjnego 

/w porównaniu z członem migracyjnym/ w przenoszeniu jonu 

o<.. 

W roztworach elektrolitów: 

= l0-4 cm/s e c --·---
e.; v/cm 
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cm2 
-------

stąd: 

~ i' t- ~~ - o!t ('..( ~~i.= c.. t- ~t (A- /:' ~ ~) = 
.V ~ ( -!t~) = ~ i'-< Lix:c: A - A O Ll r. 

i je~li ~T~ 102 ~r , to popełniany błąd jest rzędu 

1% /przy czym d T jest wyra! one w °C, a .&f -w woltach/. 

z powy~ezego oszacowania widać, te jedli ró~nica temperatur 

~~stępująca w układzie nie przewatsza 102 -~r, to człon 
termodyfuzyjny mo!na w równaniu /7.1/ pominąó. 

W związku z tym prawo zachowania masy dla poszczególnych 

jonów mo~na zapisać w postaci: 

/7.2/ 

Zastępując atętenis pośzczegćlnych jonów przez stcżenie 

soli oraz ruchliwości jonów przez współczynniki dyfuzji 

zgodnie z relacją Einsteina maina równanie /7.2/ przepiaad 

w postaci: 

/7.'J/ 

Stosując identyczną procedurę jak w poprzednim rozdziale 

można równanie /7.J/ przekształci~ do następującej postaci: 

/7.4/ 

gazie: D jest efektywnym współczynnikiem dyfuzji określo

nym zale~nością /6. ·1 S l. 
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Równanie /7.4/ jest prawem zachowania masy dla elektrolitu 

i ma postać drugiego prawa Ficka. Prawo zachowania pędu 

dla rozwa~anego układu ma posta6 równania Naviera-Stokeea 

/np.~. 25/ l • 

Prawo zachowania energii dane jest w og6lnej postaci rów-

naniem: 

/7.5/ 

gdzie: cv jest ciepłem wła~ciwym przy stalej objętodai, 

~ - współczynnikiem przewodnictwa ciepła, q - źr6dlem 

ciepła tzn. ilością cieple wytwarzaną w jednostce objętości 

układu i w jednostce czasu, t jeat ssybkodcie nieodwraeal

nej dyseypacji energii kinetycznej przez lepkod6 i jeet 

okredlone zaletnością: 

/7.6/ 

gdzie: 

/7.6/ 

jest tenserem szybkości deformacji 

Dla cieczy niedciśliwych drugi człon po prawej stronie 

równania /7.~~. opisujący przyrost energii wewnętrznej wywo

łanej kompresją znika. Znika takte ~~zectczlon w równaniU 

/7.5/./ Poniewat w liniowej teorii stabilności uwzględnia 

się tylko liniowe względem zaburzeń człony, to mo~na zanie

chać \Mł la człon zwiqzany z lepkodeiową dyasypacjq energii 
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/jest on członem drugiego rzędu/f Po uwzelędnieniu powy~

szych uproszczeń oraz dodatkowym założeniu, ~e współczyn

nik przewodnictwa ciepła jest stały można równanie /7.5/ 

napisać w postaci: 

gdzie 

nej. 

/7.7/ 

jest współczynnikiem dyfuzyjności termicz-

Równania /7.4/, /6.25/ i /7.7/ stanowią wyjściową podstawę 

do opisu zagadnienia stabilno~ci. 

Przyjmiemy, że gęstość roztworu jest funkcją etę~enia 

i temperatury: 

gdzie: 

~ =- fo(~)e 

f.> = ~(M)T 

/7.8/ 

/7.9/ 

/7.10/ 

/7. 1, l 

Za1ożenie o liniowej zależnotci gęstości od stężenia i tem

peratury wynika z dwóch przyczyn: 

po pierwsze, zmiany temperatury i atę~enia występujące 

w warstwie roztworu są małe w istotnym dla wystąpienie nie

stabilności obszarze 

po drugie, w liniowej teorii stabilności uwzględnia 

się tylko liniowe względem zaburzeń człony i dodatkowe 

człony z wyższymi potęgami temperatury, czy st~żenia byłyby 

pomijane. 
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Jeśli w układzie nie występuje konwekcja to rozwiązania 

równań /7.4/, /6.25/ i /7.7/ dla stanu stacjonarnego i roz

ważanego tutaj proqlemu jednowymiarowego mają postać: 

/7. 12/ 

/7.1 J/ 

/7. 14/ 

/7.15/ 

/7.16/ 

W powyżS:tY,Ch równaniach indeks "0
" użyto dla oznaczenia 

stacjonarnych wielkości, indeksy "D" i "T" oznaczają odpo

wiednio wartości zmiennej na dolnej i gćrn~j elektrodzie, 

a f 0 można otrzymać przez wstawienie c0 i odpowiedniego 

T0 do równania /7.8/, które jest równaniem stanu. 

Niech teraz wartości zmiennych opisujące stan stacjonarny 

doznają zaburzeń: 

U· = u~ + g u. = g u. 
~ ~ 1 l. 

/7. 17 l 

c = co + ~c /7. 18/ 

T = To + g T /7. 19/ 

p = po + g p /7.20/ 

o 
?f ~ = ~ + /7.21/ 

http://rcin.org.pl



118 

Na podstawie równania etanu /7.8/ zabur~enie gęstości 

można wyrazić poprzez zaburzenie temperatury l i T/ i za

burzenie stężenia l g c/: 

/7.22/ 

Jeśli wielkości zaburzo.ne wetawić do odpowiednich praw 

zachowanie i zgodnie z procedurą liniowej teorii stabil

ności zaniedbać cz!ony nieliniowe ze względu na zaburzenia, 

to po odjęciu rozwiązań stacjonarnych i elin1inacji zaburze

nia ci~nienia z prawa zachowania pędu /dwukrotne zastoso

wanie operatora rotacji/ otrzymuje się równania perturba-

cyjne w postaci: 

/7.2)/ 

/7.24/ 

/7.25/ 

W równaniu /7.24/ nie uwzględniono zaburzeń iró·dła ciepła, 

a w równaniu /7.25/ uwzględniono przybliżenie analogiczne 

d bl ."" . D . 10/ . . o przy 1~en1a ouee1nesqa tzn. zenledbano zm1any 

gęstości związane ze zmianami etę~enia i temperatury we 

wszystkich członach tego ró~~ania za wyjątkiem członu 

z siłami zewnętrznymi. 

Przybliżenie to wprowadza błąd rzędu kilku procent, gdy 

r6żnice temperatury występujące w układzie są rzędu 10°c 
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1 ~ jest rzęau 10~; - 10-41 i ró~nice stę~eń są rzędu 

10- 1 l [3 jest rzędu 10- 1 l. 

Dla wygody równania 11.2JI .. 17.251 zostaną przekształcone 

w postać bezvzymiarową; w tym celu dokonajmy następującej 

zamiany zmiennych: 

( x,. ł X ł. ( X .5 =: b X' b Y f b 2.) 

t= Jł!._ t 
fK1f 

s u.~ :: u.r ~ 

i c :: (~." - c e,) a' c". 

/7·. 26/ 

/7.27/ 

/7.28/ 

/7.29/ 

/7.')0/ 

Po wprowadzeniu /7.26/ - /1.)0/ do równań /7.2)/ - /7.25/ 

i po odpowiednich przekształceniach przyjmują one postać: 

/7.')1/ 

/7.')2/ 
• 

gdzie: 

\lwzględniajqc, ~e w zmiennych bezwymiarowych odpowiednie 
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c::.;r9dienty można zapisać w postaci: 

/7.34/ 

oraz 

~=(T.,-CflJ(i~~~ -+.d) (dla1to) /7.'J5/ 

"* tdzie: h[ = b -jest połataniem maximum temperotury 

w nowym układzie współrzędnych i związek '7, z q dany jest 

zależnością: 

która wynika z warunku znikania pochodnej temperatury po 

wsp6łrz~dnej dla z = ~ 
lub 

/7.37/ 

po wstawieniu /7.34/, /7.35/ i /7.37/ do /7.31/ - /7.33/ 

otrzymujemy: 

~(~c)*'+ ur = ~ \7l€fc/' /7.)8/ 

~(!1'): ur (d -.l:z +d) .::. ~ t72fgr\'~ 
t .l~-1 =rtf' V~ J 

/7.39/ 

(o/~- vzrvlff =- i/tf:\4: f%~-ca)fc}1?.40/ 
-.l CTtp -Ta )(Jr)j 
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lUbwprowadzając do /7.J2/ zala~noś~ /7.37/ zamiast /7.35/ 

otrzymujemy zamiast /7.39/: 

/7.41/ 

Rozwiązań układu równań /7.38/ - /7.40/ lub /7.J8/, /7.J9/ 

i /7.41/ będziemy szuka~ w postaci "normal modes"-tę; 

(fe)* = C{z) ~xp [i.{~x + "-; y) ..,. (f"' c] 

(J T t= @)(_z) exp [L( a.)()( +a,.y)-+ u r] 

ur = W(z) ~xp [L(~)( +a.y y)-+ <~eJ 

/7.42/ 

/7.43/ 

/7.44/ 

Wstawienie zależności /7.42/ - /7.44/ do układu równań 

/7.38/ - /7.40/ daje: 

/7.45/ 

[(j- ~( o'"-a.t) }~) :; - (1~:; +1)W 11.46/ 

~V "o, o -(Dl- Q, l) J (D t- o.~)W =~~~~[~(c'l'-c&)C ;7 .47/ 

-~(T"' -T8) ®] 
Natomiast dla przypadku q = O otrzymujemy zamiast równania 

/7.46/ równanie: 

/7.48/ 
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tla etanu marginalnego l a-= O/ równania powy~sze uprasz

czają si~ do: 

[* (ot-etł)]C =W 

[ ~(D~-o.~]® = (i;~z +1)W 

(Dt-o.-?.YW =- t"~~~..,a.t~(c., -c.)C -.,{ (T,-7&)® J 
a rćwnunie 17.481 zaetępując·e 17.511 przyjmuje postać 

17.491 

11-501 

/7.52/ 

Korzystając z równań /7.491 i 17.501 można wyeliminować 

C i ® z równania 17 • 51 l : ' 

w przypadku gdy q= O zamiast równania /7.53/ otrzymujemy: 

Stosując następującą zale~ność: 

17.55/ 

która jest prostym przekształceniem 17.J6/ oraz wprowadza

jąc podstawienie 

17.56/ 
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po prostych przekształceniach mołna równanie /7.5)/ zapiaaó 

w postaci: 

/7.57/ 

gdzie: 

/7.59/ 

Z /7.58/ i/7.59/ widaó, że dla q = O R staje się równe 
l 

współczynnikowi po prawej stronie równania /7. 54/ i tl. = O 

tzn. równanie /7.57/ staje się identyczne z równaniem 

/7.54/. 

Postaó równania /7.54/ jest formalnie identyczna z postacią 

odpowiedniego równania opisującego problem Denarda 101, czy 

problem stabilności hydrodynamicznej opisany w poprzednim 

rozdziale. Identyczne zatem będą rozwiązania i wartości 

własne liczby określającej atabilnośó układu tzn. R. 

W rozwatanym tutaj przypadku R zawiera dwa człony: pierwszy 

pochodzący od gradientu atętania drugi od gradientu tempera

tury /przy zalo6eniu, te oba gradienty są niezaletne od 

miejsca/ i w związku z tym wartoś6 aktualnej liczby R w ukła

dzie zalety od wzajemnej orientacji tych gradientów jak i od 
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ich wartości. W przypadku zgodnych zwrotów tzn. eT- a8 ) O 

i TT - T8 > O aktualna wartod6 liczby R jeet rółnicą odpo

wiednich członów i gradient temperatury występujący w ukła

dzie obnita aktualną wartośd liczby R i w związku * tym 

stabilizuje układ; w prsypadku eT - c8 >O i TT - T8 <O 

aktualna wartod6 liczby R jest sumą odpowiednich człon6w 

i gradient temparatury podwyłsza liczbę R i wobec tego 

czyni układ mniej stabilnym. Podobnie dla ustalonej orien

tacji gradientu /TT - T8 <. 0/ dziale zmiana orientacji 

gradientu stętenia /przypadek eT - c8 ( O i TT - T8 ;>o 
daje układ zawsze stabilny; R musi by6 dodatnie/ 

Równanie /7.57/ spełnia następujące warunki orzagowe 

analogiczne do odpowiednich warunków brzegowych dla problemu 

stabilnodci sformułowanego w poprzednim rozdziale i ~o warun

k6w brzegowych w problemie Benorda 

W::: 0 ollCL 3 = Q ~ ) = 4_ /7.60/ 

/7.61/ 

cLlc .. 5=€> l. ) : A.. 17.62/ 

Warunek /7.61/ jest konsekwencją znikania na brzegach zar6wno 

zaburzeń etętenia jak i temperatury, natomiast warunek /7.62/ 
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jest konsekwencją sztywnodci powierachni ograniczających 

układ /na powierzchni znikają składowe etyczne prędkodci/. 

Równanie /7.57/ rozwiątemy metodą podaną przez Chandraeek

haral0/,27/. 

Wprowadzimy oznaczenie 

Rt~..'t W= f 

i przedstawmy t' i W w postaci: 

gdzie W jeat rozwiązaniem równania 
~ 

i apelnie warunki brzegowe /7.60/ - /7.62/. 

/7.6'J/ 

/7.64/ 

/7.65/ 

/7.66/ 

Rozwiązanie ogólne równania /7.66/ jak łatwo eprawdr:ic! przez 

podatawianie ma poeta6: 
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1 { (~~Nt) W,..." = - ~lTT.l -tQ,2.Y' fl1. ~h a,~ + 

~ R: .... ) r ec~ h Q, ) + A.3c-> 5 \ . .05 h ec.-5 -t 

+B./'"'> s~ h cc.. )' + Bi'J~ fJl"" h a.) + 

+ B~...,>~ 2~fMh~f + ( 4 -+d..'f) tJf..,., rm fiS -ł-

+ :.mz.Jf~ + o, I 

gdzie atałe A/m/ 1 l 

/?..67/ 

aą etalymi całkowania wyznaczonymi przez warunki brsegowe 

/7.60/- /7.62/. 

Podatawiając rozwinięcie /7.64/ i /7.65/ do równania /7.6'/ 

otrs)'llluje~ą: 

/7.68/ 

,..._, 
po pomnoteniu obu stron przez sin 'V) r l ) ' wycałkowaniu po 

~ od O do 1 i ak:orzyatantu • ortogonalnodcl funkcji 

sin -m 115 i a in 'Vl1i ) otrzymujemy 1 te warunkiem nie 

anikania wazyatkich wep6lczynnik6w C
11 

rozwinięcia jeat nas

tępujące równanie wiekowe: 

/7.69/ 

http://rcin.org.pl



127 -

gdzie {nlm) jest elementam macierzowym poetaci: 

Ił 

(~\IYYI)= JWIYr\ ~~tn'il5J) /7.70/ 
() 

Równanie wiekowe /7.69/ jest nieskończonym układem równań 

jednorodnych /n i m przyjauJq nieskończone warto,oi/, ale 

jak pokazał Chandraeekhar10/ najmniejsza wartodd R /dla 

danego a2; spełniająca to równanie szybko dą!y do wartodci, 

którą osiągnęłaby, gdyby n i m przybrały wartodoi nieekoń

czone. W praktyce wystarcza często pierwsze lub co najwyłaJ 

niskiego rzędu przyblitanie/ tzn. nalety razpatrywad równa

nie wiekowe o wymiarach/lxl/lub /n x n/, gdzie n jest 

równe 2, ), 4, 5 lub 6/. 

W rozwatanym tutaj przypadku nie było potrzeby przeprowadza

nia obliczeń, gdyt motna było ekorzysta6 wprost z danych 

podanych przez Chandrasekhara /opracowanych dla problemu 

Taylora101• 271. 

W tabeli 7.1 zestawiono krytyczne warto,ci liczby R wraz , 
z odpowiadającymi im warto4ciami a dla odpowiednich ~ • 

Ponitej przedyskutujemy wplyw poszczególnych czynników na 

etabilnodó układu. Z definicJi R danej przez /7.58/ oraz 

' ~ danej przez /7.59/ wida6, !e w do,wiadczeniach moina 

zmienia6 niezaletnie trzy czynniki: r6!nicę etęień/"" -C a l, 

r6inicę temperatur przykładaną na dciańki układu /TT - Tal 
oraz :tródło ciepla~Tylko ostatnia z tych wielkodci ma cal

wicie okre4lony znak /źródło ciepła mo!e by6 tylko dodatnie/, 
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pozostale czynniki mogę dawa6 zarówno ujemny, jak i dodatni 
ł 

wkład do R oraz ~ • 

z definicji /7.58/ i /7.59/ wida6, te znak R jest przeciwny 

aniłeli t:Ą t • Interesującym w zagadnieniach stabilnoalei jest 

zakres R ) o. Przy spełnieniu warunku R > O mołliwe aą 

następujące sytuacje: 

a/ /eT - csf > Q /TT - Taf <O 
b/ /eT - cal > o /TT - Tpj) O 

c/ /c - c B/ < o /TT - Ta; ( o T 

d/ /eT - cB/ < o /TT - T8/ >o 

11 przypadku a/ człony /eT - cal i /TT - Tsf dają dodatni 

wkład do R. Warto~6 R jest dodatnia dla calego zakresu q • 

w pr~ypadku b/ człon /eT - c8/ daje dodatni, natomiast człon 

/TT - T8/ ujemny wkład do wartości R. W saletnodci od wartoat

ci bemwzględnych tych członów mogę one dawa6 sumarycznie 

dodatni lub ujemny wkład do wartodci R. AnaLogicznie jest 

w przypadku c/ gdzie czlon /eT - csf daje ujemny, a c;lon 

/TT - Tal dodatni wklad do R. W przypadku d/ oba człony 

dają ujemny wkled do R. Dla dalszej dyskusji wygodnie jest 

przepisa6 definicje /7.58/ i /7.59/ w postaci: 

ó..'::-~ /1. 71.,/ 
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gdzie: 

/7. lit! 

Sumaryczny wkład csłon~w /eT - c8/ i /TT - TB/ do warto•ci 

R jeat w ten eposób scharakteryzowany przes wartodd b. 

Dla b większych od zera J.. 
1 

jak łatwo sprawdzid 

jeet funkcją malejqc-. Jej schematyczny wykres praedatawiono 

na Rysunku 7.2. 

Interesujący fi sycznie ja et sakrea q > O. Z wykresu 7. 2 

wynika, łe dla b :;> O i Q. > O <J(.r aaleje monotonicanie 

od O do -2. 

' Dla b mniejszych od zera tA. jeat funkcją rosnącet 

i jaj achematyc&ny wykres przedstawiono na Rysunku 7.3. 

Intare8ujący fizyoanie jeet sakree q :> o. W prsedaiale 

Q(. q ( -b wartodd c~...' jest dodatnia /R w tym &akreeie 

jeet ujemna/ i w &więzku z tym przedział ten pominiemy 

w dyskusji. Dla q > -b wartodoi .( rosną monoton.icznie od 

- e0 do wartoalei -2. 

Z powy!esyeh rozwaiań wynikają następujące wnioski 

odno•nie wpływu zmian wartodoi tródla ciepła wytwarsanego 

w warstwie na atabilnodd Układu przy ustalo~ch wartościach 

dwu pozoetałych czynników: 
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A/ dla sumarycznego udziału /eT - c8/ i /TT - T8/ dodatnie

' go wzrost q wywołuje obnitanie ~ i jak widad z tabeli 

7.1 powoduje to stabilizację układu /wartoś6 krytyczna 

zmodyfikowanej liczby nayleigha jest coraz większa/ 

B/ dla sumarycznego udziału /eT - c8/ i /TT - T8/ ujemnego 

wzrost q wywołuje wzrost ~~i jak wida6 z tabeli 7.1 

powoduje to destabilizację układu /wartośd krytyczna 

zmodyfikowanej liczby Rayleigha jest coraz mniejsza/. 

W przypadku A/ wpływ zmian wartości q jest nieco 

zaskakujący, gdy~ motna się epodziewa6, że wzrost mocy prądu 

wydzielanej w układzie mo~e wywoła6 zanik konwekcji. Przy 

dalszym wzroście q konwekcja pojawi się na nowo, gdy aktualna 

w układzie wartoś6 zmodyfikowanej liczby Rayleigha przekroczy 

wartoś6 krytyczną. Powstanie konwekcji przy wzroście q musi 

wystąpid, gdyt ~ 1 jest ograniczona od dolu wartośeią -2, 

natomiast wartośd R rośnie monotonicznie i musi dla pewnego 

q przekroczy6 odpowiednią wartość krytyczną R. 

W przypadku B/ zachowanie się układu opisane powytej 

nie wystąpi, gdy! wzrost q destabilizuje układ i motliwe jest 

tylko przejście od stanu bezkonwekcyjnego do etanu, w którym 

pojawia się konwekcja. 

Zachowanie się układu w opisany powytej sposób motna wyjaś

ni6 rozpatrując wpływ wzrostu q na połotanie minimum gęstoś

ci wewnątrz warstwy. Połołenie minimum gęstości otrzymywane· 

z warunku znikania pochodnej gęstości po współrzędnej jak 

łatwo sprawdzid dane jest zaletnością: 

/1. 7s-/ 
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Dla sumarycznego wkładu /eT - es( i /TT - Tal dodatniego 
",. 

wzrost q wywołuje wzrost ~ /minimum gęato4ci jest coras 

bliiej górnej ścianki/ spełniony jest przy tym warunek 

-r{ ( ~ • Wywołuje to stabilizację układu. 

Dla sumarycznego wkładu /eT - ~ i /TT - Ts( ujemnego 

wzrost q wywołuje obnitanie ~ /minimum gęato•c1 jeat 

coras blitej dolnej łłcianki/ apelnion_y jest przy t7JD warunek 
~ . 

~> ~ i wywołuje to oczywi,oie destabilizacJt układu. 

Wpływ d•óch pozoatałych czynników tzn. /eT - ce( oraz 

/TT ~ Tal przy ustalonym q na etabilnodd układu w proet7 

epoecS.b wynika z analizy wzoru /7.7U. Łatwo moina ait prse-

' konacS, ie J.. jest rosnącą funkcją b /q Jest & załoienia 

l 
większe o·d zera/. Schematyczny wykres zaletnodci -< od b 

zoatal przedstawiony na Rysunku 7.4. w interesuj-cym •• 

wzgltdu na stabilno'(! sakreeia d.. 
1 (O. 

f 
Przy wzrodcie b- warto,ci ~ rosną i jak wynika z tabeli 

7.1. wartoałd R
0 

maleje, co wywołuje destabilizację układu. 

Poniewai /oT - oe( daje dodatni wkład do wartodcl b• to 

wzrost /eT - es( wywołuje deetabili•ację układu. Odwrotnie 

będzie w przypadku /TT - T8/, która daje ujemny wklad do b 

i jej wzrost wywołuje stabilizację układu. 

W przedstawionych powytej rozwaianiach nie uwzględ• 

niono wpływu rozdziału termodyfuzyjnego na etabilnoa6ć układu. 

Wplyw ten zalały od wielko,ci ró~nicy temperatury występują

cej w warstwie oraz od wielkodoi współczynnika Soreta. 

Im większa r6!nica temperatur i im większa wartod<! bezwzględ

na współczynnika Soreta, tym wplyw rozdziału termodyfuzyjne

go na etabilnod6 układu będzie większy. W przypadku, gdy 
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rozkład temperatury w warstwie roztworu jest liniowy 

/q = Ol wpływ rozdziału termodyfuzyjnego zalete6 będzie od 

znaku współczynnika Soreta i znaku /TT- Tal• Jeśli skład

nik ltejszy /rozpuszczalnik/ gromadzi się w miejscach o wył.

szej temperaturze, to rozdział termodyfuzyjny będzie mial 

wpływ destabilizujący dla /TT - Tal ~ O i stabilizujący 

dla /TT - Ta/ ;> o. Odwrotnie, jeśli składnik ciętezy /sól/ 

gromadzi się w miejscach o wytszej temperaturze wpływ roz• 

działu termodyfuzyjnego będzie przeciwny /dla /TT - Ts(< O 

- stabilizujący, a dla /TT - T8/ > O - destabilizujący/. 

W przypadku, gdy rozkład temperatury w warstwie roztworu 

jest paraboliczny wpływ rozdziału termodyfuzyjnego zalety 

nie tylko od znaku współczynnika Soreta, ale takie od polo

tania maksimum temperatury. Jeśli składnit lłejszy będzie 

się gromadził w miejscach o wytszej temperaturze, to rozdział 

termodyfuzyjny będzie stabilizował układ gdy maksimum tempe

ratury jest w górnej połówce warstwy roztworu i bądzie desta

bilizował układ w przypadku, gdy jest ono w dolnej połówce 

warstwy roztworu. Odwrotnie, gdy składnik ciętezy gromadzi 

się w miejscach o wy!szej temperaturze wpływ rozdziału ter

modyfuzyjnego będzie przeciwny tzn. będzie on destabilizował 

układ, gdy maksimum temperatury jest polotone w ·górnej połów

ce warstwy i stabilizował, gdy znajduje się ono w dolnej 

połówce warstwy roztworu. 

Pozostaje jeszcze określi6 aposób, w jaki wystqpienie 

niestabilności tzn. pojawienie się swobodnej konwekcji będzie 

manifestwwad swą obecnoś6 w układzie. Jeśli przez warstwę 

roztworu przepuszcza6 stały prąd o pewnej gęstości, wytwarza6 
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wewnątrz warstwy ciepło Joule's przy pomocy prądu zmiennego 

o pewnej mocy i utrzymywaó ścianki ograniczające warstw, 

w zadanej r6tnicy temperatur, to w przypadku gdy uklad jeet 

stabilny mierzona w czasie różnica potencjałów powinna mied 

przebieg analogiczny do przedatawianego na rys.5.1. 

W przypadku, gdy w układzie sostanie przekroczona krytyczna 
} 

wartoś6 R /dla danego ~ !, to mierzona między elektrodami 

rótnica potencjałów w momencie sainicjowania konwekcji powin

na doznawaó gwałtownego obnitenia i kształt mierzonej zalet

nodoi powinien byó podobny do przedstawionego na rys. 5.2. 

Stan marginalny w opisanym tutaj układzie motna wyznaczyd 

w sposób analogiesny jak w przypadku układów z polaryzacją 

atę!eniową. 
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Rozdział VIII 

Stebilnoś6 hyarodyna.miczna w metodzie 

elektratermodyfuzyjnej 

Przedstawione w Rozdziale IV niniejszej pracy 

wyjaśnienia charekteru zale~notci efektywnego współczyn

nika przewodnictwa ciepła od przyłożonej różnicy tempera

tur sugeruje, że we wszystkich układach, niezale~nie od 

orientacji gradientu gęstości względem pola grawitacyjne

go, powinno wystąpi6 przejście od stanu bezkonwekcyjnego 

do stanu, w którym występuje konwekcja. 

Zgodnie z tymi sugestiami konwekcja w układzie pojawiłaby 

się dopiero po przekroczeniu pewnej krytycznej różnicy 

gęstości w układzie, wywołanej różnicą temperatur czy 

ró~nicą stężeń. Tego typu zachowania należaŁoby oczekiwać 

w metodzie elektrotermodyfuzyjnej. Konwekcja powinna tutaj 

wystąpić po przekroczeniu pewnej krytycznej mocy wydziela

nej w układzie l określa ona różnicę temperatur między 

środkiem kapilary a ścjanką/. Poniżej pokażemy, że takie 

wyjaśnienie charakteru zależności efektywnego współczyn

nika przewodnictwa ciepła, jak i sformułowana powyżej 

sugestia o wystąpieniu przejścla od stanu bez konwekcji 

do stanu, w którym występuje konwekcja w przypadku, goy 

gradient gęstości w układzie nie jest równolegly do pola 

grawitacyjnego jest ~ałszywe. 
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Wynika to z prawa zachowanie pędu: 

w którym siłą zewnętrzną jest grawitacja. 

Załóżmy, że w układzie utrzymywany jest stacjonarny 

/chocia~ dowolnie mały/ gradient gęstości, który ma r6~ną 

od zera składową w kierunku prostopadłym do pola grawita

cyjnego /przyj~liśmy, ~e pole grawitacyjne działa wzdłu~ 

osi x
3
;. Zał6~my ponadto, że w układzie nie występuje kon

wekcje. Z równania /8.1/ otrzymujemy wtedy: 

/8.2/ 

/8.')/ 

i /8.4/ 

Zróżniczkowanie równania /8.4/ po x
1 

daje: 

2 

4.- -ą~D -o 
t;Jx,tdx-3- "~ -

/8.6/ 

Z /8.2/ widać, ~e lewa strona /8.6/ jest równa zeru. Stąd 

dla 3*0 otrzymujemy! 

~=O /8.7/ 

co prowadzi do sprzeczności z założeniem, ~e składowa 

gradientu gęstości w kierunku prostopadłym do pola grawi

tacyjnego /np. x 1/ jest różna od zera. 
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z powy~azego wynika, ~e w układzie, w którym utrzymywana 

jest różna od zera składowa gradientu gęstości w kierunku 

prostopadłym ao pola grawitacyjnego musi zawsze wystąpió 

konwekcja. Zagadnienie stabilno~ei ze względu na swobodną 

kQnwekcję można zatem sformułowad jedynie w przypadku, 

gdy gradient gęstoaści jest r6·wnoległy do pola grawitacyj-

nego. 

Wpływ konwekcyjnego przenoszenia ciepła ne wartość efekty

wnego współczynnika przewodnictwa ciepła mołna okre~lił! 

je~li znana jest ~ar6wno geometria układu /w tym jeso 

orientacja względem p.ola grawitacyjnego/, Jak równie! pole 

prędkości konwekcji explicite. Motna przypuszcza<!, te 

udział konwekcyjnego przenoszenia ciepła w całkowitym prze

noszeniu będzie wzrastał w miarę wzrostu r6tnicy tempel'łltur. 

Jedynie w przypadku wody w pobliłu 4°C, gdzie spełniony 

jest warunek: 

/8.8/ 

w pomiarach wspdlczynnika przewodnictwa ciepła nie ma zna

czenia orientacja gradientu temperatury, gdyt w układzie 

nie pojawia się konwekcja, pod warunkiem, ~e r6tnica tempe

ratur w układzie jest utrzymywana w przedziale, w którym 

jest spełniony warunek /8.8/. 

Występowanie konwekcji w układach, w których gradient 

gęstotci ma ró~nq od zera składową w kierunku prostopadłym 

do pola grawitacyjnego motna potwierdzid eksperymentalnie 

bezpodrednio nie odwol:ujEłc się do metod po~rednich, jak 

np. pomiarów współczynnika przewodnictwa ciepła. 
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Do eksperymentalnego potwierdzenia wniosku wybrano metodę 

elektrotermodyfuzyjną. Nie bez znaczenia w tym przypadku 

jest fakt, te znane jest w tej metodzie pole prędkości 

konwekcji - explicite, co pozwala na porównanie wyników 

eksperymentalnych z obliczeniami teoretycznymi. W odrótnie

niu od badań mających na celu wyznaczenie rozdziału termo

dyfuzyjnego i wartości współczynnika Soreta, gdzie stosuje 

się moce zmiennego prądu elektrycznego około 20 W, w opisa

nym tutaj przypadku interesujące będą bardzo małe moce 

/około 1 W/. Za potwierdzenie występowania konwekcji uzna

my fakt zgodności wyników eksperymentalnych z obliczonymi 

teoretycznie, które otrzymuje się przy zaloteniu, że kon

wekcja występuje w układzie. 

Do wykrywania konwekcj.i stosuje si~ zwykle· zawiesiny. 

Z obserwacji ich przemieszczania się motna wnioskować o wy

stępowaniu lub braku konwekcji. W metodzie elektratermody

fuzyjnej ze względu na motliwo~ci zatkania kapilary stoso

wanie tej metody jest ni~korzystne. Występowanie konwekcji 

można wykryć takte przez obserwację przemieszczania się 

zabarwionej objęto~ci roztworu, w przypadku gdy na początku 

doświadczenia zabarwiono pewną część roztworu. ~ próbach 

wstępnych przeprowadzonych w ramach niniejszej pracy zasto

sowano taką właśnie ·metodykę. Okazało się jednak, że jest 

ona zbyt mało czuła /warstwa graniczna rozmywałA się/ nawet 

dla jakościowego stwierdzenia występowania lub braku kon

wekcji. W przypadku barwienia różnych części roztworu trzeba 

zwrócić szczególną uwagę nA spełnienie warunku równej gęstoś

ci roztworu zabarwionego i niebarwionego. Niewątpliwie 

najlepiej do badania występowania konwekcji nadaje się metoda 

atomów znaczonych. Konwekcyjne przemieszczanie się promienic-

http://rcin.org.pl



138 

•twórczych atomów znaczo~ch jest łatwe do wykrycia przy 

pomocy odpowiednich detektorów promieniowania. Zmiany 

gęstości wywołane zmianami składu izotopowego są zwykle 

niewielkie, tak, ~e warunek stałej gęstości roztworu w 

całej objętości roztworu jest spełniony. 

Izotop stosowany w doświadczeniach powinien mie~ wystarcza

jąco długi półokres rozpadu /na tyle długi, aby w czasie 

trwania doświadczenia aktywność roztworu nie s~adła panitej 

wartości wykrywalnej stosowaną techniką rejestracji/. 

Warunek ten spełnia 36c1, który jest emiterem ~- (Emaks = 
= 0,716 MeV, Eśr = 0,26 MeV, zasięG maksymalny w wodzie 

O, 292 cm i t:J-
2 

= 4 • 105 lat 58/) 36c1 jest dost~pny w pos

taci chlorku sodu. Metodyka jego rejestracji jest dokładnie 

opracowana591• 

Układ pomiarowy, w którym prowadzono doświadczenia 

był odpowiednio zmodyfikowanym układem stosowanym w metodzie 

elektrotermodyfuzyjnej. Schemat naczynka kapilarnego przed

stawiono na rys.8.1. N szlifach naczynka, w górnym i w dol

nym zbiorniczku umieszczone były okienkowe liczniki Geigera

MUllera. Okienka tych liczników wykonane były z miki o gru

bości 2,5 mg/cm2• Liczniki G-M miały niski bieg własny 

/10-20 imp/min/, co umożliwiało określanie niewielkich przy

rostów liczby zliczeń. Punkty pracy liczników ustalano 

standartową metodą591. Schemat aparatury elektronicznej 

używanej do pomiaru liczby zliczeń przedstawiono na rys.8.2. 

W górnym i w dolnym zbiorniczku zapasowym umieszczono mie

szadełka macnetyczne. Mieszanie roztworów w zbiorniczkach 

zapasowych miało na celu wyeliminowanie przestrzennych 

niejednorodności w rozmieszczeniu aktywności w objętości 
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zbiorniczka zapasowego tak, łeby roztwór wchodzący z po

wrotem do kapilary miał aktywność równą średniej dla cale-

go zbiorniczka. 

Promień kopilary wyznaczano przez wa~enie rtęci, którą 

wypełniano kapilarę do różnych poziomów. Podobnie wyznacza

no obj~toóć zbiorniczków zapasowych. 

Naczynko pomiarowe było wypełnione roztworem chlorku sodu 

znakowanym J6c1 do określonego poziomu w kapilarze przez 

dolny przewód. Po zamknięciu dolnego kranu pozostela częś6 

kapilary i góvny zbiorniczek zapasowy byłe napełniona roz

tworem nieaktywnym przy pomocy strzykawki z igłą /star~no 

się nie mieszać roztworu aktywnego i nieaktywnego/. Po 

wypełnieniu naczynka, górny zbiorniczek zamykano licznikiem 

G-M i po zamknięciu górnego kranu włączano: obieg z wodą 
m \e~~ 

chłodzącą z termostatu i(fQztworu w obu zbiorniczkach zapa-

sowych. Temperatura wody chłodzącej wynosiła 25,0 ~ O,l°C. 

Po półgodzinnym mieszaniu i termoststawaniu wykonywano kon

trolny pomiar ak.tywności cieczy w górnym i w dolnym zbior

niczku. PomiAr aktywności trwał zawsze 10 min. Następnie 

przez naczynko kapilarne przepuszczano zmienny prąd elektry

czny /sieciowy/ o znanej mocy i mierzono zmiany aktywności 

roztworu w górnym i w dolnym zbiorniczku w zale~ności od 

mocy i od czasu. 

Ta część aparatury, w której znajdoNał{&b w wyniku uszko

dzenia mógł znaleź~ się izotop umieszczona była w komorze 

rękawicowej. 

Właściwe doświadczenia zostały poprzedzone doświadczeniami 

wstępnymi, w których u~ywano naczynka o nieco innym układzie. 

Różnica polegala na tym, ~e roztworów w górnym i w dolnym 

zbiorniczku nie mieszano i liczniki umieszczone były w odleg

łości 2 mm lub 10 mm od wylotu kapilary. 
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Na wyk re sa ch 8. J i 8. 4 pr·zedatawiono zmiany aktywnoś ci 

roztworu w górnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zależ

ności oa mocy prqdu przepuszczanego przez układ. Zmiany 

aktywności w przypadku, gdy przez układ przepuszczany jest 

prąd są znacznie większe aniżeli w przypadku, gdy przez 

układ prąd nie płynie. Wyniki pomiarów wstępnych pozwalają 

przypuszczać zatem, że przepuszczanie prądu zmiennego przez 

układ wywołuje konwekcję. Poniewa~ w pomiarach tych liczba 

zliczeń górnego licznika jest wielkością uśrednioną w tym 

sensie, te mają w niej udział objętosci roztworu o ró!nej 

aktywności właściwej /aktywnoś6 właściwa roztworu w górnej 

części kapilary jest inna, aniżeli aktywnosć właściwa 

roztworu w różnych częściach górnego zbiorniczka zapasowe

go- brak wymieszania/, to w tym przypadku niemożliwy jest 

ilościowy opis konwekcyjnego przenoszenia izotopu. Opis 

ilościowy konwekcyjnego przenoszenia izotopu można podad 

dla grupy pomiarów wła~ciwych tzn. tych, w których roztwory 

w górnym i w dolnym zbiorniczku mieszano. W pomiarach tych 

zmiany aktywności mierzone licznikAmi G-M pochodzą od zmian 

aktywności roztworu w całej objętości zapasowej zbiorniczka 

/zakładamy zupełne wymieszanie cieczy w zbiorniczku/ i po

nieważ liczniki G-M są umieszczone w dużej odległości od 

wylotu kapilary /około 4 razy większej aniteli maksymalny 

zasięg cząstek p- l, aktywnod6 pochodząca od części roztwo

ru w kapilarze w pobliżu jej wylotu do górnego i dolnego 

zbiorniczka nie wpływa na liczbę zliczeń rejestrowanych 

przez liczniki. 

Wyniki pomiarów d\a różnych mocy prądu zmiennego i rótnych 

odległotci poziomu roztworu aktywnego od wylotu kapilary 
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przedstawiono ma wykresach /8.5/- /8.11/. 

W misrę wzrostu mocy prądu zmiennego wydzielanej w układzie 

obserwuje się wzrost szybkości przyrostu aktywności cieczy 

w górnym zbiorniku zapasowym. W tabelech /8.1/ i /8.2/ 

przedstawiono średnią szybkość przyrostu aktywności w górnym 

zbiorniku zapasowym w zale~ności od mocy prądu Widać stądy 

że ze wzrostem mocy rośnie szybkość przyrostu aktywności. 

Przedstawione wyniki doświadczalne pozwalają przypuszczad 1 

że w układzie w przypadku przepuszczania prądu zmiennego 

występuje konwekcja. Sprawdzenie słuszności tego przypusz

czenia opierać się musi na porównaniu wyników do~wiadczal

nych z obliczonymi teoretycznie, co zostanie poniżej wykona

ne. Obliczenia zostaną poprzedzone krótkim opisem teorii 

fenomenologicznej metody elektrotermodyfuzyjnej. 

Teoria fenomenologiczna dla rozważanego układu 

została przedstawiona w pracach5 6/,5?/, tutaj pozostaje 

ją z odpowiednimi modyfikacjllmi zaetosowa6: 

Rozkład temperatury w kapilarze wynika z prawa zachowania 

energii dla omawianego układu /symetria cylindryczna/: 

/8.8/ 

e;dzie: 

M ł (t 
..- k - "V k ..l:!-
~ ~ = ·y - r- ho z. - jest ilością 

ciepła w cal wydziel.aną w jednostce objętodci i w jednostce 

czasu, M - moc całkowita prądu elektrycznego, V - obję

toś~ układu, k = 0 1 24, U- napięcie prądu zmiennego, 

ho - wysokość kapilary, ~ - przewodnictwo wła~ciwe elek

trolitu 
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i /8.9/ 

Dla ~ i ~ niezAle~nych od temperatury i odpowiednich 

warunków brzegowych: 

r = O 'I, T = m /8.10/ 

r = T = /8. 11 l 

rozkład temperatury w kapilarze ma poeta6: 

/8.12/ 

ró~nica temperatur między ~rodkiem kepilary i ~cianką dana 

jest przez: 

/8. 1 J/ 

i eradient temperatury określony jest zależno~cią: 

/8. 14/ 

Pole pr~dkości konwekcji dla stanu stacjonarnego mozna 

obliczyć z równania Naviera-Stokesa 

8.15/ 

dla odpowiednich warunków brzegowych: 

Vz. = 0 /8.16/ 
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c< .o cLla.. r =-O /8.17/ 

rfa 

:l, rr f ""' ~ ~ -=- o /8.18/ 

o 

Warunek /8.18/ oznacza, że całkowity przepływ przez poprze-

czny przekrój kaoilary musi być równy zeru. 

Pole prędkości konwekcji dane jest prze.z: 

gdzie: 

/8.19/ 

/8.20/ 

Sredni przepływ cieczy w górę dany jest przez zaletno66: 

t !,..,' I = 2. TI r v~ cilf"' /8.21/ 

Ił 

gdzie: jest miejscem gdzie v~ = o. 
Po podstawieniu odpowiednich wartości do /8.21/ i wycałko

waniu otrzymujemy: 

/8.22/ 

Osobnym zagadnieniem nie rozpatrywanym przez opisaną wy~ej 

teorię fenomenologiczną jest transport izotopu poprzez 

kapilar{ do górnego i dolnego zbiorniczka zapnsowego i obli

czenie zmian aktywności w tych zbiorniczkach. 
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Prawo zachowania masy dla izotopu /którego stężenie ozna

czamy przez c/ w kapilarze ma postać: 

/8.23/ 

W równaniu /8.2)/ nie uwzględniono przepływu termodyfuzyjnego 

ze względu na to, te interesuje nas układ, w którym maksy

malna ró~nica temperatur /a w związku z tym i rozdziel 

termodyfuzyjny/ jest bardzo mała. Rozwiązanie tego równania 

w ogólnej postaci jest bardzo trudne, gdy~ nie ustala się 

stan stacjonarny i c zależy zarówno od r jak i z. Dlatego 

żostaną poczynione pewne uproszczenia. Po pierwsze zaniedba

ny zostanie przepływ dyfuzyjny w kierunku pionowym /jest 

on mały w porównaniu z transportem konwekcyjnym/. Po drugie 

proces samodyfuzji w kierunku radialnym będzie rozpatrywany 

niezależnie od transportu konwekcyjnego. 

Rozpatrzmy następujący proces: ciecz o aktywności c za-

warta w walcu o promieniu zostaje w pewnym momencie 
3 

czasu umie·szczonn we współosiowym walcu o promieniu r 
0

, 

przy czym aktywnośó cieczy w otaczającym przenoszony walec 

cylindrze jest r6~na od aktywności cieczy w przenoszonym 

walcu. Interesować nas będzie jak szybko dzięki samodyfuzji 

nastąpi wyrównanie aktywności. 

Zminny aktywności w czasie dane aq w omawianym przypadku 

przez: 

/8.24/ 

z warunkiem początkowym: 
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clla..o{~& ~ 
/8.25/ 

'- f (V l) = C A J la. ~ < V ~ 'Y e 

i brzegowym 

/8.26/ 

gdzie warunek /8.26/ oznacza, te nie ma przepływu izotopu 

przez ściankę kapilary. 

Rozwiązanie równania /8.24/ dla warunków brzegowych /8.25/ 

i /8.26/ jest znane601 i ma posta6: 

gdzie: J 0 i J1 - są funkcjami Bessela zerowego i pierwszego 

rzędu i o(')l są pierwiastkami równt~nia 

/8.28/ 

Dla szczególnej postaci warunku początkowego /8.25/ rozwią

zanie /8. 27 l ma posta6 (t! lo.. c.,. -::O)~ 

Z /8.27/ lub /8.29/ wida6, te istotny udział członu czasowego 
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związnny jest tylko z pierwszym zerem f'unkcji Bessela 

r rzędu l~~ = J,8J171/ gdyż ju~ następne drugie zero 

1~2 = 7,01559/ daje wkład o kilkanaście rzędów niżezy61 1. 
Dlo czasu: 

2. 
t:: t; - ,.,.," 

o 
/8.')0/ 

-10 -' -4 
człon czasowy jest rzędu e. :::: 10 i stężenie izotopu 

w obu częściach walca jest wyrównane. 

Mając w powyższy sposób wyznaczony czas wyrównywania stężeń 

izotopu wzdłuż promienia kapilary przyjmiJmy, że część obję

tości kapilary, w której ciecz porusza się w górę, zostaje 

podzielona na pewną liczbę elementów /których objętość wyzna

czona zostanie poniżej/ i na taką samą liczbę elementów 

zostaje podzielona objętość kapilary, w której ciecz porusza 

się w dół. Oba rodzaje elementów ponumerowane eą od r,óry 

przy pomocy liczb całkowitych o, 1, 2 ••• n. Stężenie 

izotopu w elementach poruszających się w górę zostaje oznaczo

ne przez ak, a w poruszających się w dół przez bk. W czasie 

t = t
0 

/brak konwekcji/ mamy 

/8.')1/ 

Zakładamy, że tranaport konwekcyjny izotopu z udziałem dyfu

zji w kierunku radialnym odbywa się w następujący sposób: 

element objętości ak+l skokowo zmienia swą k+l-szą pozycję 

/nie zmieniając aktywności/ na pozycję k i jednocześnie 

element objętogoi bk-l zmienia skokowo swą k-1-szą pozycję 
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na k-tą i pozostają w tej pozycji przez oszacowany poprzed-

nio okres czasu dopóki stężenia się wyrównają. Po wyrów-

naniu stęteń /upływie czasu ~ l obie części cieczy w kapi

larze wykonują kolejny skok. Motna to przedstawi6 przy pomo

cy następującego diagramu: 

~O) (o) 
a. 

k .. l IC .. t 

b co) (O) 

k-1 a.k .. ł 

Jo~ Co) 
a.._k 

b Co) co) 
~ a. k ... 

~·l Co) 
k.+ l ctł(łl. 

(o) 

pneskok . ) 

b(o) 
Ie-) 

b to) 
k.-l 

h(O) 
k•1 

J. (Q) 
k 

,! {O) 

t·łC 

[O) 

~ ... 
(q 

Q.k 

(O) 

a.. k .. 

{~ 
<l_~ł 

(q 
a.~ 

na którym zobrazowano pierwszy krok. 

Objętośd elementów jest wyznaczona przez: 

<.fł (1) 

~t-t Q..k-1 

b'() (t) 

a.- t (t t--
!, C") ( 4) 

k a.. k. 

b (f\ (~ 
kłt Q.k+ł 

b (t~ ( 1) 
a. 

kłl koł-l 

/8.32/ 

a liczba elementów, które poruszają się w g6rę dana jest 

przez: 

/8. )'J/ 
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gdzie V' jest objętoócią tej czędci kapilary, wktćrej ciecz 

porusza się w górę. 

Zmiany stętenia izotopu dla kolejnych kroków w zbiorniczkach 

zopasowych dane są przez zależnoś6: 

T+ ) L+ł Ił-c :::. ((t!-- ·'C +Q., •• .,-: 
L-+tt ~.., 'r c 'r Vcr ~ 

dla górnego zbiorniczka 

i 

dla dolnego zbiorniczka, 

przy czyn oczywiście 

gdzie: I- przepływ objętościowy w dół. 

/8.J4/ 

/8.)5/ 

/8. J6/ 

W /8.J4/ i /8.J5/ VT i VB oznaczają odpowiednio objętości 

zbiorniczków zapasowych górnego i dolnego. Pierwsze człony 

w tych równaniach oznaczają zmniejszanie się ilości izotopu 

wskutek wypływu z tych zbiorniczków elementarnych objętości 

/odpowiednio b
0 

z górnego zbiorniczka i an z dolnego zbior

niczka/, a drugie człony oznaczają wzrost lub spadek atęte

nis izotopu spowodowany wpłynięciem ele·mentu objętości o od• 

powiedniej aktywności. W katdym kroku oczywiście nalety 

przyją6 za b
0 

stętenie izotopu w zbiorniczku górnym z poprzed

niego kroku i za an stężenie izotopu w dolnym zbiorniczku 
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z poprzedniego kroku. 

Wstawienie /8.22/ do /8.33/ i przyjęcie odpowiednich wartod

ci liczbowych daje dla liczby elementów następujący związek: 

72,37 

M 
/8.)7/ n = ------

Foniewat stosowana w doświadczeniach najmniejsza moc miała 

wartoś6 o,6~to liczba elementów wynosi 121. 

Konieczne zatem było uiycie maszyny matematycznej i oblicze

nia dla odpowiedniej ilości kroków zostały wykonane na maszy

nie Odra 1204. 

Obliczenia wykonano dla dwóch modelowych doświadczeń, w któryc~ 

ciecz znakowana była wprowadzona do kapilary na rótne wyso

kości/l cm i 0,5 cm panitej wylptu kapilary do górnego zbior

niczka zapasowego/. Obliczone zmiany aktywności zostały 

przedstawion~ na wykresach /8.12/ i /8.1)/. 

Dla porównenia z wynikami doświadczalnymi na tych samych 

wykresach /8.12/ i /8.1)/ przedstawiono zmierzone w czasie 

przyrosty aktywności wraz z wyliczonymi teoretycznie dla tych 

samych mocy i odległości poziomu cieczy aktywnej od wylotu 

kapilary, przy czym te ostatnie zostały powiększone o średni 

przyrost aktywności jaki obserwowany był w układzie bez 

przepuszczania prądu. Porównanie wykresów wskazuje na dobrą 

zgodnoś6 obliczonych i doświadczalnych wyników. Brak pełnej 

zgodności wywołany jest zapewne tym, te przy wprowadzaniu 

cieczy nieaktywnej do kapilary następowało częściowe i nie 

kontrolowane wymieszanie tej cieczy z cieczą aktywną, co 

dawało etan początkowy róiny od przyjętego w obliczeniach, 
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Rozdziel IX 

Dyskusja wyników pracy 

Jednym z celów niniejszej pracy było eformulowenie 

i rozwiązanie zagadnienia stabilności hydrodynamicznej ze 

względu na ewobodną konwekcję w układzie wykazującym pola

ryzację stężeniową. 

w opisie tego układu zalo~ono, ~e jest on izotermicz~ oraz 

zaniedbano krzyżowe współczynniki fenomenologiczne /dyfuzyj

ne/. Jak wynika z oszacowania podanego w podrozdziale VI.5 

warunek izotermiczności jest praktycznie spełniony dla rozwa

~anego układu. 

Biorąc pod uwagę fakt, te teoria fenomenologiezna dlA pro

cesów transportowych w układach wieloskładnikowych jest 

znana5l/ interesujące byłoby rozszerzenie zagaonienia stabil

ności hydrodynamicznej na takie układy. 

W Rozdziale VI sformułowano i rozwiązano postawiony problem 

stobilno~ci trzema metodami: przy pomocy liniowej teorii 

stabilności, metodą potencjału lokalnego i przy pomocy ogól

nych warunków stabilności Prigogine'a i Glsnsdorffa. Rozwią

zania uzyskane wymienionymi metodami wskazują, !e stabilność 

układu jest określona przez aktualną dla układu wArtoś6 

zmodyfikowanej liczby Rayleigha. Dla wartości tej liczby 

mniejszych od pewnej wartości, nazwanej krytyczną, układ jest 

stabilny /nie występuje konwekcja/, natomiast dla wartości 

większych od krytycznej - niestabilny l występuje konwekcja/. 

Wartości liczbowe krytycznej liczby Rayleigha uzyskane tymi 

metodami są w dobrej zgodności. Najniższą wartość uzyskano 
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przy pomocy liniowej teorii stabilności. Ta metode wydaje 

się być w opisanym tutaj przypadku najbardziej efektywna, 

gdyż samo zagadnienie stabilności daje się rozwiązać anali

tycznie. w dwóch pozostałych metodach zakłada się na początku 

użycie metod przyblitonych rachunku wariacyjnego. Zelotenie 

to rozszerza motliwości stosowania zarówno metody potencjału 

lokalnego, jak i ogólnych warunków stabilności Prigogine'a 

i Glensdorffe do nieliniowych problemów stabilności. W meto

dzie potencjału lokalnego przy uwzględnianiu efektów nielinio

wych powstają trudności rachunkowe przy przedstawieniu zaburze

nia jako superpozycji zalotonych zaburzeń /normal modes/ 171. 

Pronlem uwzględnienia członów nieliniowych w tej metodzie 

pozostaje otwarty, niemniej sama metoda uwzględnienia tych 

efełtów nie wyklucza, tak jak to jest w przypadku liniowej 

teorii stabilności. 

Trudności z członami nieliniowymi nie powinny pojawiać się 

w przypadku stosowania ogólnych kryteriów stabilności Prigo

gine·a i Glansdorffa. Z uwagi na to, że ta metoda jest szcze

gólnym przypadkiem tzw. drugiej metody Lapunowa stwarza to 

motliwość wykorzystania znonych już zastosowań tej ogólnej 

metody w zagadnieniach stabilności termodynamicznej i hydrody

namicznej. Wydaje się, te metoda ta pozwoli rozstrzygnąć na 

przykład otwarty dotąd problem przejścia ruchu laminornego 

w turbulentny w przypadku płaskiego przepływu Poise~ille'a 11 1 

Ponieważ w Rozdziale VI problem stabilności był sformułowany 

w postAci liniowej te szerokie możliwości drugiej metody 

Lepunowa nie zostały wykorzystane. 

W pracy tej pokazsno, że problem stabilności w układach wykazu

j~cych polaryzację stężeniową jest przywieclny do problemu 

http://rcin.org.pl



152 -

Benarda. Fakt ten jest niewątpliwie wywołany formalną iden

tycznością praw Ficka i Fourriera, które były utywane do 

opisu procesów transportowych w obu wymienionych prz·ypadkach. 

Formalna identycznod6 obu tych problemów /a takie problemu 

stabilności w warstwie cieczy z absorbcj- gazu/ pozwoliła 

na wykorzystenie obliczeń numerycznych snanych w literaturae 

dla problemu Benarda bez potrzeby prseprowadzania dodatko-

wy ch. 

Nalały tutaj zwróci~ uwagę na fakt, te w Rozdziale VI /a ta~&• 

w Rozdziale VII/ w prawie zachowania pędu salotono, łe etan 

stabilny jest stanem bezkonwekcyjnym. 'łl rzecsywietolici jednak, 

z powodu przepływu jednego ze składników /dla którego układ 

jeet otwarty/ składowa prtdkotSci barycentrycznej w kierumcu 

x3 jest ró!na od zera. To rdtni rozwatany tutaj układ od 

układu w klasycznym problemie Benarda. 

Wartodć prędkości barycentrycznej jest okreatlona przez gęato•6 

prądu elektrycznego. Dla stosowanych w Rozdziale VI gęeto,ci 

prądu elektrycznego jest ona bardzo mała /rzędu 10-5 cm/eeo/. 

Załotenie o znikaniu prędkości barycentrycznej /$ więc i pręd

kości dyfuzji wyrótnionego składnika/ sprowAdza prawo zacho

wania pędu do równania Naviera-Stokeea dla układu jednoskład

nikowego. W tfdcim uj~ciu średnią prędkośd roztworu motns 

identyfikowa~ z ko·lektywną prędkodcią 1tazyetkich skł·adnik6w 

mieszaniny. Uw.zględnienie prędkodoi dytulji akladnik6w prowa

dzi do modyfikacji prawa machawania pędu, w którym wy&ttpują 

cząstkowe teneony napręłań dla poezczególeych składników 

roztworu62/ i oprócz sumarycznego teneora ciśnienia pojawia 

się człon z prędko,ciami dyfu&ji wszystkich składników roz

tworu621,6JI. 
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Podohne do wprowadzonego w niniejszej pracy uproszczenia 

w prawie zachowania pędu zostały wprowadzone w problemie 

stabilno~ci w warstwie cieczy z absorbcją gazu opisane 

w Rozdziale III.2. Opisane uproszczenie pozwala w rozwata

nych w tej pracy zagadnieniach na założenie iaentycznych 

warunków brzegowych dla zaburzeń prędkości, jak w przypadku 

problemu Benarda. 

Warto jeszcze zwr6ci6 uwagę na fakt, te technika pomiarowa 

do wyznaczania warto~ci krytacznaj zmodyfikowanej liczby 

Rayleigha jest w przypadku opisywanego problemu znacz!lie 

prosteza aniteli w problemie Benarda i problemie etabilno~ei 

w warstwie cieczy z absorbcją gazu. Dla tego oetatniego 

problemu ustalenie profilu gęstojci jest do'6 trudne, ze 

względu na brak stacjonarności. Opisywany w tej pracy problem 

jeet wolny od tych niedogodności. Stwarza to motliwoś6 utywa

nia tej samej techniki pomiarowej w badaniach nad etabilnod·• 

cią w bardziej skomplikowanych układach np. gdy gradient 

gęstości jest wywołany zarówno gradientem stttenia, jak i gra

dientem temperatury, czy też w przypadku, gdy oprócz tych 

dwóch eradientów wymusza się w warstwie jeszcze przepływ 

hydrodynamiczny. 

Autorowi niniejszej pracy nie udało się znale~ć w literaturze 

rozwiązania sformułowanego w Rozdziale VI zagadnienia stabil

ności. 

Ze względu na problematykę poszukiwania literaturowe koncentro

wały się wokół prac teoretycznych i do•wiadczalnych dotyczą• 

cych elektrolizy z przenoszeniem jon6w metalu z anody na 

katodę. W literaturze dotyczącej teorii procesu przenoszenia 

jonów przez roztwór nie rozpatruje eię na ogół pochodzenia 

i warunków w jakich powetaje przenoezenie konwekcyjne. Uwaga 
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ta dotyczy w szczególności Lewicza641, Agara651, Chołpanowa66~ 
Matsuda671, Grischera, Mattesa i Brauna681. Autorzy ci w cyto

wanych pracach przyjmują pole prędkości konwekcji za dane 

nie badając przyczyn jego powstania. 

Autorowi niniejszej pracy udało się znale~d zaledwie kilka 

prac dotyczących konwekcyjnego przenoszenia jonów w układach 

o interesującej ze względu na problem stabilno~ci geometrii. 

Prace Fenecha i Tobiasa691 oraz Wregga70/ dotyczą wprawdzie 

konwekcyjnego przenoszenia jonów między dwoma płaskimi równo

ległymi i poziomymi elektrodami, ale odległo~~ między elektro

dami jest bardzo duta /1 cm - 16 cm - Fenech i Tobias, 5 cm 

i więcej Wragg/. Ponadto badacze ci utyweli komórki elektro

litycznej z porowatą przegrodą, co zniekształcało prąd kon

wekcyjny. Pomiary prowadzone w takich układach nie mogły 

prowadzi~ do stwierdzenia wystąpienia przejście od stanu bez

konwekcyjnego do stanu, w którym występuje konwekcja, gdy! 

od razu na początku doświadczenia musiale w takim układzie 
~ 

pojawi6{konwekcja. 

Fedorowa i Chaczeturian71 / obserwowali metodami optycznymi 

prąd konwekcyjny powstający przy anodowym rozpuszczaniu miedzi 

w czasie elektrolizy wodnego roztworu siarczanu miedzi. Używa

ny przez nich układ składał się z poziomej anody w postaci 

spiralki i płaskiej poziomej katody. Autorzy ci w cytowanej 

pracy stwier~zają* te próba zastosowania w charakterze anody 

poziomej płytki nie doprowedzila do oczekiwanych wyników ze 

względu na to, te jej powierzchnia utrudniale ruch przepływów 

konwekcyjnych w dowolnych kierunkach. Pojawienie się i inwers

ją prądu konwekcyjnego w roztworze autorzy ci wyjaśniają 

efektami cieplnymi procesów elektrodowych, bez ~ględniania 

zmian stętenia elektrolitu wokół anody i katody. Wydaje się 
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natomiASt, ~e właśnie zmiany Stę~enie elektroli tu Są prz;,.·czy

ną zarówno powstania przepływu konwekcyjnego jak i jego 

inwersji. 

CytowAne wy~ej prac~ W,Jczerpują listę znanych autorowi prac 

doświadczalnych, w których mo~naby się spodziewa6 informacji 

dotyczących sformułowanego w Rozdziale VI zagadnienia etabil-

ności. 

Drugim zadaniem do rozwiązania w ramach niniejszej 

pracy było sformułowanie i rozwiązanie problemu etabilnot1ci 

w warstwie cieczy, gdy gradient gęstości wywołany jest równo

cze~nie gradientem atętania i gradientem temperatury. 

W opisie procesów trenepo.rtowych w tym przypadku zaniedbano 

efekt termodyfuzyjny. Jak pokazano w pracach72/ 75/ efekt 

ten odgrywa istotną rolę w przypadku probl~mu Benarda w ukła

dzie dwuskładnikowym. Gradient gęstości w tym przypadku wy

wolany jest nie tylko gradientem temperatury, ale takte 

gradientem etętenia, wytwarzanym przez termodyfuzję. Jak po

kazali Legros i Plat ten 7 4/' ?5/ istotny je.st w tym przypadku 

znak współczynnika Soreta. Dla współczynnika Soreta mniejsze

go od zera /składnik cię~szy gromadzi eię w miejscach o wyt

szej temperaturze/ przejście przez etan marginalny ma charak

ter periodyczny /nie jest spełniona zasada zmiany stabilności/ •. 

W odwrotnym przypadku /składnik ciętezy gromadzi się w miejs

cach o wyższej temperaturze/ przejecie przez etan marginalny 

ma charakter aperiodyczny /zasada zmiAny stabilności jest 

spełniona/. 

Jeśli współczynnik Soreta jest mniejszy od ~era nalatałoby 

się spodziewa6 stabilizującego wpływu rozdziału termodyfuzyj

nego na stabilnoe6 układu. :F'akt ten był istotnie obserwowany 
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ooświadczalnie przez Legros?J/, ?4/ 

w przypadku dodatniego współczynnika Soreta obliczenia nume

ryczne wykazały74/,?5/, ~e komórka konwekcyjna mota obejmo

wa6 całą warstwę roztworu. Ponadto ze względu na outą rótnicę 

w czasach relaksacji dla termodyfuzji i konwekcji l i (termo

dyr)>) ~ (ko9V konwekcja mote niszczy6 powstający gradient 

stętenia, zanim zdą!y on uzyska~ swój destabilizujący wpływ, 

Te przyczyny zdaniem cytowanych autorów powodują, te nie 

obserwowali oni w doświadczeniach destabilizującego wpływu 

rozdziału termodyt\lzyjnego na etabilnoa§6 układu. 

w Rozdsiale VII niniejszej pracy zaniedbano wpływ rozdziału 

termodyfuzyjnego na atabilnoś6 układu. Pokazano, te jest to 

uzasadnione wtedy, gdy eto.sunek przykładanej róinicy tempera

tur do ró!nicy potencjałów jest odpowiednio mały /mnieJe~y 

nit 102 °C/V/. 

W doświadeteniach stosunek ten moina zmienia6 oczywiście 

w szerokich granicach. Niniejsze praca obejmuje zatem tylko 

pewien graniczny zakres. Moina doświadczalnie zrealizowa~ 

sytuację, gdy wpływ rozdziału termodyfuzyjnego /oboko rozsze

rzalności termicznej/ będzie dominujący. Tak będzie wtedy. 

gdy rótnica temperatur przykładana na 'cianki układu będ&io 

odpowiednio duta, natomiast mała będzie r6!nica potencjałów. 

W zagadnieniu stabilności opisanym w Rozdziale VII rozpatrzo

no dwa przypadki zaletności temperatury od współrzędnej: 

liniową i paraboliczną. 

Dla liniowego profilu temperatury pokazano, te stormuloweny 

problem stabilności jeet przywiedlny do problemu Benarda 

i problemu sformułowanego w Rozdziale VI, jeśli klasyczną 

liczbę Rayleigha uzupelni6 dodatkowym członem związanym z gra-
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-dientem st~żenia. W tym przypadku przejście przez stan mar

ginalny me charakter aperiodyczny /spełniona jest zasada 

zmiany stabilności/. 

Podobny problem rozpatrywany był w pracach761• 771, gdzie 

grAdient stężenia był wytwarzany w procesie zwykłej dyfuzji. 

W cytowanych prAcach rozpatrzono przlpadek stabilizującego 

udziału gradientu stę~enia /substancja cię~&za dyfunduje od 

dołu. 

Procedura matematyczna stosowana w liniowej teorii stabilności 

nie uwzględnia czasów relaksacji dla pól stętenia i tempera

tury. Różnica ta mo~e wywołać /podobnie jRk w przypadku 

problemu Benerda w roztworze dwuskładnikowym/ wystąpienie 

niestabilności przy niższych od oczekiwanej wartościach zmo

dyfikowanej liczby Rayleighe. W ten sposób mo~na wyjaśnić 

sugestię Veronisa76/ o wystąpieniu podkrytycznych niestabil

ności w przypadku ukledu, gdzie gradient gęstości jest wywo

łany gradientem stężenia i gradientem temperatuxy, gdyż jak 

wyka~al Sani78/ w klasycznym problemie Benarda nie istnieją 

żadne podkrytyczne niestabilności /najmniejsza wartość liczby 

Rayleighe, która dopuszcza nie zerowe rozwiązania na zaburze

nia prędkości jest równa wartości krytycznej /około 1707/. 

Problem stabilności sformuloweny w niniejszej pracy, a także 

problem rozważany przez Veronisa76/ są formalnie identyczne 

z problemem Benarda. Wynik uzyskany przez Saniego obejmuje 

zatem oba opisane problemy. 

W przypadku parabolicznego profilu temperatury pokazano, te 

sformuławeny problem etabilno~ci jest przywiedlny do problemu 

Taylora. Pozwoliło to na wykorzystanie obliczeń przeprowAdzo

nych dla tego problemu bez potrzeby przeprowadzania własnych. 
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Niewątpliwie najciekawszym jest w tym przypadku wniosek 

o stabilizującym wpływie wzrostu mocy prądu zmiennego. Do 

analogicznego wniosku można dojść w przypadku problemu sta

bilności opisanego przez Deblera271 w warstwie cieczy, 

w której wytworzony jest tylko paraboliczny profil tempera

tury. Doświadczalne zbadanie słuszności tego wniosku byłoby 

bardzo ciekawe. 

Ostatnim zadaniem sformułowanym do rozwiązania w ra

mach niniejszej pracy było sprawdzenie sugestii o mo!liwości 

sformułowania zagadnienia stabilności ze względu na swobodną 

konwekcję w układach, gdzie składowa gradientu gęstości 

w kierunku prostopadłym do pola grawitacyjnego jest rćtna 

od zera. 

W Rozdziale VIII pokazano teoretycznie i potwierdzono doś

wiadczalnie na przykładzie metody elektrotermodyfuzyjnej, 

te sugestie takie są fałszywe. W opisanych warunkach w ukła

dzie musi zawsze wystąpić konwekcja. Wniosek ten wskazuje, 

te teoria fenomenologiczna metody elektrotermodyfuzyjnej5l/, 

55/,56/,57/ jest słuszna w zakresie od najmniejszych mocy 

prądu, aż do mocy, przy któ.rych laminarny profil konwekcji 

przejdzie w turbulentny. 
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Rozdział. X 

Zestawienie wyników 

Ponitej przedstawione zoetan~ najwa~niejsze wyniki 

osiągnięte w niniejszej precy. 

X.l. ~!S!Q~!!~!!-~~~Q!!~2~2!_!_~!!!Q!~h-!_2Q!!rl!!2J!_!!!!!

!1!2!9 

1/ iłychodząc z ogólnych równań termodynamiki procesów nie

odwracalnych wyprowadzono prawo zachowania masy dle 

razwatanago układu /równanie 6.14/. Prawo to doprowa

dzono do postaci drugiego prawa Fickś /równanie 6.17/. 

Prawo zachowania pędu przyjęto w poetaei równania 

Naviera-Stokesa /równanie 6.25/. 

2/ Sformułowano problem etabilno~ci hydrodynamicznej 

ze względu na ewobodną konwekcję w razwstanym układzie, 

'/ Sformuloweny problem stabilno~ci rozwią~ano trzema 

metodami 

a/ przy pomocy liniowej teo~ii stabilno,ci, 

b/ metodą potencjału lokalnego termodynamiki procesów 

nieodwracalnych, 

c/ przy pomocy ogólnych warunków stabilnodoi Prigogine"a 

i Glansdorffa. 

ad. a/ 

I. Równania wyjściowe dla razwstanego tutaj problemu do

prowadzono do postaci formAlnie identycznej z odpo

wiednimi równaniami dln klasycznego problemu Benarda. 
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II. Wykazano, że przejgcie od etanu atabilnego do 

stanu niestabilnego ma charakter aperiodyczny, 

tzn., że spełniona jest zasada zmiany stabilności. 

III. Pokazano, te stabilność układu okre~lona jest 

przez aktualną dla układu wartoś~ zmodyfikvwanej 

liczby Rayleigha. Liczba ta j~et określona zalei

nością /6.45/. 

IV. Korzystając ze znanych dla problemu Benarda wyni

ków pokazano, że wartoś~ krytyczna zmodyfikowanej 

liczby Rayleigha wynosi 1707,762. 

ad b/ 

I. Korzystając z ogólnej procedury ~etody vcyprowa
lokalnego 

dzono odpowiednią poeta6 potencj~Ia-rozwatane-

go układu /równania /6.80/, /6.81/ i /6.82/. 

II. Korzystając z analogii z problemem Benorda wykaza

no, że stabilnośó układu jest określona przez 

wartoś6 zmodyfikowanej liczby Rayleigha, określo

nej przez /6.111/. 

III. Przy użyciu metody Ritza obliczono wartoś~ krytycz

ną zmodyfikowanej liczby Rayleigha. Dla przyjętych 

postaci funkcji próbnych /formalnie identycznych 

z odpowiednimi funkcjami dla problemu Benarda/ 

otrzymano wartośó krytycznq zmodyfikowanej liczby 

Rayleigha równą 1750. 

ad c/ 

I. Wyprowadzono warunki stabilności hydrodynamicznej 
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i termodynamicznej dla rozwa~anego tutaj układu. 

Mają one postać nierówności /6.1)0/ i /6.140/. 

Oti·zymane poetacie są analogiczne do odpowiednich 

warunków stabilnoBci dla problemu Denarda. 

II. Korzyetajqc z podany~h w literaturze obliczeń 

otrzymano wartości krytyczne zmodyfikowanej liczby 

Rayleigha 

Re = 1707,94 i Re = 1812,8. 

Pierwszą z tych wartości otrzymuje się metodą 

eliminacji zaburzenia stętenia, a drugą metodą 

"swobodnego minimum". 

4/ Na przykładzie układu wodny rozcieńczony roztwór siar

czJnu miedzi - miedziane elektrody, potwierdzono doś

wiadczalnie występowanie przejścia od stanu stebilnego 

/brak konwekcji/ do stanu niestabilnego /występowanie 

konwekcji/. /Rysunki 6.J, 6.4 i 6.5/. 

5/ Wyznaczono doświadczalnie wartoś6 krytyczną zmodyfiko

wanej liczby Rayleigha dla stQteń siarczanu miedzi 

w zakresie od 10-J do 5•10-J mol/l i dla odlegloaci 

między elektrodami w zakresie od 6,2•10-2 do 10 1 7•10-2 

cm. Wyniki przedstawiono w Tabeli 7.2. 

Srednia wartość krytyczna dla wszystkich pomiarów 

wynosi 1132 !210. Wydaje się, tezanitona w stosunku do 

wyliczonej teoretycznie wartość krytyczna w.yNołana jest 

nierównomiernym rozkładem gęsto~ci prądu na powierzchni 

elektrod. 

http://rcin.org.pl



162 

X.2. ~~~~9~!~~!!-~!~~~!~2~~~-~-~~!~2~~h_!_E2l~~l!~~J§_!!~~!

~!2~§_!_E2!~~-!~!E!~~~~~~ 

1/ Sformułowano zagadnienie stabilności hydrodynamicz

nej ze względu ne ewobodną konwekcJę w rozważanym 

układzie. W odpowiednich róWWl~niach zaniedbano udział 

rozdziału termodyfuzyjnego w gradiencie gęstości. 

Jak wykazano, powyższe założenie jest słuszne dla 

stosunku wytwarzanej różnicy temperetury do przykła

danej różnicy potencjałów nie przekraczaj4cej 102• 

2/ Rozpatrzono dwa przypadki zależności temperatury 

od współrzędnej w układzie: 

a/ zaletnoś~ liniowa 

b/ zależnod6 paraboliczna. 

)/ Sformułowane zagadnienie stabilności rozwiązano 

metodą liniowej teorii stabilności. 

4/ Dla przypadku liniowej zależności temperatury od 

współrzędnej pokazano, że etebilność układu określo

na jeet przez aktualną dla układu wartość zmodyfiko

wanej liczby RayleighA. Zmodyfikowana liczba Rayleigha 

jest w tym przypadku określona zaletno~cią /7.54/. 

5/ Wykazano formalną identycznoś6 problemu stabilności 

~ liniowym profilem temper&tury do problemu Benarda 

i korzystając z wyników dla tego ostatniego problemu 

pokazano, że warto~ć krytyczna zmodyfikowanej liczby 

Rayleigha wynosi 1707,762. 

6/ Dla przypadku parabolicznej zależności temperatury 

od współrzędnej pokazano, te stabilnoś~ układu jest 

określona przez aktualnq wartość zmodyfikowanej 
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liczby Rayleighe, określonej zele~nodcią /7.58/. 

7/ Korzystając z obliczeń podanych w literaturze wykaza

no, ~e wartość krytyczna zmodyfikowanej liczby 

Rayleigha zalety od parametru ~l /który zalety od 

położenia minimum gęstości/. Zależno~6 tę przedsta

wiono w Tabeli 7.1. 

8/ Przedyskutowano wpływ trzech niezale!nych czynników 

/rótnicy stęteń, ró!nicy temperatury przykładanej 

na ścianki i cieple Joule#a wydzielanego w układzie/ 

na stabilnośd układu. 

x.J. §~!21!n2t~_bl~re9ln!!i2!9!-!-!!~22!!!-~!!!~r2~~r!2gl~!lJ

~!J 

1/ Wykazano ogólnie dla układów ciekłych, te istnienie 

w układzie składowej gradientu gęstości prostopadłej 

do pola grawitacyjnego wywołuje pojawienie się swobod

nej konwekcji. 

2/ Na przykła~zie metody elektratermodyfuzyjnej potwier

dzono doświadczalnie występowanie konwekcji dla 

małych mocy wydzielanych w układzie /Rysunki 8.)-8.11/. 
Ta~ele 8,1/, 8,2{• 

(Wym celu utyto metody atomów ~naczonych /roztwór 

chlorku sodu znakowany 3 'cl/ w odpowiednio zmodyfi

kowanym naczynku kapilarnym pozwalającym na bezpotred

nie pomiary aktywności /Rysunek 8.1/. 

)/ Celem porównania opracowano model konwekcyjnego prze

pływu izotopu w kapilarze z uwzględnieniem samody

fuzji w kierunku radialnym, który pozwolił na oblieze

nie numeryczne zmian aktywno~ci w obu zbiorniczkach 

zapasowych. 
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4/ Dla porównania wyniki obliczeń i wyniki doświadczal

ne przedstawiono na Ryeunkach /8.12/- /8.1)/. 

Zaobserwowa~ dobrq zgodno86 wyników obliczonych 

teoretycznie z otrzymanymi dodwiadczalnie, co pozwa

la na potwierdzenie wyetępowania konwekcji w kapila-

rse. 
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Rys.4.1. Zależność liczby Nusselta od liczby Rayleigh~, w przypadku 

poziomej warstwy cieczy; gradient temperatury skierowany 
pionowo. /S.Chandrasekha~ "Hydrodynamic and Hydromagnetic 

stability" str.69/. 
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Rys.4.2. Zależność liczby Nusselta od liczhy Rayleigha, w przypadku warstwy 
cieczy zawartej między dwom~ współosiowymi, pionowymi cylindrami; 
gradient temperatury skierowany poziomo /E.F.M.van der Held, F.G. 
van Drunen, Physica !2, 865-881 /1949/ /. 
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Bys.4.J. Zależność liczby Nusselta od liczby Rayleigha, w przypadku warstwy 
cieczy zawartej między dwoma współosiowymi, poziomymi cylindrAmi; 
gradient temperatury skierowany radialnie. /M.Itoh, T.Fuita, N. 
Niehiwaki, M.Hirata, Intern.J.Heat Mess Transfer ~~ 1J64-68 /1970//. 
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C=C2. 
C=C.+fx;x3 

l..,_ .. r 3 --:1 r~·.., 

Rye. 6.1. Geometrie układu pomiarowego /1 -roztwór wodny siarczanu miedzi, 
2- płytka miedziAna- anoda, J- płytka miedziana- katoda/. 

0\ 
a> 
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Rys.6.2. Schemat układu pomiarowego /1 - komórka elektrolityczna, 
2 - miliwoltomierz, J - miliamperomierz, A - opór, 
5 - betaria akumulatorów/. 
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Rys.6.J. Zmiany napięcia między elektracAmi w cza~ie w przypadku, gdy anoda jest 
dolną elektrodą /odległość między elektrodami b = 0,064 ~0,002 cm, stę
żenie wyjściowe elektrolitu c /0/ = J•10-J mol/l, prąd całkowity I = 
= 6 mA/. 
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Rys.6.4. Zmiany napięcia między elektrodami w czasie w przypadku, gdy anoda 
jest górną elektrodą /warunki doświadczenia identyczne jak w przy
padku Rys.6.)/. 

-....,J -

http://rcin.org.pl



....... :e ....... 
~ 

t m 
IDO 

łOO 

300 

8 g 
---"""~.... t i'ainl 

Rys.6.5. Zmiany napięcia mię~y elektrodami w czasie w przypadku, gdy zmieniano 
polotenie anodY z górnego na dolne i ba odwr6t /warunki doświadczenia 
identyczne jak w przypadku Rys.G.;.;. 
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Tabele 6.1. 

Zmiany napięcia między elektrodami 
-J od położenia anody /c /0/ = 5•10 

w czasie w zależno~ci 

m/1 i b= 6,2•10-2 cm, 

I = Ikryt = 2,06 mA/. 

Anoda na górze 

I = 2,06 mA 

Anoda na dole 

Czas Napięcie Czas Napięcie l 
• t 

. l l min l n V : m1.n 1 n V 1 

----~~-~-~------~~----~---~~----------~-~-~-~--~-----~~-~ l l l l 
l l ł l 

: JO J O l J5 l 
l ł l t 

---------~-~~--------------~-------~--~---~-------------~ t l l • 
l l l l 

0,5 l 40 ' 0,5 : 42 : 
---------ł-----------------~----------1-----------------~ 

l l ' l 
l l ł ' 1 'o l 44 l 1 'o • 44 •, 
l l l 

---------~-----------------~----------~-----------------~ l l l l 
t l l 

1 '5 ~ 45 : 1 '5 l 45 : 
l l l l 

------~--~-----------------~-------~--~--------~--------~ ł l ł f 
l l l l 
l 45 l 2. o : 45 : 
l l l l 

---~-----r-----------------r----------~------~-~-----~--~ 
l l t l 
l • l l 

2' 5 ł 45 l 2 J 5 : 45 l 
l l l l 

~---------t-----------------~----------~-----------------1 l l l l l 
t 1 r t 1 
l J' o l 45 l J 'o ł 45 l 
l l l l l 

:---------t-----------------t----------;-----------------1 
ł f l l ł 

: 4. o : 45 l 4, o : 45 ' 
l l t 1. ł 
1-----~---+-------~---------~----------~-----------------~ 
' l l l ł 
l l l l 'l 
l 5, o : 45 : 5, o : 45 l 
l t ł l l 
1---------T----------------~T----------~-----------~~---~~ 
1 1 1 • r 
l l l l l 
l 6 'o l 45 l 6, o • 45 l 
f l l l l 

•---~-----~------~-~-~~-----l~~-~----~-J--------~~~------2 

o 

2,0 
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Tabela 6.2. 

Wartości krytyczne zmodyfikowanej liczby Rayleigha, 

dla różnych stężeń i różnych odległości między elek-

t rodami 

1-----T-------,----------r-----------~-----------,----------T 
: : Stę~.: Odległość: Prąd margi-:Prąd grani-: Wartość : 
1 Lp., molA 1 b Janalny /mA/ 1czny /mA/ • krytyczna• 
l : x1QJ : /cm/x10 : : : : 
·-----·-------~----------~-----------~-----------~----------~ l l l l l ł l 
l l t + l + l + ł l 
~ 1 : 1,2: 64-1 : 1,a4 -o,o2~ 2,4o -o,2 I1J50 :tJ5 l 
l l l l l ł l 
~-----~-------~----------~-----------~-----------~----------+ l l l l t l l 
l l . l l l l l 
1 2 : 2 , O 1 1 O 7 ! 2 1 O , 2 4 ' ;!:0 , O 2 : 2 , 80 ;!:0 , 1 ~ 1 1 8 2 :!: 1 2 2 : 

:-----i-------1----------+-----------i------------~---------~ 
l l l l l l l 
l l l l l l l 
1 J 1 J, O 1 64 _+J 1 1, 92 +O, 02 1 7,00 +O, 1 1 1209 + 165 1 
l l l l - l - l - l 

1-----~-------~----------L-----------~------------L---------~ l l l ' l ł l 
l l f l l l l 

; 4 l 5,0 : 62 +2 : 2,06 +0,04 :11,00 +O, 1 f 1251 +1341 
l l l l - l - l - l 

~----~-------~----------+-----------~------------~---------4 l l l l l l l 
l l l l l l l 

: 5 l 5 , O : 6 4 ! 2 f 1 , 50 !O , O 2 p O , 60 !O, 1 : 1 O 40 ! 1 O 2 : 
l l l l l l l 
r----~-------~----------~-----------;------------r---------~ l l l t l l l 
l l l • l l l 
l 6 l 5 , O l 1 O 7 + 2 t O , 1 4 +O , O 1 l 6 , J _+O , 1 t 7 6 'J + 8 5 t 
i l l - l - l l - l 
l l l l l l l 

~----~-------~----------i-----------~------------L---------J 
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Rys.?.l. Geometria układu pomiarowego /1 -roztwór wodny siarczenu miedzi, 
2 - płytka miedziana - anoda, ) - płytka miedziana - katod&/. 
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Tabela 7. 1 

Warto~ci krytycz~e zmodyfikowanej liczby Rayleigha 
l dla różnych o\ • 

r----~-r------------r------~-----r----~--.---~~--~--, 
l l l l . l 
l l l l . l 
1 1 1 a 1 R . 1 
l l l l . l 

t======c============~============t==================~ 
l 
l 
l o ),12 1708,0 
l 
l 
: 2 -0,5 ),12 2275,) 
l 
l 

: ) -0,75 ),12 2725,) 
l 
l 

: 4 -1,0 ),12 ))90,) 
l 

5 -1 '25 J,1) 4462,5 
ł 
l 

6 -1.50 J,20 l 
64,7. 1 l 

l 
l 

7 -1,60 J,25 
l 

7687,7 l 
1 
l 

8 -1 '70 J,J4 94J2,6 

9 -1 ,ao 3,50 11820 
ł 
l 
l 10 -1 '90 J,70 1494J l 
l 
t 
l 1 1 -1 '95 3,85 16764 l 
l 
l 
l 12 -2,00 4,00 18677 t 
l 
l 
l 1) -2,25 4,60 )0458 l 
l 
l 
l 14 -2,50 5,05 46192 l 
l 
l 
t 15 -2,75 5,60 67592 l 
l 
l 
l 16 -J,OO 6,05 95625 l 
l 
l 
ł 

------------~---------------------------------------
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wodo, dttodza,ca, 

Rys.8.1. Schemat naczyńka kapilarnego l 1 - kapilara, 

2 - zbiorniczki zapasowe, 3 - liczniki G~, 
4 - druciki platynowe, 5 - przewody doprowadz·ająca/. 
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Rys.8.2. Schemat bloko~ aparatury do pomiarów aktywnotci /1 - licznik G-M, 
" 

z·:wN - zasilacz wysokiego napięcia, V - wzmacniacz, PEL - przelicznik 
elektronowy/. 
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Rys.S.J. Zmiany aktywności w górnym zbiorniczku zRpasowym w czasie w zależności 
od mocy. Górny licznik G-M umieszczono w odległości 10 mm od wylotu 
kapilary. Roztworu w zbiorniczkach zapasowych nie mieszano. 
/Promień kapilary r = 0,0405 cm 
Długość kapilary h 0 = 11 cm. 

Na początku doświad8zenia wypełniono roztworem aktywnym /aktywność 
~jśęiowa 2400 imp/min/ oolny zbiorniczek zapasowy i kapilarv do wyso
kosc1 10 cm/. 
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Rys.8.4. Zmiany aktywności w górnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zależnośc~ od 

mocy. Górny licznik G-M umieszczono w odległości 2 mm od wylotu kapilary. 
Roztworu w zbirniczkach zapasowych nie mieszano. 
/Promień kapilary r

0 
= 0,0534 cm 

Długość kapilary h = 11 cm. 
Na początku doświad8zenia wypełniono roztworem aktywnym /aktywność wyjś
ciowa 5000 imp/min/ dolny zbiorniczek zapaso~~ i kapilarę do wysokości 
9 cm/. 
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Rys.8.5. Zmiany aktywności w górnym zbiorniczku zapasowym w czaeie w zależności od 
mo~y. Górny licznik G-M umieszczono w odległości 10 mm od wylotu kapilary. 
Mieszano roztwór w zbiorniczkach zapasowych. 
/Promień kapilary r

0 
= 0,05J9 cm 

Długoś~ kapilary 11 cm. 
~a poęz,tku doś~iadczenia roztworem aktywnym /aktywnoś6 wyjściowa 6000 
1mp/m1n ~~pełn1ono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilarę do wysokości 
10 cm/. 
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Rys.8.6. Zmiany aktywności w górnym zbiorniczku ZApasowym w czasie w zależności od 

mocy. Górny licznik G-M umieszczono w odległości 10 mm od wylotu kApilary. 
Mieszano roztwór w zbiorniczkach zapasowych. 
/Promień kapilary r 0 = 0,05J9 cm 
Długość kapilary ho= 11 cm. 

~a P.Oczątku doświadczenia roztworem aktywnym /aktywność wyjściowa JOOO 
1 mP/mint wypełniono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilarę do wysokości 
10 cm/. 
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Rye.8.7. Zmiany aktywności w górnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zależności od 
mocy. Górny licznik G-M umieszczono w odległości 10 mm od wylot~ kapilary. 
Mieszano roztwór w zbiorniczkach zapasowych. 
/Promień kapilary ro = 0,05J9 cm 
Długoś~ kapilary ho= 11 cm. 

Na początku doświadczenia roztworem aktywnym /aktywnoś~ wyjściowa 6000 
imp/min/ wypełniono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilarę do wysokości 
10 cm/. 
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Rys.8.8. Zmiany aktywności w g(rnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zależności od 
mocy. Górny licznik G-fi un1icszczono w odległości 10 mm od wylotu. kapilary. 
Mieszano roztwćr w zbiorniczkach zapasowych. 
/Promień kapilary r 0 = 0,05J9 cm 
Długość kapilary ho= 11 cm. 

Na początku doświadczenia roztworem aktywnym /aktywność wyjściowa 6000 
imp/min/ ~~pełniono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilarę do wysokości 
10 cm/, 
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[,.1 
Zmiany aktywnoiŚci w górnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zaletności od mocy. 
Górny licznik G-M umieszczono w odległości 10 mm od wylotu kapilary. Mieszańo 
roztwór w zbiorniczkach zapasowych. 
/Promień kapilary r 0 = 0,0539 cm 
Długo~6 kapilary ho= 11 cm. 

Na początku doświadczenis roztworem aktywnym /aktywnoś6 wyjściowa 6000 imp/min/ 
wypełniono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilarę do wysokości 10,5 cm/. 
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Rye.8.10. Zmiany aktywno~ci w górnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zalężności od mocy. 

Górny licznik G-M umieszczono w odległości 10 mm od wylotu kapilary. Mieszano 
roztwór w zbiorniczkach zapasowych. 
/Promień kapilary r 0 = 0,0539 cm 
Długo~~ kapilary h0 = 11 cm. 

Na początku doświadczenia roztworem aktywnym /aktywność wyjściowa 6000 imp/min/ 
wypełniono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilarę do wysokości 10 cm/. 
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Rys.8.11. Zmiany aktywno~ci w górnym zbiorniczku zapasowym w czasie dla zerowej mocy. 
Górny licznik G-M umieszczono w odległości 10 mm od wylotu kapilary. Miesza
no roztwór w zbiorniczkach zapasowych. 
/Promień kapilary r 0 = 0,0539 cm 
Dlugoś6 kapilary h0 = 11 cm. 

Na początku doświadczenia roztworem aktywnym /aktywnoś6 wyjściowa 6000 imp/min/ 
wypełniono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilarę do wysokości 10,5 cm/. 
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Rys.8.12. Zmiany aktywności w górnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zależności 
od mocy. 

- krzywa doświadczalna /doświadczenie przedstawione na 
rys.B.9t 

---·---• -krzywa teoretyczna 
------ -zmiany aktywności dla zerowej mocy. 
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Rya.8.1J. Zmiany aktywności w górnym zbiorniczku ~s~!sowym w czaaie w zależności 
od mocy. 

-·-
- krzywa doświadczalna /doświadczenie przedstawione na 

rys.8.8./ 
- krzywa teoretyczna 
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Tabela 8.1. 

Zależnoś6 azyb~ości wzrostu aktywności w s6rnym 
zbiorniczku ze~asowym w zależnoóci od mocy prądu 
/dla doświadczenia przedstawionego na rys.8.5/. 

a---------~--------~--------------------~--------1 l l 
1 Moc ~ Sred~ia ezybkoś6 wzrostu aktywi 
1 a noścl. 1 
: l imp/min godz. l 
l l l 

---------------~-------------------------------~ 
o,o 0,22 !O, 12 

0,6 0,47 :!:0,07 
2,4 1. 4) :!:0. 17 
J,9 2, 15 +O, 11 -

Tabela 8.2 

Zależnotó szybkości wzrostu aktywności w górnym 
zbiorniczku zapasowym w zależności od mocy prqdu 
/dla dotwiadczenie przedstawionego na rye.8.6/. 

-------------~---------~------------------------
' l Moc • ~reania ezybkoóć wzrostu aktyw-: 
l noeci l 
l ł 

r imp/min-godz. ~ 
' l l 
e-~~----~-------~--~--~-------------------~------1 t l 
l l 
l O , O O , 2 1 !O , 2 4 : 

: 1 J 4 o, 2 4 :!:0 J 04 : 
l l 
' 2, 7 O, 4 7 _+O, 09 t 
f ł 

: 4 , 4 O , 9 9 !O , 3 J ł 
l l 
t l 

------------------------------------------~-----
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