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Wetep

W ponizszej pracy zostang opisane gagadnienia
stabilnoéci hydrodynamicznej ze wegl¢du na swobodng kon-
wekcje w wybranych uktadach fizykochemicznych. WXadciwa
czedé pracy zostala poprzedzona czedcig literaturowg
obejmujgcyg cztery pierwsze rozdzialy. W Rogdziale I zosta-
ng krétko opisane podstawowe pojecia matematycznej teorii
stabilnodei i przedstawione gostang uktady, w ktéryeh
moina sformulowad zagadnienia stabilnoéci hydrodynamiczne]
lub termodynemicznej. W Rozdziale II zostang opisane
teorie stabilnodci stosowane w hydrodynamice i termodyna-
mice proceséw nieodwracalnych. RozdziaX III zawiera opis
zagadniernn stabilnodci, ktére wigzgq si¢ z zagadnieniami,
bedgcymi przedmiotem niniejszej pracy. ¥ RozdzialelIV zosta-
nie krétko opisany udzial konwekcji w przenoszeniu ciepZa.
Po sformutowaniu celu pracy /RogzdziaX V/ zosteng opisene
sgczegbowo rozpatrywane gagadnienia stabilnoéci, /Rozdzia-
¥y VI, VII i VIII/, a nastepnie zostanie przeprowadzona
dyskusja otrzymanych wynikéw /Rozdgziax IX/. Na korcu
/Rozdzia2 X/ zestawione zostang najwainie jsze wyniki osigg-

niete w niniejszej pracy.



Rozdzial I

Stabilnoéé w ukYadach dyssypacyjnych

-—— e — - — - —— ——— - — o o o am soom Yo o v - — A — -

W teoriach fenomenologicznych przebieg proceséw
opisywany Jjest przez ukady réwnard rdézniczkowych czgst-
kowych, ktdére dajg zwigzki pomiedzy ernymi zmiennymi
stanu. Zmienne stanu sg§ na ogdél funkcjami zardéwno czasu
Jak i wspdéirzednych przestrzennych okredlonych w uk2edzie,
w ktérym zjawisko przebiega. Najogdélnie}] mozna te ukkady
réwnarn podadé¢ w postaci odpowiednich praw zachowania

/np. masy, pedu, energii/

%: f(t'é‘) W,

gdzie: y - Jjest grupa zmiennych stenu zaleinych od
czasu i miejsca, & f/t,y/ zawieras w sobie zardéwno czion
Zrédrowy, jek i przeplywowy. Wymaga sig¢, aby f/t,y/
byta funkcjg cigglg oraz aby posiadaXa ciggle pochodne
odpowiedniego rzedu.

Zmienne stanu wystepujgce w termodynamice proce-
séw nieodwrascaelnych i w hydrodynamice majg charakter
wielkoéci uérednionych po odpowiednich zespoXech. Nie-
mniej Jjednak dopuszczslne s3 odchylenia od tych wielkosei

érednich, opisywane przez fenomenologiczng teorie fluktu-
acji1/’2/'

Dla ukladu izolowsnego w stanie rdéwnowagi termodynamicz-

nej prawdopodobieristwo wystgpienia zadanej fluktuacji
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zmiennej stanu dane jest przez relacj¢ Einsteina:
P~ etk

gdzie: P jest prawdopodobieristwem wystgpienia zadane]
fluktuacji, AS - zmiang entropii, 2zwigzanej z zadang
fluktuacjg, liczong od stanu réwnowsgi /AS L 0/,
k - stalsg Boltzmanna.
Dla uktaddéw nie bedgcych w stanie réwnowagi termodynamicz-
nej Jjako caXosé, ale spelniajacyéh postulat lokalnej
réwnowagi termodynamicznej Prigogine i Glanedorffj/ zapoe-
tulowali, 2%e podobng relacj¢ moina przyjqé lokalnie.

Na przykadzie regkcji chemicznej Nicolis
i Babloyantz4/ sprawdzili sXusznodé tego postulatu,
Jedli tylko speXniony Jjest warunek, Ze zmienne stanu
zmieniajg si¢ w czasie fluktuacji szybciej niz w toku
badanego procesu globalnego.
Uwzglednienie fluktuscji zmiennych stanu prowadzi do
réwnen opisujgcych przebieg zjswiska w postaci

-d'%-%&l-: f(f, y+ J’x)

/1.2/

gdzie:Jzt -~ oznacza fluktuacje¢ grupy zmiennych stanu,
Powstaje w tym miejscu problem, jak wprowadzone do

réwnant /1.2/ fluktuacje zachowujg sig w czasie, czy na-
rastajg wywoXujge istotne zmiany w lokalnych wartodciach
zmiennych stanu, czy tez zmniejszajgq sie w czasie nie
wywoXujgc 2adnych zmian,

Rozwigzanie powyZszego prpblemu jest zadaniem matematycz-

nej teorii stabilnoéciS/.
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Teoria ta zajmuje sig stabilnogcig klasy rdéwnar typu
/1.1/, przy czym przyjmuje sie w niej, 2e rdwnania te sg
réownaniami rdézniczkowymi zwyczajnymi. Nalezy jednek
zauwazyé, ze sformulowany wyzej problem zachowsenia sie
fluktuacji zmiennych dotyczy ich zmien w czasie i w zwigz-
zku 2z tym zaleznoéé badanych zmiennych stanu od innych
zmiennych niezaleznych jest nieistotna. Problem zachowa-
nia sig w czasie fluktuecJji jest w matematycznej teorii
stabilnosci problemem stabilnoéci rozwigzan rdéwnar réznicz-
kowych postaci /1.1/.

Przy spetnieniu werunku ciggtod$ci wraz 2z pochodnymi
w odpowiednim obszarze zsdanym przez rozpatrywaene zagad-
nienie spelnione jest twierdzenie Cauche”go o jednoznacz-
nosdci rozwiqzaﬁs/ oraz twierdzenie integralnej ciggXoéci
rozwigzan tzn. ze w pewnym podzbiorze obszaru z twierdze-
nia Cauche “‘go rozwigzania bliskie wybranemu rozwigzaniu
w punkcie poczatkowym, pozostajg mu bliskie w calym pod-
zbiorze6/.

Przez stabilne rozwiazanie w sensie Lapunowa
rozumie sie natomiast rozwigzanie spetniajgce warunek,
ze bliskie mu rozwigzania w punkcie poczgtkowym pozostajg
mu bliskie w kazdym momencie czasu naleigcym do przedziaiu
/to, 0o /. Precyzyjne okreélenie stabilnodéci podaje
nastepujgca definicjaS/:

Rozwigzanie ZZ = :Z /t/ ukXadu /1.1/ nazywa sie¢
stabilnym w sensie Lapunowa dla t -» oo /lub krécej sta-
bilnym/ je$li dla dowolnego € > O i t, € /a, o© /
istnieje cs) = c? /& to/ > 0, taka e:
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1/ wszystkie rozwigzenie y =y /t/ ukiadu /1.1/

/wigczajgc rozwigzanie ) /t/ / spelniajgce warunek

< & /3.5/

Iy (t)- g (td

sg okreglone dla t € Bo’ °°),

2/ wszyetkie rozwigzania speiniejq nierdéwnos¢é

;{(t)"g(f)

},

dla t € {..to’ 00 ].

;< € /1.4/

Hozwigzanie nie speiniajgce chociazby jednego
z tych warunkéw nazywa 8si¢ niestabilnym.
Jeéli oprdécz warunkéw wymienionych w powyisze]

definicji spetniony jest warunek

iy(t)-';z(f)}

to rozwigzanie ZZ /t/ nazywa sie asymptotycznie stabilnym
5/

w sensie Lapunowa”’ .

Kula o promieniu ” Y /to/ - :z /to/” < A /to/ nazywa

eie obszsrem przyciggania i jedli Zﬁ moze przyjmowad

= () /1.5/

(.i/m,
+~» o0

nieskoriczenie duze wartoéci to rozwigzanie :Z /t/ nagzywa

si¢ asymptotycznie stabilnym w cselej przestrzeni.
Najbardziej ogélng metodg badania stabilnoéeci

rozwigzan ukYaddw réwnsni postaci /1.1/ jest tzw. druga

5/,7/,8/,9/

netods Lapunowa . Istots tej metody jest naste-

pujgca:
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niech :2 = /z /t/ Dbedzie rozwigzeniem ukladu rdwnai,

ktérego stabilnoéé bac Yy i niech

x=y -7 N

bedzie odchyleniem rozwigzania y /t/ od rozwiqzania
:z /t/ /zsburzeniem rozwigzania l/t/ /. Poniewaz Z/t/
i y /t/ sa rozwigzaniami ukladu /1.1/, to x /t/ speinia

nastepujgcy uktad rdéwnen:

%zX(t; 5) /1.7/

gazie: X (t,x )= [f(";, _)Sff.z(t))"f('t' Q(t))] /4.8

przy czym:
X(t' Q)EQ /1.9/

i prawa strona jest funkcja ciggig wraz z pochodnymi te]
samej klasy co £/t,y /t/ /. W konsekwencji ukzad /1.7/
me rozwigzanie trywialne x = 0, ktdére odpowiasda danemu
rozwiqzaniuﬁz /t/ i badanie stabilno$ci rozwigzarn ukzadu
/1.1/ sprowadzs sie do badania stabilnodci rozwigzania
trywiaslnego x = 0. Uktad /1.7/ za Lapunowem nazywa sieg
ukYadem réwnan ruchu zaburzonego.

Rostrzygniecie problemu stabilnoéci w drugiej
metodzie Lapunowa opiera sig¢ na wprowadzeniu i okresleniu
wrasno$ci tzw. funkeji Lapunowa i jej zupetnej pochodnej

czasowe j.
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Jesli dla uklsdu /1.7/ istnieje cigg¥a wraz z od-

powiednimi pochodnymi i okreslona dodatnio skelarna

funkc ja \/7t, x/ i majgce zupelng pochodng wzgledem czasu:

‘QAL = %¥+ %X /1.10/

o ujemnym znsku dla t & /a, ®/, to rozwigzanie trywisl-
ne uklradu /1.7/ jest stabilne w sensie Lapunowa przy
t—~yeoo .

Jesli wzmocnié wymegania dotyczgce same) funkegji
Lapunowa \/’/t, x/ /powinna ona dopuszczaé nleskoriczenie
melgq wyiszg granice przy x —» 0/ i jej zupeinej pochodnej
K\'A /pochodna ta powinne byé ujemnie okreslona/, to roz-
wg;zanie trywialne jest asymptotycznie stabilne.
Natomiast w przypedku, gdy funkcja Lapunowa‘Ur/t, x/ Jjest
dodatnia, ale w pewnym obszarge przestrzeni x , przylega-
Jacym do poczgtku wspéirzednych x = 0 jej zupelna pochodna
po czasie -%%[ tez Jest dodatnia, to rozwigzenie trywisl-
ne ukladu /1.7/ jest niestabilne w sensie Lapunowa przy
t—» o0 .

Jak wynika z powyZszych rozwazan druga metode
Lapunowa nie naklada Zadnych ograniczen na postad prawych
stron ukiadu réwner /1.7/, poza warunkami wymaganymi dla
Jednoznacznod$ci rozwigzsnia bedanego zadania Cauche ‘go.
Tq metodg moina badad przypadki, gdy prawe strony réwnan
g nieliniowe jak i liniowe. W tym ostatnim przypadku
jednek bardziej efektywna jest pierwsza tzw. metoda

5/47/

Lapunowa . Przy pomocy tej metody bada sie¢ stabilnodé

ukXadéw réwnari postaci:



i%t = H(%) x /1.11/

gdzie macierz A/t/ - wspélczynnikdw jest cigg¥a i ogra-
niczona.

Jedli speiniony jest warunek, Ze najwigkszy z charakte-
rystycznych wykYadnikéw macierzy wepétczynnikdw jest
ujemny, to rozwigzaenia ukadu /1.11/ sg asymptotycznie
stabilne, je$li natomiast wykXadnik ten jest dodatni

to 85 niestabilne.

Przez charakterystyczny wyktadnik /zwany wykladnikiem
Lapunows/ funkeji f rozumie sig liezdbg /lub symbole

I ©90 / okreslong wzorem:
Xfl=tim £ bnf)

Uogélnienie powyzszego wzoru dla macierzy F/t/ =

[fjk /t/] jest nastepujace:
X [F()] = max x[f,(4)]

Oméwione krétko powyzej metody matematycznej
teorii stabilnodci stenowig podstawg pewnych szczegél-
nych ujeé stosowanych w hydrodynamice i termodynamice
proceséw nieodwracalnych. Przed krétkim opisem teorii
stabilnosci stosowanych w tych dziedzinach opisane
zostang krétko zagadnienia stabilnodci, z ktérymi mo2na

sie tam spotkad.
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Przy badaniu proceséw w hydrodynamice i termody-
namice proceséw nieodwracalnych spotyka sig¢ w pewnych
warunkech z jakoéciowg zmieng charekteru procesu. Mala
zmiana bodZcéw, ktére wywolujg proces powoduje, 2e wiel-
koéci opisujgce proces /zmienne stanu/ cdoznajg np. skoko-
wych zmian wartoéci.

W hydrodynamice z tego typu zmiaonsmi spotyka
sie w przypadku warstwy cieczy o niejednorodnej gestodci,
zna jdujgqcej sie w polu sit zewngtrznych, gdzie w pewnych
warunkach pojawia si¢ naturalna konwekcja. Inny przykZad
stenowi przeptyw cieczy, gdzie zechodzi nieciggla zmiana
cherakteru przepXywu laminarnego: bgdZ to na leminarny
o innym profilu, bgdZ teZ na przepiyw turbulentny.
Przeglgd ukladéw hydrodynamicznych, w ktérych takie zmia-
ny wystepuja Jjest przedstawiony miedzy innymi w dwéch
monografiach‘o‘11/.

W ukZadach dalekich od stanu réwnowagi termodynamicz-
nej, w ktérych zachodzi odpowiecdni zespé? sprzgzonych
reakcji chemicznych obserwuje sig w pewnych warunkach
periodyczne zmiany st¢zenia w czasie, a w pewnych przy-
padkach przestrzenne porzgdkowanie sig¢ /ze wzgl¢du na
ten produkt/ ukladu’z/. Tego typu przebieg reakcji che-
micznej ma jakodciowo odmienny cherakter, anizeli dgzenie
ukZadu do stanu réwnowagi, czy stanu stacjonarnego.

WyJjagnienie skokowych zmian w przebiegu zjawisk

oméwionych powyzej mo2liwe jest w ramach teorii stabilnodci
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Zmienne stanu, ktére sg rozwigzaniami odpowiednich praw
zachowania przestajg by¢ w pewnych warunkach stabilne.
Zasadniczym celem teorii opisujgcych zegadnienia stabil-
nodci w wymienionych dziedzinach jest okreslenie warun-
kéw, w ktérych rozwigzania odpowiednich praw zachowanie
przestajg by¢é stabilne. W teoriach tych wychodzi sieg
z praw zachowania w postaci ukiadu réwnan réiniczkowych
czgstkowych i bada sig stabilnoséé rozwigzan tych réwnan
ze wzgledu na zaburzenia. Jak wskazano w poprzednim
rozdziale zaburzenia rozpatrywsne w teorii stabilnodci
sg 2z fizycznego punktu widzenia fluktuacjami odpowied-
nich wielkosci makroskopowych. W nestepnym rozdziale
oméwione zostang teorie stabilnoéci stosowane w hydrody-

namice i termodynamice procesdéw nieodwracalnych.
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Rozdziat 11

Teorie stabilnogci hydrodynamicznej i termodynesmiczne].

Liniowa teoria stabilnodci

- Shn i G . —— Y . W W G A e — - Gy

Historycznie najwczesniejszg teorig stabilnoéei
hydrodynemicznej jest liniowe teorie stabilnosci, opra-
cowana dla wyjasnienia tzw. problemu Benarda‘O/’13/”4/.
Metoda badania stabilno$ci stosowsna w tej teorii stano-
wi przyk?ad pierwszej metody Lapunowa, poniewaz réwnania
rézniczkowe, ktérych stabilnoéé Jjest badana, sg liniowe
ze wzgledu na zeburzenia.

Punktem wyJjécia tej teorii sg prawa zachowania
masy, pedu i energii w postaci odpowiednich rdéwnan
rézniczkowych czgstkowych. Dla uk*addw o niejednorodnym
polu temperatury stosuje sie¢ przyblizenie Boussinsm{a‘o/
polegajgce na zaniedbaniu zmian gestodci w prawie za-
chowania pedu, za wyjatkiem czZonu z sitami zewngtrzny-
mi.

Przyblizenie to Jjest usprawiedliwione, poniewaz wspét—
czynnik rozszerzalnoéci termicznej w uk¥adach ciekiych
Jjest rzedu 10"3 - 10-4. Jeéli zatem réinice temperatur
w ukXadzie nie przekraczajg 10°, to w konsekwencji zmia-
ny gestoéci nie przekraczajg 1% i moina je zaniedbad.

Wy jatek stenowi czton z sitami zewnetrznymi, gdzie przy-
épieszenie wywolane zmiang gestodci jest okreélone przez

wielkod¢ sily zewnetrznej i udzial tego czXonu moze byd

o wiele wigkszy mnizeli pozostalych.
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Nastepnym krokiem jest dodanie do stacjonarnych
rozwigzan nieskoriczenie matych zaburzen i podstawienie
tych wielkoéci do praw zachowania. Po odjeciu rozwigzan
stacjonarnych otrzymuje sig¢ prawa zachowania dla zabu-
rzeni, w ktérych z kolei zaniedbuje si¢ czXony wyiszego
rzedu anizeli pierwszy ze wzgledu na zaburzenia.

Po linearyzacji stosuje si¢ analiz¢ odpowiedzi ukZadu
na zaburzenia przedstawione w postaci "normal modes"‘o/
Ponadto postaé¢ sktadowych zaburzenia musi zabegpieczad
spelnienie odpowiednich warunkéw brzegowych. Poniewn2
réwnania opisujgce zaburzenia sg§ pierwszego rzedu ze
wzgledu na czas, to czesé rozwigqzenia opisujqca zachowa-
nie sig¢ zaburzenia w czasie bgdgzie miaXa postaé 1iniowe]
kombinacji czZonéw postaci € s gdzie G moze byé
liczbg zespolong. Stabilno$é ukZadu bedzie okreslona
przez znek czeéci rzeczywistej G ; dla G, < O uklad
bedzie stabilny, a dla G+ > O ukZad bedzie niestabilny.
Te dwa obszary sq oddzielone tgw. stanem marginalnym
dla ktérego Gy = 0 /amplitude zeburzenia nie zmienia
si¢ w czasie/. W zaleino$ci od tego czy 6i = 0, cay

tez Gf # 0 w liniowej teorii stabilnoéei rozréznia sie
dwa rodzaje przejécia od stanu stabilnego do stanu nie-
stebilnego uktadu. W pierwszym przypadku zachowanie sig
zaburzed w czasle ma charakter aperiodyczny /speXniona

Jjest zasada zmiany stebilnoSci‘o/

, W drugim przypadku
wykazuje charakter periodyczny‘o/ /nie spelniona zasada
zmiany stabilnodci - overstability/.

Okreslenie waprunkéw, w ktérych uktad znajduje

sig w r ‘e marginalnym wymage w tej teorii okreélenia
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przy Jjakichk parametrach opisujgcych stan ukiadu réwna-
nia perturbacyjne dla stanu marginalnego majgq niezerowe
rozwigzania, co prowadzi w konsekwencji do rozwigzania

odpowiedniego zagadnienia wtasnego.

Teoria_stabilnosci_oparta ns potencjale lokalnym

- e - = - e = Es o e -

Innym formalnie podejéciem jest teoria stabilnoédei
oparta na nieliniowej termodynamice.proceséw nieodwracal-
nych. Wykorzystuje si¢ tutaj pewng zassed¢ wariacyJjnsg,
ktéry speXniajs w ogreniczonym sensie zachodzgte procesy.
Metode t¢ moina wyjeénicé w sposéb nastgpujgey:
Zasadniczym ograniczeniem liniowej termodynamiki proceséw
nieodwracalnych jest niezaleznod¢ « -péXczynnikdéw fenome-
nologieznych od zmiennych opisujgcych stan ukiadu.
Termodynamika nieliniowa pozwala na opis proceséw, w ktérych
taka zaleinoédé wystgpuje.

Funktem wyjécia w wyprowadzeniu kryterium ewolucyjnego

s3 praws zachowania masy, pedu i energii'S/"s/’al"7/.

R
Jdou. _ («)
’5% '_9?;:,9‘% M ,Z“ M&V*g K‘g * /2.1/

9 - - - N "
¢5f=-gu3s -2, + > wR?
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gdzie: 0« - gestoéé masowa skladnika & ,

9 - gestosdé catkowita,
v - predkos¢ skiadnika o
U - predkosd $rednia cieczy ,

M4 - masa czgsteczkowa sktadnika e,

Vup - wspéiczynnik stechiometryczny skiadnika &
w Q -tej reakcji

K’ - szybkodé 9 ~tej reskeji,

H - tensov ciénienia,

F“) -~ sila zewngtrzna dzialajgca na sktadnik « ,

W - energia wewngtrzna jednostki masy,

przeptyw ciepia,

=
t

3“) - przeptyw dyfuzyjny sktadnika o« ,

Po pomnoseniu przez odpowiednie czynniki:t

YAk

gdzie Ha - potencjat chemiczny sktadnika & ,

i zsumowaniu dla lewych otrzymuje sie:

Y= -(-,% %%}%"g + ;:‘—T %@ET%& +g£.'_%g5t_b) /2.4/

Wielkos$¢ ta jak Yatwo mozna pokazad jest niedodatnig
formg kwadratowg jesli tylko spetnione sg lokalne warunki
stabilnodci termodynamlczne:j‘a/’;/ /CV)O S-Y <0 ;

@ag?g% >0 /, a staje sig réwne zeru dla

uk adu w stanie stacjonarnym.

PrzeksztaXcajqe prawe strony mozna otrzymaéw/:

=2, I"’ %.)ém <0 2.5/
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gdzie:.an U J(l» - uogélnione przeplywy i sily termo-
dynemiczne,

czyli czeéé pochodnej czasowej Zrédta entropi zawierajgcg

iloczyny uogélnionych przepiywdéw i pochodne czasowe

uvogélnionych sprzezonych sik.

PrzyJjmujgc

g% = fv ydV 12.6/

Tatwo zauwazyé, Ze zdefiniowana przez powyisgzy zwigzek
wielkosd § ma nastepujacqg wissnodéé: maleje ona
w czasie dla standéw niestacjonarnych i osigga minimum
dla stanu stacjonarnego. Wartosé tej wielkosel jest wiee
funkc jonatem zaleinym od dwéch rodeajéw zmiennych

1° wartodci zmiennych dla stanu stacjonarnego

1 X/
2° wartodci zmiennych dla stanu niestacjonarnego

/X /

gv)arunkiem dodatkowyn ,2e

§(X°'X°) = minimum /2.1/

lub w innej postaci:

§L(X.XI)| _
ng )JXO—O /2.8/

gdzie 31?(?(,)(')- Jest funkcjg Langrange‘a.

Do tek sformulowanej zasady wariacyjnej moina
zastosowad metody przyblizone i obliczyé odpowiednie

rozktady zmiennych stanu.
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Metode te zastosowano do obliczenia rozktadu tempera-
tury i predkoéci w przepiywach Couette’a i Poisenille'a‘g/
i data ona dobre wyniki. Wykorzystano jg rdéwniez do
obliczenia rozkzadu temperatury w elementarnym procesie
przewodnictwa ciepta i rozktadu stezenia w procesie

20/

dyfuzji 2z reakcjg chemiczng . PoniewaZ powyisze proble-
my sformutowano w postaci liniowej, moina prace te uwazaé
za sprawdzajgce poprawnoé$é metody. W problemach nielinio-
wych metoda ta zostata zastosowana do obliczenia rozkia-

21/’22/, gdzie otrzymano

du stezenia w procesie dyfuzji
dobrg zgondno$é z innymi rozwigzeniami przyblizonymi,

a takze do obliczenia rozkladu temperatury w elementar-
nym procesie przewodnictwa ciepa i rozktadu stezenia

23/, gdzie wyniki

i temperatury w procesie termodyfuzji
bytly pordéwnywane ze $ciszymi rozwigzaniami.

W tej ostatniej pracy pokazano niejednoznacznosd
metody, gdyz w przedstawionym formaliimie mozna wykorzys-
taé¢ rézne postacie potencjatu lokalnego, przy czym
jak wykazano nie wszystkie prowadzg do zbieznodci z roz-
wigzaniem $cistym.

Ponizej przedstawie krétki opis jednej z metod
wykorzystujgcej ogélne kryterium ewolucyjne opartej na
metodzie potencjetu lokalneg024/"7/.

Punktem wyjécia jest potencjatr lokalny opisujgcy procesy
w ukladzie, dla ktdérego warunki brzegowe sg funkejg

CZBSL\‘| 6/

. Wymaga to uzupetnienia postaci potencjaXu
lokalnego podanego wyiej dodatkowymi czlonami
€ (o)

| = f@scwj/v;ag’g?x; dVelt ..,

o
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gdzie cqﬁ; sq pewnymi wtasnodciami fizycznymi jak
gestos$é, przewodnictwo cieplne, pojemnos$é cieplna i td.

W wyrazeniu tym zachowano podziat na wielkodci fluktuujg-
ce i wielkoéci drednie, w tym przypadku jednak wszystkie
wielkosci zalezg od czasu.

Lo tak sformuXowanego potencjaXu lokalnego wprowadza

sie nastepnie wielkodci opisujgace zaburzenia zaleine

od czasu. Otrzymuje sig wtedy wynik zaleiny od przedzia-
Tu czasu /po ktérym dokonuje si¢ catkowenia/ niemniej

w przypadku badania stabilnodci istotne sg wylgcznie

mate przedzialy czasowe, gdyz decydujgce Jjest poczgtkowe
zachowanie sie zaburzenia w czasie. Prowadzi to w kon-
sekwencji do przyJjecia nastgpujgcej postaci dla fluktuujg-

cych wielkoéci zaleznych od czasu

e ~
X(A) (X‘:l ‘&) = X(i) (XC) + X (Xi)e g /2.10/

gdzie x/ik/ /xi/ - s lokalnymi zmiennymi stanu obli-
czonymi dla stanu stacjonarnego, ktérego stabilnoéé

jest badana, X/ / /xi/ s przestrzennymi zaburzeniami
wokdt tego stanu, a wartoéé 6 mierzy stabilno$é ukadu.
Srednie wielkodci przedstawia sie w postaci /self-consis-

tent/:
o -6°t
X(.q (X.‘.,'t) =.X(:) "'Xc:) (xf-) ¢ /2.11/

Poniewsz postad zmiennych stanu przyjeta w tej metodzie
nie jest na ogdél rozwigzaniem $cistym problemu stabil-

noéci, to konieczne jest rozwiniecie takiej metody
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obliczenia 6 , ktéra pozwoli na znalezienie najlepszej
/w wariacyjnym sensie/ wartodei 6 opisujgcej ukiad
w krdétkich przedzistach czasu. Po wstawieniu powyzszych
zaleznoéci do potencjalu lokalnego scalkowanego po

krétkim przedziale czasu otrzymuje eig:

L=l§d,t - o"’offv{Za‘:xQ 2

(X5 + xee "]} dvat

Poniewaz catkowanie po czasie jest w ogélnym preypadku
zbyt skomplikowane, to korzystajgc z tego, 2e € Jjest
maXe, moina rozwingd L w szereg Taylcra do czlonu

drugiego rzedu wgglecdem € wigcznie

p 4
L=€P4+%B,=Lp /2.13/
gdzie

B=8| - [ odl KolKrong e

RBll B[ Wi T,
/2.15/

Poniewaz x/_c/ /xi, t/ nie jest funkcjg, ktéra daje

dla L, ludb L’A wartodé ekstremalng, nalezy wybraé tg
funkejg¢ tok, aby ¢ i X/ / /xi/ dawaty dla L 1w
L‘A wartodé stacjonarng. Jeéli X/“/ /xi/ i 6

zostany tak wybrsne to:



gdyz:

2 b =0 /2.17/

Powy2szy warunek mozna napisaé w postaci:

;PA -0 ,(:4'2,“_']\/ /2.19/
X (<)

J g_ -0 /2.20/

6

Ten ukfad réwnan okresla N funkcji X o/ i parametr

6 Sciste okredlenie G~ wymaga rozwigzanie rdéwnan
rézniczkowych otrzymanych z powyzszych zwigzkéw i wyzna-
czenia zaburzen X/ /° Mozna jednakze zastosowad
teraz metody przybliZone pozwalajgce na Yatwiejsze wyz-
naczanie X, %, TP metodg Ritza.

PrzyJjmujgec, Ze:

‘r
' (4}
= X: /2.21/
o = 2 by ()

)
gdzie: bg sg wspblczynnikami, ktére trzeba wyznaczyd,
a 4%¢‘GQ) znenymi funkcjami wspélrzednych /spelniajg-
cymi odpowiednie warunki brzegowe/ warunek stacjonarnoéci

mosna zapisaé w postaci:
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&

- dzdl-voN'k=420¢.r’
O [ '] ! ) [ Mt )/2.22/

9

Ty

Zaleznoédé ta sprowadza 8ig¢ do zagadnienia wlasnego
i 07 musi by¢ wybrane tak, 2eby istnialy nietrywialne
rozwigzania. Otrzymene stgd wartoéci G okredlajq etabil-

noédé ukkadu.

Odmienne podejécie do zagadnien stabilnoédci
charekteryzuje opracowane ostatnio ujecie Prigogine’a
i Glanedorffaa/. Jeet to zastosowanie drugiej metody
Lapunowa, 8 konkretnie wykorzystanie wXasnodci funkeji
Lapunowa do zagadnien stabilnoéci spotykanych zardwno
w hydrodynamice jak i termodynamice procesdéw nieodwrae-
calnych. Autorzy ci wychodzg z badan stabilnoéci ukXaddw
w stanie réwnowagi termodynamicznej i wykorgystujgc
postulat lokelnej réwnowagi termodynramicznej wyprowadzi-
li ogélne kryterium estabilnodci dla ukZaddw nie bedgcych
w stanie réwnowagi. Analiza ta jest ograniczona do

uk?adéw, w ktérych speXnione sg dwa warunki:

lO

zaburzenia stanu lokalnej réwnowagi sq nieskoriczenie
mate

2° badene sg uklady, ktérych stany sg &lbo stacjonarne
albo wolno zmienne w czasie w poréwnaniu ze zmianami

czasowymi zaburzer tzn. speXlniony jest warunek

2 (X9

K ‘r;?g(g/o , /2.23/
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Prigogine i Glansdorff pokazali, ze funkejg Lspunowa
jest czton drugiegc rzgdu w odchyleniu lokalnej wartoéci
entropii od stanu réwnowagi lokalnej i jedli lokalna
réwnowaga termodynamiczna jest stabilna to wielkoéd ta

powinna by¢ niedodatnia.
52(95) <0 /2.24/

gdzie: 8 - jest entropiyg jednostki masy.

Jak Yatwo widaé z drugiej metody Lapunowa, stabilnoéd
uktadu wymaga, aby pochodna czasowa wielkoéci sforuuto-

wanej w /2.24/ byla dodatnia

j%'{[‘rz(?s)] >0 /2.25/

Wielkoé¢ zdefiniowang w nierdwnoéci /2.25/ nazywa sie
nadmiarem produkcji entropii.

Metoda zaproponowana przez Prigogine’a i Glans-
dorffa pozwala na opie uktadéw, w ktérych oprécz dyssypa-
cyjnych proceséw wystepuje konwekcja. W tych przypadkach
funkeje¢ Lapunowa nelety uzupeinié dodatkowym czlonem
zawierajgeym energi¢ kinetyczng zaburzer predkodci zwig-
zanej 2z badenym ruchem ukXadu. Ogdélne kryterium stabil-

no$ci ma wtedy postad

Q. = Jz(gs) - gT-’gU)z <0 /2.26/

C—LC%%) >0 /2.27/

e
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Stan marginalny ukXadu opisany jest réwnoécig:

%{(Q,) =0 /2.28/

Okredlenie warunkéw, w ktérych realizowany jest stan
marginalny wymaga zastosowania rachunku wariacyjnego,
gdyz poszukuje sig odpowledzi na pytanie "Prgy Jjakich,
mo2liwie najmniejszych wartoécigch parasmetréw okreélajg-
cych stan marginalny, stan ten bedzie w uktadzie reali-
zowany?"

Odpowiednie metody rachunku wariacyjnego zostang opisane
przy opieie poszczegdlnych zagadnierd stabilnoéel.

Prigogine i Glansdorff pokazali ponadto, %e
ogélne kryterium ewolucyjne zastosowane do zagadnien
stabilnodci prowadzi do identycznych warunkéw stablilnoéd-
¢i, jak wypisane poprgednio. Mosliwe jest przy tym zaeto-
sowanie metody potencjatu lokalnego w odmiennej od

43, 2Y)
prezedstawionej w pracy(ﬁ?EE;durze rachunkowej, ktérej
istotg jest przedstawienie zaburzeri w postaci "normal
modes" i potrektowania wielkoéci odpowliedzialnych za sta-
bilnod¢ jako parametréw, dla ktdérych obliczana jest
nastepnie wartoéé § . Ilustracja tej metody zostenie
opisana w nastgpnym rozdziale.,

Z tr'zech opisanych wyiej metod dwie tzn. ogélne
kryterium stabilnodci Progogine’a i Glansdorffa orasz
liniowa ‘teoria stabilnodcl sq zastosowaniem odpowiednio
drugiej i pierwszej metody Lapunowa do zagadnien stabil-

nodci stanéw ukladéw, ktérymi zajmuje sig hydrodynamika



1 termodynamika procesdéw nieodwracalnych.

Trzecia z oméwionych metod-ogdélne kryterium stabilnoéci
oparte na potencjale lokalnym jest metodg opartg na
zasadzie wariacyjnej. Okreélenie stanu marginalnego

w tej metodzie polega na znalezieniu metodami przyblizo-
nymi minimalnej wartoéci parametréw okreélajgcych stan

marginalny.
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RozdziaY 11X

Przeglgd zagadnien stabilnoéci hydrodynamicznej

i termodyneamicznej

W przeglgdzie zsgadnien stabilnosci hydrodynamicz~
nej uwzglednione zostang tylko te zagadnienia, ktdére
wigzg sig bezpodrednio z przedmiotem niniejszej pracy.
Pcminiete zostang zatem zagadnienia stabilnodci przepiy-
wu Poseuille‘a. Przeglgd wynikdéw dotyczgcych tych zaged-
niend przedstawiony jest w dwdéch monogrefiach S.Chandrase-

khara iC~C.Lina10/"1/

. Ponizej zostang krétko oméwione
zegadnienia stabilnoéci ze wzgledu na swobodng konwekceje
w horyzontalnej warstwie cieczy, stahilnoéé w przepiywie
Coé%%e'a oraz zagadnienia stabilno$ci w kinetyce chemicz-

nej.

Problem Benarda

——— - —— -

Problem Benarde byt historycznie pierwszym bada-
nym zagadnieniem stabilnodci w hydrodynamice13/’l4/
W tym przypadku zaegadnienie stabilnoéci polega na okreé-
leniu warunkdéw, w ktérych w poziomej warstwie cieczy
o niejednorodnej gestodci, wywolanej réznicg temperatur
przytozong na dcisnki pojawi si¢ swobodna konwekc ja.
Poniewaz wigkszoé¢ cieczy zmniejsza swg gestoédé
ze wzrostem temperatury, to naturalne konwekcja moze
pojawié sie w przypadku, gdy temperatura dolnej écianki
bedzie wyzsza aniZell gérnej. Rozwigzanie powyZszego

zagadnienia jest nastepujace:
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w przypsdku cieczy nielepkich, konwekcje wystapi przy
kasdej réznej od zera réinicy temperatur, natomisst
w przypadku cieczy lepkich pojawi sig¢ ona dopiero po
przekroczeniu pewnej krytycznej /dla danej gruboéci
warstwy/ réinicy temperatur miedzy dciankami ograniczajg-
cymi warstwem/ :14/,10/ . Ponitej zosteng przedstawione
rozwigzanis tego zagadnienia w przypadku ciecgy lepkich.
W liniowej teorii stabilnodci wychodei sie¢ z praw
zachowania masy, pedu i energii dla cieczy nicéoiéliwefw

w postaci

Ui
STl @) /31/

i3 "?‘5%%2 = -Sh *’i‘%uf‘ -99%s 5y
ol 03-3-}; = K%:?; toe, 2 /3.3/

gdzie: = &(?;,‘f: "'9";)2 ~ szybkodd nieodwracalne]
dyssypacjl energii kinety~znej prsez lep-
kod¢
1= temperatura,

Cy- cieplo wiadciwe jednostki masy,
<= D

ecv '’

M- wepélczynnik lepkoéci dynamicenaj,
9 - przyépieszenie ziemskie,

J’;,- symbol Kroneckera

p - cidnienie hydrostatyczne.
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hédwnania te nalezy rozwigzed dla stanu stac jonarnego,
ktdérego stobilnodé jest badana. W problemie Benarda

révnunia te majq nastepujgce rozwigzania:

P> N
o =0

T°=T. "[Scfzs)a . - /3.4

gdzie: ‘3-— gradient temperatury.

Zaktadajgc ponadto, ze g) =§’°[4+d /To - 7/] N
gdzie & - wepélczynnik rozszerzalnosdci termicznej

otrzymuje sig:
9 =g (4+ 4B Fxi) s
oraz

[«}

‘P:Po"9?o(3.’tsX;+2'!-4Faf’;5c)j,,x;>5-) 736/

Nastepnym krokiem'jest zbadanie zachowania sig¢ ukZadu

w stanie zaburzonym: niech wtedy badane zmienne majg

3

postad:

1

o .
Vi=U + U = W /3.7/

T=T°+86 | . /3.8/

P “’Pé"L cS)P | /3.9/
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7 réwnaenia stanu otrzymuje S8ig:
Fo=-dpO=-upo(d+4f &5 Xi) /3.10/

Tak okredlone zmienne wstawia sig¢ do praw zachowania,
ktére nastepnie linearyzuje sig¢. Pominigecie czondw
nieliniowych eliminuje z rozwazer migdzy innymi ezybkodé
dyssypacji lepkodciowej.

Prawa zachowania dla zaburzen majg postaé /po uwzglednie-
niu przyblizenia Boussinesq’a i eliminacji zaburzenia
ciénienia/

u, —
5x:=0

V0 = 94(82+88)+v V0 |,

g_tg: pw + kB /3.13/

/3.01/

gdzie: W -2-towa skradowa zaburzenia predkodci.

Rozwigzania tych rdéwnanh musezq speiniaé odpowiednie
warunki brzegowe. Rozréinia esie¢ dwa rodzaje powierszchni
ograniczajgcych warstwe cieczy:

- 8ztywne powierzchnie, na ktérych nie ma poélizgu
/znikajq nie tylko skladowa prostopadla do powierzch-
ni, ale takie skladowe styczne pre¢dkodci hydrodynamice-
nej/

- s8wobodne powierzchnie /znikajg sk¥adowe styczne

tensora naprezen/.
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Léwnania perturbacyjne analizuje esig metodsg
"normal modes" tzn. zakada si¢, 2e zaburzenia majg

postad:

w = W(z) expli(kex+ ky)+pt] /3.14/

® @(Z)Vexp L_i(lg(x4kyy)+pf] /3.15/

H

Po wprowadzeniu zmiennych bezwymiarowych w postaci:

(i, 50, 15) = (X% 2)

G = pdfz/\? - a=kd /3.7/

gdzie: d - gruboédé warstwy cieczy,

réwnania perturbacyjne przyjmujg postad:

(Dz_az)(Dz_aZ_g-)w: —9}—)2(-01/20'2@ /3.18/

(Dz--az—P,,E’)@-':—-é-dzw /3.19/

gdzie: T = 15%; /P, = -i? - liczba F%vunctttqg

Z réwnan tych mozna wyeliminowad 6’ i otrzymaé¢ jedno

réwnonie postaeci:

(D*~a®)(D*a?- &) (D%a?- R ) W= /3.20/
=~ Ra ClZIDV-



gdzie:

4
R‘L - %ﬁ’%d‘ /3.21/

jest liczbyg Raﬂte&jha,

Dla stanu marginalnego réwnanie powyzsze ma postad:
3 2
2 2 —
(D ~a,) W=-Raa W /3.22/

Réwnanie to me niezerowe rozwigzanie tylko dla pewnych
wartoéeci Ra/dla danego 32/. Okre$lone zostato zatem za-
gadnienie wlasne.

Drogas rozwigzania tego problemu jest nastepujgca: dla
kazdego 32 trzeba znaleZzé najnizszg wartoéé wiasng Ra
dajgcg niezerowe rozwigzania, a nastepnie okreélié naj-
mniejszg 2z wartoécl wrasnych Radla wszystkich 82.
Rozwigzanie tego problemu daje nastgpujgce wartodei licz-

bowe:

dla obu powierzchni swobodnych

2
4
rg = -£1-TT i e, = -T-g- | /3.23/
dla obu powierzchnj sztywnych
Ry = 1707,762 a, = 3,117 /3.24/

Nalezy jeszcze podkredlié, ze w problemie Benarda obowig-
zuje zasade zmiany stabilnoéci tzn. przejécie ze stanu
stabilnego /bezkonwekcyjnego/ do stanu niestabilnego

/w ktérym wystepuje swobodna konwekcja/ nastepuje przy
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Gz = 0 /zuikunie czgrei urojone @ / tzn. w pobhlizu
stanu marginalnego zachowanie sie zaburzer w czasie ma
charakter aperiodyczny.

Problem Benarda postuzyt jako test przy wyprowadza-
niu kryterium stebilnoéci opartego na metodzie potencjaiu

17/,24/

lokalnego . Punktem wyjécia sg odpowiednie prawa za-

chowania: masy, pedu i energii, ktére w celu uzyskania po-

tencjstu lokalnego mnozy sig odpowiednio przee:

&% -8 -ged]

i po zsumowaniu lewych stron otrzymuje sig:

Y =- [9’(%%)2'* %(g}z] <0 /3.25/

Sume prawych stron po wycaXkowaniu po objetodci uktadu V

1 po pewnych przeksztatceniach mozZna przedstawié w postaci:

6= [vdV=g2[E,+ B]=2E) s

gdzie gsv - Jjest czXonem objetodciowym, a é@ - powierz-
5

chniowymn.

Dla ukiadu, w ktérym warunki brzegowe zalezy od czasu

potenc jat lokalny nalezy uzupelnié dodatkowymi cztonami:

- é—'f J ¢ .0 JIe
L‘oj S,D dt +[{(POUE§Q—%; + %'fF—T‘ng)cwcu/a.w/

z warunkiem ekstremum dla

Vo =
i T Yy

™ = 73.28/
(o]
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gdzie grupa zmlennych bez indeksu zero opisuje fluk-
tuujace wielkoéci, natomiast grupa z indeksem zero
opisuje wielkcsci udrednione /obie te grupy zalezg od
czasu/. Przyjmuje si¢ nastepnie, 2e fluktuujgce zmienne

stanu mozna przedstawié w postaci:

'r‘:To"'(SX‘:&b‘fee

e
]
0
o
i
apn
D
~~
3
L)
R
4
+
&

b N
B+ )
o~
W
a%
w
p-~
Ce
&
jp —
'S
~
)

oraz uérednione zmienne stanu w postacl/self-consistent/:
° o <%t
U";- - g-i e

0° e-—a""t’

-3
o
"

T.~ﬁx':6’as + /3.90/

o -0t

Fo = P ~ 9 (x;do;'s +£—0(Pf£s¢;}5 X.‘,’XJ')-HZ e

PoniewaZ przy badaniu stabilnoéci interesujgce jest
tylko poczgtkowe zachowanie sig zaburzenia w czasie,
to zgodnie ze schematem oméwionym poprzednio mogna

przyjaé, 2e:
~ 2 A
L = eP, +-§-5=Ln /3.31/

Istotny dla dalszych rachunkéw jest tylko czton z P‘.

Nestepnym etapem Jjest przyjecie Jjakiejé prébnej funkeji
dla zaleinych tylko od wsepéirzednych czeéci opisujgcych

zeburzenia. Po przyjegcin takich funkcji w postaci:
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@zPoLA(Xs)COfDL‘:;—Lﬂws ket

g, =~ ‘lkl.f{: gf% sim %’L—XA cos I‘—&——X’-
Ba=— 2K 9T cos K stm ki
5= P Gl) cos KeXe cos kaa

/3.32/

spe¥niajgcych ocdpowiednie warunki brzegowe, wstawia sig
Je do P, i po wykonaniu caXkowania po x’ﬁ xz,i zaniedba-
niu wezystkich cz¥onéw odpowiadnajgcych nieliniowym cz¥o-
nom w odpowiednich réwnaniach Fulera-Lagrange ‘a oraz
czYondv nie zawierajgcych fluktuujgcych wielkodei otrzy-

nuje si¢ pewng zaleznoéé dla P,. Nast¢pnie zgodnie z meto-

X
de Ritza wybiera si¢ dla C i‘)L funkcje prébne zaleine

tylko o¢é X4 /czXon z zaburzeniem cidnienia znika/ np.
24/, 17/

w postaci

G=R(4-%)
A=804-3)(3)

i po wstawieniv do warunku na stacJonarnoéé‘Lp sprowadza-

pochodmel
Jacego sig do warunku znlkamla(I Eo wybranych funkcjach

/3.33/

préhnych otrzymuje sie w przypadku zadanych wyzej funkcji

(@__1?4) =0 /3.34/
9A/8 p° 8"

(GP

— /3.35/
5B /A A°Be

l
a
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co sprowadza sie do dwu réwnant w postaci:

_R B I " X - S
Xﬁ%’3'f;}(5k2'+406 Yézo " ao5kv
/3.36/
- .G_'_.gdzz —
ésov)ﬂ 0
OP‘/ Z o-—ogizp/ B_o
p— ,+ — —
A40 (3 ao 30y ) /3.37/
pla a° = 4, B° = B, G¢° =¢6

nietrywialne rozwigzania istniejg tylko w przypadku,

gdy speiniona jest zaleznoédé:

5‘%@ 4"%6' 6'%; “fo5k? 630)(% 3k‘ i‘ - /3.38/

- Ra A
A0 A4O

gdzie g = ¢d®/y

Stan marginalny okreélony Jjest przez g; = 0; stad
krytyczng liczby Rayleigha mozna obliczyé jako funkeje
k? , a nastepnie wyliczyé¢ najmniejszg ze wzgledu ne
k2 krytyczng liczbeg Rayleigha.

Dla wybranych poprzednio funkcji prébnych wartodci te sg

nastepujacel7/’24/:

Ry = 1750; k, = 3,117 /3.39/

wynik ten jest w dobrej zgodnodci z wynikiem uzyskanym

w liniowej teorii stebilnoéci, Jjeéli wzigé pod uwage,

2e zeostosowane funkcje prébne miaty tylko jeden parametr

do okredglenia. Bardziej zgodny wynik moZna otrzymad

w przypadku, gdy funkcje prdébne bedg zawieraly wigcej takich

parametréw]7/’?4/.
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Znpadnienic stabilnoéci w problemie DBenarda
zostalo rozwigzane réwniez przy pomocy ogdblnego kryte-
rium stabilnogei hydro-termodynamicznej Frigogine ‘a

3/

i Glansdorfifa” .

Punktemn wyjécia w tej metodzie s prawa zachowania dla
zaburzend, dla ktérych zaklada sig, 2e istnieje funkcja

Lapunowa okreélona nastepujgco:
Qo-’—-‘j[cf’z(gm)-- e T (9] VO /340
v

Warunek ten jest postulatem stabilnoéci dla lokalnej
réwnowagi termodynamicznej i hydrodynamicznej. Warunek

stabilnoéci dla problemu Benarda ma postad:

U= (el - o dfddfdv>o

gdzie éét - oznAaczaJjg pochodne substancjalne.

¥ réwnaniach bilansowych dla wielkodeci J’z(gs) i(gg)z
mozna wyréznié cziony zZrdédtowe 1 przepiywowe.

Jedli zatozyé, ze na powierzchniach ograniczajgcych
warstwe zaburzenia znikajg, to w konsekwencji z odpo-
wiednich rdéwnar bilansowych po scatkowaniu znikng cziony
przeptywowe i warunek stabilnodci moina zapisaé w pos-

taci zewierajgcej tylko czton Zrédiowy:
pP[fs - SFE..] >0 /3.42/

wWarunek ten sprowadza sie do:



4
j[gRa ‘(3"‘“")6 QQ +V§%:) -
-lgxéw:}d\/)O /3.43/
dla stany mg?imabnogg}
co(mozna zapisaé w postaci

Ra," é“)zdﬁj <gieg?l>dx ; 3.44/
w/?<ow*> - (O wp)g (BB sk,

gdzie <f :) oznaczajqg uérednienie w pXaszczyinie

wspéirzednych Xy Xy

Najmnie jsza wartodé przedstawionego ilorazu dla nieze-
rowych rozwigzan réwnan perturbacyjnych okreéla krytycz-
ng liczbg Rayleigha. Obliczenie tej wartodeci mozna
przeprowadzié bgdZi eliminujgc poprzez odpowiedrnie réwna-
nia perturbacyjne jedny ze zmiennych np () 0/ lub tez

metodg swobodnego minimuma/

. W tym ostatnim przypadku
nalezy jednak zauwazyé, 2e¢ przedstawiona wyiej zalegnodd
zostala wyprowadzone przy przyjeciu warunku niedcidliwoé-
ci ~cieczy, a wigc w zaleznodel tej tkwi juz od poczgtku
odpowiedni mnoinik Lagrange ‘a.

Jedli wyprowadzié poprzednig zale2nodé bez warunku nie-

écidliwodci to przyjmuje ona postad:

Ra = ‘iiﬂ /3.45/
gdzie
©
I4 = (Sd)ld,ijv g;ig-f—: dV /3.46/

1, = U:éav(@u)’+9'w)-.2u'a‘f e,
+VU'(us ?yd +m )]d_v

/3.47/
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warunek minimum ma postsd:

AI‘ - RpAIQ = 0 /3.48/

Przyjmujgc ze& odpowiednic zmienne funkcje prébne

w postaciB/
u = g exp[i(ax +a,y)] 4
Uy =&y exp [e(ayx +ayy)]‘i-2
Uy = w= oy explilax+a,y)] ¢a)

. /3.49/
& =&y explifax vayy)] Fl2)
8 = o, exp [(axtayy)] ¢tz)
oraz wybierajgc dla ? zaleznos¢
- 3 o 5
qb A. Xq + Az-x3 + AB X3 /3.50/

mozna z warunkéw hrzegowych wyznaczy¢ wartosci A

wWarunek minimum otrzymuje sig poprzez odpowiedni wybdr
wspéYczynnikdéw e; , co pozwala na wyznaczenie wartoéci

R krytycznego. W tym przypadku otrzymuje sig wartosé

Rq = 1821,8 /3.51/

co pozostaje w dobrej zgodnodci z wynikiem liniowe]j
teorii stabilnodci, jedli wzigd pod uwage fakt, Ze

w funkcjach prébnych wystgpowal tylko jeden parametr.
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W zasadzie przywiedlnym do problemu Benarda
jest problem stabilnoéci hydrodynamicznej, ze wzgledu
na swohodng konwekcje w horyzontalnej warstwie cieczy,
w ktérej zachodzi dyfuzja gazu przez gérng powierzchnie
ograniczajgcg. Problem ten zostal rozwigzany przy pomocy
ogélnego kryterium stabilnoéci opartego na koncepcji
potencjatu 1oka1neg0257.

Ré2nica migdzy omawianym problemem, & problemem
Benarda sprowadza sig do tego, 2e gestpéé teraz jest
funkcjg gestodci czgstkowej dyfundujgcego gazu co prowa-
dzi do modyfikacji prawa zachowania dla tego ekYadnika
w postaci:

Don._ D ®
5¥ = 9’9(&‘7+]" ) /3.52/

natomiast dla rozpuszczalnika prawo zachowania masy
przyjmuje postaé warunku niedciédliwodci
U
—t =0 .
Oxi /3.53/
Prawo zachowania masy dla dyfundujgqcego skXadnika
ocgrywa w tym zagadnieniu podobng roly jak prawo zacho-
wania energii w prohblemie Benarda.
Ctrzymana tutaj postaé potencialu lokalnegt jak i wiel-

kol{¢ P, Jest formnlnie icentyczne 2 postacﬂyy problemie

1

Benardéa,
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W tym przypadku jednak zbadano stabilnoéé stancw ukladu
okreélonych nie tylko liniowym profilem ggatodci, ale
takze dla nieliniowych profili gestoscl uzyskanych

z rozwigzan problemu w ramach teorii wnikania dla prse-~
ciwnie skierowanych uwarstwionych przeptywdw oraz

2z analizy warstwy powierzchniowej17. Takie modyfikacje
profilu ggstodei daty odpowiednio nastgpujgce wartosci
dla gmodyfikowanej liczby Rayleigha

87.7707a%
 Jp— g-==== ——emmem R — S R YY

a
¢ _9ae™® + 487 - 13,43948% + 24a -11,1994

Q= 2545§%q’

i 13 - jest dlugodciq drogl dyfusji dla danego csasu

gdzie

kontaktu ciecgy z gezem - wielkoéé ta zastepuje odleg-
204¢ migdzy édciankemi charakterystyczng dla problemu
Benarda
i

R = 1740 /3.5%/

a
c

dla analizy opartej na teorii warstwy powierzchniowe].

% tym ostatnim przypadku konieczna jest dodatkowa mody-
fikacja liezby Rayleigha poprzez wprowadzenie charakte-
rystycznej odlegtoéci, ktérg w tym przypadku jest gru-

boédé hLrzegowej warstwy dyfuzyjnej.



III.3. Problem Taylora

Z uwagi na to, 2e w niniejszej pracy zostang
wykorzystanz rozwigzania rcwnan perturbacyjnych przy-
wiedlonych do réwnan wyst¢pujgeych w zagadnieniu sta
bilnoéci w tzw. problemie Taylora gzostanie on tutaj
pokrétce opieany1o/.

Fizyczna istota problemu jest nast¢pujgca. Rozwaza eieg
stabilnosdé ruchu w warstwie cieczy zewartej migdzy

dwoma obracajgcymi sie wspélosiowymi cylindrami /tzw.
przeptyw Couette’a/. W przypadku, gdy ciecz uznaje sig
za nielepkg kgtowa predkodd¢ cieczy wewngtrz warstwy

jest doéé dAowolng funkcjg promienia. Powstaje problem

w jakich warunkach w tym przypadku wystgpi niestabil-
noéé polegajgca na pojawieniu sig dodatkowych skXado-
wych predkoédci w ¥ierunku promienia i w kierunku piono-
wym, Efektem niestabilnoéci stanu ukiadu bgdzie pojawie-
nie sip swoistego rodzaju przepiywu o charakterystycz-
nej formie /przeptyw komérkowy/. DPla cieczy nielepkich
odpowiedZ na pytenie o stabilnodé¢ wynika g kryterium
Rayleigha i jest nastgpujgca: dla stabilnoéci warstwy
konieczne jest aby szybkodé kgtowa zewngtrznego cylindra
byta /-ﬁi-/2 razy wigksza od szybkoéci kgtowej wewnetrz-
nego cylindra i Zehy miaa ten sam kierunek.

W przypadku, gdy ciecz wewngtrz cylindrami jest uwazana
za lepksg, zagadnienie jest trudniejsze i jego rozwigza-
nie jest nastepujqce‘o/.

Punktem wyjécia sq zlinearyzowane réwnania perturbacyjne

dla zsburzenl pola prgcdkqéci otrzymane z rdéwnania



lNavier-.tokesa zapisonego we wspdirzednych cylindrycz-

nych przy zaniedbaniu sil zewngtrznych

Qur_) VL, 9T 2 _ Uy
k3 lrr“" W*V(VW ”") /3.56/

B4 o Fh 0 E)or= v(Viio- t2)

/3.51/
du _.__%5}4, 72
BL - Z » Viue
/3.58/
gdzie @ =-§h i'\Q%? jest szybkodcig kgtows
ruchu niezaburzonego.
Po wprowadzeniu zsburzerd w postaci "normal modes"
/6la symetrii osiowej/
t
u, = u(r) ceskzef
t
Uy = olr) coskz < /32597

. 14
uqz:urCf)sb~:szBF
t
@ = @(r) eeska ef
i przeJéciu na zmienne bezwymiarowe dla przypadku, gdy
odlegtodé migdzy cylindrami jest mata w pordéwnaniu do
ich éredniego promienia % /Ry + R,/ réwnania pertur-

bacyjne mo2na zapisaé w postaci:

(D'z—a«z'-d’)(ﬂz-az‘)u,: (,l+¢c3)u‘ /3.60/
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2
(Dz_a/z__@)‘,=-7;a, w /3.61/

gdzie

"i;:__ Yy A J2 CLQ' jest /3.62/

gl

tzw. liczbg Taylora

oraz 3 = E—é—gl s k = a/d ’ c’ =sz/v
M= <2EL | i A jest jednym ze wepSXczynnikéw w wyra-

2
seniu na  V{(v).

W stanie marginalnym epelnione sg§ oczywidcie zaleznoédci:

(D%-a¥’u = (4 +43) v /3.64/

(Dz“"fz) v =-Taad’u /3.65/

Rozwigzania tych riwnail sg nietrywialne tylko dla
pewnych wartoéci T, /dla danego az/ i wobec tego problem
‘sprowadzae eig¢ do zagesdnienia wlasnego. liajmnie jsza war-
todd T, dla ktérej ietniejg nietrywialne rozwigzania
~zminimalizowana dodatkowo po wszystkich 32 daje wartoéd
krytyczng liczby Taylora.

llaledy zwrdcié jednak uwage na to, 2e w réwnaniach

tych wyst¢puje dodatkowy parametr A , ktéry okreéla

stocunek prydkofci. W zwigzku z tym wartod¢ krytyczna
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liczby Taylors jest rdzna dla réznych wartogeci 9

Wyniki liczbowe zawarte sg w monografii Chandrasekhara‘o{
Zugadnienie stabilnoéci w problemie Taylora

zostaYo rozwigzane takze metodg ogdlnego kryterium

stabilnodci opartego na potencjale lokalnym26/. Wyniki

uzyskane tg metodg s§ zgodne z rezultatami liniowej

teorii stabilnodci.

I1I1.4. Problem Benarda z_psrabolicznym profilem_temperatury

- . ——— - g - g - R  ———— gy W o e e W i . Qi 2 i - p o By o P Gy ae

Réwnania perturbacyjne otrzymane w liniowej
teorii stabilnoéci dla problemu Taylora sg formalnie
identyczne 2z réwnaniemi otrzymanymi dla problemu
Benarda w przypadku gdy profil temperatury Jest parabo-
liczny. Teki profil temperatury mozna uzyskaé przy
wytwarzaniu ciepla np. na skutek dyssypacji energii
elektrycznej wewnatrz horyzontalnej waratwy i utrzyma-
niu écianek w zadanych temperaturach.

Z uwagi na to, %2e w niniejszej pracy bedzie
rozwa2any takZe uktad z parabolicznym profilem tempera-
tury ponitej zostanie oméwione zagadnienie stabilnoédci
dla prostego problemu Benarda z parabolicznym profilem
temperatury. Zagadnienie stabilnoéci zostaXo rozwigza-
ne metodg liniowej teorii stabilnoéciZ7/. Punktem
wyjécia sg prawa zachowania masy, pedu i energii, przy
czym w prawie zachowania energii uwzglednia sie¢ f£rdédzo

ciepta

é%—g +:§%‘5’) =0 /3.66/
3



K(%)T+UJ ?) %:V-ZT /3.67/

?(90“ -6)—%-):—- 03359 %1 "’u’vz /3.68/

Dla stanu stacjonarnego w przypadku, gdy w ukladzie
nie wystepuje konwekcja,réwnania te majg nastepujace

rozwigzania:

w=0 /3.69/

-4

Tz-z%:(éxs——xf)-f- ié('l;: ~Ts) +Tg /3,70/

"%f::”&’gf’ /3.71/

gdzie: 9 = ?0[4 + & (‘T'o _rp)] /3.72/

Na rozwigzania te neklade sig zaburzenie w postaci:
T=T°+dT
o
p=p +9p

S:) = 90 'f'(?f)
u; = w°+u; = U

/3.73/

i tak otrzymane wielkoéci wstawia sig do praw zachowa-

nia.
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Otrzymuje sie stad rdéwnania perturbscyjne /po wyelimino-

waniu zaburzenia ciénienia/ w postaci:

(9%. v VI V'Sfuy = g 2. 8T /3.74/

(%Qéog) + Juj z;) - VT /3.75/

ktére po przeprowadzeniu w postaé bezwymiarowg i przed-
stawieniu zaburzend w postaci "normal modes" mozna dopro-

wadzidé do postaci:

(D ~a G')T ) tw /3.16/

(D™ 2 (D-a*- o) w =Ta?Ra /3.71/

¥
gdzie: - QL
1-a

okreédla poXoienie maeksimum temperatury

Ra = 9-%\—,4‘3(?”-(’7’) /3.78/

Przez przyjecie nastgpujscych zmiennych
T=t-2., y'=a*RaT ; W'=w,
/3.79/
,,"-.—5_7 C ) == (a?R)
réwnania te dla stanu marginalnego mozna doprowadzié do

postaci:



2\ I /
0*-a)W =+ /3.80/

(0%-a?) y' = - WX (4+<') .y

Réwnania te sg tzw. réwnaniami dorgczonymi do réwnan
z problemu Taylora i jak pokazal Chandrasekharlo/
majg identyczne z problemem Taylora zawartosci wlasne.
Mo2na zatem w omawienym tutaj przypadku wykorzystaé
wprost wyniki uzyskane dla problemu Taylora, bez prze-
prowadzania dalszych rachunkdéw. Tak otrzymane wyniki

T/

przedetawione 8§ w pracy2 .

ITI.5. Problem_stabilnoéci_warstwy cieczxﬁfaniowym polem

W - _— . WD —— o T o — o i e it s v g i Wy A s G s Wit v O v e e Ve s s S . e e

- o G o o Wy o e o B Wy e o e W > s e W s e v —

Ponizej zostanie opisany przykad wpiywu pola
predkoéci hydrcdynamicznej na stabilnoéé horyzontalnej
warstwy cieczy ze wzgledu na swobodng konwekcje.

Pole predkodci hydrodynamicznecj jest prostopadie do
gradientu temperatury wywoXujgcego niestabilnoéé. Prob-
lem ten zostar rozwigzany metodg ogélnego kryterium
stabilnoéci Prigogine‘a i Glansdgrffa przy pomocy nad-
miarowego potencjatu lokalnego 28/’3/.

ﬂychodzqc z praw zachowania dla zaburzen pedu i energii,
ktére po linearyzacji i doprowadzeniu do postaci bez-

wyniarowej dla skXadowych zaburzen pola predkoéci majg

postad:
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%—‘f:—?g D%—“,{-'%g +Ra® + Viur /3.82/

%%:~ RCU%”(- -—%—,‘%—7— ‘?ew‘gg +Vu /3.8y

a dla zaburzenia temperatury

F. =-p U +w + VO /3.84/

;‘BI%?

GWQ)

gdzie K - liczba lieynoldsa i P, - liczba Pecleta

otrzymuje sig po pomnozeniu odpowiednio przez - J%LV,
~dﬂ¢,—cr9 i dodaniu nadmiarowy potencjal lokalny.

Po przedstawieniu zaburzeri w postaci "normal modesa"

z warunku ekstremum dla nadmiarowego potencjazu lokal-
nego dla dwéch granicznych przypadkéw: R, = 0

i Rg = N otrzymuje sig¢ odpowiednio réwnanie pertur-
bacyjne dla problemu Benarda i réwnanie perturbacygjne

dla problemu stabilnoéci w praskim przepiywie Poisewilled
/tzw. réwnanie Orr—vomerfeldal19

Do nedmiarowego potencjalu lokalnego wprowadza sie

nastepnie funkcje prébne speXniajgce odpowiednie warun-

ki brzegowe dla zaburzen w postaci szeregdw:
G=2>af
A= bt

gdzie 3 i t; 89 zadanymi funkcjemi spetniajgcymi

/3.85/

warunki brzegowe dla kazdego 1i. Zagadnienie ekstremum
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potencjatu lokalnego mozna w tym przypadku rozwigzad
metods Ritza, z warunkiem dodatkowym réwnodci érednich
i fluktuujgcych wielkoéci. Traktujge liczby Ra, Re,
Pr jako parametry mozna wyliczyd¢ wartodcei 6 Jdla

réznych wartoéci tych parametrdw.

28/

Wyniki uzyskane przez Plattena i Schechtera wekazujg,
2e ze wzrostem liczby Reynoldsa roénie wartodé krytycz-
nej liczby Rayleigha tzn., 2e przeplyw hydrodynamiczny
prostopadty do przylozonego gradientu temperatury sta-
bilizuje uklad ze wzgledu na wystgpienie naturalnej
konwekec ji.
Wptywu poprzecznego pola temperatury na warunki,
w ktérych zmienia sig charakter przepiywu z laminarne-
go na turbulentny ze wzgledu na matg doktadnoéé obli-
czerl numerycznych dla zskresu liczb Rayleigha

-20000 { Ra { +20000 nie udalo sig¢ sutorom stwier-
dzid.

Wyniki uzyskane dla b.duzych ujemnych liczb Rayleigha

=10 o7y wskazuje, 2e przeplyw hydrodyna-

/ =10
miczny jest w tych warunkach bardziej stabilny, nie-

mniej jednak dokY¥adnoéé uzyskanych wynikdéw jest mala.

Stabilnoéé chemiczna

Na zakoriczenie przeglgdu probleméw stabilnoéci
przedstawione zostang krétko zagadnienia stabilnoéci
w kinetyce chemiczne].

Przez zagadnienia stabilnoéci w kinetyce chemicz-
nej rozumie sig¢ odmienny od "normalnego" dgzenia do

stanu stacjonarnego, czy stanu réwnowagi przebieg
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reakcji chemicznej np. oscylacje stezenia Jjednego
z reagentow w czasie, czy powstawanie przestrzennie
uporzadkowanej struktury. Naleiy przy tym rozréznid
zagadnienia stabilnodci w uktadech niejednorodnych
i jednorodnych.
W pierwszym przypadku pewne wyniki dodwiadczalne
wskazujgce na oscylacyjny w czasie przebieg heterogen-
nej reakcji chemicznej byty znane od dos¢ dawnazg/,
przy czym wedlug przyjetych obecnie poglgdéw ich oscy-
lacyjny charakter daje sig wyjasnié¢ przycegynami "fizyecz-
nymi”, natomiast dopiero w ostatnich latach udaXo sig
zaobserwowad periodyczne oscylacje czasowe w stezeniach
reagentéw w uktadach jednorodnych.
Obszerny material dodwiedczalny, dotyczgcy periodycz-
nych oscylacji, 2ostat zebrany w biochemiijo/.
Zasadniczym problemem w zagadniemniach stabil-
nodci w jednorodnej kinetyce chemicznej jest wskazanie
klasy modeli sprzezonych reakcji, w ktdrych mozliwe sg
stezeniowe oscylacje w czasie 1 okredlenie warunkdw,
przy ktérych te oscylacje zachodza: Wobec duzej rdézno~
rodnosci mechanizméw reakeji chemicznych pierwszy
problem jest trudny, niemniej panuje przekonanie, 2Ze
warunkiem koniecznym wystgpienia oscylacji jest obec-
noé¢ w mechaniémie przynajmniej jednej autokatalitycz-
) N o 3/,259/,30/
neJ reakecji przejéciowej.
W literaturze znanych jest zaledwie kilka wmodeli
reakcji' chemicznych, ktdére prowadzg do wystgpienis

3/,

periodycznych oscylacji czasowych stezenia reagentdw
29/,31/.
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Takim modelowym ukladem sg reakcje utleniania bromia-
nem potasu zwigzkdw .posiadajgcych aktywnq grupe metyle-—
nowg w obecnodci katalizatordéw /jony ceru lub manganu/.
Reskcje te przebiegajgc w kwadnym érodowiskuzg/”az/,
wykazujg czasowe oscylacje stezenia utlenionej i zredu-
kowenej formy katalizatora.
Przyktadem z tej grupy reakcji Jjest utlenianie kwasu
bromomalonowego bromisnem potasu w obecnoéci jondw
ceru w drodowisku kwasu siarkowegozg/'BZ/.

Jon cerowy uczestniczy w dwu reskcjach:
ced?t BrO3 Ce4+
u*

4+ , CpliBr0

Ce 4 ce’* + Br”

Pierwsza z tych reakeji jest reakcjg autokatalicgng
/produkty poérednie redukeji BrOB' przyédpleszajg
utlenianie C63+/. Powetajacy w drugiej reakcji Br jest
silnym inhibitorem pierwszej reakcji. Dlatego dopdki
w uk¥adzie istnie je Ce4+, a wobec tego i Br reakcja
pierwsza nie zachodzi i caly cer znajduje ei¢ w postact
cr*t. Wtedy zaczyna sig szybka eutokatalityczna reakeja
pierwsza, dajgca pewne steienie Cr4+, poczym rozpocsyna
dziatanie Br  jako inhibitor dzigki reakeji drugiej
i cykl zaczyna od poczgtku.

Zachowanie sig ukladu w eposéd powyzej opisany
moZna wyjaénidé przy pomocy ogélnego kryterium stabil-
nodci Prigogine’a i Glansdorffa. Jedli w ukladsie zacho-

dzg tylko reakcje chemiczne to ogélne kryterium stabil-
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3/

-noéci mozna przedstawid w postaci”’:

20s) =T 8R, & o :
J(?j) T%tfpp gf;< /3.86/

f{[é’;(f’s)_] =T % J’H,, pr >0 /3.81/

/indeks m wskazuje, 2e naleiy wzigé rzeczywistg

czeéd wyraz2enia/.

Wystgpienie periodycznych oscylacji jest wynikiem nie-
stabilnoéci rozwigzania stacjonarnego dla steienia jed-
nego z reagentéw i stan marginalny ukladu okreslony

jest przez zaleznos¢:
%{[J;{Fs)]z T-lgjfﬁfap%:O /3.88/

Dla przykiadu opisze zachowanie si¢ ukZadu przy pomocy
analizy "normal modes", w ktérym zachodzg nastgpujgce

reakcje:

-2 /3.89/
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w staenie rdéwnowagi spelnione sg zaleznoéci

K, A k_, k,

Xeq = —fe-— , Yeq, = =21

b ko ' YR E

E . Skl pzlfg_‘;z-
1

A k_iky B K_oK_4

Przyjmujgc dla uproszczenia, e ki =11 k-i =k

/3.90/

/3.51/

/dla i =1, 2, 3, 4/ dla produktdw przejsciowych otrey-

muje 8ie¢ nastepujgce réwnania kinetyczne:

_g¥; = A+ xzy ~-DY -X+kXx /YD+E-~-X - Xj/ /3.92/
-g%: = BX - X°Y + k /%X° - YD/

/3.93/

ktérych rozwigzania stac jonarne /przy przyjeciu dla

A i E wartoéci z prawa dzialania mas

A = x° E/

. majg postad:

2
.y = A /AT _+ kR D/
. L.k R D/

o]
22 + k3 p

gdzie:

/3.94/

/3.95/

/3.96/

«/3-920
Wprowadzajgce do réwnan kinetycznychli /3.93/ zaburze-

nie wartoéci stezern produktéw przejéciowych w postaeci:
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K(t)=Xo+X€rt; Y(JE)'-*-Y,,*yeﬂ: /3.97/

gdzie: X 1Y sa emplitudami zsburzen niezaleinymi
0od polozenia; po linearyzacji i pewnych przeksztailce-

niach otrzymuje sie rdéwnanie perturbacyjne w postaci:

2 2 2
6+ [x2+RD+ 1 - 2x ¥ +k /X ADJEH

/3.98/
+ Xi + k /Xg +D/ = O
tatwo spraewdzidé, ze dla
k :
R = Re = —2—-3--{k3D + k2 + /1+k/[ 2A2 + k2 +
AT=Xx"D
/3.99/

znikajg czeéci rzeczywiste obu pierwiastkéw réwnania
/3.98/.

Stan marginalny osiggany Jjest zatem przy R = R,, dla

R { Re uk¥ad jest stabilny, niemniej jak mozna
sprawdzié nie znikajg czedci urojone pierwiastkdéw
réwnaenia /3.938/ 1 wobec tego pc zaburzeniu uktad osig-
ga stan stacjonarny periodycznie. W stanie marginalnym
nie jest w tym przypadku spelniona zasada zmiany stabil-
noéci, gdyz dla G , = 0, Gy $ o.

Tego typu zachowanie jest rdwniez charakterystyczne dla

3/4,33/

modelu Lotki - Volterry , gdzie stan marginalny

é/r' = 0 Jjest realizowany nieskoriczenie daleko od
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stanu réwnowagi, natomiast warunek G . $ 0 jest
spetniony zawsze dle uzytego w tym modelu przejécia
granicznego.

Mozna sprawdzié, ze dla R = Re spetniony Jjest warunek

/3.88/.

Dalsze przyk*ady, jek i bardzie]j szczegé¥owe wyjasnie-

nia mozna znaleié¢ w pracachB/’Bl/'33/’3&/’35/.
Odmiennego typu zachowania sig uk%adu mozna

sie spodziewaé w przypedku, gdy istotny udzial w kine-

tyce chemicznej zeburzern odgrywa dyfuzjajG/’37/’38/'39/.

Jeéli ukrad, w ktdérym 2z kinetycznych wzgleddéw mo2liwe

jest wystgpienie niestabilno$ci wykazuje zaburzenia

w stezeniach reagentdéw niejednorodne przestrzenie

i dyfuzja reagentéw nie jest zbyt szybka /nie wyréwnu-

je niejednorodnosdci stezeniowych/, to nalesy spodziewad

sig, %e w ukladzie wystgpig pewne niejednorodnoéci

przestrzenne w stgzeniu reagentdw. Uwzglednienie dyfuzji

oprécz reakcji chemicznych daje dodatkowy czXon w kry-

terium stabilnoéci Prigogine’a i Glensdorffa:
5'2(95) = T-A(PZ'J’ R’,Sfp) -T ‘g%«&;‘)40’3' 100/

gdzie:
52& - czg6¢ zaburzenia steienia skXadnika
biorgca udziaer w dyfuzji,
g§{- zaburzenie licgby poat%akcji zwigza-
ne(czedciami zaburzen stezenia skXadni-
kow biorgcych udzial w reskecji chemicz-

nej.



é{_[cfz(yj)]: T%Z‘ijpppr +T_ZJZLJ,X(>O/3. 101/

gdzie S)(( = %__;____ - zaburzenie sily termodyna-
X4 . : . .
miczne) wywotrujgcej dyfuzjg

S)JA -‘-'J)(f&llv) - zahurzenie przeplywu dyfuzyj-

nego.

Przyjmujac, 2eJUL== -D J’Xd Yatwo widaé, ze dyfuzja
stabilizuje uk?ad /daje dodatni czion w /3.101/. Moze
ona jednakze oddziaXywadé z czlonami w%gnpfwﬁ ,
ktére wywotujg niestabilnoéé, co moze w pewnych przy-
padkach prowadzi¢ do wystgpienia niejednorodnoéci
przestrzennych. Zachowanie tego typu opisz¢ na przy-
ktadzie uk¥adu, w ktérym zachodzy reakcje /3.85/ i po-
nadto produkty przejéciowe podlegajg dyfuzji.

Dla uproszczenia rozwazany jest uktad jednowymiarowy,
w ktérym ponadto zaniedbano wszystkie reakcje odwrotne.

3/,40/,41/.

Réwnania kinetyczne majg w tym przypadku postaé:

L= kA X Y-k BY -k X+D: 2K /3102

2
,éa%-,: ijX"kzXzY-#- )y %X,'u /3.103/

Uktad ten ma rozwigzania jednorodne i stacjonarne,

ktore oznacze odpowiednio przez XO i YO.
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Niech stacjonarne rozwigzaenia ulegng zaburzeniu,

przy czym zaburzenia niech zalezg od poXozenia.

X@)=X, + x*explet +iv/2] /3.104/
Y(t)=Y, +_y+exp[ft*i"‘/?‘]

gdzie?h'- jest dtugoscig feli dla niejednorodnoéei,

a x' i y+ oznaczajg amplitudy niezalezne od poXoie-
nia i czasu.

wWetawiajge /3.104/ do réwnar kinetyecznych /3.102/

i /3.103/ otrzymuje sie po linearyzacji i pewnych prze-

ksztaXceniach réwnanie perturbacyjne w postaci:

6"2+/A2+1-B+a+b/6" +A2/1+a/+
/3.10%/
+/1-B/ b+ab =0

gdzie: a:%‘- i b= -;g—

Réwnanie /3.105/ ma zerowe rozwigzania tylko wtedy,
gdy speXniony jest jeden z dwu nastepujqcych warunkéw:
19/ znika wspélezynnik przy 6

2°/ znika czZon swobodny

W pierwszym przypadku uktad osigga stan marginalny
/G, = 0/, gdy spetniona jest zaleinosé:

" /A2+b//1+a/
B=Be = ereccccccamccana- - /3.106/
b
Lla B ( Be rzeczywista czes¢ jednego z pierwiastkéw

G, Jest dodatnia i uklad jest niestabilny. W stanie

merginalnym jednek G ;. # 0, a zatem ukiad nie speXnia



- 55 -
zgsady zmiany stabilnoéci.
W drugim przypadku oba pierwiastki sg rzeczywiste
i jeden z pierwiastkdéw jest oczywiécie rdwny zeru,
natomiast drugi staje sie rdéwny zeru dla:

I'd
B = B = A2+ 1+a+hb /3.107/

Jak widad ukYad w tym przypadku speinia zasade zmiany

stabilnoéci. Niestabilnodé w ukladzie wystgpi zatem,

gdy:
B,” < B { B," /3.108/

Poniewa2 Bc' i B." pozostajg funkcjg A , trzeba

Cc
1]

znglezé wartoéci A , ktére dajq najmniejsze Bc' i Bc .

Z /3.106/ wynika, %e Bc" /A Y/ osigga minimum gdy
A = 1/non /t /3.109/

natomiast, Bc' /A/ osigga minimum dla A~ oo ’
co odpowiada Jjednorodnoéci uk?adu. Nejmniejsze wartoéci

sg odpowiednio réwne

Bcr = 1 + A /3.110/

By = [1 ' A/§; /%] 2 /3.111/

Pojawienie sie¢ niejednorodnoéci w uktadzie mo2e wysta-
pi¢ tylko wtedy, gdy war'oé¢ B " jest nizsza anizeli

Bcr'
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Naktaeda to ograniczenia na stosunek wspdélczynnikdw dyfuzji
~g§~, ktdry musi byé wystaerczajaco maty. Po przejéciu
stanu marginalnego uklad bedzie wykazywal uporzgdkowanie
przestrzenne, stanie marginalnym speiniona Jest oczywis-~
cie rownoédé wynikajgca z kryterium Prigogine ‘s i Glanse-

dorffa /3.102/:
aiLt_[Sz(?s)] =0 /3.112/

Dalsze przyktady zachowan tego typu nazwanych prgez
Prigogine ‘a i wspéipracownikéw "eymmetry breaking insta-
bilities" sy opisane w pracachj/’38/’39/’40/‘41/. W pracach
tych wskazano na wainoé¢ niestabilnoéci opisanych powyiej
typéw w uktadach biochemicegnych i biologicznyeh.

W pracach 42/,43/ opisano wyniki doéwiadczeﬁ,?ﬁtdrych za~
obserwowano tworzenie sig w uk¥adzie struktury przestrzen-

nej.



Rozdzial IV

Udzisl konwekeciji w przenoszeniu ciepza

Przekazywanie ciepla w ukladach ciekiych odbywa sig
poprzeg: przewodnictwo, przenoszenie konwekcyjne i promie-

niowanie. Poszezegdélne udrialy dane sg odpowiednio prsez:

- prawo Fe urter'a

}_:, == qnd,T TRY,

- dla prrenoszenia konwekoyjnego
]
Zo, = puy 4.2/

gleie: U - Jest energig wewnetrzng jednostki masy
) ¥ - predkodciq hydrodynamicang
- prawo Stefama - Boltemanna /dla ciat doskonale czarnych/

1y = T /4.3/

Udzial katdego t tyeh mechanisméw okreflony jest prses
warunki, w ktérych zachodai proces prsekazywania ciepia.
Prey pomiarach wspé2ozynnika przewodnictwa w cieczach
dg2y sig¢ do wyeliminowania 1ud zminimalizowania przekazywa-
nia ciepta przez konwekcje¢ /przekazywanie ciepla prsez
promieniowanie ma w normalnie stosowenych temperaturach
pomi jalny udzial/. Poniewaz 2zwykle nie jest znane pole pregd-
kodei hydrodynamicznej /wymaga to rozwigzania rownania

Navieva-Stokesa dla bhadanego ukladu/, to undzia? konwekeji
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w przekazywaniu ciepXa za Nusseltem opisuje sig przy pomocy

teorii podobieristwa w sposdéb nastepUchy44/

Przekazywanie ciepla przez konwekcje opisuje sie przez
prawo Newtona, a nastepnie wprowadza sig zastgpczy wspdl-

czynnik przewodnictwa ciepta w postaci:

= hAT = ‘X‘?m.oLT /4.4/

gdzie: h - jest wspbétczynnikiem przekazywania ciepia.
Wprowadzenie /4.4/ pozwala zapisaé sumaryczny przepiyw

ciepta wywotrany przez przewodnictwo i konwekcje w postaci:

}q = J@, -f-}c;::—(/\' +AU) WT:—Aef ?md,T 4.5/

stosunki

/4.6/

/4.7/

>—|>, >,|>,

%1 - _,\_% /4.8/
sg miarg udzia*u konwekecji w przekazywaniu ciepa i sg

przez réznych autoréw nazywane liczbami Nusselta/]Vu/.

Badania zaleznosci liczby Nusselta od warunkéw prowadzenia
procesu przekazywania ciepza /geometria i potozenie ukladu
w polu grawitacyjnym, wlasnoéci fizyczne cieczy, istniejg-
cy w ukYadzie gradient temperatury/ pozwala na okreslenie

udziaXu konwekcji w catkowitym przeplywie ciepta.
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Stosujac teorig podobieristwa i analize wymiarowg molna

worunki prowadzenia procesu wyrsazié przez liczbge Crashofa

) 4
i Prandtla lub liczbg Rayleigha

3
G =-3“'§%"4—‘ /4.7/

y
r=x /4.8/
3
R = 9%1,1'4— /4.9/

gdzie oprécz znanych symboli d - oznacza pewng charakte-
rystyczng gruboéé warstwy cieczy, na ktérg przytozona jest
ré%snica temperatur.

Zalezno$¢ liczby Nusselta od liczby Greshofa lub Rayileigha
dla réznych geometrii ukadu i jego poloien w polu grawita-
cyjnym przedstawiono na wykresach‘o/’45/’46//4.1 - 4.3/.
Charakter zaleinoéci w przypadku poziomej warstwy ciecszy
podgrzewanej od dotu jest wyjadniony przez istnienie krytycz-
nej liczby Ray .leigha, przy ktdérej zaczyna sig¢ konwekcja.

Dla liczb mniejezych od krytycznej konwekcja nie wystepuje

i przekazywanie ciepta odbywa sie tylko przez przewodnictwo.
Dla liczb wigkszych od krytycznej oprdécz przewodnictwa
wystepuje konwekcyjne przekazywanie ciepta i w zwigzku z tym
liczba Nusselta staje sig wiekeza od jednoéci‘ol.

Van der Held i van Dronen46/

podobnie wyjasniajg
charakter zaleinodci w przypadku warstwy cieczy zawarte]j
w pionowym cylindrze z poziomym gradientem temperatury.
Autorzy ci uwazajg, 2e istnieje krytyczna wartosé liczby

Rayleigha, ktdérej przekroczenie wywotuje w ukladzie konwekeje.
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wWedtug tych autoréw poniz2ej wartoéci krytycznej liczby

Rayleigha konwekcja nie wystepuje.
48/

Tyrrel47/ i Tsederberg opierajgc sig¢ na pracach
migdzy innymi Kraussolda49/ analogicznie wyjasniajg zale2-
noéé liczby Nusselta od licgby Grashofa zaréwno w przypadku
pomiaréw przewodnictwa ciepta w pionowym cylindrze Jjak
réwnie2 w przypadku pomiardéw prowadzonych w ukladzie: dwa
wepézosiowe koncentryczne cylindry potogone poziomo /radial-
ny gradient temperatury/. Autorzy ci, a takie Whiteso/
uwazajq, 2e poniiej pewnej wartoéci /krytycznej/ liczby
Rayleigha konwekcja nie wystgpuje. Przyjmujq oni, 2e wartosé

krytyczna liczby Rayleigha wynosi 1000.



Rozdzisx V

Cel pracy

W ostatnich latach nastepuje intensywny rozwéj nie-
liniowej termodynamiki procesdéw nieodwracalnych. Jej dotych-
czasowe zastosowania koncentrujg sie z Jjednej strony na
obliczeniach metodami wariacyjnymi /metoda potencjaiu lokal-
nego/ pdl wielkoéci fizycznych w nieliniowych uktadach,
2z drugiej strony natomiast na opisie zagadnier stabilnoéci
w uktadach nierdéwnowagowych. W zwigzku z tym drugim obszarem
zastosowalli interesujgce jest znalezienie nowych fizyko-
chemicznie ciekawych ukadéw, w ktdérych mozna sformutowad
zagadnienie stabilnoéci bgdZ hydrodynamicznej, bgdZ termody-
namicznej w warunkach nierdwnowagowych.

Jak to opisano w czgéci literaturowej jednym z takich przy-
ktadéw jest klasyczny problem Benarda.

W niniejszej pracy sformulowany zostanie elektroche-
miczny analogon /w pewnym sensie/ klasycznego problemu
Benarda. Pozwoli to na dogwiadczalne okre$lenie stanu margi-
nalnego prostszg metodykg pomiarowg, anizeli ma to mie jsce
w klasycznym problemie Benarda. Jak to zostanie ponizej
opisane pozwoli to ponadto na badanie zagadnienia stabilnoéci
hydrodyneamicznej, w bardziej ztozonych warunkach, niZ te
ktére mozna spotkaé w klasycznym problemie Benarda.

W rozdziale VI niniejszej pracy sformutowane zostanie zagad-
nienie stabilnoéci w nastepujgcym uktadzie:
- migdzy dwiema praeskimi, rdéwnoleglymi i poziomymi plytkami

spetniajgcymi role odwracalnych elektrod umieszczona jest
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warstwa ciektego roztworu elektrolitu. W przypadku przy-
Yozenia zewngtrznej sity elektromotorycznej elektrolit
reaguje odwracalnie na elektrodach, co sprowadza sig do
przenoszenia metalu z anody na katode¢ przez roztwér elek-
trolitu. Wystepujgca w takim przypadku polaryzacja steie-
niowa prowadzi do powstania w uk*adzie gradientu ste¢le-
nia, ktéry moze wywoxad swobodng konwekecje.

W zwigzku z tym postawiono sobie za cel rozwigza-

nie dwéch nastepujgcych zadari szczegdtowych:

1/ opracowanie teorii stabilno$ci hydrodynamicz-
nej opisanej komérki elektrochemicznej i wyznaczenie
warunkéw, w ktérych uktad bezkonwekcyjny przejdzie w stan
charakteryzujgcy sie¢ wystgpieniem naturalnej konwekcji.
Chodzi tu wigc o wyznaczenie parametréw opisujgeych stan
marginalny. Zadanie to zostanie rozwigzane trzema metoda-
mi:

a/ przy pomocy liniowej teorii stabilnoéci
b/ metodg potentjatu lokalnego
¢/ przy pomocy ogélnych warunkéw stebilnodéci Prigogina

i Glansdorffa.

2/ dos$wiadczalne potwierdzenie istnienia stanu
marginalnego w opisanym wyej uktadzie elektrochemicznym,
na przyktadzie wodnego roztworu siarczenu miedzi i pZytek
miedzianych jako elektrod. Obok doéwiadczalnego dowodu
istnienia stanu marginalnego przeprowadzono réwniez
eksperymentalne wyznaczenie parametrdéw opisujgcych stan

marginalny.
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W Rozdziale VII zostanie sformuYowane sagadnie-
nie stabilnodci hydrodynamicznej w bardziej zXozonych
warunkach. Rozpatrywany bedzie problem stabilnoéci hydro-
dynamicznej w poziomej warstwie clekXego roztworu elektro-~
litu, zawartej migdzy dwiema pXaskimi, réwnolegiymi i po~
ziomymi elektrodami, w ktdérej oprécz gradientu stesenia
wystepuje gradient temperatury.

Podobnie jak w Rozdziale VI, gradient ste2enia w uk2adszie
powstaje wskutek polaryzacji stezeniowe].

Rozpatrzone zostang dwa przypadki pola temperatury w ukla-
dzie: liniowe /staly gradient temperatury/ i parabdliczne
/liniowy gradient temperatury/.

Liniowe pole temperatury powstaje w rozwazanym ukZadeie,
jesli utrzymywaé stalg ré2nice temperatur migdzy $clankami
ograniczajgcymi wapstwg rogztworu. Natomiast paraboliczne
pole temperatury moina uzyskaé przez przepiyw przes
warstwe np. zmiennego prydu elektrycznego /wydziela sig
ciepXo Joule‘a/ i utrgymywanie 4cianek ogranicgzaijgeych
warstweg w stalych temperaturach.

W opisanym powyzej ukYadzie poJjawienie sig¢ konwe-
kecji mo2e byé wywolane w przypadku liniowego pola tempe-
ratury dwoma czynnikami: ré2nicqg stezenia i zewngtrzng
ré2nicg temperatury, a w przypadku parabolicznego trzema
czynnikami: réinicg steszenia, zewngtrgng rdéinicq tempera-
tury i ciepZem Joule’a. W zwigzku £ tym postawiono sodbie
za cel rozwigzanie zagadnienia stabilnodéci hydrodynamice-
nej w wytej sformulowanych warunkach z okresleniem wplywu
kazdego z wymienionych czynnikéw na stabilno$é ukladu.
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Poza tym praca niniejsza obejmuje sprawdzenie
literaturowych sugostii /Rozdzial IV/ dotyczgcych wyste-
powania zagadnienia stabilnoéci w ukladach cieklych,

w ktérych gradient temperatury jest prostopadiy do pola
grawitacy jnego.

Brak dotychczas jednozracznych dowoddw teoretycznych

i dodwiadczalnych na wystepowanie przejécia od stanu bez-
konwekcyjnego do stanu, w ktérym wystepuje konwekcja

w takich uk¥adach. Dlatego tez podjeto prébe wyjadnienia
tego stanu rzeczy teoretycznie, a nastgpnie na drodze
doédwiadcezalnej na przykladzie metody elektrotermodyfuzyj-
nej. Sprawdzenie to polegato na wytworzeniu mo2liwie
maXtych réznic temperatur w kapilarze elektrotermodyfugyj-
nej i wykazaniu istnienia prgdu konwekcyjnego. Stosowane
réznice temperatur byly niisze od wartoéci krytycznej
liczby Rayleigha dla tego uktadu cytowsnych w Rozdziale
IV. W dodwiadczeniach zastosowano metode atoméw znaczo-

nych.
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Rozdzisl V1

Zagadnienie stabilnodci hydrodynamicznej w uk¥adach

z polaryzac,jg stezeniowg

W opisanych w Rozdziale IV zagednieniach stabil-
nosci hydrodynamicznej ze wzgledu na swobodg konwekcje
w poziomej warstwie cieczy, niejednorodne pole gestoéci
byXo wywolane bgdZ przez niejednorodne pole temperatury,
bgdZ przez niejednorodne pole stezenia jednego ze sk¥adni-
kéw. W niniejszym rozdziale rozwazymy uklad, w ktdérym
gradient gesto$ci, skierowany pionowo powstaje w wyniku
zmian stezenia elektrolitu przy elektrodach w procesie
elektrolizy. Zagadnienie stabilnoéci w rozwazanym uk¥adzie
zostanie rozwigzane trzema metodami: przy pomocy liniowej
teorii stabilnoéci, metodg potencjatu lokalnego i przy
pomocy ogélnego kryterium stabilnoéci Prigogine’a i Glans-

dorffa.

Opis_ukXadu

Rozwazad bedziemy wodny roztwér dwujonowej soli.
Niech warstwa tego roztworu bgdzie umieszczona miedzy
dwiema ptaskimi réwnoleglymi i poziomo ustawionymi plytka-
mi metslowymi spetniajgcymi role elektrod. Geometrie
uk¥adu przedstawiono na rys.6.1. Niech kation scli tworzg-
cej roztwér bedzie jonem metalu, z ktorego wykonane &g

elektrody /np. roztwér wodny CuSO4 umieszczony miedzy
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miedzianymi elektrodami/.Przyjmiemy ponadto, e roztwér
elektrolitu jest rozciericzony i idealny.

PrzyYofone z zewngtrz napigcie elektryczne wywoXuje w takim
uktadzie przenoszenie kationu z anody do katody /ukZad jest
"otwarty" wzgledem kationu/. Zalozymy, 2e poza reakcjami
elektrodowymi /na anodzie rozpuszczanie, a na katodzie
osadzanie metalu/ w ukYadzie nie zachodzg %adne inne reak-
cje chemiczne. Przyjmiemy ponadto, Ze uktad jest izotermicz-~
ny /ciepzo reakcji elektrodowych jest szybko wymieniane

z otoczeniem, a ciepXo Joule ‘a mozna zaniedbaé - oszacowa-
nie zostanie podane w czgdci dodwiadczalnej/. Jedli elektro-
dy pracujg odwracelnie, to przepiyw staXego prgdu elektrycz-
nego wywoluje zmiany stgzenia elektrolitu w poblizu elektrod.
Powyzsze zjawisko nosi nazwe polaryzacji stgzeniowej. Feno-
menologiczna teoria proceséw zachodzgcych w takim ukYadzie
oparta na termodynamice procesdéw nieodwracalnych zostaZa
opracowana przez Baranowskiego i Fuliﬁskiegosi/’sz/'sa/.
Zostanie ona wykorzystana ponizej do wyprowadzenia prawa
zachowania masy dla rozpatrywanego uxtadu.

Przeptywy molowe poszczegélnych skXadnikdéw roztworu /dwa

jony i rozpuszczalnik/ w laboratoryjnym ukXadzie odniesie-

nia mozna zapisaé w postaci:

N

J.a = Z L"F' [‘%c(f‘?”e F"()] /6.1/

gdzie:
}‘ jest molowym prgzeplywem skXadnika « , L‘*P -

wspdé¥czynnikiem fenomenologiceznym, /L¢ - molowym
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potencjatem chemicznym sktadnika 4, nF - molowym
ladunkiem elektrycznym skiadnika & i Y - potencjalem
elektrostatycznym.

Przyjmiemy, ze w rozcielczonych i idealnych roztworach

znikajg krzyzowe wspdéXczynniki fenomenologiczne
Lup =0 dle («#p) /6.2/

Po uwzglednieniu warunku /6.2/ réwnanie /6.1/ przyjmuje

postad:

J“‘ = LJ.(.( @%;(/‘«*Z*Fr) /6.3/

W celu wyeliminowania z rozwazan wspdlczynnikéw fenome-
nologicznych.zaﬁg, wprowadzimy pojecie ruchliwoéci jonu
okreélonej nastg¢pujaco: ruchliwoddé jest predkoédcisg
skXadnika pod wpiywem jednostkowego gradientu potencjaku
elektrycznego w roztworze o jednorodnym steZeniu i tempe-
raturze.

Z definicji przeptywéw poszczegédlnych skladnikéw mamy:
JA,: = Ca Uzl /6.4/
gdzie: L« - stezenie molowe sktadnika & , a U - jego

pr¢dkosdé,

Puchliwoéd¢ moZna zatem okredlié zaleznodcigy:

U

T

LyEN

Ja = /6.5/
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Korzystajac z /6.3/, /6.4/ i /€.5/ otrzymuje sig

Y :—E’—;-‘:L‘—ﬁ- /6.6/

Podobnie, wprowadzajgc pojecie wspdXczynnika dyfuzji

jonu &« , Jjako wielkodci réwnej liczbowo wartoéci prze-
ptywu jonu o« pod wptywem jednostkowego gradientu steze-
nia w roztworze o jednorodnym potencjale elektrycznym

i temperaturze:

Qﬁ‘ J‘C /6.7/
- &

i uwzgledniajgc, %2e dla roztwordw idealnych speXniona

Jest zaleznosd
Qs = B G = RT gex
Xe - Co( Xy K Xy /6.8/

na podstawie rdéwnania /6.3/ otrzymuje sig:

L = L«}‘f“:%é"‘ /6.9/

Wprowadzenie /6.6/ i /6.9/ pozwala na przepisanie /6.3/

w postaci:
.= — - >
Jui= - DaBes - a3 o107

Réwnania /6.10/ ze wzgledu na wprowadzone uproszczenia

opisujq najprostszy przypadek przeplywéw skradnikdéw.
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Przeplywy te sg okreélone dwoma czlonami: dyfuzyjnym

1 migracygjnym.

Prawo zuchowania masy dla poszczegdlnych skXadnikdw
roztworu w przypadku, gdy w ukladzie nie wystgpuje kon-

wekcja ma posteé:

%%"%;(]4:,) /6.11/

Wstawienie /6.10/ do /6.11/ przy zalozeniu, 2e wspéi-

czynniki dyfuzji i ruchliwodci sg state daje:

g—?: D, %:-g;‘z +x‘&(c_‘(§£) /6.12/

Korzysta jgc ze zwigzku miedzy steseniem molowym elektro-

litu, a stezeniem poszczegdlnych jondw
- C
C=- = 6.1
) /6.13/

mozna /6.12/ przepisad w postaci:

2% 2
2= DgE + g2 (28) /6.14/

W zaleznodci /6.13/ Yy cznacza liczbe jondw rodzaju
« , na ktére dysocjuje czgsteczka soli.

Odejmujgec stronami rdéwnanie /6.14/ dla pierwszego jonu
/e = 1/ 0d réwnenia dla drugiego jonu /& = 2/ otrzy-
mujemy zwigzek miedzy czlonem dyfuzyjnym i migracyjnym

w postaci:



- (0, - 08 = (yi-r)2, (e 52) /5

Zwigzek /6.15/ pozwala takze na eliminscje czionu migra-
cyjnego z prawa zachowania masy dla rozpuszczonej soli.
Prawo to uzyskuje sig mnozgc réwnanie typu /6.14/ dla
pierwszego jonu /&« = 1/ przez ruchliwoéé drugiego jonu
Y o i odpowiednie rdwnanie dla drugiego jonu /A = 2/

przez ruchliwoéé pierwszego jonu )Q_i odejmujgc stronami

/6.16/

(- 155 = (Dups - D) 2,

Réwnanie /6.16/ mo2na przepisaé w postaci:
2%
gf‘: D’;}%‘ /6.11/
gdzie:

D= %Q’# /6.18/

jest efektywnym wspdlczynnikiem dyfuzji. Zastepujac
ruchliwoé¢ przez odpowiednie wspéczynniki dyfuzji zgod-
nie z /6.7/ otrzymujemy nastepujgcg postaé efektywnego

wepotczynniks dyfuzji

- Q_QLLJ.__.IJZ -r”4 /6,19/
D= D,2,- D22, o

Jak widad prawo zachowania masy dla elektrolitu /6.17/

ma postad drugiego prawa Ficka. Nie wystepuje w nim
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czlon z potencjatem elektrostatycznym. Jest to konsek-
wencja faktu, ze czgsteczki soli rozwazane jako skiadni-
ki roztworu sg elektrycznie obojgtne.

Rozwigzanie réwnania /6.17/ dla stanu stacjonarnego
dla rozwazanego tutaj problemu jednowymiarowego ma

postad:

=c, + d< x 6.20
G 1 CLX,s S / /
gizie: €, Jest stezeniem elektrolitu na dolnej elek-
trodzie / X3 = 0O/. Stezenie wyjéciowe elektrolitu jest
réwne drodniej arytmetycznej miedzy steieniem elektroli-

tu przy dolnej i gdérnej elektrodzie

Co = 9-'—5—:5—‘ /6.21/

gdzie €, Jjest stezeniem elektrolitu na gérnej elektro-

dzie / %y = b /.

Prawo zachowania pedu mozna ogdélnie zapisaéd

w postaci:

9(%—"&+u]g.%')zﬁf+8-§ /6.22/

gdzie: Fi jest sitg zewng¢trzng, e - gestoscig caz-
kowitg, Ut - predkodcig Jredaaiéad-'xzﬁecag, R - tenso-
rem cidnienia.

Dla cieczy newtonowskich réwnanie konstytutywne ma

postaé:
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p P 4 A J’-' 9"' +}J~(g-‘;:"+9‘f)/6 23/

gdzie: p - jest ciénieniem hydrostatycznym, J%}' -
symbolem Kroneckera, WM - wepéteczynnikiem lepkodci
kinéﬁ?gznej, A - drugim wspéXczynnikiem lepkoédci.
Postaé /6.23/ wynika z zaYozenia liniowego zwigzku
migdzy tensorem cidnienia - P':d- i tensorem szybkoéei
deformacji - i‘ 30“*é%£) oraz z symetrycznoéci
tensora cidnienia / Pq = a{ /. Dla cieczy nieécidli-

wych speXiniony jest warunek

Xe

L
Uwzglednienie warunku niesdciéliwodci oraz tego, 2eYzew-~

netrzng jest sila grawitacyjna, pozwsla na napisanie
prawa zachowania pedu /rdéwnania Naviera-Stokesa/

w postaci:

?(’5%' Qg) 9923 3;!%*-/*9-,3"% /6.25/

W przypadku, gdy w uktadzie nie wystepuje konwekcja

tzn. spetniony jest warunek:

v =0 /6.26/

réwnanie /6.25/ ma postaé:

%(E; + 39&3 =0 /6.27/

Zaleznogci /6.20/, /6.26/ i /6.27/ opisujg uklad w stanie
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stac jonarnym w przypadku, gdy nie wystepuje w nim kon-
wekcja. Latwo jest jednak w rozwazanym tutaj ukadzie
wytworzyé sytuacje, gdy gradient gestodci /wywoiany

przez gradient stgzenia/ ma kierunek antyréwnolegly do
pola grawitacyjnego. W takim przypadku mo2na si¢ spodzie-
waé, 2e po przekroczeniu pewne) krytycznej wartosci tego

gradientu w warstwie cieczy pojawl sig swobodna konwekcja.

Ponizej przedstawione zostang rozwigzania powyiszego za-

gadnienia stabilnodci.

VI.2. Zastosowanie liniowej teorii stabilnodci

- —— - —n T — s B e i - D GV D s St vy a o G

Niech stan ukladu opisany rdéwnaniami /6.20/, /6.26/,
/6.27/ zostanie zaburzony i niech J§;< oznacza zaburze-
nie stezenia sktadnika « , U':,} - zaburzenie predkosci
hydrodynamicznej 1 dPP - zaburzenle cisnienia.
Ne podstawie rdwnania /6.17/ przyjmiemyf: stanie zaburzo-
nym prawo zachowania masy dla poszczegdlnych sktadnikdw

roztworu ma postaé:

? &+Ja) + U Q(C«+;Gc)
9t

d
et wg-[ o) e ™

gdzie: A?T’ jest zaburzeniem potencjstu elektrostatycz-

—-v

nego wywotanym przez zaburzenie stezenia skXadnika o .
Korzystajge z warunku elektroobojetnoéci mozna zadburzenia
stezenl poszczegdlnych jonéw wyrazidé poprzez zaburzenia
stezenia elektrolitu:

S%a = Q‘132:

/6.29/
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Wprowadzajge /6.29/ i /6.13/ do /6.28/ i odejmujgec tak
otrzymane réwnanie dla pierwszego jonu /A = 1/ 04 réw-
nania dla drugiego jonu /& = 2/ otrzymujemy zwigzek

migdzy czlonem dyfuzyjnym i migggcyjnym w postaci:
Y +d. | Yezde)
+dc)-
-—(D.,-Dz)a'g(x%—)'(ﬁ‘ﬁ (cuﬁ:) . ]/6.30/

W anelogliczny sposéb jek poprzedniae tzn. mnozgc réwnanie
/6.28/, /w kxtérym stezenie jondéw zastgpiono przeg steze-
nie elektrolitu/ dla pierwszego jonu / <& = 1/ przeg Jﬁ ,
a réwnanie dla drugiego Jjonu /&K = 2/ przez y, i odej-
mujgc stronami, moZna otrzymad prawo zachowania masy dla

elektrolitu w stanie zaburzonym w postaci:

LICETOM u—'9 -p? C*J) /6.31/

gdzie D okreédlone jeet zale2noscig /6.18/ ludb /6.19/.

W liniowej teorii stsbilnoéci uwzglednia si¢ tylko linio-
we wzgledem zaburzen czlony. Warunek ten pozwala na skréce-

nie réwnaniae /6.31/ o jeden czlon:

P c+a°c "9 ‘c+&) .
u*,Js =D " /6.32/

Odjecie /6.17/ od /6.32/ prowadzi do prawa sachowanie

dla zaburzer stezenia w pnstaci:

%L‘.’i)+ uz’ac = D%’L&) /6.33/
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Prawo zachowania pedu w stanie zaburzonym ma postad:

5+ 99)(3F +°3 )"’9(?"5'3’)&3’
2. !
—%@-w%rjz

gdzie: JE? jest zaburzeniem gestoéci zwigzanym z zaburze-

/6.33/

niem steenia

e =(g-g)m gc /6.34/

Wprowadzimy teraz przyblizenie analogiczne do przybliZe-
nia Boussinesq’®s tzn. zaniedbamy zmieny gestosci wywola-
ne zmisnami st¢Zenia we wszystkich czlonach prawa zacho-
wanis pedu za wyjgtkiem cztonu zawierajgcego sile zewne-
trzng. Przyblizenie to prowadzi dla wartogci pochodnej

gestoéci wzgledem stezenia /,?f /i' rzedu 107" /w jed=

nostkach 'ﬁgi / do biedu rzedu kilku procent w przypadku

zmian stezenia nie przekreczajgeych 10" _zolsa .

/Oszacowanie to wynika 2z faktu, 2e zmiany gestoéci przy
zatozonych zmianach stezenia sg rzedu 10—2 g/cmj; zmiany
wspétczynnika lepkoéci wywotane takimi zmienami gestodel
sg takze rzedu kilku procent. Bigd wywolany tymi zmianami
mozna zeniedbaé we wszystkich cztonach za wyjgtkiem cslonu
2z silgq zewngtrzng. Natomiast w czionie z sitgq zewnetrzng
zmiany gestod$eci sg mnozone przez wartoéd silty i prowadzg
do bzedu, ktdrego zaniedbaé nie mosna/.

Zaniedbanie czlonéw wyzszego anizeli pierwszy rzedu ze
wzgledu na zaburzenia i uwzglednienie powyzszego zaburze-

nia pozwala na nepisanie /6.33/ w postaci:



. +dp) 4 %0
90%%:—(9“"9)9&-a%i;“)“‘/laxf 76:25/

Odjecie /6.27/ od /6.35/ daje prawo zachowania dla za-

burzen predkoéci hydrodynamicznej w postaci:

4

- Loy, _(‘%(%’f)w%;j /6.36/

gdzie: y Jjest wspdlczynnikiem lepkodci kinematycznej.

Dzialanie operatorem rotacji na réwnanie /6.36/ eliminu-
je czlon zewierajgcy zaburzenie cidnienia. Ponowne dzia-
Yenie operatorem rotacji prowadzi do dogodnej dla dalszych
przeksztalcerh postaci powyzszego réwnania. W wyniku tych
operacji dla sktadowej zaburzenia predkoéé w kierunku Xy

po wprowadzeniu /6.34/ otrzymujemy:

9 ' ]
TV = v Vi - 9 (2e) [0 4 )/

Réwnania /6.33/ i /6.37/ stanowig ukled réwnar opisujgey
zachowanie si¢ w czasie zsburzerl stezenia i predkosci
hydrodynamicznej.

Zgodnie z anelizg "normel modes" przyjmujemy:

fe = Clu)explithors +kam)+ptd ¢ o)

g = W) exp [k kar) +pt] ¢ o,
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Wprowedzse jgc /6.38/ i £.39/ do /6.33/ 1 /6.37/ otrzymu-

jemy:

pC + We-g-* = dxzz ~k3)C /6.40/
5

(KW= v (oK) W g KBEC .01

. 2 _
gdzie: k = k] + k2'

Dla uproszczenia dalszych przeksztalcen przeprowadzimy
te réwnania do postaci bezwymiarowej. Za nowe Jjednostki
wybierzemy: [1i] = b /odleglcsé/, [TJ = bz/\' /czas/
gazie b - jest odlegloscig miedzy elektrodami. Niech

(X:y,?- = Z&«%——Zr%’), a=kb ¢ G"':péz/y‘

bedg odpowiednio nowymi bezwymiarowymi wspdéirzednymi,
bezwymiarowg liczbg falowg i bezwymiarowym czasem. Réwna-

nia perturbacyjne mozna wtedy zapisaé w postaci:

(D*-a?-P.a)( = —6 de (2 /6.42/

(D*a?)(D™a?—) W = - ;4;)_ 38& 222G s6.43/

4
gdzie: D= ag{‘ s P., = %’ -~ zmodyfikowana liczba Prendtla.

Z réwnan /6.42/ i /6.43/ moina Ystwo wyeliminowaé (:
(D2-a?) ( D? -o,z-—cr)( Dz—az-—P.rcr):
=—a’RW /6.44/



gdzie:

R - i@@mﬁ b*

jest zmodyfikowang liczbg Rayleigha.
Mozna pokazad, %e réwnanie /6.44/ spetnia zasade zmiany
stabilnoéci tzn., ze O jest liczbg rzeczywistg i stan

marginalny jest scharakteryzowany przez @f = O.

Zanim podamy dowdéd powyiszego twierdzenia. okreélimy

warunki brzegowe, Jjakie muszg spelniaé funkcje C i W .
Przyjmiemy, 2e warunki brzegowe w przypadku opisywanego
tutaj problemu sg analogiczne jak w przypadku klasyczne-

go problemu Benarda

W=C=0 dlaz =0 i 2z =1 /6.46

W = O dlaz=0 i 2z =1 /6.47/
oraz

/D° -8%/2W=0 Aaaz=0 i z=1 /6.48/

Warunki /6.46/ oznaczajg zerowanie sig¢ z-towej skladowej
zaburzenia predkodci hydrodynamicznej i stezenia na $cian-
kach uktadu. Warunek /6.47/ jest konsekwencjg faktu uzna-
nia elektrod za powierzchnié sztywne. Znikajg zatem nie
tylko z-towa sktadowa predkosci, ale takie x-ta i y-kowa.
PoniewaZ ten ostatni warunek musi byé spetniony na obu
powierzchniach elektrod niezaleznie od x i y, to z warun-

ku nieécidliwoéeci:

DUy o' L Q0 _
g}m+%—§$+®—;_o /6.49/

wynika, Ze:

' N
P0; =0 /6.50/
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na powierzchni sztywnej.

wWarunek /6.48/ uzyskuje sie z warunku /6.46/ / C: = 0/
po uwzglednieniu réwnanis /6.43/.

Dowdd twierdzenis o spelnieniu zasady zmiany stabilnoéci
jest nastepujgey:

wprowadzimy nowg funkcje okreélong zaleznoscig
/D% -e%/ /D° -8 -G/ W=F /6.51/
Funkcja F speXnia przy tym nastepujgce warunki brzegowe:

F

0 dla 2z =0 12 =1 /6.52/

co jest konsekwencjg warunkéw /6.46/ i /6.48/.
Pomnézmy réwnenie /6.44/ przez F* /funkcje zespolong
sprzezong do F/. Po wprowadzeniu /6.51/ do /6.44/ i scal-

kowaniu w granicach od z = o0 do z = 1| otrzymujemy:

) 1
jF’"(Dz-'af"P""”) Fdz =—a’R [WF*J'Z /6.53/
o -4

Uwzgledniajgqc zaleznosdé:
p 4
—F A2 P ’
jF 0°Fdz = /’DFI d2 /6.54/
0o o

A
otrzymang z caltkowania przez czeéci Aatka JD(F*DF)JZ
znika zgodnie z /6.52// mozna lewg strone réwnania /6.53/

przedstawié¢ w postaci:

LE“I{,DFIZ*“(“Z* p"")ﬂ:/zjdz /6.55/
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Ca)ka z prawej strony réwnania /6.53/ daJe

J h/F'rcLZ _ j pu-([)z i)(()z f)tarﬁziz..
j{w' D0 a2 W]}z (2% ) j W(D% U/ de

Calkngc przez czeéci otrzymujemy odpow1ednlo

o W (-0 W] de - /D[wo(o oYW ol

- fDWD(Dz- D W o =
/Dwo(oaa)w*dz /D[DW[D ) W] de

+juzwwz o) W j/ow? ccz—o,/w*o‘wab—

= j n? Wzola—a /D(W"DW',Jz-fa //DW/dJ.’“

o

*//D W/J.z ta //DW’/ dz

gdy% calki: } D[WD(DZ—az) W’]OLZ '
1 ° 4
/D[DW(DZ-aZ)W"JJ.z { /D(N"Dw)dz
° o

znikajq zgodnie z warunkiem brzegowym./6.46/ - /6.48/.

P, mO2na przeksztalclé nastepujgco:

et ) [ WO0a) Wt = ~Gave?) fur Do
+a (a, +o’)j W/dz~~(@+¢’7/D(W01’lf}a€a+
+(a2+<r),}ww Lo + allatsc”) | 1) de
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A
Cazka ) D(W DW*)dzznika na mocy warunkow brzegowych
()

i stad otrzymujemy: ) .
b= (az+r’9[/lowle‘£z ‘*a'zflwlzd‘]
(- (o)

Wstawienie powyzszych zaleznodéci do /6.53/ po uwzglednie-

niu /6 55/ daje:

}/DFZJZ+(a +P,,/0’)/ ‘Az —a R[//D W/'de ¢
ra j O/ +(a m/)[ / [DW] e +a //w/az]}

[6.54/
/6.5%
W réwnaniu/musi oddzielnie znikaé czgdé rzeczywista

i czeéé urojona. Wprowadzimy oznaczenie G"=6',,+t:0':

Znikanie czeéci urojonej da;e

ﬂo’*//F/da ca*Ra:[ [ 10w +a//w2aez=

/6.57/
=0

Jesli R > 0, to wszystkie pozostaXe cziony w rdéwnaniu

o

/6.57/ sg dodatnie. Wynika stgd, ze aby roéwnanie byo

spetnione musi hyé spelniony warunek

G"' = O /6-58/

Tak wiec G Jjest liczbg rzeczywistg i przejécie przez
stan marginalny ma charakter aperiodyczny.

Podany wyzej dowéd jest analogiczny do dowodu podanego
przez Chandrasekhara dla klasycznego probleuu Benarda‘o/.

W stanie marginalnym mamy zatem

(Da—a,z)s w - - Q,Z_‘R W /6.59/
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Rozwiazanie powyzszego rdwnania musi speiniaé warunki
brzegowe /6.46/ - 6.48/.

Tylko dla pewnych R /dla wybranego a2/ rozwigzanie réwna-
nia /6.59/ przy odpowiednich warunkach brzegowych jest
niezerowe. Rozwigzanie réwnania /6.59/ jest zatem zagad-
nieniem wasnym. Trzeba zatem dla zadanych a° znalezé
najnizszg wartoéé wiasng R, dla ktérej rozwigzanie réwna-
nia /6.55/ jest nie trywialne, a nastepnie znaleZé naj-
mnie jszg ze wszystkich /ze wzgledu na az/ zmodyfikowang
liczbg Rayleigha. Ta wartoéé bedzie wartos$cig krytyczng,
po przekroczeniu ktérej w ukladzie wystgpi swobodna kon-
wekc ja.

Rozwigzanie ogélne rdéwnania /6.59/ moina przedstawid

Jako kombinacje rozwigzern postaci:

rqz
W=e ¥ /6.60

gdzie q2 jest pierwisstkiem rdwnania
¢ 2\3 _ 2
(q 'a«) == Ra /6.61/

przyjmujgc
2 3 kb
Ra?= t’a /6.62/

otrzymuje sig¢ pierwiamstki /6.61/ w postaci:
2 [}
‘il""of(*c-—i) L g sat[1+§7(1£173)] /6.63/

Stgd wartosci q spetniajgce réwnanie /6.61/ sa nastepujgq-

ce

iic;o . rq tgq /6.64/
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gdzie

1A
go = @ (x-4) /6.65/

A 1 b4
!B(Q) 9;4—0.,{ z v/"*[f ¢ +i(1’.l/ );Z
(] [ § y .
L‘V"(i,) -~ ?Z ,-.a_{ 4 { zftz __A f/’*_ic)} 2 /6.66/

Jesli przesungdé poczytek wspéIrzednych do srodke warstwy
/tzn. wspdIrzedne powierzchni elektrod bedg réwne wtedy

r ) /, to z parzystos$ci operatora /D2 - a2/3 i identyce-
no$ci warunkéw brzegowych wynika, 2e rozwigzania /6.59/

rozkYadajy si¢ na dwie klasy: parzystq i nieperzystg.

Rozwigzania parzyste majg postad:

W= A, 59,2 + Hc,asfu;z ' P*coshc;z /6.67/

natomiast rozwigzanis nieparzyste:
P
W" H Sz'mc;,z + H séwlvc;z + H sz'mhcfz /6.68/

gdzie A, i A sq stelymi.
Wstawienie /6.67/ lub /6.68/ do /6.59/ i uwzglednienie

warunkéw brzegowych daje odpowiednio rdéwnania postaei:

-q_ta ~fg.+ smNgy+(9473 g, ) 5E /6.69/
9 "".{"qo Opsl\g,+cos¢;,_

/parzyste/
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+2:93) stwhay—[a. 73 —q; ) stm

/6.70/
cos h qa — COSG 2

qowfg% =
Réwnania /6.69/ i /6.70/ ze wzgledu na skomplikowang
postaé rozwigzuje sig¢ numerycznie metodg prdb i bieddw.
Dla danego a® okreéls sie ¥ , skgd na podstawie /6.62/
wylicza sie R. Nustepnie szuka si¢ R minimum ze wzgledu

na wprowadzone do obliczeri wartodci 82. PoniewaZz rdéwnania
/6.69/ i /6.70/ sg formalnie identyczne z odpowiednimi
réwnaniami dla problemu Benarda' , to mo2na skorzystad

z cytowanych przez Chandrasekhara wynikéw obliczen. Na tej

podstawie otrzymujemy

R, = 1707,762 dla a, = 3,117 /6.71/

VI.3. Zastosowanie metody potencjatu lokalnego

v ———— o - > - e W s T o e e o B A i S -—— - —— —

Ponizej przedstawione zostanie rozwigzanie zagadnie-
nia stabilnoéci w rozwazanym uvkladzie metodg potencjaiu lo-
kalnego. Zastosowanie tej metody ma na celu sprawdzenie jej
przydatnoéci i efektywnos$ci do opisu rozwazanego zagadnie-
nia stabilnodci. Poniiszy opis zostal przeprowadzony w spo-
s6b pozwalajgcy wykorzystaé formalne podobieristwa rozwsza-
nego tuta) problemu stabilnodei z klasycznym problemem

117/

Benarda oraz z zacadnieniem stabilnoéci w warstwie cieczy
1

gdzie gradient gestodci jest wytwarzany w procesie ahsorbeji
2

gazu.a/

Punktem wyjdécia w metodzie potencjatu lokelnego s3 odpowied-

nie prawa zachowania dls rozwazanegoc ukradu.

Prawo zachowenia masy zapiszemy w wygodnej dla dalszych
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przeksztatcer postaci:
gc - Dg_.fg — U'ag
0 ox*  Ttoxc /6.72/

W réwnaniu /6.72/ uwzgledniony zosta) warunek nied§cidliwoé-

ci cieczy:

O = /6.73/
Prawo zachowania pedu /réwnanie Naviera-Stokesa/ zapiszemy

w postaci:
<
o .. % - godie - P0;
§o ¢~“$’-"§‘8}j gpdis ‘;?f tH a2 /6.74/

W réwnaniu /6.74/ uwzglednione zostaio prazyblizenie analo-
giczne do przybliienia Boussinesq‘a
Celem uzyskania potencjatu lokalnego pomnéimy réwnenia:
¢ Dp , -
.72 - S=N- . cr- .
/6.72/ przez / St /, /6.73/ przez /;af / 1 /6.74/ przez

/- é%%?/ i zsumujmy stronami.

Wynik sumowania dla lewych stron mozna napisaé w postaci:
2 2
- - [[2¢ QU
Y= [(93'5) + 9‘[‘3’2‘)] £0 /6.74/

Jak widaé wielkosd ‘P jest niedodatnia.

Sumg¢ prawych stron moina napisaéd w postaci:

-9 ¢ 9% ' -
V=G SE8S - DSE DL SR 8% + 2% + s/
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Uwzglednienie nastepujgcych zaleznosci:

QU9 — 4. 9 OV _ D UL
S0t DT 29T By T T ET 0T

z : 2
0385 DB (B 5)  sRE) e
(r?r;"* g)+ é’./cg%(%ér)z /6.78/

i wycatkowanie po objetosci V uktadu pozwala na napisanie

/6.75/ w postaci:

3=/ ydvzjvct\f[u,g;ggg, + DB +8p 84
+3E8 + Lo am@';;) ?o“'"""“t@“‘ t3 %96 79/
+qp i &, + jdﬁ'ﬂ 2 2= *)LS“‘@“‘)

d

gdzie: 45 - jest wektorem normalnym do powierzchni
s ograniczajgcej uklad.
Wprowadzenie rozréznienia miedzy wielko$ciami $rednimi
i fluktuujgcymi /podlegajgcymi wariacji i nie podlegajg-
cymi wariacji w dalszej procedurze/ pozwala na przepisanie

/6.79/ w symbolicgznej postaci:

§=§%(EV+E$);§(E”) /6.80/



gdzie:
2 TP ©
Ey= V] &8s+ 4 0BS) "+ pghh + v g +
° L ovo A2 o /6.80/
AR R XA R g,"ff)*%f‘f‘»"%]

jest udziatem objetodciowym w potencjale lokalnym E*, a

- JS ASm; (-De e - oz B2 ) /6.81/

jest udzielem powierzchniowym.

W /6.80/ i /6.81/ wielkoéei z indeksem " ° " oznaczajg
wielkoédci érednié, a bez tego indeksu pogzostawiono wiel-
kodei fluktuujgece. Zgodnie z procedurg stosowanej metody,
potencjaz lokalny * nalezy uzupeinié cetonami, ktére
dajg w efekcie potencjat lokalny dla warunkéw brgzegowych

zaleznych od czasu:
€, o .
L :/GE'(L)dt+//cLV[},§%UZ+C% Jd't /6.82/
) o’V

przy czym warunki dodatkowe minimelizujgqce potencjaX lokal-

ny majg postad:

P :P /6.83/
¢’ =¢

Przyjmujemy teraz, 2e wielkodciami podlegajgcymi wariacji

8g rozwigzania réwnand /6.72/ i /6.74/ dla ukXadu w stanie

stacjonarnym 1 w stanie spoczynku,wraz z zaburzeniami tych

rozwigzan, przy czym zato2ymy szczegélng postaé tych zabu-

rzen:



ot :
s =8 e /6.84/

C = Co /‘)C X: DP + @e /6.85/

P,“9§’L z? («% (/u 45)_]""’2 ~‘rt/es.as/

-
N

Zgodnie z /6.83/ wielkoéci nie podlegajgce wariacji majg

postad:
0 o _g°t
ui =8 e /6,87/

o —-6°t
¢®=Co+B5xi Ky +0°e J6.58/

Po - P*"??O[} {34 5— (gg (X& ‘5)1_]*' /6 89/

Wprowadzona w zaburzeniach wielko4é G  jest miarg stabil-
noéci ukadu /dla G’Iﬁ> 0 uklad jest stabilny}gla

crr < 0 - niestebilny/. W zwigzku z tym, Z2e w ogélnosci
rozwigzania przedstawione w postaci /6.84/ - /6.86/ nie sg
ogélnymi rozwigzaniami problemu, konieczne jest zastosowa-
nie metod przyblizonych pozwalajgcych na najlepsze /w waria-
cyjnym sensie/ okreélenie wartos$ci G , ktére opisuje zacho-
wanie sie¢ uktadu,

Wprowadzenie rdéwnari /6.84/ - /6.86/ i /6.87/ - /6.89/ do
/6.82/ daje:
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L= [ gdr - V[ B B e

_c° ~ ; —G't’ /6.90/
+60°% e (Co +,%—$—. X,:()i:s +Pe )J
[& [

Chociaz scaikowanie po czasie /6.90/ jest w zasadzie moz-
liwe, to jednak, poniewaz o stabilno$ci ukadu decyduje
poczgtkowe zachowanie si¢ zaburzen w czasie, mozna ograni-
czyé sig do matych € 1 rozwingé wyrazenie podcatkowe

w szereg Taylora, ucinajgc rozwiniecie na czonach drugie-
go wzgledem € rzedu. W symbolicznej postaci mozna to napi-

saé¢ nastepujaco:

:—"fé[?,+ TP:-L /6.91/
gdzie:
- av[g.% & +6°(+85%Ss .00/
» -6 -
P =28 - {3 dvlste gy

/6.93/

0 ¢ (et B x: iy + O ﬁ)]}

t=0
Minimalizacje¢ funkcjonalu La /odpowiadajgcg fizycznie
zréwnaniu sig wartodci wielkogeci fluktuujgeych z wielkoé-
ciemi $rednimi/ mozna osiggngé przez odpowiedni wybér G
i funkeji g[ , &, 7 -

Warunek minimum funke¢jonatu ma ogdlnie postad:



gdzie: jw - oznaczaja'kolejno: ?[_ R e ) 42 , stad

menemnt
warunkiem koniecznym fjest:
%”"‘B" - O dla wszystkich / & / ¢ (L"-='1‘1)/6.95/
4§

Q_Pz - O /6.96/
L\

Podstawienie /6.84 - /6.89/ do /6.92/ po uwzglednieniu

nastepujgcych uproszczen

- znikanie czXonu powierzchniowego, gdy? zawiera wiel-
koéci znikajgce na powierzchni uk%adu,

- pominiecie czXondéw, ktére nie zawierajyg funkcji wario-
wanych

- pominiecie czXondéw trzeciego rzedu ze wzgledu na zabu-
rzenia,

- znikanie cziondw zawiersjgcych zaburzenia ciénienia

na podstawie: po pierwsze warunku niedcigliwodci,
3 g..g o--@,(g. °) - 09 ’—O
po drugie: lgf%-g)%. J"Z '2 gg*xd, =

/pierwszy czlon po prswej stronie znika przy catkowa-
niu po powierzchni uktadu, drugi znika na podstawie
warunku niesci$liwodci/ pozwala zspisad P, w pastaci:

B=[4v[855 0% - D338 &, 4139

¢

+ 45038 BB s T )
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Réwnania Eulera-lagrange ‘a dla funkcjonatu /6.97/ sg
liniowe wzgledem zaburzeri, co umozliwia potraktowanie
dowolnego zaburzenia jako sumy odpowiednich zaburzen
szczegdlnych.

Niech

¢

a) :%9,5;317 A(x5) cwkt-"-! cos \szbi.l /6.98/

= - ki Q’ » ' ke, x
€,3-V s 33(3 stm kt& cos KiXz /6.99/

Ez:--—\J E}E CQ;CD:, ‘ﬁt& St EJBQSZ /6.100/

§3 = % G'(Xs) Cosktx-‘l oS kié(i /6.101/

gdzie k% =k, + k,.

Wybrane postacie zaburzern sg ogdélnymi sktadnikami szeregu
Fouriera, przy pomocy ktdérego przedstawia sig¢ zaburzenia
odpowiednich wielkos$ci w objetosci V. Postacie opisujgce
sk¥adowe zaburzenia predkoéci zostaly wybrane tak, 2Zeby
byt spefniony automatycznie warunek nie$cidéliwodci oraz

znikanie odpowiednich skladowych na $ciankach ukiadu.

Zmienne nie podlegajgce wariacji majg identyczng postaé
formalng z tym 2e Gi A nalezy zastgpié przez G®

i ).

Wstawienie zaleznoéci /6.98/ - /6.101/ wraz z odpowiedni-
mi zalezno$ciemi dla wielkogci niewariowanych i scatkowa-
nie po zmiennych X, i X, po prostych przeksztaXceniach

i uporzgdkowaniu daje:
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- tu [ g e + o TAME) -
6t 4 ()] of38, g,s,mu
+4D@e ) [wER) + kAl - L5k

- o (17)85) +65 vm}cus

gdzie:L4 i U, oznaczajg rozmiary ukXadu wzdXuz x, i X,

/6.102/

Dla znalezienia minimum funkcjonaXu zastosujemy metode

Rit2354/.

Zatéimy, 2e:

G=R(4- 2

/6.103/

A= 8(4 _?éz) z&\ /6.104/
Obie funkcje speXniajg warunki brzegowe

G =0 dla x3 =0 1 x, =0b /6.10%/

3

G -
lxs 0 eUa X;—o < Ks—s /6.106/

/warunek sztywnodci powierzchni/

i )7—0 drl& XS.':O L’X‘5=L /6.‘07/

Dla niewariowanych wielkodecl przyjmuje sie identyczne za-

leznoéeci z zamiang A na A° i B na B°.
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Wstawienie /6.103/ i /6.104/ do /6.102/ i calkowanie pro-~

wadzyg do:

2 no
R =bhide (_ (85)vA°®  200°A o'k
1 4 AL0 AO5bY  J260 b4

+ﬁ1§?+&@§&_80 D@T)B

440 /6.108/

pl
D@—g,‘l k*B? 0oV BA°  2c%.v ‘AR° _
60 - 630}»‘- A05 b2k?

+

c[%!z(f BB°)
30

Zgodnie z procedurg metody Rjtza stale A i B nalezy wybra¢é
tak, aby speXnione byly poniisze warunki:

(%—%) =0 /64109,
8, A% §°

(%%)n.nﬁw -0 /6.110/

Wprowadzajqc nastepujgce oznaczenia

R=aB9,35b" . J6u111/

goDV
moZna po pewnych przeksztalceniach warunek /6.109/ napisad
W postaci:
2
U ER SR T od S
AHOB P"(Aos+eso *t 5k T g30y /6.112/
oZ\ -
iosvke)H =0
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Natominst warunek /6.110/ wyrazi sig¢ zaleznodeig:

iy 4 kP bR =
A‘on *( 373 20V )B O /6.113/

Réwnania te majg nietrywialne rozwigzania, jezeli wyznacz-
nik ukZadu /6.112/ i /6.113/ jest réwny zeru. ¥Wprowadzajac

oznaczenie;
2
9-';—5:; /6.114/
i przyréwnujgc do zera wymieniony wyznacznik otrzymuje sie:
/Il/o""(do{ 630 5k? Aogkz £30

(4445 - %%)

Stan marginalny ukadu jest okredlony przezlg' = 0, eo

/6.115/

w konsekwencji daje:

A.-%a (Aos' 6 5%)(3 30) /6.116/

Réwnanie Y6.116/ podaje zasleznodé R od k. Warunek minimum

dYa R /Rg - krytyczne/ ze wzgledu na k daje:

k /4 L4 \k -
3“” 5’k3)(3 30)*\405‘*’530 Skts — /6.1171/

stad

k = 3,117 /6.118/
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Wetawiajgc te wartoéé k do réwnania /6.116/ otrzymuje sie:

R, = 1750 /6.119/

Jedli uwzglednié, Ze przyjete w metodzie Ritza funkcje
prébne zawieraly po jednej staej, to otrzymane wyniki sg
w dobrej zgodnoéci z uzyskenymi metodq liniowej teorii sta-
bilnoéci. Wprowasdzenie wigkszej ilodci staXych do funkcji

prébnych pozwala na uzyskanie lepszej zgodnoédci.

Vi.4. Zastosowanie warunkéw Prigogine ‘a i Glansdorffa_stabil-

- — . - — - - - —— w0 o B o - n——— — — - — - — — -

Ogélne kryterium stabilnodci termohydrodynamicznej
3/

wyprowadzone przez Prigogine‘a i Glansedorffa

i&%’-’ >O /6.120/

(Q), = [ dV[S(ps) - ¢77(8D"

gdzie:

/6.121/

mo2na rozdzielié na dwie czeéci: jedng opisujgcqg etabilnoéé
ukladdéw, w ktérych zachodzg tylko procesy przewodnictwa
cieps, dyfuzji, reakcje chemiczne i drugg, ktéra opisuje
zachowanie eig¢ uk¥adéw, w ktérych wystepujg ruchy kolektyw-
ne /np.konwekcja/. QOdpowiednie warunki stabilnoéci maJjq
postad:

- dla proceadw czysto dyssypacyjnych

SR AN ZR NCONENS R SS) N Ly
-8y >0
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- dla proceséw "kolektywnych”

T lfavelet]= P{E,) N -W{(4B)) <0

gdzie: P{(LIJ‘MSLS; P{(jfkg)o}( oznaczajg czlony irddlowe w réw-

nsniach bilansowych dla zaburzen entropii i energii kinety-

123/

cznej ukladu, liczonych od stanu stacjonarnego, a‘jj{(LzJZS)B
i t""{(}f } sy czlonami przeptywowymi dla odpowiednich
zaburzen w rdéwnaniach bilansowych i 12 oznacza mnoZnik
pozwalajgcy na uproszczenie przeksztatceri. W przypadku, gdy
warunki brzegowe natozone na ukiad eliminujg wystepowanie
zaburzen na powierzchni ukiadu, odpowiednie czlony przeply-

wowe znikajg i warunki stabilnoéci mozna napisaé w postaci:

P{uz‘fzg)o} >0 /.6.124/

P{(fEkzM),} <0 /6.125/

Warunek /6.124/ za Prigogine ‘em i Glansdorffem nazywa sie

warunkiem stabilnoéci termodynamicznej, a /6.125/ - warun-

kiem stabilnod$ci hydrodynamicznej.

Ponizej wyprowadzone zostang oba powyzsze wsrunki dla roz-

wazonego tutaj uktadu. Prewo zachowania dla zaburzend pred-

ko$ci w przybliZeniu analogicznym dolpgzybliZenia Bousinesq’‘a
wz em

i po uwzglednieniu tylko liniowych(zeburzen czionéw ma

postad:



Qur $o4 % 9
/
gdzie U - skiadowa zaburzenia predkodci w kierunku X, .

4
Po pomnozeniu obu stron /6.126/ przez (; otrzymuje sie:

/

10,92l — o(FPu s+ p U )32 /6.121/

poniewa2z czion

)

xXe C

znika na podstawie warunku nieécisliwoédci 1 znikanie gsbu-
rzern na powierzchni uktadu.
Po prostych przeksztalceniach moZna /6.127/ napisaeé w pos-

taci:

400 Y2 g Pis —p{BE) O seurans

Stqd po scatkowaniu po objetodci ukiadu V

fdv[ﬁff)" di3 */‘“( J?O /6.129/

uwzgledniajge /6.34/ mozna /6.129/ przepisaé w postaci:

- P{PE).) = L dV[}(&L@S’c)%’&, */L@%‘jj?os.m/ l

Warunek /6.130/ jest analogiczny do warunku stabilnodei

hydrodynamicznej éla problemu Denarde uzyskenego przez

Chandrasekhara‘o/ oraz przez Prigogine 'a i Glanadorffaa/
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Gdy znak nierdwnoéci w /6.130/ zastgpi¢ znakiem réwnoéci,
to w uktadzie wystgpi niestabilnoéé. Fizyczna interprete-
cja nie spelnienia warunku /6.130/ jest nastepujgca: nie=-
stabilnodé wystgpi przy minimalnym gradiencie stezenia
/okreélonym przegz przeptywsjgcy przez ukiad prgd elektrycz-
n¥£ przy ktérym nastepuje réwnoéé szybkodci dyssypowania
przez lepko$é zaburzen energii kinetycznej oraz szybkosci

z jaky zaburzenia energii wewngtrznej sg§ wytworzone przez
sitg wyporu.

Celem wyprowadzenia warunku stabilno$ci termodynamicznej

wyjdZmy z réwnania bilansowego dla zaburzenia entropii

5 (ps) .-
e CACLIEE R - CICOIE O (R LRy

Dla rozwazanego uklsdu pierwszy czlon jest réwny zeru
/g8y zakladamy, 2e nie ma w uktadzie wymiany energii wew-
netrznej/. Uwzgledniajgc prawo zachowania masy dla zaburzen

stezenis elektrolitu w postaci:
a%(‘y‘*) = —% (83 ~§% $leav;) /6.132/

wprowadzajec do /6.131/ réwnanie /6.132/ oraz mno%nik JLZ 31
Je. 1

i uwzgledniajge znikanie pierwszego czionu po prawej stronie

otrzymuje 8sie

§ BT e (G g

J xy /6.133/

Pmafw\icwx\\s 3 Ca=¢C ;}‘va:/*v. l‘]e w [6.132/ «

w dalszych waovach | (mdeks e - o02.necea ele ktrolit)
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Po scalkowaniu po objetosci 1 wykorzystaniu /6.124/ otrzy-

muJje sie

plusdes),} = f AV[-L2S Je; ’lg%,) .

/6.134/
2 '
+ A
Pdpeoj 22]
gdzie uwzgledniono, ze U7 ~@r')-+cg' O / ¢ - zabu-
rzenie/ i ganiedbano czion op/,cc U’?J
Po uwzglednieniu nastegpujgcych zaleznoécl
'de _( 2
$pevi G =(BE) G &5 /6135
Q, c Xd‘ /6-‘36/
i przyjeciu /6.137/

- (5"

otrzymuje sig:
IR EON =fvdV[* Ihei %%Q * c;'Gc)gé.] >0/6.138/

Uwzgledniajgc ponadto, 2e

‘f]ej ==D %(Lf) /6.139/

otrzymuje sie:

P{(l‘d”f 5 /o[V[D(g(“:)) +u*~(c?) ])O /6.140/
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worunck sgtabilnogci termodynamicznej /6.140/ jest analo-
giczny do otrzymanego przez Prigogine ‘a i Glansdorffaj/
dla problemu Benerda/ Niestabilnodé w ukadzie wystgpi
wtedy, gdy znak nierdéwnoéci zastgpié znakiem rdéwnoéci

/8stan marginalnyé[

Fizyczna interpretacja tego warunku jesf nastepujgca: nie-
stabilnoéé wystgpi przy minimalnym gradiencie stezenia
/okreédlonym przez prgd piyngc w ukiadzie/ przy ktérym na-
stgpuje wyréwnanie szybkodci powstawania z:iburzen stezenia
wywoXanych przez zaburzenia przéplywu dyfuzyjnego i sgybkod-
cig z jakg te zaburzenia steZenia sg unosgone przez fluktu-
acje predkoédci.

worunki stabilnogeci /6.130/ i /6.140/ mozna zapisaé tgcznie

w postaci:

jvdV[lMD[ 8@’%’)2%*"( &) U % +/¢(%%')l+ /6.141/
+ H’c)@g—;g I3 ]

) r2 g
gdz1e:l Jest mnoznikiem, ktéry przeksztaXca czZony
z /6.140/ na czlony o tym samym charakterze fizycznym co

cziony wystepujgce w /6.130/.

(85.) &is /6.142/

mozna /6.141/ przepisaé w postaci:
irl P~ t‘& 7)) ? ’
f,av[R™ SEEA (I (3
+-lu;'(opc)((§£% g-opég] >0

Frzyjmujgq.:

6.143/
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Dla stanu marginalnego /6.144/ staje 6i¢ rdwne zeru, stgd
po wyXgczeniu liczby R przz znak caiki i prostych prsze-

kszteXceniach otrzymuje sie:

0. QBN [T
»g@a, Javlud @]« p | dV(gE

Najmnie jsza wartoéé tego ilorazu dla nietrywialnych rozwig-

zafi dla /dc/ 1 Lcljest wartoécigq krytyczng zmodyfikowanej
liczby Rayleigha.

Okreélenie minimum dla /6.144/ motna przeprowadzié dwiema
metodami: wyeliminowaé jedng z szukanych funkecji /JE:/ lud
Uf‘o/ lub tzw. metodg swobodnego minimum, ktérej istota
polega na tym, 2e funkcjonaly wystepujqce po prawej stronie
/6.144/ mogq sie zmieniaé niezaleinie i dOWOlnieJ/
Poniewaz uzyskana powyzej postad kryterium okredlajgcego
stan marginalny jest identyczna, jak w problemie Benarda,

to mo2na po prostu wykorzystaé wynikl numeryczne znane d4la

tego ostatniego problemu.

Metoda eliminacji jednej z funkcji daje’o/

R\, = 1707,94 6.14%/
a metoda swobodnego minimum daje3/

R = 1821,8 /6.146/

(]

Powy2zszy wynik zostal uzyskany przy pomocy jednoparametro-
wych funkcji prébnych. Wynik bardziej zblizony do wartodei
$cislej w metodzie swobodnego minimum mo2na uzyskac wybie-

rajgc funkcje prébne zeswierajgce wigkszg liczbe parametrdw.
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wenej liczby Rayleigha

Przedstawione powyzej rozwigzanie prowadzg do wnios-
ku, 2e¢ swobodnsa konwekcja w warstwie elektrolitu wystgpi
wtedy,gdy w ukledzie zostanie przekroczona krytyczna wartos$é
zmodyfikowanej liczby Rayleigha réwna 1708. Powstaje pytanie!
jekie réznice w zachowaniu sig uktadu wystgpig wtedy, gdy
ukted przejdzie od stanu bezkonwekcyjnego w konwekcyJjny.
Ponizej podany zostanle opis metody doswiadczelnej pozwala-
jacej na wykrycie przejécia od stanu bezkonwekcyjnego do
konwekcy jnego oraz przedstawione zostang wyniki pomiardéw

krytycznej zmodyfikowanej liczby Rayleigha.

Zwigzek nadnapiecia z réinicg stezenia elektrolitu

na elektrodach podaje znany wzdér Nernsta:

Ar :%b”((g:; /6.147/

W przypadku, gdy roztwdr elektrolitu nie jest roztworem
idealnym ste¢zenia nalezy zastqpidé przez aktywno$CL.

Zmiany stezenia elektrolitu na elektrodach mozna wyliczyé
z prawa Ficka. W przypadku, gdy w ukladzie nie wystepuje
konwekeja prawo to ma postaé réwnania /6.17/. Po przyjeciu

nastepujgcych warunkéw brzegowych i poczgtkowych:
¢ =c¢(0) dle t=0 /6.148/

gdzie: C(O) jest stezeniem wyjsciowym elektrolitu
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o 4

Pr - (2¢ kT ,
(gz)z:o B (T—.)l‘-‘b - 76143/

gdzie: I jest gestoécig prgdu /stakg w czesie/ i k jest

okreslone nastepujaco:
_ta,
k = 6.150
FID / /

gdazie: ¢4 - jest liczbg przenoszenia anionu gdy w reakeji
elektrodowej bierze udzial kation

rozwigzenia réwnania /6.17/ majy postad:

(A.Fuliriski "Metoda elektrograwitacyjna" Praca doktorska,

ICKRF 19610/
2
¢ -c-p LDt

c(0t) = c(0)-% kIb - %L%ﬁze /6.151/

~2
y 2

clb,t) = c(0)+ 4 kIb+ 4 5‘1—)— By 3

A)Z

/wspétrzedna powierzchni katody z = O, wspélrzedna powierz-
chni anody z = b/.

W przypadku, gdy w uk)sdzie wystepuje konwekcja w prawie
Ficka pojawis sie nowy czlon opisujgcy przenoszenie konwek-
cyjne. Prawo to ma wtedy postaé réwnania /6.72/. Do rozwig-
zania tego rdéwnanis tzn. do okredlenia zmian w czasie steze-
nia elektrolitu na anodzie i na katlodzie konieczna jest
znajomo§¢ explicite pola predkoéci konwekeji.

W przypadku, gdy pole predkoéci konwekcji jest prostopadte

do gradientu stelenis wystepujgcego w uktadzie, czlon
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opisujgey przenoszenie konwekcyjne znika i zagadnienie
rozwigzania upraszcza si¢ do omawianego poprzedni@, Tak jest

np. w przypadku metody elektrograwitacyjnejsz/’53/’55/’56/’

S1/.
W rozwazanym tutaj przypadku pole pregdkoéci konwekeji nie
jest jednak prostopadle do gradientu stezenia. Poniewaz
nie jest ono znane explicite z koniecznoéci zagadnienie
wplywu konwekcji na zmiany nadnapiecia ste2eniowego zosta-
nie oméwione jakos$ciowo. Naturalna konwekcja wystepujgca
w poziomej warstwie elektrolitu o niejednorodnym polu ste-
zenia przenosi objetoddé roztworu o wyiszym stezeniu do
miejsc, gdzie stezenie roztworu jest nizsze 1 na odwrét.
Zmniejsza ona zatem réinice stezeri wystepujecg w ukiadzie.
W konsekwencji zmniej)sza warto§é nadnapigcia stezeniowego.
Z powyizszego wynika, 2e przebieg zmian mierzonego na elektro-
dach napigcia /w warunkach statego prydu/ powinien mied
nastepujgcy przebieg - w zaleznoédci od tego czy wystepuje
konwekc ja,czy tez nie. |
a/ W przypadku braku konwekcji powinno sie obserwowad
cigqgly wzrost napigecia. Wartosé t¢ otrzymuje sie przez
watawienie /6.151/ i /6.152/ do /6.147/ po uprzednim

podstawieniu t = O ,

b/ W przypadku, gdy w ukladzie moie wystgpid konwekcja,
przebieg zmian napiecia w czasie powinien mieé nastepu-
Jaey charakter: w poczgtkowym okresie, gdy aktualnie
istniejgcy gradient stezenia jest mniejszy od krytycznej
wartoéci /wynikajgcej z krytycznej wartodci zmodyfiko-
wanej liczby Rayleigha/ napiecie w czasie powinno rosngé,
tek jak w przypadku braku konwekcji. Ciggly wzrost na-

pigcia powinien by¢ obserwowany, az do momentu, gdy
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zostanie przekroczona wartos$é krytyczna gradientu ste-

zenia. Po przekroczeniu tej wartodci konwekcja zmniej-

szy istniejgcg w roztworze rdinice stegzenia wskutek

czego mierzone napiecie powinno maleé w czasie.
Zmiany orientacji gradientu stezenia wzgledem pola grawita-
cyjnego mozna w rozwazsnym ukladzie realizowaé przez zmia-
ne polaryzacji gérnej i dolnej elektrody. Gdy anoda bedzile
gérng elektrodg orientacja gradientu stez2enia bedzie anty-
réwnolegta do pole grawitacyjnego /stan konwekcyjny/.
Natomiast w przypadku, gdy anoda bgdzie dolng elektrods,
orientacja gradientu stezenia bedzie réwnolegia do pola
grawitacyjnego i w ukladzie nie moze wystgpié konwekeja.
Pomiary krytycznej wartosci gradientu stezenia bedq pole-
gaty zatem na wyznaczeniu maksymalnej wartosci gradientu
stezenia, przy ktérej nie obserwuje sige réinicy w czasowym
przebiegu mierzonego miedzy elektrodami napiecia dla réznej
ich orientacji wzgledem pola grawitacyJjnego.
Wartosé gradientu stezenia mozna wyznaczyé z nastgpujgcej
zaleZnoéci:

¢ = 2¢(0 Jeo

gdzie: Ikﬂvt - Jest maksymalnq ge¢etoécig prgdu, prey
ktérej nie obserwuje sig zmian papigcia w czasie przy zmia-
nie polaryzacji elektrod, Iiﬁm - wartoéd pradu granicz-~
nego.

Wzdr /6.153/ mozna wyprowadzié nastepujgeco: po wyelimino-
waniu czYonu migracyjnego z przeplywu pierwszego skiadnika
/np. przy pomocy warunku ‘Jz = 0 - w stanie stacjonarnym/

i wstswieniu do wzoru podajgcego zwigzek miedzy przeptywami
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poszczegbélnych jonéw, a gestoscig prgdu w stanie stacjo-

narnym:

I = 24F1J!

otrzymuje sie zaleznosé:

]=adc

dz

gdzie: a Jjest wspbéiczynnikiem proporcjonalnp$ci /ktdérego
postaé nie jest tutaj istotna/. Wiadomo, 2e dla prgdu

granicznego stacjonarny gradient steienia wynosi:
(ch) _
&zl —

stgd stosunek prgdu krytycznego do prgdu grenicznego okres$-

2 ¢(0)
h

la krytyczny gradient stezenia w stanie stacjonarnym.

W doswiadczeniach stosowano wodne rozciernczone
roztwory sisrczanu miedzi. Jako elektrod uzywano plytek
miedzienych. Kazda z ptytek zostala z jednej strony zaizo-
lowana, a z drugiej bardzo doktadnie wypolerowana. Stalg
odleg?oéé miedzy piytkami /parametr bardzo waziny, gdyz
warto$§¢ zmodyfikowanej liczby Rayleigha jest proporcjonal-
na do czwartej potegi odlegZoéci migdzy ptytkami/ zahezpie-
czono w nastepujgcy sposédb: piytki z nieizolowanymi powierz-
chniami do wewngtrz skrecano szedcioma $rubkami pleksigla-
sowymi rozmieszczonymi po bokach tak, aby wielkogécig nacis-
ku érubek wyréwnaé odlegtos¢ miedzy powierzchniesmi elektrod.
Odlegtosé teg wyznaczono rubg mikrometryczng mierzgc w ozna-
czonych 12 miejscach gruboéé kazdej plytki oddzielnie,

8 nastepnie po skreceniu w tych samych 12 miejscach.
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Z réznic odezytéw otrzymywano odleglosé. Skrecone pXytki
byly nastepnie zanurzane w roztworze CuSO4 0 zZnanym steze-
niu umieszczonym w naczynku pleksiglasowym, a nastepnie

po ich unieruchomieniu i zamknigciu naczynka przystgpowano
do pomiaru. Powierzchnie pracujece elektrod miaty wymiary

4 cm x 10 cm. Schemat porgczend w doswiadczeniu zostal
przedstawiony na rys.6.2. Prgd czerpano z baterii akumula-
toréw, a napigcie mierzono przy pomocy miliwoltomierza

z rejestratorem.

Na wykresach 6.3 64i 6.£1 w tabeli €.1. przedstawiono przy-
ktedowe zmiany napiecia w czasie w zaleinosdci od orientacji
polaryzacji elektrod wzgledem pola grawitacyjnego. Rys.6.3.
przedstawia zmiany napigcia w czdasie w przypadku, gdy
anoda Jjest dolng elektrodg, s katoda gérng. W warstwie
elektrolitu nie moze wtedy wystgpié konwekcja i w zwigzku
z tym obserwujemy ciggly przyrost napig¢cia w czasie, az do
wartodéci stacjonarnej.

Na rysunku 6.4. przedstawiono zmiany napig¢cia w czasie

w przypadku, gdy anoda jest gérng elektrodg. Obserwujemy
tam wzrost napigcia w czasie, az do momentu gdy zostanie
przekroczona wartos$é krytyczna gradientu stezenia, a nastep-
‘nie spadek wywolany tym, 2e konwekcja zmnie jsza réznice
stezenia miedzy elektrodami.

Na rysunku 6.5. przedstawiono zmiany napi¢cia w czasie

w przypadku, gdy na poezgtku anoda jest gérng elektrods.
Obserwujemy najpierw narastanie, a péZniej spadek napiecia
w czasie. W momencie czasu oznaczonym strzalkg obrdécono
komérke tak, 2e anoda stata sig¢ dolng elektrodg. Gradient

stezenia zmienil orientacje¢ wzgledem pola grawitacyjnego
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i uklad stai sig stabilny. Konwekcja zanik}a i nastgpil
dalszy wzrost naplecia wywolany wzrostem réinicy stesen
elektrolitu na elektrodach. W momencie oznaczonym drugsg
strzatkg ponownie zmieniono crientacje komérki tak aby
anoda bya gérng elektrodg. WywolaXo to powstanie konwek-
cji i1 spadek mierzonego nepigcia.

Przedstawione wyniki w petni potwierdzajg przewidziany

na drodze teoretycznej przebieg mierzonego miedzy elektro-
dami napigcia w czasie w zalezno$ci od orientacji gradien-
tu stezenia wzgledem pola grawitacyjnego.

Pomiary ré2nicy potencjeséw migdzy elektrodami pozwslajg

na wyznaczenie krytycznej wartofci gradientu stezenia.

Za stan marginalny ukladu w pomiarach przyjeto stan o maksy-
malnej gestosci prgdu, w ktérym po ustaleniu sig¢ stac jona-
rnej wartoéci napigcia nie obserwowano zadnych jego zmian
przy kilkukrotnych zmianach poZozenia anody z gérnego na
dolny i na odwrét. Pomiary prowadzone byly dla roztwordw

o kilku stezeniach w zakresie od 1,2-10"3 w/1 do 5-10"° m/1

-

oraz dla réznych odlegXoéci migdzy elektrodami w zakresie

2 30 10,7.1072

od 6,210 em. Wyniki pomiaréw zostaly przed-
stawione w tabelce 6.2.

Srednia dle wszystkich pomiardéw wartos¢ krytyczna
wynosi 1132 X 210.

Poniewaz ukXadu w dodwiadczeniach nie termostatowa-
no, a zaniedbano ciepXo Joule’a w obliczeniach, to wyniki
pom}aréw mogg byd¢ obarczone niewielkim hYedem temperaturo-
wyﬁ?$ﬁ§lyw ciepXa Joule’a jest pomijalnie maly mo2zna sig
przekonad z nastepujgcego oszacowania. Prad elektryczny

3

przepuszczony przez uktad by} rzedu 10 “A, napiecie bylo
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3

> cel/sec w objetodci 4 cm”.

rzedu 0%V, Daje to okoto 10~
Przyjmujgc, ze ciepto wladciwe jest rzedu 1 cal/°c otrzy-
mujemy przyrost temperatury rzedu 10-5°C/sec. Wielkosé¢ ta
jest pomijalnie mata w prowadzonych dos$wiadczeniach.

Jak pokazemy w nastepnym rozdziale maksymelna ré2ni-

ca temperatury powstajgqca w ukladzie dana jest przez:

(AT = 3F

Przyjmujgc, A X 1,4'10°3 cal cn”!

sec”! %!, b = 10""em

otrzymujemy /A T/ max = 2-10"6 °c. Widaé stgd, %e prsy
tek melych mocach warunek izotermicznoéeci jest praktycznie
spetniony.

Istotng przycegyng uzyskania wynikéw nizezych anizell
przewidziane na drodze teoretycznej mo%e by¢é fakt, Z2e nie
cale powierzchnie elektrod 2z réwng intensywnodcig wymienia-
ja Jjony z roztworem. Lokalnie w pewnych miejscach moze gatem
zostadé przekroczona wartodé krytyczna gradientu stgienia
przy uérednionej wartodci dla caltych powierzchni nizezej
anizeli krytyczna. Lokalne przekroczenie gradientu stegZenia
wywotuje lokalng konwekcjg¢, co prowadzi do mieszania roztwo-
ru i w konsekwencji obnizenia miereonej réinicy potencjazdw,
Za poprawnodécig takiego wyjeénienis przemawia fakt, ze
wartod¢ krytyczna wyznaczonej doéwiadczalnie zmodyfikowanegj
liczby Rayleigha zbliza si¢ do wartodci teoretycgznej,

w miar¢ jak maleje réinica mi¢dzy wartodcig krytyczng prgdu
a prgcem grenicznym, a takze fakt, 2e mierzone geleinoéci
napi¢cia stacjonarnego w zsleznoéci od prgdu wykazywaly
brak monotonicznoéci, co wskazywaloby na to, 2e w miare
zwigkszania wartoéci prgdu pracujg coraz wigksze powierzch-

nie elektrod.
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Wydaje sig, 2e otrzymasnie wynikdw zgodnych z teorig wymaga

bardzo starannego przygotowsnia powierzchni elektrode.



Rozdzia? VII

Zagadnienie stabilnodci w ukladach g polaryzscjq stéZeniowg
i polem temperatury

W poprzednim rozdzisle opisano zagadnienie stabil-
nosci ze wzgledu na swobodng konwekcje w ukisadach, gdzie
gradient gestosci wytwarzany jest w procesie elektrolizy
z poleryzacjq stezeniowg. W tym rordziale zostanie sformu-
lowane zagadnienie stabdilnodci ze wezgledu na swobodng
konwekcje w ukiadach, gdzie gradient gestoéci wywolany jest
dwoma czynnikami: gradientem stetenia /wytworzonym w proce=-
sie elektrolizy przez polaryzacje stezeniowg/ i gradientem
temperatury. Rozpatrywane bedq dwa przypadkl zale2nosci

temperatury od wspéXrzednej:

1/ zs8leinos¢ liniowa, ktérg atwo uzyskaé przez utrzymywa-
nie pXytek ograniczajgcych warstwe roztworu w dwéch réinych

temperaturach

2/ zale2no$é paraboliczna temperatury od wspéirze¢dne j.

Tski profil temperatury powstaje w przypadku przeplywu

pradu elektrycznego przez elektrolit jesli przyjgé, %e
przewodnictwo elektryezne jest state. W przypadku, gdy moc
wydzielana w ukladzie przez prgd jest maia, to mo2na zanjed-
bad zmiany temperatury w roztworze wywolane wydzielaniem

si¢ ciepla Joule’a /tak zrobiono w poprzednim rozdziale/.
Tutsj rozpatrywany bedzie przypadek, gdy zmiany temperatu-
ry wywolane wydzielaniem si¢ ciepla Joule ‘s sg duze i za~
leznosci temperstury od wspélrzednej nie mofna opisad

w przyblizeniu jeko zaleznofci liniowej, ani tym baradziej

zatozyd¢, 2e uklad jest izotermiczny.
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Poniewaz wartosddé gestoéci stalego prgdu elektrycznego
wystarczejgca do wywotania konwekcji w ukXadzie z polary-
zacjg stezeniowy dawata bardzo male zmiany temperatury
w ukladzie, to w doéwiadczalnej realizmcji omawianego tuta]
przypadku oprécz staXego pradu elektrycznego nale2y prze-
puszczaé przez uklad zmienny prad elektryczny o wystarczajg-
co duzej mocy, ale o czestodciach wystarczajgco duzych,
zeby nie miel on wpiywu na procesy elektrodowe. Jeéli écian-
ki ograniczajgce warstwe roztworuvelektrolitu utrzymywad
w ata¥ych i réznych od siebie temperaturach, to w ukladzie
Wytwarza si¢ paraboliczny profil temperatury./przy zazozeniu
, 2e wapétezynniki przewodnictwa elektrycznego i cieplnego
sg state/. W dalszych rozwaZaniach nie zastosowano Zadnych
ograniczen odnoénie wzajemnych proporcji udziatu prgdu
statego 1 zmiennego w cieple Joule ‘a. Praktycznie Jjednak
przewazajgca czeéé ciepta Joule ‘a powstaje dzi¢ki przeply-
wowl prgdu zmiennego.
Geometrig¢ rozwazanego ukXadu przedstawiono na rys. T.1.
Podobnie jak w poprzednim rozdziale roztwér elektro-
litu begdzie wodnym, rozciericzonym i idealnym roztworem
prostej dwujonowej soli. Warstwa tego elektrolitu bedzie
umieszczona miedzy piytkami metalowymi speiniajgcymi role
odwracalnych elektrod. Zatosymy, Ze poza reakcjg elektrodo-
wg w ukYadzie nie zachodzg 2adne inne reakcje chemiczne.
Niech gradient gestoéci /okredlony gradientem stesenia
i temperatury/ bgdzie skierowany antyréwnolegle do pola
grawita cy jnego. Podobnie jak w poprzednio rogzpatrywanych
uk¥adach powstaje problem kiedy w ukladzie pojawi sig¢ kon-

wekecja. Rozwigzanie tego zagadnienia zostanie przedstawione
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ponizej w ujeciu liniowej teorii stabilnoéci. Opise
rozpoczniemy od wyprowadzenia prawa zachowania masy
dla rozwazanego uktadu.

Ila rozciericzonego roztworu elektrolitu binarnego /np.
roztwdr CuSO4, elektrody miedziane/ przeptywy poezcze-

gélnych jonéw dane Bg przez:

‘JAL:’D‘.%%(—Z "X%C-L%)f}' + ic‘*g}% /T.1/

gdzie: & = / Cutt 8042- /, Cuq - Btesenie /wyrazone

w utamkach molowych/, Y - ruchliwoéé, 2.F - 2adunek,
D, - wep62czynnik dyfuzji, Dg - wepéXczynnik
termodyfuzji, P - potencjat elektrostatyczny, T ~
temperatura.

Réwnanie /7.1/ mozna uzyskad z ogélnego wyrazenia na
przeptyw skXadnika & Jjedli po pierwsze zaniedbad wsepdbi-
czynniki krzyzowe, uwzgledniajgce oddziaiyweania migdzy
przeptywami poszczegélnych jondéw 1 po drugie uwzglednid
wepétczynniki krzyzowe, opisujgce oddziatywanie gradien-
tu temperatury na przepiyw jonéw. Po wprowadzeniu wspéi-
czynnika dyfuzji, ruohliwcéci i wepédtczynnikalydyfuzji
zamiast wspétczynnikdéw fenomenologicznych mozna /pododb-
nie jak w poprzednim rozdziale/ uzyskaé réwnanie postaci
[T/

Sprébujmy oszacowad udziael czXonu termodyfuzyjnego

/w pordéwnaniu z czlonem migracyjnym/ w przenoszeniu jonu
o< ,

W roztworach elektrolitdéw:

Y« = 1070 - o4 em{sec



) 2
0= 107" - 1078 --gB
sec C
styd:
wya BF - Ohe 4l = capu 41 (4- —D’ié—)

= Ca Yu 25 (/1-/40'”& A“)

i jedli AT { 10° A¢ , %o popelniany blad jest rzedu
1% /przy czym AT Jjest wyrazone w °C, aA'( - w woltach/.
Z powyzszego oszacowania widaé, 2e jedli rdéznica temperatur
wystepujaca w uktadzie nie przewaisza 102-Ar , to czion
termodyfuzyjny mozna w réwnaniu /7.1/ pomingé.

W zwigzku z tym prawo zachowania masy dla poszczegdélnych

jonéw mo2na zapisad w postaci:
? _ 4 % - )
5t = Q(B,“i t x;("‘c"‘gf; /7.2/

Zastgpujac ste2enia poszczeygblnych jondéw przez stezenie
soli oraz ruchliwoéci jonéw przez wspblczynniki dyfuzji
zgodnie z relacjg Einsteina mozna réwnanie /7.2/ przepisad

w postaci:

B - 0%+ €2 (4.35)

Stosujgc identyczng procedurg jak w poprzednim rozdziale

moina réwnanie /7.3/ przeksztatcié do nastepujgqcej postaci:

c _ 1
«;Q{— DB;?—: 7.4/

gdzie: D jest efektywnym wspétczynnikiem dyfuzji okreédlo-
nyn zaleznodcig /6. 19 /.
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Réwnanie /7.4/ jest prawem zachowania masy dla elektrolitu
i ma postaé drugiego prawa Ficka. Prawo zachowania pedu
dla rozwazanego ukladu ma postaé réwnania Naviera-Stokesa
/np.b.25//.

Prawo zachowania energii dane jest w ogélnej postaci réw-

naniem:

pa(c/T) + 9"3%‘%@ "'9%()%2)"?%5@*0, /1.5/

gdzie: e, jest ciepZem wadciwym przy stalej objetodci,

A - wepélczynnikiem przewodnictwa ciepta, q - Zrédtem
ciepla tzn. ilodcig ciepla wytwarzang w jednostce objgtodedl
ukXadu i w jednostce cgzasu, § jest szybkodécie nieodwracal-
nej dyssypacji energii kinetycznej przez lepkoéé i jest

okredlone galeznodcig:
- . 2 .
§-lﬂ(€,"‘f—' S)L(e&)z /7.6/
gdzie:

eq= %(g{': * ?g..) /7.6/

jest tensorem szybkodéci deformacji

Pla cleczy niedcidliwych drugl cz¥on po prawej stronie
réwnanie /7.57, opisujgcy przyroet energii wewngtrznej wywo-
Yanej kompresjg znika. Znika takize trzeciczlon w réwnanit
/7.5/7/Poniewaz w liniowej teorii stabilnodcl uwzglednia

sig tylko liniowe wzgledem zaburzer cziony, to mozna zanie-

chaé wschm czlon zwigzany z lepkodciowg dyssypacjg energii
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/jest on czlonem drugiego rzedu4ﬂ Po uwzglednieniu powyz~
szych uproszczend oraz dodatkowym zatozeniu, 2e wspélczyn-
nik przewodnictwa ciepta jest staly mozna réwnanie /7.87

napisaé w postaci:
1.%1‘ : "’).. 9T
< ( t*"?%}L— -ﬁ‘“*g-lxéz /7.1/

gdzie K = ?%; jest wsepétczynnikiem dyfuzyjnodci termicz~-

O

nej.

Réwnania /7.4/, /6.25/ 1 /7.7/ Btanowig wyjéciowg podstawe
do opisu zagadnienia stabilnoéci.

Przyjmiemy, Ze gestoédé roztworu jest funkcjg stezenia

i temperatury:
= ¢o[A+u (To-T) +p(c~co)] /7.8/

gdzie:

9o = ¢(To, co) /7.9/

“=- é‘o@?)c /7.10/
f = ;E,(%S)T /T01/

ZaXozenie o liniowej zeleznoéci gestodci od stezenia i tem-

peratury wynika z dwdéch przyczyn:

- po pierwsze, zmiany temperatury i stesenia wystepujace
w warstwie roztworu sg mate w lstotnym dla wystgpienia nie-

stabilnodci obszarze

- po drugie, w liniowej teorii stabilnodci uwzgledniea
gie tylko liniowe wzgledem zaburzen cziony i dodatkowe
cztony z wyZszymi pote¢gami temperatury, czy stezenia bylyby

pomi jane.
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Jeéli w uktadzie nie wystepuje konwekcja to rozwigzania
réwnak /7.4/, /6.25/ i /7.7/ dla stanu stacjonarnego i roz-

wazanego tutaj proRlemu jednowymiarowego maJjg postad:

]

w =0 /T.12/
1]
(4 :CB+&‘°-5X3 /T13/

T° = S (bxy—x3) + £2(Tp -Ta) + T /7.14/

(clla ¢ #0)
o ' e dT -
T° = TB+ g'_}; ‘ °{°(’;‘f j‘j(—s;w»ﬂs} /T.15/
aq =0

8p =-Sig¢° 716/

W powyzsuzych réwnaniach indeks nOu uzyto dla oznaczenia
stac jonarnych wielkoédci, indeksy "B" i "T" oznaczajg odpo-
wiednio wartoéci zmiennej na dolnej i gérnéj elektrodzie,

© . N
a ? mozna otrzymad przez wstawienie cO

i odpowiedniego
T° do réwnania /7.8/, ktére jest réwnaniem stanu.
~Niech teraz wartoédci zmiennych opisujgce stan stacjonarny

doznajg zaburzen:

u = ug + gui = Sui /T17/
c = ¢° + S’c /7.18/
T o= ° 4+ &7 /7.19/
p = p° + &p | /7.20/

? = ?0 + é)g /7-21/
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Na podstawie rdéwnania steanu /7.8/ zaburzenie gestoéei
mozna wyrazié poprzez zaburzenie temperatury / J’T/ i za=-

burzenie stezenia / & c/:
59 -~ -(SJo(o?’P) + @?a(c?c) /7.22/

Jedli wielkoéci zaburzone wstewié do odpowiednich praw
zachowania i zgodnie 2z procedurg liniowej teorii stabil-
noécl zaniedbaé czXony nieliniowe ze wzgl¢du na zaburzenisa,
to po odjeciu rozwigzan stacjonarnych i eliminacji zaburze-
nia ciénienia z prawa zachowania p¢du /dwukrotne zastoso-
wanie operatora rotacji/ otrzymuje si¢ réwnania perturba-

cyjne w postaci:

%({C') *“(‘Yai)r:jaf; =D (‘%%Zi) /7.23/

%L%?_(D+(Ju;)g_?_: K @zx"of /7.24/

-

B -v303 ea=- g [BR W] 1w

W réwnaniu /7.24/ nie uwzglg¢dniono zaburzen Zréda ciepia,
a w réwnaniu /7.25/ uwzgle¢dnione przyblizenie analogiczne

do przyblisenia Boueainesqa’o/

tzn. zaniedbano zmiany
gestoéci zwigzane ze zmianami ste2enia i temperatury we
wezystkich czlonach tego réwnania za wyjatkiem czonu

2z siYami zewngtrznymi.

Przyblizenie to wprowadza b*gd rzedu kilku procent, gdy

réznice temperatury wystepujgqce w uktadzie sg rzedu 10%¢
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/ & Jjest rzedu 1072 - 10-4/ i réznice stg2er e8g rzedu
1o !/ P jest rzedu 1071/,
Dla wygody réwnania /7.23/ « /7.25/ zostang przeksztaXcone
w postaé bezwymiarowg; w tym celu dokonajmy nastepujgcej

zamiany zmiennych:

(%4, X (X4 = bx, by, bz) /T 26/

2
€D t /7.21/

Suy o 40
/T7.28/

Fc=(co-cp)dec”

£ =

/7.29/

XT=H%4})XT* /7.30/

Po wprowadzeniu /7.26/ - /7.30/ do réwnan /7.23/ - /7.25/

1 po odpowiednich przeksztaXceniach przyjmujg one postad:

‘Al 4 o 2p \#
25,:3 +wcv‘cb%§-- 0 Vi) /7.31/

Elnled mooo (
e W, g: = BT

(ﬁ;ﬂ % _V?Vi‘r = ﬁ%rqu: E;(Gp ‘CB)(CY of- /7.33/
~d(To-Te)& T}f]

= B 1

Uwzgledniajge, e w zmiennych bezwymiarowych odpowiednie
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sradienty mozna zapisad w postaci:

ﬁﬁ =(cp=Ca) /7.34/

oraz
nm
%:(Tm'q’a)(f"{%g +4) (dlag#0) /1.35/
L#
gdzie: nz 1;— ~Jjest poXozeniem maximum temperatury

w nowym uktadzie wspéZrzednych i zwigzek 11 z q dany Jjest

zaleznoscig:

"l‘ 4 96‘ (T "5) (otla,?,%O) /7.36/
ktéra wynika z warunku znikania pochodnej temperatury po

w8pdirzednej dla = =')?/
lud

%‘SZCT‘P‘TQ;) (aU.q,cg::o) /7.31/

po wstawieniu /7.34/, /7.35/ i1 /7.37/ do /7.31/ = /7.33/
otrzymujemy:

%(%ZQ)*wt-ur = g Vz(fc)* /1.38/
T)" z
%L‘%-h 502'24 +{l) = VTX’}")* /7.39/

({%‘5/&% _ vz)v’-w- :"'J;%%V: Bg(cq,—ca)gcj;v.m/
—«(Tp-Ty X‘PT)*J



1w wprowadzajgc do /7.32/ zaleznodé /7.37/ zamiast /7.3%/

otrzymujemy zamiast /7.39/:
m* ¥ d
YD+ wr = L GUT) oy

Rozwigzan uktadu réwnand /7.38/ - /7.40/ ludb /7.38/, /T7.39/
16/

i /7.41/ bgdziemy 8zukaé w postaci "normal modes"

(J,C)* = G(2) exp [é(a,,xm.,y) +ac] /7.42/
EI) =06 explilanray)+ac] .,

w = W) exp [f(a,()( +a,y)+d’z_] /7.44/

Wwetawlenie zaleznodeci /7.42/ - /T7.44/ do ukXadu réwnati
/7.38/ - /7.40/ daje:

- g(ol-al)] G=-W /1.45/
- %( Dl-az)J@ T (21Jj +H)W /7.46/

@r-(Dz'o.Z)](Dz“&z)w: kD:[p(Gﬂ O)C;’ 41/
—&(Tm" B) ®]

Natomiast dla przypadku q = 0 otrzymujemy zamiast réwnania

/7.46/ réwnanie:

[ - Vi% (D‘-qf):) ®=-W /7.48/
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ILla stanu merginalnego / O = 0O/ réwnania powyZeze uprasz-

czajg 8ig¢ do:

E(o-a)]C =W 1.1
f5(0-e)0 = (£ )W 12

(Dz_a})zw = ﬁ%}a’z[ﬁ(@ "CJC iy (T, _(.I,Bn) ®] /7.51/

a réwnanie /7.48/ zastepujgce /7.51/ przyjmuje postad

L% ( D’“-az)]@ = w /7.52/

(W

Korzystajgc z réwnah /7.49/ i /7.50/ moZna wyeliminowad
(: i GD z réwnania /7.51/:"'

3 3
0~V W=- $& a’[prlcr-ca) < D(’E-TB)-%%:%JJW/v.sa/
w przypadku gdy q = O zamiast rdéwnania /7.53/ otrzymujemy:

(Dz” zy W= “,;%? a’ EBK( Gp=¢)—«D(Ta JPB)]W /7.54/.

Stosujgc nastepujgeg zaleinosdé:

-T 2
I«y/x =95 /7.55/

ktéra jest prostym przeksztaXceniem /7.36/ oraz wprowadza-

Jac podstawienie

S=4-2 /7.56/



- 123 -

po prostych przeksztatceniach moina réwnanie /7.53/ zapisaé

w postaci:

Do) W=-Ra*(4+«'Q)W /1.51/

gdzie:

3 q - —&—D LZ
R= 5‘%‘\; [Brlco-ca) - «D(T-To) + “TH | . s,

c*‘_._ o([)Qsz T
T Apx(arco)- «00Te-To) + 2205 ]  /7050/

2 /7.58/ i/7.59/ widaé, %2e dla q = O R staje sig réwne
wspélczynnikowi po prawej stronie réwnenia /7.54/ i o(,= 0
tzn. réwnanie /7.57/ staje si¢ identyczne z réwnaniem
/T.54/.

Postaé réwnania /7.54/ jest formalnie identyczna z posatacig
odpowiedniego réwnania opisujgcego problem BenardaIO/, czy
problem stabilnodci hydrodynamicgnej opisany w poprzednim
rogdziale. Identyczne zatem bedgq rozwigzania i wartoéci
wtasne liczby okredlajgcej stabilnodé ukZadu tzn. R.

W rozwazanym tutaj przypadku R zawiera dwa czlony: pierwszy
pochodzgcy od gradientu stezenia drugl od gradientu tempera-
tury /przy zaloéeniu, %e oba gradienty sg niezalezne od

miejsca/ i w gwigzku z tym wartodé asktualnej liczby R w ukla-

dzie zaleiy od wzajemnej orientacji tych gradientdéw jak i od
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ich wartoéeci. W przypadku zgodnych zwrotéw tzn. Cp = °B:> o
ity - TB'>vO aktualna wartoéé licgby R jest rdégnicg odpo-
wiednich cz2onéw i gradient temperatury wystepujgcy w ukza-
dgie obniza aktualng wartoéé liczby R i w zwigzku £ tym
stabilizuje ukled; w preypadku c, - cp >0 i Tp =~ Tg L0
aktualna wartodé liczhy R jest sumg odpowiednich czionéw
i gradient temperatury podwyteza liczbe R i1 wobec tego
czyni uktad mniej stabilnym. Podobnie dla ustalonej orien-
tacji gradientu /Ty - Ty < 0/ dziala zmiana orientacji
gradientu stetenia /przypadek c, - cB<<'O iTgp =~ Tp >0
daje ukXad zawsze stebilny; R musi byé dodatnie/.

Réwnanie /7.57/ speinia nastepujgce warunki brzegowe
analogiczne do odpowiednich warunkéw brzegowych dla problemu
stabilnodci sformutowanego w poprzednim rozdgiale i do warun-

kéw brzegowych w problemie Benarda

W=0 dla. 3=0 i T=4 /7.60/

(D*-a*)W=0 dla 3=0: T=1 1161/

DW:’ D(Dz-a,z)w=o CLLC\' §=O ¢ Sz /L /7.62/

Warunek /7.61/ jest konsekwencjg znikania na brzegach zaréwno

zaburzen steienia jak i temperatury, natomiast warunek /7.62/
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Jjest konsekwencjg sztywnodci powierechni ograniczajgqcych
uktad /na powierzchni znikajgq sktadowe styczne predkodci/.

Réwnenie /7.57/ rozwigiemy metodg podang przez Chandrasek-

hara‘o/’27/.

Wprowadeimy ogznaczenie

i przedstawmy ‘Y 1 W w postaci:

o0
Y= Z e SN mITS /7.64/
m=

00
W :Z C W,:” /7.65/

gdgie 1~En Jest rogwigzaniem rdéwnania
(Dz-a,")sw; = (4+o<'§) sim mll & /7.66/

i epetnie warunki brzegowe /7.60/ - /7.62/.
Rozwigzanie ogélne réwnania /7.66/ jak latwo sprawdzié przeg

podstawienie ma postad:
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)
W= gy (B oo
P B cosha T+ A G cosha g +
/7.61/

+B,,('m)s¢fmha,§ + Bzm)g 3Cm Aa,g +

o BEV T stmbad + (44'S) st om T

+ mil 2+ a?
gdzie stazte A{m/, Aém/, A;m/’ B{m/, Béw i,BéW
sy staiymi caXkowania wyznsczonymi przez warunki brrzegowe

/7.60/ - /T7.62/.
Podstawiajgqc roegwinigcie /7.64/ 1 /7.65/ do réwnania /7.63/

otregymujemy:
”0 [
1 ¢ -
Aa* £ Coom st TG = ; G, W.. /7.68/

po pomnozeniu obu stron przez sin 'n"Tg y wycatkowaniu po

g 0od 0 do 1 i skorzystaniu s ortogonalnodci funkeji

sin 'mTfs i ein m’lTS' otrzymujemy, 2e warunkiem nie
snikania wazyetkich wepéXceynnikdw Ca rogwinigcia jest nas~

tepujgce réwnanie wiekowe:

”g‘%‘fmm + 2('“”"")” =0 /7.69/
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gdzie (n’m) jest elementem maciergowym poetaci:

4

(m|m)= S W,, sinn 15 d3 /1.70/

R

Réwnanie wiekowe /7.69/ jest nieskoriczonym uktadem rdéwnan
jednorodnych /n i m przyjmujq nieskoriczone wartodeci/, ale

10/ najmnie jaza wartodé R /dla

jak pokagat Chandrasekhar
danego 32/ spetniajgqca tn réwnanie szybko dgqiy do wartodei,
ktérg osiggnezaby, gdyby n i m przybrely wartodci nieskori-
cezone. W praktyce wystarcea czgato pierwsze lud co najwyte]
niskiego rzedu przyblizenie/ tzn. nalezy rozpetrywaé réwna-
nie wiekowe o wymiarach /1x1/ lub /n x n/, gdzie n jest

réwne 2, 3, 4, 5 ludb 6/,

W rozwasenym tutaj przypadku nie bylo potrzeby przeprowadeza-
nia obliczen, gdyz mozna byXo ekorzystaé wprost z danych
podanych przez Chandrasekhara /opracowanych dla problemu
Taylora'o/’27/.

W tabeli 7.1 zestawiono krytyczne wartoéci licegby R wras

g odpowiadajgcymi im wartodciami a dla odpowiednich:ﬂ’ .

Ponizej przedyskutujemy wpiyw poszczegélnych czynnikéw na
stabilnodé uktadu. Z definicji R danej przez /7.58/ orag

&' danej przez /7.59/ widaé, 2e w doswiadczeniach mozna
zmieniaé niezaletnie trzy czynniki: résnice stezeﬁ/%¢'-ca /y
réznice temperatur przyktadang na édcianki ukladu /'1‘T - TB/
oraz irédio ciepla??Tylko ostatnia z tych wielkodci ma cal-
wicie okreélony znak /7rédto ciepta moze byé tylko dodatnie/,
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pozostate czynniki mogg dawaé zaréwno ujemny, jak i1 dodatni

{
wkXad do R oraz o

Z definicji /7.58/ i /7.59/ widaé, %2e znak R jest przeciwny
anizeli &f . Interesujgcym w zagadnieniach stabilnoédci jeset

zakres R

nastepujgce
a/
b/
c/

a/

¥ przypadku
wklad do R,
W preypadku

0. Przy epeXnieniu warunku R > O mozliwe sg

sytuacje:

/cT -
/cT -
/cT -

/cT -

cy/ >
cB/ >
e/ <

eg/ <

0

/T

/Tp

/Ty

/Ty

T,/ < O
T/ > O
Tay <o

Tg/ > 0

a/ czlony /eq - °B/ i /Tq - TB/ dajg dodatni

wartoéé R jest dodatnia dla calego zakresu q .

b/ czXon /cq = °B/ daje dodatni, natomiast czlon

/’1‘T - TB/ ujemny wkXad do wartodci R. W galeinodcl od wartoéd-

ci beswzglednych tych czionéw mogg one dawadé sumarycznie

dodatni dub ujemny wkXad do wartodci R. Analogicgnie jest

w przypadku ¢/ gdzie cgion /eq = cB/ daje ujemny, a czion

/'rT - TB/ dodatni wklad do R. W prazypadku 4/ oba cziony

dajq ujemny wkted do R. Dla dalsgej dyskusji wygodnie jest
przepisadé definicje /7.58/ i /7.59/ w postaci:

R:a(b+$)

o(':-éﬁg
-+

/T T4/

/1.72/
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gdzie:
a= gb’s /773)
KVA
b= 4 [Br(cp=ca) - «D (Ta +T) [7.74]

Sumarycgny wkiad cgiondw /°T - °B/ i /'1‘T - TB/ do wartodci
R jest w ten sposédb scharakteryzowany przes wartodé b,

Dla b wigksgych od zera oL jak atwo sprawdgid
jest funkcjq malejqcg. Jej schematycgny wykres prsedstawiono
na Rysunku 7.2.

Interesujgcy fizycznie jest sakrea q > O. 2 wykresu 7.2
wynika, 2e dlab>0 1 q > O &' maleje monotonicsnie
od 0 do ~2.

Dla b mniejszych o0d zera «' jest funkcjq rosngcqg
i JeJ schematyceny wykres przedstawiono na Rysunku 7.3.
Interesujacy fizycsnie jest gakres q > O. W prsedsiale
0 q { -b wartoéé ok, Jest dodatnia /R w tym zakresie
jest ujemne/ i w gwigzku ¥ tym przedzial ten pominiemy
w dyekusji. Dla q » ~b wartodci « rosng monotonicznie od

- oo do wartodci -2,

Z powysazych rozwatan wynikajgq nastegpujgce wnioski
odnoédnie wpiywu gmian wartodci Zrédta ciepta wytwarzanego
v warstwie na stabilnoéé ukzadu przy ustalonych wartoéciach

dwu pozosteiych cgynnikdéw:
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A/ dla sumarycznego udzialu /cT - cB/ i /TT - TB/ dodatnie~
i

go wzrost q wywotuje obnizanie A i jek widaé z tabeli

7.1 powoduje to stabilizacj¢ ukXadu /wartodé krytyczna

zmodyfikowanej liczby Rayleigha jest coraz wigksza/

B/ dla sumarycznego udziatu /cT - cB/ i /TT - TB/ ujemnego
( . . .
wzrost q wywotuje wzrost o« 1 jak widaé z tabeli 7.1
powoduje to destabilizacje uktadu /wartodé krytyczna

zmodyfikowanej liczby Rayleigha jest coraz mniejsza/.

W przypadku A/ wpiyw zmian wartodéci q jest nieco
zaskakujgcy, gdy2 mozna sig spodziewadé, Ze wzrost mocy prgdu
wydzielanej w uktadzie moze wywdiaé zanik konwekcji. Przy
dalszym wzrodcie q konwekcja pojawi si¢ na nowo, gdy aktualna
w ukltadzie wartodé zmodyfikowanej liczby Rayleigha przekroczy
wartodé krytyczng. Powstanie konwekcji przy wzrodcie q musi
wystgpid, gdyz o' jest ograniczona od doXu wartodcig -2,
natomiast wartodé R roédnie monotonicznie i musi dla pewnego
q przekroczyé odpowiednig wartodé krytyczng R.

W przypadku B/ zachowanie si¢ ukXadu opisane powyzej
nie wystgpi, gdyZ wzrost q destabilizuje ukiad i mozliwe jest
tylko przejécie od stanu bezkonwekcyjnego do stanu, w ktérym
pojawia 8ig¢ konwekcja.

Zachowanie sig ukiadu w opisany powyiej sposéb moina wyjad-

nié rozpatrujgqc wplyw wzrostu q na polozenie minimum gestod-
cl wewnqtrz warstwy. Potogfenie minimum gestodci otrzymywane
z warunku znikania pochodnej gestodci po wepéirzednej jak

tatwo sprawdzié dane jest zaleinodcig:

72 = vaa[P(Cm -cp)—o(Tp - 5)]*3:‘ /7757
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Dla sumarycznego wkiadu /cT - °B/ i /TT - TB/ dodatniego
”
wzrost q wywoXuje wzrost n /minimum gestodci jest coras
blizej gérnej écianki/ speziniony jest przy tym warunek
x .
v) < 5 . Wywozuje to stabilizacje ukzadu.

Dla sumarycznego wkadu /cT - 0o/ 1 /TT - TB/ ujemnego
wzrost q wywoiuje obnizanie ﬂZ /minimum gestodci jest
corag blizej dolnej dcianki/ speziniony jest przy tym warunek
«zf>»% i wywozuje to oczywiédie destabilizacjg¢ ukzadu.

Wptyw dwéoh pozostaiych czynnikéw tzn. /e, - cB/ orag

/TT - TB/ prey ustalonym q na stabilnodé ukzadu w prosty
gposdb wynika g analizy wgoru /7.7%/. Latwo moina sig prse-
konad, %e c(‘ Jest rosngeg funkcjq b /q jest £ zatotenia
wigkeze od zera/. Schematyczny wykres zaleznoéci'd,od b
zostaX przedstawiony na Rysunku T.4. w interesujgcym se
wzgledu na stabilnoéé zakresie o 0.

Przy wzrodcie b wartodci a(‘ rosng i jak wynika z tabeli
T.1. wartoéd R, male je, co wywotuje destabilizacje¢ ukzadu.
Poniewas /e¢q - op/ daje dodatni wkiad do wartodei b, to
wzrost /cT - °B/ wywotuje destabiligacje ukiadu. Odwrotnie
bedzie w przypadku /TT - TB/’ ktéra daje ujemny wkad do b
1 Jej wzrost wywotuje etabilizacje ukzadu.

W przedstawionych powy2ej rozwazaniach nie uwzgled-
niono wpiywu rozdziaXu termodyfuzyjnego na stabilnoéé ukzadu.
Wptyw ten zaleiy od wielkoéei réznicy temperatury wystepujg-
cej w warstwie oraz od wielkodci wspdélcazynnika Soreta.

Im wigksza réznica temperatur i im wigksza wartodé bezwzgled-
na wspbéZczynnika Soreta, tym wplyw rozdziazu termodyfuszyjne-
g0 na stabilnodé ukzadu bedzie wiekszy. W przypadku, gdy



- 132 =~

rozktad temperatury w warstwie roztworu jeet liniowy

/q = 0/ wplyw rozdzialu termodyfuzyjnego zaleseé bedzie od
znaku wspdlpzynnika Soreta i znaku /‘1‘T - TB/. Jedli sklad-
nik lzejszy /rozpuszczalnik/ gromadzi sig¢ w miejscach o wyi-
szej temperaturge, to rozdzial? termodyfuzyjny bedzie mial
wplyw destabilizujgey dla /Ty - TB/ < 0O 1i staebilizujgcy
dla /Tq -'TB/ > 0. Odwrotnie, jesli skladnik cigzszy /sél/
gromadzi sie w miejscach o wyzszej temperaturze wpiyw roz-
dziatu termodyfuzyjnego bedzie przeciwny /dla /TT - TB/‘< 0
- stabilizujgcy, a dla /T, - TB/ > 0 - destabilizujgey/.

W przypadku, gdy rozkiad temperatury w warstwie roztworu
jest paraboliczny wplyw rozdziatu termodyfuzyjnego zalezy
nie tylko od znaku wspéiczynnika Soreta, ale takze od polo-
2enia maksimum temperatury. Jedli sekXadnik l2ejezy bedzie
si¢ gromadzit w miejscach o wyiszej temperaturze, to rozdzial
termodyfuzyjny bedzie stabilizowal uklad gdy makeimum tempe-
ratury jest w gérnej potdéwce warstwy roztworu i bgdzie desta-
bilizowat ukzad w przypadku, gdy jest ono w dolnej poidéwce
warstwy roztworu. Odwrotnie, gdy sktadnik cie2ezy gromadzi
ei¢ w miejscach o wyiszej temperaturze wpiyw rozdziaiu ter-
modyfuzyjnego bedzie przeciwny tzn. bgdzie on destabilizowal
uk2ad, gdy maksimum temperatury jest potozone w gérnej poXdw-
ce warstwy i etabilizowal, gdy znajduje eig¢ ono w dolnej
poléwce warstwy roztworu. |
Pozostaje jeszcze okreglié sposbb, w jaki’wyetqpienie
niestabilnoéci tzn. pojawienie sig swobodnej konwekeji bedzie
manifestewaé eswg obecnodé w uktadzie. Jedli przez warstwe

roztworu przepuszczaé statly prgd o pewnej gegstodci, wytwarzad
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wewngtrz warstwy cieplo Joule’d przy pomocy prgdu zmiennego
o pewnej mocy i utrzymywaé dcianki ograniczajgce warstweg

w zadanej réinicy temperatur, to w prgypadku gdy ukiad jest
stabilny mierzona w czasie réznica potencjaiéw powinna mieé
przebieg analogiczny do przedstawionego na rys.S.1.

W przypadku, gdy w ukladzie zostanie przekroczona krytyozna
wartoéé R /dla danego o /, to mierzona miedzy elektrodami
réznica potencjaiéw w momencie gainicjowania konwekecji powin-
na doznawaé gwaltownego obnizenia i keztait mierrone] zalei-
noédci powinien byé podobny do przedstawionego na rys. 5.2.
Stan marginelny w opisanym tutaj uktadzie moina wyznaceyé

w sposdéb analogiceny jak w przypadku ukZadéw z polaryzacjg
stezeniowsg.
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Rozdzial VIII

Stabilnosé hydrodynamiczna w metodzie

elektrotermodyfuzyinej

Przedstawione w Rozdzisle IV niniejszej pracy
wyjaénienia charskteru zaleinodéci efektywnego wspéiczyn-
nika przewodnictwa ciepXa od przylozZonej rdinicy tempera-
tur sugeruje, 2e we wszystkich ukladach, niezaleznie od
orientacji gradientu gestogci wzgledem pola grawitacyjne-
g0, powinno wystgpié przejécie od stanu bezkonwekcyjnego

do stanu, w ktérym wystepuje konwekeja.

Zgodnie z tymi sugestiemi konwekcja w ukXadzie pojawilaby
sle dopiero po przekroczeniu pewnej krytycznej réinicy
gestodei w ukYadzie, wywoXanej réznicg temperatur czy
réznicg stezeri. Tego typu zachowania nalezatoby oczekiwaé
w metodzie elektrotermodyfuzyjnej. ¥onwekcja powinna tutaj
wystgpidé po przekroczeniu pewnej krytycznej mocy wydziela-
nej w ukiadzie / okreéla ona rdéinice temperatur miedzy
$rodkiem kapilary a éciankg/. Ponizej pokazemy, e takie
wyJjaénienie charaskteru zaleznoéci efektywnego wspdtczyn-
niks przewodnictwa ciepla, jek i sformulowana powyze]
sugestia o wystgpieniu przejécia od stanu bez konwekeji

do stanu, w ktérym wystepuje konwekcja w przypadku, gdy
gradient gestosci w uktadzie nie jest réwnolegty do pola

grawitacyjnego jest falszywe,
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Wynika to z prawa zachowanie pedu:

Vs : 2 .9 Lt
B8 ) a5h - Bh o KB o

w ktérym sitg zewnetrzng jest grawitacja.

Zarézmy, ze w ukXadzie utrzymywany jest stacjonarny
/chocia2 dowolnie maly/ gradient gestoédci, ktéry ma réing
od zera skYedowg w kierunku prostopadZym do pola grawita-
cyjnego /przyje¢lidmy, 2e pole grawitacyjne dziata wzdiu2
o8i xj/. Zaxé2my ponadto, 2e w uktadzie nie wystepuje kon-

wekcja. Z réwnenia /3.1/ otrzymujemy wtedy:

é§£ -0 /8.2/
4

%{3& =0 /8.3/
i 8t.=-3¢ /8.4/

Zrézniczkowanie réwnania /8.4/ po x, daje:

1

Vo _
Q_x:%&_ ..38‘5‘ -0 /8.6/

Z /8.2/ widaé, 2e lewa strona /8.6/ jest réwna zeru. Stad

dla 84’- O otrzymujemy:

co prowadzi do sprzecznoéci z zatozeniem, 2e skladowa
gradientu gestoéci w kierunku prostopadiym do pola grawi-

tacyjnego /np. xi/ Jest rdézna od zera.
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Z powyiszego wynika, Ze w ukladzie, w ktérym utrzymywana
jest ré2na od zera skladowa gradientu gestodci w kierunku
prostopadiym do pola grawitacyjnego muei zawsze wystgpié
konwekcja. Zagadnienie stabilnodci ze wzgledu na swobodng
konwekc je¢ mozna zatem sformutowad jedynie w przypadku,

gdy gradient gestodci jest réwnolegly do pola grawitacyj-
nego.

Wpiyw konwekcyjnego przenoezenia ciepla na wartoddé efekty-
wnego wspérczynnika preewodnictwa ciepla moina okreslié
jedli znana jest zardéwno geometria ukXadu /w tym jego
orientacja wzgledem pola grawitacyjnego/, Jjak rdéwnie2 pole
predkoéci konwekcji explicite. MoZna przypuszczad, 2e
udziatr konwekcyjnego przenoszenia ciepXa w catkowitym prze-
noszeniu bedzie wzrastat w miare wgrostu réinicy temperatur.
Jedynie w przypadku wody w poblizu 4°C, gdzie spelniony

Jest warunsk:

(gg)m‘zn';( =0 /8.8/

w pomiarach wspéiczynnika przewodnictwa ciepia nie ma zna-
czenia orientacja gradientu temperatury, gdyz w ukiadzie
nie pojawla sig¢ konwekcja, pod warunkiem, 2e réinica tempe-
ratur w ukZadzie jest utrzymywana w przedzisle, w ktérym
jest speiniony warunek /8.8/.

Wystgpowanie konwekc,ji w uk¥adach, w ktérych gradient
gestosci ma rdéing od zera skladowsg w kierunku prostopadlym
do pola grawitacyjnego mosna potwierdzié eksperymentalnie
bezpodrednio nie odwolujge sig do metod podrednich, jak

np. pomiaréw wspéczynnika przewodnictwa ciepia.
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Do eksperymentalnego potwierdzenia wnioeku wybrano metodg
elektrotermodyfuzyjng. Nie bez znaczenia w tym przypadku
jest fakt, %e znane jest w tej metodzie pole predkoéci
konwekeji - explicite, co pozwala na porcwnanie wynikdéw
eksperymentalnych z obliczeniami teoretycznymi. W odréinie-
niu od badan majgcych na celu wyznaczenie rozdziaXu termo-
dyfuzyjnego i wartoéci wspélczynnika Soreta, gdzie stosuje
sig¢ moce zmiennego prgdu elektrycznego okoo 20 W, w opisa-
nym tutaj przypadku interesujqce bgdg bardzo mate moce
/okoo 1 W/. Za potwierdzenie wystepowania konwekcji uzna-
my fekt zgodnoéci wynikéw eksperymentalnych z obliczonymi
teoretycznie, ktére otrzymuje sig¢ przy zatozeniu, Ze kon-
wekcja wystepuje w ukladzie.

Do wykrywanie konwekecji stosuje si¢ zwykle- zawiesiny.

Z obserwacji ich przemieszczanla sig¢ moZna wnioskowaé o wy-
stgpowaniu lub braku konwekcji. W metodzie elektrotermody-
fuzyjnej ze wzglgdu na mo2liwoécl zatkania kapilary stoso-
wanie tej metody jest niekorzystne. \Wystepowanie konwekcji
mozna wykryé takie przez obserwacje¢ przemieszczania sig
zabarwionej objetodci roztworu, w przypadku gdy na poczgtku
doéwiadczenia zabarwiono pewng czeéé roztworu. W prébach
watepnych przeprowadzonych w ramach niniejszej pracy zasto-
sowano takg wXadnie metodyke. Okazalo sig Jjednak, ze Jest
ona zbyt mao czula /warstwa graniczna rozmywaXa sig¢/ nawet
dla jakodciowego stwierdzenia wystepowania lub braku kon-
wekcji. W przypadku barwienia réinych czeéci roztworu trzeba
zwrécié szczegélng uwage na speXnienie warunku réwnej gegstod-
¢l roztworu zabarwionego i niebarwionego. Niewgtpliwie
najlepiej do badanie wyst¢powania konwekcji nadaje sie metoda

atoméw znaczonych. Konwekcyjne przemieszczanie sie promienio-
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-twérczych atoméw znaczonych jest ratwe do wykrycia przy
pomocy odpowiednich detektoréw promieniowania. Zmiany
gestodci wywolane zmianami skXadu izotopowego sg zwykle
niewielkie, tak, e warunek statej gestodci roztworu w
catej objetodci roztworu jest speXniony.

Izotop stosowany w doéwiadczeniach powinien mieé wystarcza-
jaco dXugi pérokres rozpadu /na tyle dtugi, aby w czasie
trwania doéwiadczenia aktywnosdé roztworu nie spadta ponizej
wartodci wykrywalnej stosowang technikg rejestracji/.

36Cl, ktéry jest emiterem ef (Emaks =

Warunek ten speZnia

= 0,716 MeV, Eér = 0,26 MeV, zasigg maksymalny w wodzie

0,292 cm i ty, = 4 - 107 18t9%/)  38c1 jest dostepny w pos-

taci chlorku sodu. Metodyka jego rejestracji jest dokZadnie
59/

opracowana .
Uktad pomiarowy, w ktérym prowadzono dodwiadczenia

byt odpowiednio zmodyfikowanym ukXaedem stosowanym w metodzie
elektrotermedyfuzyjnej. Schemat naczynka kapilarnego przed-
stawiono na rys.8.1. W szlifach naczynka, w gérnym i w dol-
nym zbiorniczku umieszczone byty okienkowe liczniki Geigera-
MUllera. Okienka tych licznikéw wykonane byty z miki o gru-
boéci 2,5 mg/cm2. Liczniki G-M mialy niski bieg wZasny
/10-20 imp/min/, co umozliwiato okreglanie niewielkich przy-
rostéw liczby zliczeri. Punkty pracy licznikdéw ustalano

59/

standartowg metodsg . Schemat aparatury elektroniczne]
uzywanej do pomiaru liczby zliczen przedstawiono na rys.8.2.
W gérnym i w dolnym zbiorniczku zapasowym umieszczono mie-
szadelka magnetyczne. Mieszanie roztworéw w zbiorniczkach

zapasowych miato na celu wyeliminowanie przestrzennych

niejednoroénoéci w rozmieszczeniu aktywnodci w objetodei
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zbiorniczka zapasowego tak, 2eby roziwdr wchodzgecy z po-
wrotem do kapilary mial aktywnoéé réwng dredniej dla cale-
go zbiorniczka.
Fromien kapilery wyznaczano przez wazZenie rteci, ktérg
wypelniano kapilare do réznych pozioméw. Podobnie wyznacza-
no objytodé zbiorniczkdéw zapasowych.
Naczynko pomiarowe byYo wypeinione roztworem chlorku sodu
znakowanym 3601 do okredlonego poziomu w kapilarze przez
dolny przewdd. Po zamknigciu dolnego kranu pozostsia czeédd
kapilary i gérny zbiorniczek zapasowy byte napeiniena roz-
tworem nieaktywnym przy pomocy strzykawki z igtg /starsno
gi¢ nie mieszaé roztworu aktywnego i nieaktywnego/. Po
wype¥nieniu naczynka, gérny zbiorniczek zamykano licznikiem
G-M i po zamknigciu gérnego kranu wXgczano: ohieg z wodg
meszange/
chXodzgcqg z termostatu i/foztworu w obu zbiorniczkasch zapa-
sowych. Temperatura wody chXodzgcej wynosita 25,0 : O,IOC.
Po péigodzinnym mieszaniu i termostatowaniu wykonywano kon-
trolny pomiar asktywnoéci cieczy w gérnym i w dolnym zbior-
niczku. Pomiar aktywnodci trwaX zawsze 10 min. Nastepnie
przez naczynko kapilarne przepuszczano zmienny prad elektry-
czny /sieciowy/ o znanej mocy i mierzono zmiany aktywnodci
roztworu w gérnym i w dolnym zbiorniczku w zaleinodci od
mocy i od czasu. )
Ta czeé¢ aparatury, w ktdrej znajdowalb ub w wyniku uszko-
dzenia mégt znaleZé sig izotop umieszczona byta w komorze
rekawicowej.
Wradciwe dodwiadczenia zostaly poprzedzone dodwiadczeniami
wstepnymi, w ktérych uiywano naczynka o nieco innym ukXadzie.
Réznica polegata na tym, 2%e roztworéw w gérnym i w dolnym

zbiorniczku nie mieszaeno i liezniki umieszczone byly w odleg-

fcsci 2 mm lub 10 mm od wylotu kapilary.
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Na wykresach 8.3 i 8.4 przedstawiono zmiany aktywnoéci
roztworu w gérnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zaleZ-
nodci od mocy prgdu przepuszczanego przez ukXad. Zmiany
aktywnodci w przypadku, gdy przez ukiad przepuszczany jest
prgd sg znacznie wig¢ksze anizeli w przypadku, gdy przez
uktad prgd nie piynie. Wyniki pomiaréw wstepnych pozwalajg
przypuszczad zatem, ze prgepuszczanie prgdu zmiennego przez
uk¥ad wywoXuje konwekcje. Poniewaz w pomiarach tych liczba
zliczeri gérnego licznika jest wielkodcig uéredniong w tym
sensie, %Ze majg w niej udzial objetodci roztworu o rdéznej
sktywnodci wtadciwej /aktywnodéé wiadeiwa roztworu w gérnej
czedci kapilary jest inna, anizeli aktywnod¢ wradciwa
roztworu w ré2nych czeédciach gérnego zbiorniczka zapasowe-
go - brak wymieszania/, to w tym przypadku niemozliwy Jjest
iloéciowy opis konwekcyjnego przenoszenia izotopu. Opis
ilodciowy konwekcyjnego przenoszenia izotopu mozna podad
dla grupy pomiaréw wXasciwych tzn. tych, w ktérych roztwory
w gérnym i w dolnym zbiorniczku mieszano. W pomiarach tych
zmiany aktywnodci mierzone licznikami G-M pochodzg od zmian
aktywnodcl roztworu w catej objetodci zapasowej zbiorniczka
/zakYadamy zupelne wymieszanie cieczy w zbiorniezku/ i po-
niewsaz liczniki G-M sg umieszczone w duzej odlegodci od
wylotu kapilary /okolo 4 rezy wigkszej aniz2eli maksymalny
zasigg czgstek B—'/, aktywnodé pochodzgca od czedci roztwo-
ru w kapilarze w poblizu jej wylotu do gdérnego i dolnego
zbiorniczka nie wptywa na liczbe 2zliczer rejestrowanych
przez liczniki.

Wyniki pomiaréw dla réinych mocy prqdu zmiennego i rdéznych

odleglodci poziomu roztworu aktywnego od wylotu kapilary



- 41 -

przedstawiono ma wykresach /8.5/ - /8.11/.
W misre wzrostu mocy pradu zmiennego wydzielanej w ukladzie
obserwuje sig wzrost szybkodci przyrostu aktywnodci cieczy
w gérnym zbiorniku zapasowym. W tabelach /8.1/ i /8.2/
przedstawiono grednig szybkodé przyrostu aktywnodeci w gérnym
zbiorniku zapasowym w zaleznodci od mocy prgdu Widaé stgdy
e ze wzrostem mocy rodnie szybkodé przyrostu aktywnoédci.
Przedstawione wyniki dodwiaedczalne pozwalajg przypuszczad,
2e w ukladzie w przypadku przepuszczania prgdu zmiennego
wystepuje konwekcja. Sprawdzenie sYusznoéci tego przypusz-
czenia opieraé¢ sig¢ musi na pordéwnaniu wynikéw dodwiadczal-
nych z obliczonymi teoretycznie, co zostanie ponizej wykona-
ne. Obliczenia zostang poprzedzone krétkim opisem teorii
fenomenologicznej metody elektrotermodyfuzyjnej.

Teoria fenomenologiczna dla rozwazanego ukiadu

h56/’57/, tutaj pozostaje

zostaXa przedstawiona w pracac
Jga z odpowiednimi modyfikacjami zastosowad:
Rozk*ad temperatury w kapilarze wynika z prawa zachowanisa

energii dla omawianego uktadu /symetria cylindryczna/:

%‘ig-"cwl‘v * 4 /8.8/

gdzie:

<o = -V— =xk i - Jjest iloédcig
ciepta w cal wydzlelanq w jednostce objetodci i w jednostce
czasu, M - moc calkowita pradu elektrycznego, Y =~ obje-
tod¢ uktadu, k = 0,24, U - napiecie prgdu zmiennego,

ho =~ wysokoédé¢ kapilary, % =~ przewodnictwo wladciwe elek-

trolitu



142 -~

T

/8.9/

S
')l

i Jy=-A

Dla x 1i A niezaleznych od temperatury i odpowiednich

warunkéw brzegowych:

r = O T = T /8.10/

r = r T = T /8.11/

rozklad temperatury w kapilarze ma postad:
k Eﬂ -2 2
T'“"T;"' y A V'(q; -"T") /8.12/

réznica temperatur miedzy érodkiem kapilary 1 éciankg dana

Jest przez:

T 1. ke M
Tu-To= &0 w’ = 25 o, /8.13/

i gradient temperatury okreélony jest zaleznodcig:

1l IX V /8.14/

Pole pre¢dkoéci konwekcji dla stanu stacjonarnego mozna

obliczyé z réwnania Naviera-Stokess

dy _ 2
o qE =39 podpr pVy 0,15/
dla odpowiednich warunkdéw brzegowych:
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V, =G ¢ oo dla »=0 /8.17/

o
8.18
z'[f’[rrvzabr-:-o /8.18/
0

Warunek /8.18/ oznacza, %e caikowity przepiyw przez poprze-
czny przekrdj kapilary musi by¢ réwny zeru.

Pole predkoéci konwekcji dane Jjest przez:

ot

A 2 A 4
Vz~ l{(iﬁi’ﬂ'k“i—g o e g.—-g/ro) /8.19/

gdzie:
k x U?
K= %ﬁ %?‘*—“2,_:‘ /8.20/

Sredni przeptyw cieczy w gére¢ dany jest przez zaleinoéé:

+ Y
[ = 21Tj TV, A7 /8.21/
o

A, . . .
gdzie: ﬂ’-;ﬁ% jest miejscem gdzie V, = O.
Po podstawieniu odpowiednich wartosci do /8.21/ i wycalko-

waniu otrzymujemy:

- ¢
-I+: gzl;r.s!g - _/?_246_5. )__2_ 3“‘\" /8.22/

Osobnym zsgaednieniem nie rozpatrywanym przez opisang wyiej
teorig fenomenologiczng jest transport izotopu poprzez
kapilar¢ do gérnego i dolnego zbiorniczka zapnsowego i obli-

czenie zmian aktywnoéeci w tych zbiorniczkach.



- 144 -

Prawo zachowania masy dla izotopu /ktérego steienie ozna-
czamy przez c/ w kapilarze ma postad:
2 2

’ac +V‘?c = D(rrg? ng %{C}) /8.23/
W réwnaniu /8.23/ nie uwzgledniono przeplywu termodyfuzyjnego
ze wzgledu na to, 2e interesuje nas uk?ad, w ktédrym maksy-
malna ré2nica temperatur /a w zwigzku z tym i rozdziaz
termodyfuzy jny/ Jjest bardzo mata. Rozwigzanie tego rdéwnania
w ogélnej postaci jest bardzo trudne, gdyz nie ustala sig
stan stacjonarny i c¢ zalezy zaréwno od r jak i z. Dlatego
2ostangy poczynione pewne uproszczenia. Po pierwsze zaniedba-
ny zostanie przepiyw dyfuzyjny w kierunku pionowym /jest
on maty w pordéwnaniu z transportem konwekcyjnym/. Po drugie
proces samodyfuzji w kierunku redialnym bedzie rozpatrywany
niezaleznie'od transportu konwekcyjnego.
Rozpatrzmy nastepujgcy proces: clecz o aktywnodei ¢ za-
warta w walcu o promieniu -£9- zostaje w pewnym momencie
czasu umieszczona we wspétosiowym walcu o promieniu T
przy czym aktywno$é cieczy w otaczajqcym przenoszony walec
cylindrze jest rézna od aktywnodci cieczy w przenoszonym
walcu. Interesowaé nas bedzie jak szybko dzigki samodyfuzji
nastgpi wyréwnanie aktywnodci.
Zmiany aktywnodci w czasie dane 8§ w omawianym przypedku

przez:

’c)c...
D( %3 +5%.) o247

z warunkiem poczgtkowym:
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C(’V"O)':-{(a/l) gclale {(V)—-Ca cUo.O(’V'«(
Cof(v) me, dla v <o

/8 25/

i brzegowym
Dc -
o =0 /8.26/

gdzie warunek /8.26/ oznacza, 2e nie ma przepiywu izotopu
przez dcianke kapilary.
Rozwigzanie réwnania /8.24/ dla warunkéw brzegowych /8.25/

i /8.26/ jest znaneGo/ i ma postaé:
N 4(v)otv+Z°; —:-’3) j 6] do

O

(9.27)

gdzie: Jo 1 J1 - sg funkcjami Bessela zerowego i pierwszego

rzgedu i «, 84 pierwiastkami rdéwnania

Jd.(ﬂ('h) :O /8.28/

Dla szczegélnej postaci warunku poczgtkowego /8.25/ rozwig-
zanie /8.27/ ma poetaé(dla, c4:0)'.

e
5

i ‘(Mtw [ 4 ,.;o )J /8.29/
e

_5 N M) ,

Z /8.27/ 1ub /8.29/ widaé, ge istotny udzial czionu czasowego
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zwigzany Jjest tylko z pierwszym zerem funkcji Bessela

I rzedu / &, = 3,83171/ gdyz juz nastepne drugie zero

/o, = 7,01559/ daje wkXad o kilkanaécie rzeddw nizezy®".

Dla czasu:

t=tv = Te /8430/
D
. -10 ~ -4 . . .
czXlon czasowy jest rzedu € = 10 i stezenle 1zotopu

w obu czeédciach walca jest wyrdwnane.,

Majac w powyzszy sposdéb wyznaczony czas wyréwnywania stezer
izotopu wzdiuz promienia kapilary przyjmigmy, Ze czgédé obje-
toéci kapilary, w ktérej ciecz porusza sie¢ w gére, zostaje
podzielona na pewng liczbe elementdéw /ktdérych objetodé wyzna-
czona zostanie ponizej/ i na takg samg liczbe elementdw
zostaje podzielona objetoéé kapilary, w ktérej ciecz porusza
sie w dé6x. Oba rodzaje elementéw ponumerowsne 8g od géry
przy pomocy liczb carkowitych O, 1, 2 . . . n. Stezenie
izotopu w elementach poruszajgcych si¢ w gére zostaje oznaczo-
ne przez a,, a w poruszajgcych sie w déi przez bk‘ W czasie

t =t /brak konwekcji/ mamy

() (o)
a, =by /8.31/
Zaktadamy, 2e transport konwekcyjny izotopu z udziatem dyfu-
2ji w kierunku radialnym odbywa sie¢ w nastepujgcy sposdéb:
element objetoédci G skokowo zmienia swg k+1-s28 pozycje
/nie zmieniajgqc aktywnoédci/ na pozycje k i jednoczeénie

element objetoéeci bk-1 zmienia skokowo swg k-1-6z8 pozycje
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na k-tq i pozostajgq w tej pozycji przez oszacowany poprzed-
nio okres czasu dopdki steienia sig wyréwnajg. Po wyréw-
naniu stezen /uptywie czasu T/ obie cze$ci cieczy w kapi-
larze wykonujq kolejny skok. Mo2na to przedstawié przy pomo-

cy nastepujgcego diagramu:

(® | @1 @] ™
l’l««z A b -3 | by [2en
© | (© | d e ()
by-y Q.| kok bealde | w véwmgc b,y Q..
@ | @ | PmeXe s [, [ ] - _”t“__%“' Ly ]
by | by el T C Y) “« %k
L(O) (o) b CINCY b (Y (9
ot | % k [Gig | ket [P |
® (o) CIIRS) I
bku CL% "gu a’xg Lko't. a’uz
(0) (1)

na ktérym zobrazowano pierwszy krok.

Objetosé elementéw jest wyznaczona przesz:

\L =Tt /8.32/

8 liczba elementdw, ktére poruszajg sie w gére dana jest

przez:

NI /8.33/
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gdzie V' Jjest objetodecig tej czeéeci kapilary, wktérej ciecz
porusza sig¢ w gére.
vmiany stezenim izotopu dla kolejnych krokéw w zbiorniczkach

znpasowych dane sg przez zaleinoéé:

L+d +
Tt. ¢ Lx
=c (4-2=F)+a, -

dla gérnego zbiorniczka
i

-, L T
CL+4: C,,(Cl’ I“I‘) + kL., ”’\7— '
, Vi B8 /8.35/

dla dolnego zbiorniczka,

przy czyn oczywiécie

I"=1% /8.36/

gdzie: 1~ przeplyw objetodciowy w déz.

¥ /8.34/ i /8.35/ Vi i VB oznaczajg odpowiednio objetodci
zbiorniczkéw zapasowych gérnego i dolnego. Pierwsze cziony

w tych réwnaniach oznaczajgq zmniejszanie sig¢ ilodci izotopu
wskutek wypiywu z tych zbiorniczkéw elementarnych objetodci
/odpowiednio bo z gérnego zbiorniczka i a, 2z dolnego zbior-
niczka/, a drugie czlony oznaczajq wzrost lub spadek steie-
nia izotopu spowodowany wpiynieciem elementu objgtodci o od-
powiedniej aktywnoéci. W kazdym kroku oczywidcie nalesy
przyjaé za b° stezenie izotopu w zbiorniczku gérnym z poprzed-

niego kroku i za a, stezenie izotopu w dolnym zbiorniczku
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z poprzedniego kroku.
vstawienie /8.22/ do /8.33/ i przyjecie odpowiednich wartod-

ci liczbowych daje dla liczby elementédw nastepujgcy zwigzek:
n = —se--- /8.37/

Poniewa2 stosowana w doéwiadczeniach najmniejsza moc miaZa
wartosé 0,6 W to liczba elementéw wynosi 121.

Konieczne zatem bylo uzycie maszyny matematycznej i oblicze-
nia dla odpowiedniej iloéci krokéw zostaly wykonane na maszy-
nie Odra 1204.

Obliczenia wykonano dla dwéch modelowych doédwiadczen, w ktéryct
ciecz znakowana byXa wprowadzona do kapilary na réine wyso-
koéci/1 cm i 0,5 cm ponizej wylotu kapilary do gérnego zbior-
nicgka zapasowego/. Obliczone zmiany aktywnoéci zostaly
przedstawione na wykresach /8.12/ i /8.13/.

Dla poréwnenia z wynikami doéwiadczalnymi na tych samych
wykresach /8.12/ i /8.13/ przedstawiono zmierzone w czasie
przyrosty aktywnodci wraz 2z wyliczonymi teoretycznie dla tych
samych mocy i odlegodci poziomu cieczy aktywnej od wylotu
kapilary, przy czym te ostatnie zostaly powig¢kszone o dredni
przyrost aktywnoéci jaki obserwowany by w ukladzie bez
przepuszczania prgdu. Poréwnanie wykreasdéw wekazuje na dobrg
zgodnoé¢ obliczonych i dodwiadczalnych wynikéw. Brak pelnej
zgodnodci wywolany jest zapewne tym, 2e przy wprowadzaniu
cieczy nieaktywnej do kapilary nastgpowaXo czeédciowe i nie
kontrolowane wymieszanie tej cieczy 2z cieczg aktywng, co

dawalo stan poczgtkowy rézny od przyjetego w obliczeniach,
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Rozdziax 1X

Dyskusja wynikéw pracy

Jednym z celéw niniejszej pracy byXo sformulowanie
i rozwigzanie zagadnienia stabilnodci hydrodynamicznej ze
wzgledu na swobodng konwekcje w uklaedzie wykazujgcym pola-
ryzacje StgZeniowg.
W opisie tego ukladu zaXozono, %e jest on izotermiczny oraz
zaniedbano krzyiowe wspétezynniki fenomenologiczne /dyfuzyj-
ne/. Jek wynika z oszacowania podanego w podrozdziale VI.5
warunek izotermicznodci jest praktycznie speiniony dla rozwa-
2anego ukiedu.
Biorge pod uwage fakt, ze teoria fenomenologiczna dlas pro-
ceséw transportowych w ukXadach wieloskXadnikowych Jjest
znana51/ interesujgce byXoby rozszerzenie zagadnienia stabil-
nodci hydrodynamicznej na takie ukXady.
W Rozdziale VI sformulowano i rozwigzano postawiony problem
stabilnodci trzema metodami: przy pomocy liniowej teorii
stabilnoéci, metodg potencjaiu lokalnego i przy pomocy ogél-
nych warunkdéw stabilnoéci Prigogine ‘a i Glansdorffa. Rozwig-
zania uzyskane wymienionymi metodami wskazujg, 2e stabilnodé
uktadu jest okreslona przez aktualng dla ukXadu wartoédé
zmodyfikowanej lieczby Rayleigha. Dla wartosci tej liczby
mnie jszych od pewnej wartodci, nazwanej krytyczng, uklad jest
stabilny /nie wyst¢puje konwekcja/, natomiast dla wartosci
wigkszych od krytycznej - niestabilny / wystepuje konwekcja /.
wartosci liczbowe krytycznej liczby Rayleigha uzyskane tymi

metodami &5 w dobrej zgodnosci. Najnizszg wartoéé uzyskeno
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przy pomocy liniowej teorii stabilnoéci. Ta metoda wyda je

sie¢ byé w opisanym tutaj przypadku najbardziej efektywna,

gdy: samo zagadnienie stabilno$ci daje sig¢ rozwigzaé enali-
tycznie. W dwéch pozostatych metodach zaklade sie na poczgtku
vzycie metod przyblizonych rachunku wariacyjnego. ZaXo2enie

to rozszerza mozliwoéci stosowania zsrdéwno metody potencjaiu
lokalnego, jak i ogdélnych warunkéw stabilnodeci Prigogine’a

i Glensdorffe do nieliniowych probleméw stabilnoéci. W meto-
dzie potencjatu lokalnego przy uwzgle¢dnieniu efektéw nielinio-
wych powstaje trudnoéci rachunkowe przy przedstawieniu zaburze-
nia jako superpozycji zalozonych zaburzeri /normal modes/17/.
Problem uwzglednienia czlondéw nieliniowych w tej metodzie
pozostaje otwarty, niemniej sema metoda uwzglednienia tych
efettéw nie wyklucza, tak jak to jest w przypadku liniowe}
teorii stabilnosci.

Trudnoéci 2z czlonami nieliniowymi nie powinny pojawiaé sig

w przypadku stosowania ogélnych kryteriéw stabilnosci Prigo-
gine ‘a i Glansdorffa. Z uwagi na to, 2e ta metoda jest szcze-
g6lnym przypadkiem tzw, drugiej metody Lapunowa stwarza to
mo2liwoé¢é wykorzystania znanych juz zastosowar tej ogdélnej
metody w zaegadnieniach stabilnos$ci termodynamicznej i hydrody-
namicznej. Wydaje sie, 2e metoda ta pozwoli rozstrzygngé na
przykXad otwarty dotgd problem przejscia ruchu laminarnego

w turbulentny w przypadku piaskiego przepiywu Poiseuille'a’l/
Poniewaz w Rozdziale VI problem stabilnodci byl sformulowany
w postaci liniowej te szerokie mozliwo$ci drugiej metody
Lapunowa nie zostaly wykorzystane.

W pracy tej pokazsano, e problem stabilno$ci w ukZadach wykazu-

Jacych polaryzecje stezeniowsg jest przywiedlny do problemu
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Benarda. Fakt ten jest niewgtpliwie wywolany formalng iden-
tycznoécig praw Ficka i Fourriera, ktére byty uiywane do

opisu proceséw transportowych w obu wymienionych przypadkach.
Formaelna identycznoéé obu tych probleméw /a takie problemu
stabilnodci w warstwie ciecgy z absorbcjq gazu/ pogwolila

na wykorzystsnie obliczer numerycznych znanych w literaturse
dla problemu Benarda bez potrzeby przeprowadgzania dodatko-
wych,

Nalezy tutaj gwrdeié uwage na fakt, 2e w Rozdziale VI /a takie
w Rozdziale VII/ w prawie zachowsnia pgedu salozono, %e stan
stabilny jest stsnem bezkonwekcyjnym. ¥ rzecaywistodci Jjednak,
z powodu przeplywu jednego ze sktadnikéw /dla ktérego ukZad
jest otwarty/ skledowa predkodci barycentrycznej w kierunku
X4 jest ré2na od zera. To réini rozwazany tutaj ukXad od
ukZadu w klasycznym problemie Benarda.

wartodé predkoéci barycentrycznej jest okredlona przez gestoéé
pradu elektrycznego. Dla stosowanych w Rozdziale VI geetodci
prgdu elektrycznego jest ona bardzo maXa /rzedu 1072 cm/sec/.
ZaXo2enie o znikaniu pre¢dkodci barycentrycenej /a wigc i pred-
kodci dyfuzji wyrdéinionego sktadnika/ sprowadza prawo zatho-
wania pedu do réwnania Naviera-Stokesa dla uktadu jednosktad-
nikowego. W tekim uj¢ciu érednig predkodd roztworu moine
identyfikowaé z kolektywnsg predkodecig wszystkich skradnikdw
mieszaniny. Uwzglednienie predkodci dyfueji sesktadnikéw prowa-
dzi do modyfikacji prawa zachowania pedu, w ktérym wystepujg
czgstkowe tensony napreteri dla poszczegélnych skZadnikdéw
roztworusz/ i oprécz sumarycznego tensora ciénienia pojawia
8i¢ czion z predkodciami dyfuzji wegyetkich skXadnikdéw rogz-

tworu62/’63/.
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Podobne do wprowadzonego w niniejezej pracy uproszczenia

w prawie zachowenia pedu zostaly wprowadzone w problemie
stabilnodci w warstwie cieczy z absorbcjg gazu opisane

w Rozdziasle III.2. Opisane uproszczenie pozwala w rozwaia-
nych w tej pracy zagadnieniach na zaZzozenie identycznych
warunkéw brzegowych dla zaburzern predkoseci, jak w przypadku
problemu Benarda.

Warto jeszcze zwrdécié uwage na fakt, se technika pomiarowa

do wyznaczania wartodci krytycznej zmodyfikowanej liczby
Rayleigha jest w przypadku opisywanego problemu znacznie
prosteza anizeli w problemie Benarda i problemie stabilnodei
w warstwie cieczy 2z absorbcja gasu. Dla tego ostatniego
problemu ustalenie profilu gestoédci jest doéé trudne, ze
wzgledu na brak stacjonarnodci. Opisywany w tej precy problem
jest wolny od tych niedogodnoéci. Stwarza to moz2liwoéé uzywa-
nia tej semej techniki pomiarowej w badaniach nad stebilnoéd=
cig w bardziej skomplikowanych ukiadach np. gdy gradient
geotodci jest wywolany zaréwno gradientem stgienia, jek i gra-
dientem temperatury, czy tez w przypadku, gdy oprécz tych
dwéch gradientéw wymusza sig¢ w warstwie jeszcze przepiyw
hydrodynamiczny.

Autorowi niniejszej pracy nie udalo sig¢ znaleZé w literaturze
rozwigzania sformulowanego w Rozdziale VI zagadnienia stabil-
nodci.

Ze wzgledu ne problematyke poszukiwania literaturowe koncentro-
waly sie wokdél prac teoretycznych i dodwiadczalnych dotycezg-
cych elektrolizy 2z prezenoszeniem jonéw metalu z anody na
katode. W literaturze dotyczgcej teorii procesu przenoszenia
jonéw przez roztwér nie rozpatruje ei¢ na ogél pochodzenia

i warunkéw w jakich powstaje przenoszenie konwekcyjne. Uwaga
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ta dotyczy w szczegbélnosei Lewicza64/, AgaraGS/, CholpanowaGG{

68/. Autorzy ci w cyto-

Matsuda67/, Grischera, Mattesa i Brauna
wanych pracach przyjmuja pole predkoéci konwekcji za dane
nie badajgc przyczyn jego powstania.

Autorowi niniejszej pracy udeXo sig znaleZ¢ zaledwie kilka
prac dotyczgcych konwekcyjnego przenoszenia jonéw w ukiadach
o interesujacej ze wzgledu na problem stabilnoéci geometrii.

69/ 70/ dotyczg wprawdzie

Prace Fenecha i Tobiasa oraz Wrsgga
konwekcyjnego przenoszenia jonéw miedzy dwoma pXaskimi réwno-
legtymi i poziomymi elektrodami, ale odlegXos$¢ migdey elektro-
dami jest bardzo duza /1 cm - 16 cm - Fenech i Tobias, 5 cm
i wiecej Wragg/. Ponadto badacze ci uzywali komérki elektro-
litycznej z porowatg przegrodg, co gnieksztaicazo prgd kon-
wekcyjny. Pomiary prowadzone w takich ukXadach nie mogly
prowadzi¢ do stwierdzenia wystapienia przejscia od stanu beg-
konwekcy jnego do stanu, w ktérym wystepuje konwekcja, gdy2

od razu na poczgtku doswiadczenia musiala w takim ukladzie

Sv
po jawidé (konwekc ja,

(A obserwowall metodami optycznymi

Fedorowa i Chaczaturian
prad konwekcyjny powstajgcy przy anodowym rozpuszczsniu miedezi
w czasie elektrolizy wodnego roztworu siarczanu miedzi. Uzywa-
ny przez nich ukXad sktadat si¢ z poziomej anody w postaci
spiralki i plaeskiej poziomej katody. Autorzy ci w cytowanej
pracy stwierdzajg, 2e préba znstosowania w charakterze anody
poziomej plytki nie doprowedzila do oczekiwanych wynikéw ze
wzgledu na to, 2e jej powierzchnia utrudniaZa ruch przepiywéw
konwekeyjnych w dowolnych kierunkach. Pojawienie sie¢ i inwers-
Ja prgdu konwekcyjnego w roztworze autorzy ci wyjagniajg

efektami cieplnymi proceséw elektrodowych, bez uwzgledniania

zmian steZenia elektrolitu wokéx anody i katody. Wydaje sieg
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natomiast, 2e wiadnie zmiany ste¢2enies elektrolitu sg przyczy-
ng zaréwno powstania przeplywu konwekcyjnego jek i jego
inwersji.
Cytowane wyze) praceé wyczerpujg liste znanych autorowi prac
doéwiadczalnych, w ktérych moznaby sie¢ spodziewaé informacji
dotyczgcych sformutowanego w Rozdziale VI zagadnienia stabil-
nodci.

Drugim zadaniem do rozwigzania w ramach niniejsezej
pracy bylo sformuZowanie i rozwigzanie problemu stabilnoédci
w warstwie cieczy, gdy gradient gestodci wywotany jest réwno-
czeénie gradientem stezenia i gradientem temperatury.
W opisie proceséw transportowych w tym przypadku zaniedbano
efekt termodyfuzyjny. Jak pokazano w pracach72/ 75/ efekt
ten odgrywa istotng role w przypadku problemu Benarda w ukza-
dzie dwusktadnikowym. Gradient gestodci w tym przypadku wy-
wolany jest nie tylko gradientem temperatury, ale takie
gradientem st¢zenia, wytwarzanym przez termodyfuzje. Jak po-

kazali Legros i Platten
znak wspbXczynnika Soreta. Dla wspéiczynnika Soreta mniejsze-
go od zera /sktadnik cieZszy gromadzi si¢ w miejscach o wyz-
szej temperaturze/ przejécie przez stan marginalny ma charak-
ter periodyczny /nie jest speXniona zasada zmiany stabilnoédei/.
W odwrotnym przypadku /sktadnik cie2szy gromadzi si¢ w miejs-
cach o wyiszej temperaturze/ przejécie przez sten marginalny
ma charakter speriodyczny /zasada zmiany stabilnodci jest
speXniona/.

Jeéli wspdéXczynnik Soreta jest mniejszy od zera naleiaXohy

sie spodziewaé stabilizujgcego wplywu rozdziaXu termodyfuzyj-

nego na s8tabilnoé¢ ukZadu. Fakt ten byt istotnie obserwowany
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doswiadczalnie przez Legros73/’ 14/

A4 przypadku dodatniego wspéXczynnika Soreta obliczenia nume-
ryczne wykazaly74/’75/, 2e komérka konwekcyjna moze obejmo-
waé calg warstwe roztworu. Ponadto ze wzgledu na duig réinice
w czasach relaksacji dla termodyfuzji i konwekeji / 'ﬁ(ﬁermo-
dy:}}) T (kopV konwekcja moze niszczyé powstajgcy gradient
ste¢2enia, zanim zdgqzy on uzyskaé swéj destabilizujgqcy wpiyw,
Te przyczyny zdeniem cytowanych autoréw powodujg, 2e nie
obserwowali oni w doédwiadczeniach destabilizujgcego wpiywu
rozdziatu termodyfuzyjnego na stsbilnoéé ukladu,.

W Rozdziale VII niniejszej pracy zaniedbano wpiyw rogdgzisalXu
termodyfuzyjnego na stabilnod¢ uk?adu. Pokazano, e jest to
uzasadnione wtedy, gdy stosunek przykfadenej réinicy tempera-
tur do réinicy potencjaréw jest odpowiednid maly /mniejszy
niz 102 °c/v/.

W dodwiadczeniach stosunek ten moina zmieniaé oczywidcie

w azerokich granicach. Niniejsza praca obejmuje zatem tylko
péwien graniczny zakres. Mozna dodwiadczalnie zrealigowad
sytuacje¢, gdy wplyw rozdziaiu termodyfuzyjnego /oboko rozsze-
rzalnodci termicznej/ bedzie dominujgcy. Tak bedzie wtedy,
gdy réznica temperatur preyk¥adena na dcianki ukXadu bedgie

odpowiednio duia, natomiast malta bedzie réinica potencjaZdw.

¥ zagadrrieniu stabilnodci opisanym w Rozdziale VII rozpatrzo-
no dwa przypadki zaleinoéci temperatury od wepéirzednej:
liniowg i paraboliczng.

Dla liniowego profilu temperatury pokazano, 2e sformulowany
problem etabilnodeci jest przywiedlny do problemu Benarda

i problemu sformuXowanego w Rozdziale VI, jedli klasyczng

liczbe Rayleigha uzupelnié dodatkowym czlonem zwigzanym 2z gra-
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~-dientem stgzenia. W tym przypadku przejécie przez stan mar-
ginalny ma chargkter aperiodyczny /speXniona jest zasada
zmiany stabilnoéci/.

76/’77/, gdzie

Podobny problem rozpatrywany byZ w pracach
gradient stezenia by wytwarzany w procesie zwyklej dyfuzji.

W cytowanych pracach rozpatrzoao przypadek stabilizujgcego
udziau gradientu stezenia /substancja cigssza dyfunduje od
dozu.

Procedura matemstyczna stosowana w liniowej teorii stabilnodei
nie uwzgl¢dnia czasdéw releksacji dla pdél stesenia i tempera~-
tury. Ré2nica ta moze wywotadé /podobnie jak w przypadku
problemu Benarda w roztworze dwuskladnikowym/ wystgpienie
niestabilnoéci przy niiszych od oczekiwanej wartosciach zmo-~
dyfikowanej liczby Rayleigha. W ten sposdb mozna wyjasnid

76/ o wystgpieniu podkrytycznych niestaebil-

sugestie Veronisa
nosci w przypadku ukZedu, gdeie gradient gestodci jest wywo-
Yany gradientem stezenia i gradientem temperatury, gdyz jak
wykazat Sani78/ w klasycznym problemie Benarda rie istniejg
2adne podkrytyczne niestabilnodci /najmnie jsza warto$é liceby
Rayleighs, ktéra dopuszcza nle zerowe rozwigzania ne zaburge-
nia predkoéci jest réwna wartoéci krytycznej /okoXo 1707/.
Problem stsbilnoégei sformuXowany w niniejszej pracy, a takie

76/ 6g formalnie identyczne

problem rozwazany przez Veronisa
2z problemem Benarda. Wynik uzyskany przez Saniego obejmuje
zatem oba opisane problemy.

W przypaedku parabolicznego profilu temperatury pokazano, %e
sformuiowany problem stabilnoéci jest przywiedlny do problemu
Taylora. Pozwolio to na wykorzystanie obliczeri przeprowadzo-

nych dle tego problemu hez potrzeby przeprowadzania wXasnych.
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Niewgtpliwie najciekawszym jest w tym przypadku wniosek
o stabilizujgcym wptywie wzrostu mocy prgdu zmiennego. Do
analogicznego wniosku mozna doj$¢é w przypadku problemu sta-

21/ w warstwie cieczy,

bilnoéci opisanego przez Deblera
w ktérej wytworzony jest tylko paraboliczny profil tempera-
tury. Doéwiadczalne zbadanie stusznosSci tego wniosku byXoby
bardzo ciekawse.

Ostatnim zadaniem sformutowanym do rozwigzenia w ra-
mach niniejszej pracy byo sprawdzenie sugestii o mozliwodci
sformuzowania zagadnienia stabilnodéci ze wzgledu na swobodng
konwekcje w ukXadach, gdzie sk¥adowa gradientu gestosci
w kierunku prostopadlym do pola grawitacyjnego Jjest réina
od zera.

W Rozdziale VIII pokazano teoretycznie i potwierdzono dos-
wiadczalnie na przyktadzie metody elektrotermodyfuzyJjnej,

2e sugestie takie sg fatszywe. W opisanych warunkach w ukia=-
dzie musi zewsze wystgpié¢ konwekeja. Wniosek ten wskezuje,
2e teoria fenomenologiczna metody elektrotermodyfuzyjn9351/'
55/,56/,51/ jest stuszna w zakresie od najmniejszych mocy

prqdu, a2 do mocy, przy ktérych laminarny profil konwekeji

przejdzie w turbulentny.
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Rozdziax X

Zestawienie wynikdéw

Ponitej przedstawione zoetang najwaznie jsze wyniki

osiggniete w niniejszej pracy.

X.1. Zagadnienie stabilnodci_w_ukiadach_pz_polaryzacjg steze-

niowg

1/ Wychodzgc z ogdélnych réwnari termodynamiki proceséw nie~
odwracalnych wyprowadzono prawo gachowenia masy dla
rozwazanego ukladu /réwnanie 6.14/. Prawo to doprowa-
dzono do postaci drugiego prawa Ficksaé /réwnanie 6.17/.
Prawo zachowania p¢du przyjeto w postaei réwnania

Naviera-Stokesa /réwnanie 6.25/.

2/ Sformulowano problem stabilnodci hydrodynemicznej

ze wzgledu na swobodng konwekeje¢ w rozwazanym ukzadzie,

3/ Sformulowany problem stabilnodci rogwigeano trzema
metodami
a/ przy pomocy liniowej teorii stabilnoédci,
b/ metodg potencjatu lokalnego termodynamiki procesdéw
nieodwracalnych,
¢/ przy pomocy ogélnych warunkéw stabilnoéci Prigogine‘a
i Glansdorffa.

ad. a/
I. Réwnania wyjsciowe dla rozwazanego tutaj problemu do-
prowadzono do postaci formalnie identycznej z odpo-

wiednimi réwnaniami dla klasycznego problemu Benarda.



II.

III.

Iv.
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Wykazsno, 2e przejécie od stanu stabilnego do
stanu niestabilnego ma charakter aperiodyczny,

tzn., 2e spetniona jest zasada zmiany stabilnoéci.

Pokazano, ze stabilnoé¢ uktadu okreélona jest
przez aktualng dla uk¥adu wartodé zmodyfikowane]
liczby Rayleigha. Liczba ta jest okredlona zalez-
noécig /6.45/.

Korzystajgc ze znanych dla problemu Benarda wyni-
kéw pokagano, 2e wartodé krytyczna zmodyfikowane]

liczby Rayleigha wynosi 1707,762.

ad b/

I.

II.

III.

Korzystajgc z ogélnej procedury metody wyprowa-
lokalnego

dzono odpowiednig poetaé potencjaxuv¥dla rozwazane-

go ukiadu /réwnania /6.80/, /6.81/ i1 /6.82/.

Korzystajgc z snalogii z problemem Benarda wykaza-
no, 2e stabilnoéé ukradu jest okreélona przez
wartoéd¢ zmodyfikowanej liczby Rayleigha, okreélo-
nej przez /6.111/.

Przy uzyciu metody Ritza obliczono wartoéé krytycz-
ng zmodyfikowanej liczby Rayleigha. Dla przyJjetych
postaci funkcji prébnych /formalnie identycznych

z odpowiednimi funkcjami dla problemu Benarda/
otrzymano wartodé krytyczng zmodyfikowanej liczby

Rayleigha réwng 1750.

ad ¢/

I.

Wyprowadzono werunki stebilnofci hydrodynamicznej



4/

5/
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i termodynamicznej dla rozwazanego tutaj ukZadu.
Majg one postaé nierdwnoéci /6.130/ i /6.140/.
Otrzymane postacie sg analogiczne do odpowiednich

warunkéw stabilnosci dla problemu Denarda.

II. Korzystajgqc z podanych w literaturze obliczen
otrzymano wartodci krytyczne zmodyfikowsanej liczby
Rayleigha

R, = 1707,94 i Re = 1812,8.
Pierwszg z tych wartoéci otrzymuje sig metodsg
eliminac ji zaburzenia steienia, a drugg metodg

"gwobodnego minimum".

Na przykadzie uk¥adu wodny rozciericzony roztwér siar-
czanu miedzi -~ miedziane elektrody, potwierdzono doé-
wiadczalnie wystepowanie przejécia od stanu stabilnego
/brek konwekcji/ do stanu niestabilnego /wystgpowanie

konwekcji/. /Rysunki 6.3, 6.4 i 6.5/.

Wyznaczono doéwiadczalnie wartoddé krytyczng zmodyfiko-~
wanej liczby Reyleigha dle st¢ien siarczanu miedzi

w zakresie od 1072 do 5107 mol/l i dla odleglodci

2 2

mig¢dzy elektrodami w zakresie od 6,2¢10"° do 19,7+10"
cmw., #Wyniki przedstawiono w Tabeli 7.2.

Srednia wartoé¢ krytyczna dla wszystkich pomiardéw
wynosi 1132 #210. Wydaje sig, 2e zanizona w stosunku do
wyliczonej teoretycznie wartoéé krytyczna wywolana jest

nieréwnomiernym rozktadem gestodéci prgdu na powierzchni

elektrod,
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1/ Sformutowano zagadnienie stabilnodci hydrodynamicz-

2/

3/

4/

5/

6/

nej ze wzgledu na swobodng konwekcj¢ w rozwazsnyn
uktadzie. W odpowiednich réwnaniach zaniedbano udzia
rozdgiatu termodyfuzyjnego w gradiencie gegstosdci.
Jak wykagzeno, powyisze zalozenie jest sXuszne dla
stosunku wytwarzanej réinicy temperatury do przykza-

danej réinicy potencjatdéw nie przekraczajgce] 102.

Rozpatrzono dwa przypadki zaleznodci temperatury
od wepéirzednej w ukiadzie:
a/ zaleinosdé liniowa

b/ zeleinoéé paraboliczna.

Sformutowane zagadnienie stabilnoéci rozwigzano

metodg liniowej teorii stabilnoéci.

Dla przypadku liniowej zaleinoédci temperatury od
wepblrzednej pokazano, 2e stsbilnoé¢ ukladu okreélo-
na jest przez aktualng dla uktadu wartodédé zmodyfiko-
wanej liczby Rayleigha. Zmodyfikowana liczba Rayleighsa

jest w tym przypadku okredlona zaleznoécig /7.54/.

Wykezano formalng identycznoéé problemu stabilnoéci
2 Iiniowym profilem temperatury do problemu Benarda
i korzystajge z wynikéw dla tego ostatniego problemu
pokazano, 2e wartoéé krytyczna zmodyfikowanej liczby

Rayleigha wynosi 1707,762.

Dla przypadku parabolicznej zaleznoéci temperatury

od wspéirzednej pokazano, ze stabilnoéé¢ ukZadu jest

okreslona przez ektualng wartodé zmodyfikowane j
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1/

8/

>

el

1/

2/

3/
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liczby Rayleigha, okreslonej zsleznodcig /7.58/.

Korzystajgc z obliczen podanych w literaturze wykaza-
no, %e wartoéé krytyczna zmodyfikowanej liczby
Rayleigha zaleiy od parametru ¢x’ /xtéry zalezy od
potozenia minimum gestodci/. Zaleinodé te przedsta-

wiono w Tabeli 7.1.

Przedyskutowano wpliyw trgech niezaleznych czynnikéw
/réitnicy stezen, ré2nicy temperatury prezyktadanej

na écienki i ciepza Joule ‘a wydzielanego w ukladzie/
na stabilnoéé ukiadu.

abilno$¢ hydrodynamiczna w_metodzie elektrotermodyfuzyj-

. @ G g = D - - - o - - -

Wykazano ogélnie dla uktadéw ciek2ych, %e istnienie
w uk?radzie sktadowej gradientu gestosci prostopadie]
do pola grawitacyjnego wywotuje pojawienie sig swobod-

nej konwekcji.

Na prezyktadzie metody elektrotermodyfuzyjnej potwier-
dzono doéwiadczalnie wystepowanie konwekcji dla

malych mocy wydzielanych w ukladzie /Rysunki 8.3-8.11/.

Ia%ele 8,1/, 8,2/»
W tym celu uiyto metody atoméw znacronych /roztwér

chlorku sodu znakowany 3601/ w odpowiednio zmodyfi-
kowanym naczynku kapilarnym pozwalajgcym na bezpoéred-

nie pomiary aktywnoéci /Rysunek 8,1/,

Celem pordéwnania opracowano model konwekcyjnego prze-
piywu izotopu w kapilarze z uwzglednieniem samody-
fuzji w kierunku redialnym, ktéry pozwolil na oblicze-
nie numeryczne zmian aktywnoéci w obu zbiorniczkach

zapasowych,
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4/ Dla poréwnania wyniki oblicrer i wyniki doswiadczal-
ne przedetawiono na Rysunkach /8.12/ - /8.13/.
Zaobserwowang dohrg zgodnoddé wynikdéw obliczonych
teoretycznie z otrzymanymi doédwiadczelnie, co porwa=-
la na potwierdzenie wystgpowania konwekcji w kapila-

ILe.
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Zaleznoéé liczby Nusselta od liczby Rayleigha, w przypadku
poziomej warstwy cieczy; gradient temperatury skierowany
pionowo. /S.Chandrasekhat "Hydrodynamic and Hydromagnetic
stability" str.69/.
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Zaleznoé¢ liczby Nusselta od liczby Rayleigha, w przypadku warstwy
cieczy zawartej migdzy dwoma wspéiosiowymi, pionowymi cylindrami;
gradient temperatury skierowany poziomo /E.F.M.van der Keld, F.G.
van Drunen, Physica 15, 865-881 /194G/ /.
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Zaleznos¢ liczby Nusselta od liczby Rayleigha, w przypadku warstwy
cieczy zawartej mi¢dzy dwoma wspé2osiowymi, poziomymi cylindrami,
gradient temperatury skierowany radialnie. /M.Itoh, T.Fuita, N,

Nishiwaki, M.Hirata, Intern,J.lieat Mess Transfer 13, 1364-68 /1970//.
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Rye. 6.1. Geometria uktadu pomiarowego /1 - roztwér wodny siarczanu miedzi,
2 - ptytke miedziana - anoda, 3 - plytka miedziana - katoda/.

891
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Schemat uk}adu pomiarowego /1 - komérka elektrolityczna,
2 - miliwoltomierz, 3 - miliamperomierz, 4 - opér,
5 - bateria akumulatordéw/.
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Zmiany napigcia migdzy elektrocdami w czasie w przypadku, gdy anoda jest

dolng elektrodg /odlegXosé migdazy elektrodemi b = 0,064 i0,00Z cm, ste-
senie wyjéciowe elektrolitu c¢ /0/ = 3-10“3 mol/1l, prgd caXkowity I =
= 6 mA/.

oLt



Ulmv)

Rys.6.4.

g

A A _— A ’
{ 2 3 4 5 6 1 8

——= [ min]

b
o
=3

Zmiany napigcia mig¢dzy elektrodami w czasie w przypadku, gdy anoda
Jest gérng elektrodg /warunki dodwiadczenia identyczne jek w przy-
padku Rys.6.3/.
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warunki doswiadczenia
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polozenie anody z goérnego na dolne i ha odwrdt /
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Tabela 6.1,
zmiany nepigcia migdzy elektrodemi w czasie w zaleznodci

0od poXozenia anody /c /0/ = 5-10"3 m/l ib = 6,2'10_2 cm,

I = Lipyq = 2,06 mA/e

Anoda na dole

Anoda na gérze

I = 2,06 mA
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Tabela 6.2.
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Rys.7.1.

T =53 bxs )+ £ (F-Ta ) +Te

Geometria ukiadu pomiarowego /1 = roztwdr wodny siarczenu miedzi,

2 - ptytka miedzisna - anods,

3 - piytka miedzisna - katoda/.

SL!



176

*/ 0 £<qep /b po

(

7° PPOUZBT8Z BUZOLIBWAYDS °*Z°*L°8ky

_— . e - = - ) i

ud
|
I
|
I
I
I
|
!




177

/o > q 8/ b po ¥ pyouyarez euzdkisweyos °¢cLrehd




178

/0 < D oFauorsisn BIP/ q po

!

Y Psouzatez suzdLigwayog

o~

oVuan%m

-— @ eme ap ewe =

» Y



179

o1

Tabela

Wartodci krytyczne zmodyfikowasnej liczby Rayleigha
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woda ciodzaca <= ‘9%
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4 5
woda clodzaca

Rys«.8s1. Schemat naczyfika kapilarnego / 1 - kapilara,
2 - zblorniczki zapasowe, 3 ~ liczniki G-,
4 - drucikl platynowe, 5 - przewody doprowadzajace /.



1~ ZWN

| PEL

Rys.8.2. Schemat blokowy aparatury do pomiardw aktywnoédei /1 - licznik G-M,
ZWN - zasilacz wysokiego napiecia, V - wzmacniacz, PEL - przelicznik
elektronowy/.
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Zmiany aktywnoéci w gérnym zbiorniczku zspasowym w czasie w zaleznodci
od mocy. Gérny licznik G-M umieszczono w odlegiodeci 10 mm od wylotu
kapilary. Roztworu w zbiorniczkach zapasowych nie mieszano.

/Promien kapilary r, = 0,0405 cm

DXugoé<¢ kapilery h- = 11 cm.
Na poczgtku doéwiad®zenia wype¥Xniono rcztworem aktywnym /aktywnosé

wygéciowa 2400 imp/min/ dolny zbiorniczek zapasowy i kapilar¢ do wyso-
kosci 10 cm/.
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Zmiany aktywnoéci w gérnym zbiorniczku zapasowym w czssie w zalezno$ci od
mocy. Gérny licznik G-M umieszczono w odlegtoéci 2 mm od wylotu kapilary.
Roztworu w zbirniczkach zapasowych nie mieszano.
/Promient kapilary r = 0,0534 cm

DXugoéé kapilary h° = 11 em.
Na poczgtku doswiadRzenia wypeXIniono roztworem aktywnym /aktywnoédé wyjs-
ciowa 5000 imp/min/ dolny zbiorniczek zapasowy i kapilare do wysokosci

9 cm/.

gl



Ry308o50

450 600 (k] 750

0 150 300

Zmiany aktywnodci w gérnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zaleznoéci od
moty. Gérny licznik G-M umieszczono w odleglodei 10 mm od wylotu kapilary.
Mieszano roztwér w zbiorniczkach zapasowych.

/Promienl kapilary r. = 0,0539 cm

D2ugodé kapilary 19 en.
Na poczitku dodwiadczenia roztworem aktywnym /aktywnoéé wyjéciowa 6000

18pcm1 wypeXniono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilare do wysokodei

¥l
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Zmisny aktywnosci w gdérnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zaleznodci od
mocy. Gérny licznik G-M umieszczono w odlegtoéci 10 mm od wylotu kapilary.
Mieszano roztwér w zhiorniczkach zapasowych.
/Promien kapilary ro = 0,0539 cm

D2ugoéé kapilary hg = 11 em.
Na poczatku doswiadczenis roztworem aktywnym /aktywnodé wyjéciowa 3000
1mp/m1n3 wypeiniono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilarge do wysokodci

10 em/.
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Zmiany aktywnodci w gérnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zaleznoéci od
mocy. Gérny licznik G-M umieszczono w odlegXodci 10 mm od wylotu kapilary.
Mieszano roztwér w zbiorniczkach zapasowych.

/Promier kapilary ro = 0,0539 cm

Dxugoéé kapilary ho = 11 cm.

Na poczgtku dodwiadczenia roztworem sktywnym /aktywnodé wyjéciowa 6000
imp/sin/ wypeXIniono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilare do wysokoéci

10 em/,
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0 150 [gd;]
Zmiany aktywnodéci w g¢rnym zbicrniczku zapasowym w czasie w zaleznodci od
mocy. Gérny licznik $-¥ umieszczono w odlegfogci 10 mm od wylotu kapilary.
Mieszano roztwlr w zbiorniczkach zapasowych.

/Promieri kapilary ro = 09,0539 cm

DXugoéé kapilary hpo = 11 cm.

Na poczgtku dogviadczenia roztworem aktywnym /aktywnosé wyjsciowa 6000
imp/m}n/ wypelniono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilarg do wysokosci
10 em/

L8l
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Zmiany aktywnoécl w gérnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zaleznoéci od mocy.
Gérny licznik G-M umieszczono w odlegodci 10 mm od wylotu kapilary. Mieszano
roztwér w zbiorniczkach zapasowych.

/Promieri kapilary ro = 0,0539 cm

DIugoé¢ kapilary ho = 11 cm.
Na poczatku dodwiadczenia roztworem aktywnym /aktywnodé wyjéciowa 6000 imp/min/

wypeiniono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilar¢ do wysokodci 10,5 cm/.

- 88l



Rys.8.10.

681

-

T 10 20 30 40 50
[sdd

Zmiany sktywnoéci w gérnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zaleznodci od mocy.
Gérny licznik G-M umieszczono w odlegoéci 10 mm od wylotu kapilary. Mieszano
roztwér w zbiorniczkach zapasowych.

/Promien kapilary r, = 0,0539 cm

DXugoéé kapilary hg = 11 cm.
Na poczatku dodwiadczenia roztworem aktywnym /aktywnodé wyjéciowa 6000 imp/min/

wypeiniono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilare do wyeokodci 10 cm/.
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Zmiany aktywnodci w gérnym zbiorniczku zapasowym w czasie dla zerowej mocy.
Gérny licznik G-M umieszczono w odlegtodci 10 mm od wylotu kapilary. Miesza-
no roztwér w zbiorniczkach zapasowych.

/Promien kapilary ro = 0,0539 cm

DXugosé kapilary hy = 11 cm. '
Na poczgtku doéwiadczenia roztworem aktywnym /aktywnoéé wyjéciowa 6000 imp/min/

wypeXniono dolny zbiorniczek zapasowy i kapilar¢ do wysokoéci 10,5 cm/.
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10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Rys.B8.12. 2Zmiany aktywnoéci w gérnym zbiorniczku zapasowym w czasie w zaleiznoéci
od mocy.

- krzywa doéwiadczslna /doéwiadczenie przedstawione na
rys.8.9.
- krzywa teoretyczna

- zmiany aktywnoéci dla zerowej mocy.
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Rys.8.13. 2Zmiany aktywnoéci w gérnym zbiorniczku zspasowym w czasie w zaleznoédci
od mocy.
- xrzywa dodwiadczalna /doéwiadczenie przedstawione na
rye.8.8./

- krzywa teoretyczna
- zmiany aktywnoéci dla zerowej mocy.
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Tabela 8.1,

Zaleznodé szybkoéci wzrostu aktywnoéci w gérnym
zbiorniczku zapasowym w zaleinoéci od mocy prgdu
/dla doéwiadczenia przedstawionego na rys.8.5/.

!

' |
E Moc | Srednia ezybkod¢ wzrostu aktyw-
1 i noéci i
' H imp/min godz. ;
oo e e ommmommssommooommooooooooe -
; 0,0 ; 0,22 +0,12 i
E 0,6 E 0,47 +0,07 :
! 2,4 i 1,43 +0,17 '
i 3,9 ! 2,15 +0,11 i
L '

Tabela 8.2

Zaleznoéé szybkoédci wzrostu aktywnodeli w gérnym
gbiorniezku zepesowym w zsleznodci od mocy prgdu
/dla doéwiadczenis przedstawionego na rys.8.6/.

' ' ]
! Moc | Srednis szybkoé¢ wzrostu aktyw-!
| : noéci !
E ! imp/min-godz. !
e T S |
: | :
| 0,0 | 0,21 40,24 !
| 1,4 ' 0,24 +0,04 |
i

! 7 i 0,47 +0,09 |
5 4,4 ; 0,99 40,33 i
' ] '
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