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Przedmowa 1 streszczenie pracy

Jakkolwiek dokladnie nie poznaliby$my zjawisk zwigzanych z przebiegiem reakcji che-
micznych, zawsze pozostang niezglebione niuanse, ktérych wyjasnianiem zajmowac sie
beda kolejne pokolenia naukowcéw. Pierwszym poziomem tej ztozonosci jest kwantowo-
mechaniczne ujecie samych reagujacych ze sobg atoméw i czasteczek, uwzgledniajace
ich wewnetrzne stopnie swobody. Nastepnym etapem hierarchii sg teorie wyjasniajace
mikroskopowe aspekty reakcji w oparciu o przyblizenia wynikajace z mechaniki kwan-
towej, ale juz nie wymagajace uzycia tak rozbudowanego formalizmu matematycznego.
Od opisu mikroskopowego przechodzimy nastepnie do teorii uwzgledniajacych niesty-
chanie duze iloSci czasteczek, z jakimi mamy do czynienia w typowej reakcji chemiczne;j.
Z najbardziej makroskopowym opisem reakcji mamy do czynienia w przypadku kinetyki
chemicznej, w ktérej zamiast pojedynczych czasteczek substancji méwimy o jej stezeniu,
a na dodatek wszelkie pojecia przestrzenne redukujemy do objetosci umownego reaktora.
W reaktorze mozemy wprawdzie umiesci¢ substancje nie stanowigce jednolite]j fazy, jed-
nak nawet wéwczas jedynym istotnym dla kinetyki chemicznej pojeciem przestrzennym
bedzie wymiar interfejsu rozgraniczajacego fazy — najczesciej réwny 2. Kinetyka chemicz-
na podaje prawidlowy opis reakcji wszedzie tam, gdzie nie sg istotne szczegbly zwigzane z
koniecznos$cig spotykania si¢ czasteczek reagentéw w réznych punktach przestrzeni. Jed-
nakowoz, w wielu przypadkach zagadnienia transportu materii pozostaja istotne — nie
tylko bowiem przebieg reakcji w czasie, ale nawet jej ostateczny rezultat, mogg zalezeé
od fizycznego rozmieszczenia reagentéw oraz sposobu ich mieszania. Oprécz transportu
samych czasteczek istotny moze by¢ réwniez transport energii, najczesciej pod posta-
cia ciepla. Najbardziej ogdlny opis reakcji chemicznej moze zatem uwzglednia¢ dyfuzje
reagentéw, ich fizyczne przemiany fazowe oraz uporzadkowany transport pod postacia
hydrodynamicznych przeptywéw, a ponadto przeplyw ciepla i zwigzane z nim zmiany
temperatury, wreszcie zmiany wszelkich innych pdl przestrzennych majacych wplyw na

przebieg reakcji (np. pole elektrostatyczne, ciSnienie, o§wietlenie, prady pochodzace od



przeptywu ladunkéw). Przewaznie wymienione czynniki wptywaja na siebie nawzajem,
a zatem ich ewolucje musimy rozpatrywaé wspoélnie. Przy obecnym poziomie rozwo-
ju techniki komputerowej, modelowanie reakcji z uwzglednieniem powyzszych aspektow
jest juz nieomal w zasiegu reki. Warto zatem postawic¢ pytanie o role takiego postepu
w nauce. Czy odtwarzajac mozliwie dokladnie warunki panujace w badanym ukladzie
osiaggniemy istotnie nowa jako$¢? Na ogél nie. Prawdopodobnie jedyng naukowa korzy-
Scia ptynaca z uwzglednienia tak wielu réznych aspektéw modelowanego zjawiska bedzie
mozliwos¢ stwierdzenia ktére z nich sa kluczowe, oraz jakiego rodzaju zaburzenia moga
wprowadzié¢ pozostale. Istota poprawnego modelowania nie jest bowiem uwzglednianie
coraz to nowych szczegétéw, lecz umiejetne ich zaniedbywanie. Przykladami dziedzin
nauki w ktérych do dzi§ umiejetnosc ta jest deficytowa moga byé biochemia i biologia
komérki. Wiedza potrzebna do tego by trafnie wybrac zalozenia istotne i trafnie pomingé
cala reszte, wykracza czesto poza tradycyjnie pojmowane ramy danej dziedziny nauki.
Potrzebna jest natomiast umiejetno$é dostrzegania cech wspélnych dla przedmiotéw ba-
dan dziedzin pozornie odleglych — np. polaczenie aparatu pojeciowego fizyki i chemii z
elementami dziedzin takich jak teoria proceséw stochastycznych, biologia, genetyka po-
pulacyjna, teoria uktadéw dynamicznych, informatyka. Niniejsza praca doktorska jest
wynikiem takiego wlasnie interdyscyplinarnego podejscia do pewnej klasy zagadnien
zwigzanych z modelami typu reakcja — dyfuzja. Z punktu widzenia chemii bedg to mo-
dele akademickie, czesto wrecz niemozliwe do praktycznej realizacji. Tym niemniej, a
moze wlasnie dzigki temu, otrzymane wyniki stanowi¢ mogg inspiracje do dalszych ba-
dan zaréwno na gruncie fizyki i chemii, jak i w pozostalych wymienionych dziedzinach.
Opisane modele typu reakcja - dyfuzja mozna réwnie dobrze odnie$¢ do biologicznych i
ekologicznych modeli rywalizacji gatunkow, algorytméw przeszukiwania graféw, a takze
optymalizacji podzialu przestrzeni. Z matematycznego punktu widzenia sg to modele
pewnych zachodzacych wspétbieznie proceséw stochastycznych, zatem mozna je opisy-
waé odpowiednim do tego celu formalizmem matematycznym. Ponadto, we wszystkich
badanych modelach dopatrujemy sie istnienia pewnych funkcjonaléw stanu, ktére pod-
czas ewolucji uktadu w czasie monotonicznie maleja (wzglednie — monotonicznie rosna).
Oczywiste jest zatem odniesienie do fizyki statystycznej i termodynamiki, gdzie role ta-
kiego funkcjonatu pelni entropia. Scidlej, w przypadku badanych tu proceséw bedzie to
termodynamika nieekstensywna i wielko§é nazywana produkcjg entropii.

Mimo, iz rozpatrywane w niniejszej rozprawie uklady dynamiczne majg wiele cech

wspoélnych z reakcjami chemicznymi, ich fizyczna realizacja nie jest omawiana — nie sa



zatem uzywane pojecia takie jak temperatura, ci$nienie, potencjal chemiczny, czy bilans
energetyczny reakcji. Jedynym istotnym aspektem fizycznym omawianych procesow jest
dyfuzja czastek w przestrzeni (zgodna z réwnaniem dyfuzji parametryzowanym stalg
dyfuzji), oraz fakt, Ze w poréwnaniu z wielkoScig naczynia rozmiary czastek sg zanie-
dbywalnie mate. Wyobrazajac sobie rozpatrywane procesy mozemy zatem siegaé¢ po opis
reakcji zachodzacych w mocno rozcienczonych roztworach cieklych. Niemniej, do okre-
$lania iloSci czastek w danym miejscu beda uzywane pojecia takie jak gestosé (wzglednie,
gesto$é prawdopodobienistwa znalezienia czastki, z ang. PDF), w znaczeniu takim, jakie

chemicy nadaja stezeniu substancji rozpuszczonej w roztworze.

Streszczenie

Niniejsza praca doktorska sktada si¢ z pieciu rozdzialéw. W zwigzku z duzg rozpietoscia
poruszanych zagadnien, zrezygnowalem z tradycyjnego podziatu pracy na czesé litera-
turowa i badania wlasne. Zamiast tego, poszczegélne rozdzialy zawierajg wyodrebnione
czeSci omawiajace wybrane zagadnienia literaturowe i opatrzone stosownymi tytutami.
W rozdziale pierwszym omoéwiony zostal uktad czastek poruszajacych sie ruchami
Browna w objetosci ograniczonej Sciankami zbiornika. Czastki docierajace do $cianek sg
usuwane z ukladu, za$ na ich miejsce wprowadzane sa nowe czastki, przy czym wpro-
wadzamy je w punktach wybranych losowo sposéréd lokalizacji innych obecnych w ukta-
dzie czastek. Uklad ten modeluje dwa zachodzace réwnocze$nie procesy — absorpcje
czastek na Sciankach oraz ich autokatalityczng rekombinacje wewnatrz reaktora. Dla ta-
kiego uktadu znajduje funkcjonal, ktérego wartosé monotonicznie zmienia sie w czasie,
i poprzez analogie do formalizmu termodynamiki nieekstensywnej pokazuje, iz moze on
pelni¢ role produkcji entropii dla pewnej klasy nieekstensywnych entropii Renyi’ego.
Rozdzial drugi opisuje uklad zawierajacy rézne rodzaje czastek. W obrebie kazdego
z nich reguly ewolucji sa takie, jak w rodziale pierwszym, a ponadto czastki réznych
rodzajéw reagujg ze sobg — spotkanie dwoch czastek réznych rodzajéw prowadzi do ich
anihilacji. W wyniku procesu nastepuje segregacja przestrzenna reagentéow. Przedsta-
wiam rézne modele numeryczne tego procesu, ktérych stosowalnosé zalezy od ilosci czg-
stek i zasiegu oddzialywan, omawiam zalezno$¢ profilu gestosci czastek od parametréw
modelu oraz wprowadzam model graniczny dla nieskonczonej ilosci czastek. Postuluje
(i na poparcie tezy przedstawiam badania numeryczne), ze réwniez w takim ukladzie

minimalizowany jest pewien funkcjonal, nazywany dalej produkcja entropii. Badam sta-



ny stacjonarne ukladu w zaleznosci od ilosci reagentéw, ograniczajac sie do przestrzeni
dwuwymiarowe;.

Rozdzial trzeci przedstawia konsekwencje zniesienia narzuconych zewnetrznie $cia-
nek reaktora — co zrealizowano na dwa sposoby: poprzez zwiekszanie iloSci reagentéw
tak, by zaledwie niewielka cze$¢ zajmowanych przez reagenty obszaréow stykala sie ze
Sciankami naczynia, oraz poprzez zastapienie Scianek naczynia periodycznymi warun-
kami brzegowymi. W dwdch wymiarach obszary zajmowane przez reagenty przyjmuja
ksztalty mozliwie najbardziej zblizone do szesciokatéw foremnych. Postuluje uzasadnie-
nie matematyczne tego faktu formulujac odpowiednik stynnej hipotezy plastra miodu
dla wartosci wlasnych operatora Laplace’a.

W rozdziale czwartym znajduja si¢ opisy struktur tworzonych w wyniku podziatu
przestrzeni w trzech wymiarach. Rozdzial ten nie odnosi sie juz do dynamiki ukltadu;
jego tresdcia sa zagadnienia zwigzane z klasyfikacjg stanéw stacjonarnych w przestrzeni
trojwymiarowej i ich poréwnaniem z podobnymi strukturami znanymi z krystalografii
badz tez fizyki pian.

Rozdzial piaty zawiera oméwienie zastosowanych metod numerycznych uzytych pod-

czas modelowania oraz przy analizie wynikéw.



Rozdziat 1

Produkcja entropii w modelowej

reakcji autokatalityczne;]

W niniejszym rozdziale szczegdtowo analizowane jest zachowanie uktadu czastek, ktoére:
— poruszaja si¢ ruchami Browna po dostepnej objetosci zbiornika,

— sa pochtaniane (rozkladane) na $ciankach zbiornika, a przy tym

— wewnatrz zbiornika sa autokatalitycznie reprodukowane, tak ze ich laczna liczba po-
zostaje stala w czasie.

Z punktu widzenia teorii proceséw stochastycznych, opisany uklad realizuje proces
Fleminga—Viota (patrz rozdz. 1.2). W niniejszej pracy uktad ten zastuguje na szczeg6lng
uwage z dwoch powodéw — po pierwsze, jest on podstawowym modulem uzytym do
opisanej w dalszych rozdziatach konstrukcji uktadow wielosktadnikowych, po drugie —
jego ewolucja w czasie daje si¢ $ciSle opisaé prostymi réwnaniami matematycznymi.

Przyjmijmy nastepujace zalozenia i definicje:
wymiar przestrzeni, w ktorej odbywa sie ruch — rozwazania matematyczne beda pro-
wadzone na ogdét niezaleznie od wymiaru, niemniej, w prezentowanych przykltadach,
symulacjach i ilustracjach bedzie to przestrzeh dwuwymiarowa
zbitornik — zakladamy, ze jest on ograniczony, za$ jego wnetrze jest zbiorem spdjnym, co
oznacza, ze czastka moze w spos6b ciggly przemiesci¢ sie pomiedzy dwoma dowolnymi
punktami zbiornika nie dotykajac po drodze jego brzegéw;
brzeg zbiornika nie musi by¢ zbiorem spéjnym, co oznacza, ze zbiornik moze zawieraé
wylaczone pola — wyspy, niepelne przegrody itp)
czqstki — zakladamy, ze sa one identyczne i punktowe, a zatem ruch kazdej z nich jest

niezaleznym ruchem Browna z okreslona, identyczna dla wszystkich czastek stala dyfuzji
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Rysunek 1.1: Chwilowa konfiguracja uktadu N = 1000 czastek w prostokatnym zbiorniku

po dostatecznie dlugim czasie obserwacji.

absorpcja na brzegu zbiornika — polega na tym, ze jesli jakakolwiek czastka dotrze
do brzegu, jest ona usuwana z ukladu; zakladamy ze kazdemu aktowi absorpcji towa-
rzyszy natychmiastowo pojedynczy akt autokatalitycznej reprodukcji
autokatalityczna reprodukcja — dowolna czastka (wybrana losowo spoéréd obecnych
w ukladzie) zostaje zdublowana, co oznacza ze wprowadzamy nowa czastke w miejscu
zajetym przez jedna z czastek juz obecnych w zbiorniku; dalszy ruch utworzonej kopii i
oryginalu jest wzajemnie niezalezny

Dzigki synchronicznosci proceséw absorpcji czastek na brzegach i reprodukcji wewnatrz

zbiornika catkowita liczba czgstek, N, pozostaje zachowana

Gdyby nie absorpcja czastek na brzegach i ich powielanie wewnatrz zbiornika, mie-
libyémy do czynienia ze zwyklym gazem czastek Browna, ktére po dostatecznie dlugim
czasie rozproszylyby sie réwnomiernie po calym zbiorniku, i to niezaleznie od poczatko-
wej konfiguracji czastek. W badanym procesie rowniez obserwujemy ewolucje w strone
pewnego okreslonego stanu, niezaleznego od konfiguracji poczatkowej, jednak 6w stan
jest wyraznie rozny od rownomiernego ulozenia czastek. Przyktadowo, dla prostokatnego
zbiornika zawierajacego N = 1000 czastek, konfiguracja po dostatecznie dtugim czasie
obserwacji moze wygladac¢ tak jak na rys. 1.1.

W przypadku gazu Browna (tzn. bez absorpcji i reprodukcji) zaréwno ewolucje ukla-
du w czasie jak i stan koncowy mozna przewidzie¢. Ewolucja gestosci czastek jest bowiem
zgodna z powszechnie znanym réwnaniem dyfuzji, pozwalajacym réwniez znalezé roz-

wiazanie stacjonarne. Ponadto — zgodnie z twierdzeniem H Boltzmanna — wiemy, ze w



nieodwracalnym procesie, z jakim mamy tu do czynienia, entropia Boltzmanna uktadu
roSnie, przyjmujac maksimum swojej wartosci w stanie stacjonarnym.

Analogicznie, réwniez w badanym procesie (z absorpcja i reprodukcja czastek), chcie-
liby$my poznaé réwnania rézniczkowe opisujace ewolucje uktadu, a takze znalezé odpo-
wiednik entropii — tzn. pewien funkcjonal stanu, ktérego warto$¢ podczas ewolucji ukila-
du bedzie monotonicznie zmieniaé sie w czasie, osiagajac ekstremum w stanie stacjonar-
nym (odpowiednik twierdzenia H). W dalszej czeéci rozdzialu wprowadze opis uktadu za
pomocyg rownan rézniczkowych a takze, wzorujac sie na formalizmie nieréwnowagowe;j
termodynamiki nieekstensywnej, wskaze funkcjonal o powyzszych wlasnosciach, i ziden-
tyfikuje go — zgodnie z tym formalizmem — jako produkcje entropii dla pewnej entropii

(r6znej od entropii Boltzmanna).

1.1 Literatura na temat produkcji entropii w termodyna-

mice nieekstensywnej

W ukladach otwartych (w sensie co najmniej takim, ze na skutek proceséw zachodza-
cych w uktadzie moze ulegaé zmianie entropia otoczenia) zmiany entropii uktadu w czasie
mozna rozbi¢ na cze$¢ odpowiadajaca wymianie entropii miedzy uktadem a otoczeniem,
A, oraz czes$é zwiazang jedynie z oddzialywaniami wewnatrz ukladu, . Z punktu widze-

nia ukladu bilans ten wyglada nastepujaco:

dSfp] _

przy czym zar6wno A jak i o sa funkcjonalami stanu ukladu p (moze to by¢ na przy-
klad gestos$é czastek, lub ewoluujacy w czasie rozklad prawdopodobienistwa znalezienia
czastki w danym punkcie). Wielko$é A[p] ma postaé strumienia przez $cianki zbiornika
i moze byé zaréwno ujemna jak i dodatnia. Wielko$¢ o[p] jest nieujemna (co wynika z
drugiej zasady termodynamiki) i nosi nazwe produkeji entropii (w ukladzie). Produkcja
entropii stanowi kluczowe pojecie termodynamiki nieréwnowagowej[1, 2]. Wedtug Ilyi
Prigogine’a[3], ktéry za swoje prace z dziedziny termodynamiki nieréwnowagowej otrzy-
malt w 1977 roku nagrode Nobla, produkcja entropii w otoczeniu stanu stacjonarnego
osigga minimum, a zatem w stanie stacjonarnym (o ile takowy istnieje) spelniony jest
warunek konieczny ekstremum funkcjonatu:

dolp]
=0 (1.2)
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Zgodnie z postulatem Prigogine’a, w otoczeniu stanu stacjonarnego, o[p] jest wielko-
Scia monotonicznie malejacg w czasie, (Scilej: nierosngca). Poza niewielkim otoczeniem
stanu stacjonarnego nie musi to byé prawda, aczkolwiek znaleziono uklady spelniajace
postulat Prigogine’a w szerszym zakresie [4]. Przez dlugi czas (wlasciwie do poczat-
ku lat dziewieédziesigtych XX wieku) nie byly znane zadne uogdlnienia termodynamiki
nadajace si¢ do opisu ukladéw wielu czastek daleko od stanu stacjonarnego.

Badania takich ukladéw prowadzono natomiast metodami spoza obszaru termody-
namiki, w oparciu o analize proceséw transportu, wyktadniki Lapunowa i przej$cia po-
rzadek — chaos [5, 6, 7, 8].

Nowym podejsciem prowadzacym do rozszerzenia zakresu obowigzywania postulatu
Prigogine’a oraz samej termodynamiki jest przedefiniowanie entropii w taki sposéb by
opisywala ona uktad jako pewna niepodzielng calosé, i nie byla juz, tak jak w termody-
namice proceséw réwnowagowych, ekstensywna funkcja stanu. Podejscie to, opisane na
przykiad w pracach [9, 10] nazywane jest termodynamika nieekstensywna. W réznych
zastosowaniach pojawia sie wiele réznych postaci nieekstensywnych entropii, przy czym
najczesciej stosowane sa rodziny entropii Tsallisa oraz Renyi’ego. Dla danego rozkladu
prawdopodobienstwa p (w badanym uktadzie, p = p(r,t) jest synonimem odpowiednio

znormalizowanej gestosci czastek) entropia Tsallisa zdefiniowana jest nastepujaco:

sTlp] = q—% (1- / p(r, t)dr) (1.3)

natomiast entropia Renyi’ego (znana juz w latach sze$édziesiatych[11], poczatkowo je-

dynie w matematyce i teorii informacji):

Sf[p] = 7 i p ln/pq(r, t)dr (1.4)

W obu przypadkach parametr ¢ moze by¢ interpretowany jako miara nieekstensywnosci[12].
W granicy ¢ — 1 zaré6wno Sflr jaki Sf daza do klasycznej entropii Boltzmanna—Gibbsa—
Shannona. Dla ¢ > 1 powyzsze entropie nadaja sie¢ do opisu pewnych klas ukladéw
nieekstensywnych (tzn. nie dajacych si¢ podzieli¢ na niezalezne poduklady, na przyktad
z uwagi na obecnoé¢ oddziatywan z otoczeniem przekazywanych poprzez brzeg uktadu).
Istotng réznica pomiedzy entropiami Tsallisa i Renyi’ego jest ich, odpowiednio, silna i
staba nieekstensywnosé. Entropia Tsallisa jest silnie nieekstensywna — dla dwéch ukla-
déw A i B, niezaleznych pod wzgledem prawdopodobienstw konfiguracji, entropia sumy

systemoéw nie jest rowna sumie entropii podsysteméw:

ST(A+B) = ST (A) + ST(B) + (1—q)ST(4)ST(B), (1.5)
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natomiast w przypadku entropii Renyi’ego:
SE(A+ B) = SF(A) + SK(B) . (1.6)

Formalizm termodynamiki nieekstensywnej (z wariantach z entropiami Tsallisa lub
Renyi’ego) znalazl zastosowania m.in. w badaniu przej$é porzadek — chaos w odwzo-
rowaniach logistycznych[13], w opisie dyfuzji, superdyfuzji i subdyfuzji w obecnosci
potencjatu[14], w konstrukcji odpowiedzi liniowej ukladéw nieekstensywnych[15], w ba-
daniu praw skalowania w ferromagnetykach[16] i mapach logistycznych[17], w opisie
obszaru przejSciowego pomiedzy nieodwracalna dyfuzja a odwracalng propagacja fal[18]
oraz w badaniu niskowymiarowych ukladéw dyssypatywnych i skalowania atraktoréw(19].

Oprécz powyzszych przykladéw wyjasniajacych rozmaite zjawiska w oparciu o ter-
modynamike nieekstensywna, pojawito sie rowniez wiele prac bardziej ogélnych, poswie-
conych wewnetrznej spéjnosci teorii, oraz relacjom pomiedzy formalizmami termodyna-
miki nieekstensywnej i ,klasycznej” [9, 20, 21, 22, 23].

Jednym z zastosowan termodynamiki nieekstensywnej, szczegdlnie uzytecznym w
odniesieniu do badanego ukladu, jest mozliwo$¢ przeprowadzenia analizy proceséw dy-
namicznych na dwa uzupelniajace sie sposoby:

a) pod katem ewolucji zmiennych dynamicznych opisujacych proces,

b) pod katem minimalizacji pewnego funkcjonatu tych zmiennych.

W przypadku proceséw dyssypatywnych (a zatem prowadzacych do zmniejszania ob-
jetosci zajmowanej w przestrzeni fazowej przez zesp6t ukladéw réznigcych sie stanami
poczatkowymi) samo istnienie jakiego§ minimalizowanego funkcjonatu zmiennych dyna-
micznych jest oczywiste, jednak nie ma ogélnych przepiséw umozliwiajacych konstruk-
cje tego funkcjonatlu explicite. Podobnie, majac minimalizowany funkcjonal, nie zawsze
potrafimy wskaza¢ réwnania rézniczkowe na ewolucje zmiennych dynamicznych, ktéra
prowadzitaby do, monotonicznej w czasie, zmiany wartosci funkcjonalu i w konsekwen-
cji osiggniecia jego ekstremum w stanie stacjonarnym. Zagadnienie przejScia pomiedzy
tymi kompatybilnymi opisami komplikuje dodatkowo fakt, iz zaden z nich nie jest jed-
noznaczny — ten sam proces moze byé¢ opisywany przez wiele r6znych uktadéw réwnan
rozniczkowych, oraz prowadzi¢ do minimalizacji wielu istotnie réznych funkcjonaléw
(nie chodzi tu jedynie o proste funkcje tych funkcjonaléw). Przykiady powiazania opisu
rézniczkowego i funkcjonalnego zawieraja prace Franka i Daffertshofera[24, 25]. Badali
oni nieliniowe réwnanie Fokkera—Plancka opisujace m.in. polaczenie dyfuzji z ruchem
turbulentnym, za$ do wskazania minimalizowanych funkcjonaléw postuzyli sie wlasnie

formalizmem termodynamiki nieekstensywne;j.
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Analogiczne postepowanie zastosowaliSmy (wraz z prof. R. Holystem) w odniesieniu
do ukladu tutaj opisywanego. W rozdz. 1.4 wykazemy, iz minimalizowanym funkcjona-

lem jest entropia Renyi’ego (réwn. 1.4) z parametrem q = 2.

1.2 Literatura na temat procesé6w Fleminga—Viota

Modele uktadéw, w ktérych ruchome (w szczegdlnosei, wykonujace ruchy Browna) czast-
ki sa pochlaniane po dotarciu do okreslonego miejsca (badz tez w wyniku spelnienia
innych warunkéw — np. uplyniecia okreSlonego czasu zycia), za$§ powstaly w ten spo-
sOb ubytek czastek uzupelniany jest poprzez tworzenie duplikatéw istniejacych czastek
(nasladujgce autokatalize¢) pojawialy si¢ w rozmaitych dziedzinach nauki. Powigzanie
takich modeli z entropig zawdzieczamy teorii proceséw stochastycznych. Z jej punktu
widzenia procesy bladzenia przypadkowego z absorpcja i towarzyszacym jej w sposob
natychmiastowy duplikowaniem przypadkowo wybranych czgstek nosza nazwe proceséw
Fleminga—Viota[26]. Wendell Fleming i Michel Viot odniesli swoje badania do genetyki
populacyjnej — role migrujacych czastek pelnig tam genotypy, odpowiednikiem ruchéw
Browna sa mutacje genéw (btadzenie przypadkowe odbywa sie¢ zatem w przestrzeni o
wysokim wymiarze, réwnym liczbie genéw), za$ odpowiednikiem absorpcji sa mutacje
letalne. W §lad za powyzszym, procesy Fleminga—Viota znalazly zastosowanie w infor-
matyce przy konstrukcji i badaniu algorytmow genetycznych, a takze algorytméw typu
,»,g0 with the winners” uzywanych m. in. do przeszukiwania graféw i optymalizacji sie-
ci transportu[27]. Bezposrednia inspiracja do rozpoczecia moich wlasnych badan nad
opisanym procesem (a takze przestanka co do wyboru tematu rozprawy doktorskiej)
byly wspélne prace Chrisa Burdzego i opiekuna niniejszej rozprawy [28, 29]. Co cieka-
we, Burdzy, prowadzac badania nad ergodycznoscig w procesach Markowa, zajmowal
si¢ weze$niej ukladem, w ktérym pojedyncza czastka poruszala sie ruchem Browna po
wnetrzu zbiornika, za$ po dotarciu do Scianek przeskakiwala do dowolnego odwiedzone-
go wczesniej punktu (tzn. do wybranego losowo punktu nalezacego do juz zakreslonej
trajektorii). Okazuje sig, ze w granicy ¢t — oo lokalna gestos¢ trajektorii (ilo§é przejsé
trajektorii przez sasiedztwo danego punktu) pokrywa si¢ z gestoscia czastek w stanie sta-
cjonarnym procesu Fleminga—Viota, cho¢ dynamika procesu, tzn. szybkos¢ dochodzenia

do stanu stacjonarnego, ma w obu przypadkach odmienny charakter.
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1.3 Model ciggty

Zalezno$¢ badanego ukladu od zachowania bardzo wielu dyskretnych czastek, ma dwie
oczywiste wady — po pierwsze, ztozono$¢ ukladu utrudnia prowadzenie analiz zaréwno
teoretycznych jak i numerycznych, po drugie — wszelkie wielkosci $rednie, ktére chcieli-
by$my wyznaczy¢ w oparciu o symulacje, beda obarczone fluktuacjami. Jedynym powo-
dem, dla ktérego byloby warto prowadzié¢ symulacje modelu dyskretnego, jest wlasnie
badanie owych fluktuacji, na przyklad w celu numerycznego sprawdzenia obowigzywa-
nia twierdzen dyssypacyjno — fluktuacyjnych. Wbrew pozorom, numeryczna konstrukcja
efektywnego programu do symulacji ukladu dyskretnego nie jest zadaniem latwym —
patrz rozdz. 5.1

Poniewaz interesuje nas zachowanie ukladu w granicy bardzo duzej iloSci czastek,
N — o0, celowe jest przejscie od uktadu dyskretnego do modelu cigglego. Polega to
na wprowadzeniu funkcji gestosci czastek i badaniu jej zmian w czasie i przestrzeni.
Poniewaz gesto$¢ ta pokrywa sie (z dokladno$cia do normalizacji) z funkcja gestosci
prawdopodobienstwa p(r,t) znalezienia czastki w danym punkcie. Terminéw ,gestosé
czastek” 1 ,funkcja gestoSci prawdopodobienstwa” (ang. PDF) bedziemy uzywaé za-
miennie, pamigtajac przy tym, ze p(r,t) jest znormalizowane do jednosci.

Ewolucja p(r,t) wynika z nastepujacego ukladu réwnan rézniczkowo—catkowych:

2 p(r.1) = DAp(r,t) + A(D)p(r. 1 (17)

/ g, ) dV =1 (1.8)

14
przy czym D > 0 jest stala dyfuzji, za$ calkowanie obejmuje objetosé zbiornika (wzgled-
nie jego powierzchnig, jesli rozwazamy uktad dwuwymiarowy). Czlon A(t)p(r,t) okresla
autokatalityczna reprodukcje czastek w punkcie r w czasie t. Funkcja A(t) jest zaleznym
od czasu mnoznikiem Lagrange’a. Jej interpretacja wynika z zalozen modelu: w miej-
sce czastek zaabsorbowanych na brzegu zbiornika wprowadzamy nowe czastki poprzez
powielanie juz istniejacych — chwilowa warto$é A(t) odpowiada iloSci czastek, jakie zo-
staly w danej chwili usuniete z uktadu poprzez absorpcje, a zatem réwniez ilosci czastek
wyprodukowanych wewnatrz ukladu.
W zwiazku z absorpcja, w kazdym punkcie rg lezagcym na brzegu zbiornika, spelniony
jest warunek brzegowy:
p(ro,t) =0 (1.9)
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Z polaczenia réwn.(1.7) z warunkami brzegowymi, réwn.(1.9) otrzymujemy:
Ap(re,t) =0 (1.10)

dla kazdego punktu rg lezacego na brzegu zbiornika.
Catkujac réwn.(1.7) po objetosci zbiornika dostajemy:

A(t) = —D / ApdV (L.11)
14
za$ po zastosowaniu twierdzenia Greena:
A(t) = -D j{ Vp-dS (1.12)
av

Mozemy teraz podstawié¢ otrzymang postaé A(t) z powrotem do réwnania (1.7),
zastepujac w ten sposéb ukiad réwnan (1.7) i (1.8) pojedynczym réwnaniem ewolucji,
co do ktérego mozemy mie¢ pewnosé, ze zachowuje normalizacje p. Réwnanie to wyglada

nastepujaco:

gg — DAp - D (/ApdV)-p (1.13)
\ %4

Kladac w powyzszym dp/0t = 0, otrzymujemy rozwigzanie stacjonarne ps(r):

Aps(r) = ( / Apy(r') dV’) - ps(r) (1.14)
J

Aby powyzsze rownanie byto spelnione dla kazdego r, pomimo, iz wyrazenie w nawiasach
jest od r niezalezne, rozwigzanie réwn.(1.14) musi byé funkcjg wlasna operatora Lapla-
ce’a dla obszaru zbiornika z warunkami brzegowymi Dirichleta[30, 31], za§ wyrazenie w
nawiasach — odpowiadajaca tej funkcji wartoscia wlasna. Sposréd nieskonczenie wielu
takich funkcji, tylko jedna spelnia warunek nieujemnosci p. Jest to funkcja zwigzana z

pierwsza (podstawowa) warto$cia wlasna, ktéra oznaczymy symbolem \; (patrz rozdz.
1.3 1)s

Aps = \ips (1.15)

Niezaleznie od warunkéw poczatkowych, tak okreslone rozwigzanie stacjonarne jest za-
wsze asymptotycznie osiagane w granicy ¢ — oo (dowdd matematyczny tego faktu mozna

przeprowadzi¢ w oparciu o [31]).
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1.3.1 Ewolucja ukladu w przestrzeni Fouriera

Postaé znalezionego rozwiazania stacjonarnego sugeruje, by réwniez rozwiazania zalezne
od czasu bada¢ w bazie utworzonej przez funkcje wiasne laplasjanu. Poniewaz zalozyli-
$my, ze zbiornik ma skonczong objetos¢, funkcje wlasne laplasjanu spelniajace zadane
na jego brzegach okreSlone (w naszym przypadku — zerowe) warunki Dirichleta tworza
uklad przeliczalny[30, 31] i stanowia baze w pewnej przestrzeni funkcyjnej. Mozemy za-
tem ponumerowaé te funkcje wlasne uzywajac indekséw i = 1,2, ..., +00 w taki sposéb,
aby zwigzane z nimi wartosci wlasne (wszystkie sa ujemnymi liczbami rzeczywistymi[31])

tworzyty uporzadkowany ciag:

O>AM>X>2A32M2...—© (1.16)

Poniewaz zalozyliSmy, ze zbiornik ma spdjne wnetrze, podstawowa wartosé¢ wlasna,
A1, nie moze byé zdegenerowana(31]. Jednakowoz, pozostale wartosci i funkcje wlasne
mogg tworzy¢ podprzestrzenie zdegenerowane. Mimo to, zawsze mozemy dokonaé takie-
go wyboru bazowych funkcji wlasnych w tych podprzestrzeniach i tak je unormowac, by
caly uklad funkcji u;(r) zwiazanych z warto$ciami \; tworzy! baze ortonormalna. Roz-
wazmy zatem ortonormalng baze funkcji wlasnych u;(r) odpowiadajacych warto$ciom

wlasnym A; oraz ciag liczb rzeczywistych §; o nastepujacych wilasnosciach:

Au;(r) = Mug(r) (1.17)
/ wi(r)dV = B; (1.18)
14
0 ifi#j,
/ s (£ (£} AV = #J (1.19)
& 1 ifi=j.

W tak okreSlonej bazie rozwijamy PDF jako funkcje czasu:

p(r,t) =Y cit)ui(r), (1.20)

i=1
Wspoélczynniki ¢; o wartoSciach rzeczywistych muszg zosta¢ wybrane w taki sposéb, by

zachowac¢ nieujemno$¢ PDF w calym obszarze zbiornika, oraz normalizacje:

/p(r,t)dV = ici(t)ﬁi =1 (1.21)
e i=1
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Nie da si¢ spelni¢ tego warunku bez réznego od zera wspolczynnika ¢;. Aby to udowod-

nié, zalézmy na chwile, ze ¢; = 0. Wéwezas, z réwn.(1.19) otrzymaliby$my:

g=0 = /ul(r) p(r,t)dV =0 (1.22)
1%

Skadinad, funkcja u;(r) pozostaje we wnetrzu zbiornika rézna od zera i posiada okre-
Slony, staly znak (wynika to z zalozenia o sp6jnoéci wnetrza, oraz z wlasnosci funkeji
wlasnych laplasjanu opisanych w [30, 31]). Aby zatem spelnié réwnoséé Eq.(1.22), funkcja
p(r,t) musialaby byé wszedzie réwna zeru, albo posiadaé zar6wno obszary o warto$ciach
dodatnich, jak i ujemnych.
Jedli zatem zadamy nieujemnos$ci i normalizacji p, musimy przyjac c; # 0.
Poczawszy od tego miejsca wszystkie symbole sumowania bedg domyslnie oznaczaé
sumowanie od 1 do +oo0.
Podstawiajac do réwnania (1.13) rozwinigcie PDF dane réwnaniem (1.20) otrzymu-
jemy:
1 dc;
D2 -&ui = Zci)\,-ui - Zc,ut ch/\jﬂj (1.23)
i i i J
co prowadzi do nastepujacego ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych okreslajacych

ewolucje wspolczynnikéw c;(t):

1 dg;

@ = Mo~ o ;ﬁjcj’\j (1.24)

Poniewaz wiemy juz, ze ewolucja ukladu prowadzi do stanu stacjonarnego, przewiduje-
my, ze rozwigzania powyzszych réwnan dla wszystkich c; poza c¢; beda dazy¢ do zera gdy
t — 00. Dazenie to nie musi mie¢ charakteru monotonicznego; dla skoniczonych czaséw,
wartosci ||¢;|| moga zaréwno maleé jak i rosnaé. Uklad réwnan (1.24) jest nieliniowy
i na ogdét mozemy go rozwigzywaé jedynie metodami numerycznymi, jednak na jego
podstawie mozemy wiele powiedzie¢ o asymptotycznym charakterze ewolucji uktadu dla

duzych czaséw.

1.3.2 Zachowanie asymptotyczne

Rozwiazanie stacjonarne, dane réwnaniem(1.15), ma postaé:

ps(l‘) = clul(r) (1.25)

gdzie ¢; = 1/p;. W granicy duzych czaséw, funkcja gestosci prawdopodobiefistwa staje

si¢ réwna temu rozwiazaniu z doktadnoscig do malego zaburzenia zlozonego z wyzszyc
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funkcji wlasnych. W poblizu stanu stacjonarnego, réwnanie (1.24) daje si¢ latwo zline-
aryzowaé, dzieki czemu widzimy, ze dla ¢ > 2 wspoélczynniki ¢; zanikaja w przyblizeniu
eksponencjalnie, z wykladnikami réwnymi D(A; — X;).

Rozwazmy zatem dwa niezerowe wspélczynniki: ¢; # 0 oraz ¢; # 0. Jesli A; > Aj, to
dla odpowiednio duzych czaséw zawsze bedzie |c;| >> |c;|, niezaleznie od dysproporcji
pomiedzy wartosSciami poczgtkowymi wspélczynnikéw. Z tego powodu, oprécz funkcji
u1, w ostatniej fazie ewolucji pozostang jedynie domieszki tych funkcji wlasnych, ktérym
odpowiada najnizsza (co do modulu) mozliwa warto§é wlasna. Nie musi to byé jednak
funkcja ug. Uklad moze bowiem zosta¢ wzbudzony selektywnie, czyli w taki sposéb, ze
niektére wspoélczynniki od poczatku beda réwne zeru (na przyklad wskutek zgodno-
Sci symetrii poczatkowego rozktadu czastek z symetrig zbiornika). Zalézmy, ze mamy
do czynienia z przypadkiem, w ktérym oprécz A, liczg sie funkcje zwiazane z A4 (licz-
ba mnoga wynika z mozliwej degeneracji tej wartosci wlasnej). Wéwczas, rozwigzanie

asymptotyczne przybiera postac:
p(r,t — 00) =~ c1(t)ui(r) + Z cg (t)ug (r) (1.26)
ql

gdzie ¢’ numeruje zdegenerowane, a przy tym wzajemnie ortogonalne, funkcje wlasne

zwigzane z wartociag Ag. Z réwnania (1.24) otrzymujemy:

dc
d—tl = c1D(A — Ag) Y Byey (1.27)
ql
% = cg¢ D(Aq — M)c1$1  (dla kazdego ¢') (1.28)

Zakladamy, ze wspélczynniki cy sa male, oraz c18, = 1. Pozwala to na linearyzacje

powyzszych réwnan:

da D

da _ Dy oot 2

3 = 5NN Eq,:ﬂq Ce (1.29)
i;ti' = ¢y D(\g— A1) (dla kazdego ¢') (1.30)

i na znalezienie rozwigzan zgodnych z przyjetymi zatozeniami:

cg ~ Agel (a=2)t  (dla kazdego ¢') (1.31)
1 1 DO—

1~ — — — E 1Ay | ePPa—M)t 1.32

B ﬁl(q,ﬁq q) (1.82)

DowiedliSmy, ze zanik zaburzenia ma charakter eksponencjalny. Natomiast do okreslenia

asymptotycznego zachowania wspélczynnika c; powyzsze rachunki moga nie wystarczaé
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— moze si¢ bowiem zdarzy¢, ze By = 0, lub tez dla pewnych kombinacji Ay, moze
sie¢ zerowa¢ suma [ByAy. Woéwczas do okredlenia asymptotycznego charakteru zmian
wspolczynnika ¢; potrzebny bedzie rachunek zaburzen wyzszego rzedu, aczkolwiek w
poréwnaniu z amplitudg zmian ¢y zmiany c; beda zaniedbywalnie male, gdyz relaksacja

c1 odbywac si¢ bedzie z wyzszym wykladnikiem niz zanik cp.

1.4 Entropia i produkcja entropii

W oparciu o wyniki prezentowane w pracy [29], oraz znajomo$é formalizmu termodyna-
miki nieekstensywnej przedstawionego w rozdz.1.1, Robert Holyst doszedl do wniosku, iz

badany uklad moze by¢ opisywany entropia Rynyi’ego, réwn.(1.4), z parametrem ¢ = 2,

Sppl = —In (V/p2 dv) (1.33)

v

a zatem funkcjonal:

stanowi entropie ukladu (nie méwi natomiast niczego o entropii otoczenia). Modyfikacja
w stosunku do réwn.(1.4) jest pomnozenie argumentu logarytmu przez objeto$é uktadu
V. Jest to podyktowane wzgledami wymiarowymi, a przy tym nie powoduje zadnych
skutkéw poza dodaniem do entropii pewnej stalej (o ile objetosé zbiornika pozostaje
stala). Tak zdefiniowana entropia ukladu moze zar6wno rosngc jak i male¢ w czasie.
Pewnym wytlumaczeniem tego faktu — by¢ moze naiwnym - jest nastepujace rozumo-
wanie: jeSli chcemy aby rozwazany uklad byl ukladem fizycznym, musimy traktowaé
synchronizacje czasowa proceséw absorpcji i reprodukeji czastek jako interwencje oto-
czenia. Natychmiastowe przeniesienie zaabsorbowanej czastki w miejsce okreslone na
podstawie wspoéirzednych innej czastki mozna przyréwnaé do dziatalno$ci demona Ma-
xwella. Tym razem, zamiast otwiera¢ i zamykac¢ klapki sterujac przeplywem czastek w
oparciu o zdobyte w spos6b niefizyczny informacje o ukladzie, stawetny demon kieruje
niefizyczna teleportacja czastek. Gdyby$my potrafili opisaé¢ entropie¢ demona teleportacji
i dodaé ja do entropii uktadu, ich suma bylaby przypuszczalnie wielkoScig niemalejaca
w czasie. Obecnie jednak w zasiggu moich mozliwosci badawczych pozostaje entropia
zwigzana z samym tylko ukladem. W oparciu o réwnania (1.7) i (1.33) otrzymujemy
rOwnanie opisujace zmiany entropii w czasie:

—9D [pA
s J” pel¥

dt ~ [p2adv
14

—2A(%) (1.34)
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Prawa strona réwnania ma postaé¢ sumy dwéch cztonéw, ktére mozemy — analogicznie do
réwn.(1.1) — zinterpretowaé jako produkcje entropii (w ukladzie) i zewnetrzny strumien.

Uzywajac réwn.(1.12) otrzymujemy to rozgraniczenie w bardziej przejrzystej postaci:

—2D [ pApdV
R +2D § vp-ds (1.35)
dt [p2dV p .
v 8V )
produkcja:ntropii, o strumieri zewn

Z powodu nieujemnosci p, strumien zewnetrzny musi byé wielko$cig ujemna (lub réwna
zeru). Natomiast produkcja entropii, o[p], jest zawsze okreSlona dodatnio. Wynika to z
warunkéw brzegowych (réwn.1.9) oraz z twierdzenia Greena:

—2D [pApdV 2D [(Vp)2dV
|4 |4

olp] = AV - [V (1.36)
Vv |4

W przestrzeni Fouriera, przy zachowaniu oznaczen zdefiniowanych w réwn.(1.17) i (1.20),

produkcja entropii przyjmuje postaé:

ofp] = —=t— (1.37)

Poniewaz \; < 0 oraz ||A;|| > ||A1]| dla kazdego ¢ > 1, produkcja entropii jest minimali-

zowana w stanie stacjonarnym:
Omin — Os — —2D/\1 (1.38)

Co wiecej, poza stanem stacjonarnym, zawsze prawdziwa jest nastepujaca relacja:

do
— < 0 1.39
a zatem o jest monotonicznie malejacg funkcja czasu. Stwierdzenie to — udowodnione
w nastepnym podrozdziale — jest odpowiednikiem twierdzenia H (Boltzmanna) dla pro-

dukcji entropii w nieodwracalnym procesie zachodzacym w ukladzie nieekstensywnym.

1.4.1 Dowdd twierdzenia H dla produkcji entropii

Wykaze, iz produkcja entropii, o, zdefiniowana w réwnaniach (1.36) i (1.37) jest — poza
samym stanem stacjonarnym — $ci§le monotonicznie malejaca funkcja czasu. Uzyte gra-
nice calkowania: V' — objetosé zbiornika, dV — element objetosci, 0V — brzeg zbiornika,

dS — zorientowany element powierzchni, a takze pojecia gradientu i iloczynu skalarnego
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zostaly nazwane i uzyte w sposéb sugerujacy, iz mamy do czynienia z ukladem w trzech
wymiarach. Niemniej, dowéd jest stuszny i wyglada podobnie w kazdej przestrzeni R¢

dlad=1,2,...,00.

—2D [pApdV
_ 4 _

e
dt  dt [p2dV
\%4

__ 2D U i [
- |2 [papav [ av (/atApdV+/pAath) p*dv
(fpde> v v 1%
\4

|4

2
2
2> (/pApdV) —/p2dv/(Ap)2dv-/p2dv pA(Ap)dV
\%4

P
(fp2dV) B\ 14 14 14
v

Ostatnie z powyzszych przej$¢ uzyskalem poprzez zastgpienie pochodnej czasowej PDF

wyrazeniem z réwn.(1.13).
Z twierdzenia Greena (niezaleznego od wymiaru przestrzeni — patrz uwaga na poczatku

niniejszego podrozdzialu) otrzymujemy nastepujaca tozsamoscé:
/pA(Ap) dv = /(Ap)2 dV + fpVAp -dS — prVp -dS
|4 1% 151% oV

gdzie obie calki powierzchniowe sa réwne zeru, zgodnie z réwn.(1.10). Ostatecznie:

2

2
% - Tp%% (/pApdV) _ (/p2dv) (/(Ap)de)
v \%4

\% \%

dalej obliczone jako H

W przestrzeni Fouriera, z oznaczeniami jak w réwn.(1.17), (1.20), nawias kwadratowy

oznaczony symbolem H przyjmuje postaé:

2
H = (ZC?M) — (Zcf) (Zcf/\f) = ZC,?)\,‘ZC?)\J' —Zcfzc?)\?

i
1 1
2
— Zc?cj)\i)‘j ~3 (Z c?cjz-/\?- + Zcfc?Af) =3 Zc?c?()\i - )‘j)2
1,7 %,] 2y t,7

Poza samym stanem stacjonarnym, powyzsze wyrazenie jest zawsze ujemne (wiemy bo-
wiem, ze Vt ¢ # 0, patrz réwn.(1.22) i jego opis). Konczy to dowdd twierdzenia, iz o jest
SciSle monotonicznie malejaca funkcja czasu (poza stanem stacjonarnym), lub wielko$é

stala (w stanie stacjonarnym). Poniewaz skadinad wiemy (opis poprzedzajacy réwn.1.15
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i dalej), ze stan stacjonarny jest unikalny, i co wiecej jest on asymptotycznie osiagany
w wyniku ewolucji ukladu, monotoniczny spadek wartosci o odbywa sie az do osiagnie-
cia stanu stacjonarnego. Nie istnieja zatem ewentualne stany metastabilne, w ktérych
ewolucja o zatrzymywalaby sie¢ powyzej swojej wartoSci minimalnej, osigganej w stanie

stacjonarnym.

1.4.2 Zachowanie asymptotyczne

Obliczajac o dla asymptotycznej postaci PDF takiej jak w réwn.(1.26) dostajemy:

dM+A Tk
C% + 2031

2 2
= —2D [\ + (A — Al)%‘i’Jro (22_03) ]

1 51

(1.40)

Mozemy teraz za wielkosci ¢; i ¢y podstawi¢ wyniki uzyskane w réwn.(1.31) i (1.32), po

czym zaniedbaé pojawiajace si¢ czlony wyzszych rzedéw, otrzymujac:

o~ —2D (Al + (Aq — )\l)ﬁ% (Z Ag') €2D(/\q—)\1)t)

(1.41)
= 05 + ||consty || - e2D(g=A1)t
gdzie o5 oznacza produkcje entropii w stanie stacjonarnym.
Podobnie znajdujemy asymptotyczng posta¢ pochodnej entropii po czasie:
ds : 1Cqt
45 _ pabtiod (1.42)
dt i+ cg,

Rozwazmy dwa osobne przypadki (patrz uwagi pod koniec rozdz.1.3), zaleznie od

wartoSci ¢; obliczonej z réwnania (1.27):

1. Gdy ¢; =0, wiodacy czton zalezny od czasu w rozwinigciu réwn.(1.42) jest pro-

porcjonalny do kwadratu amplitudy zaburzenia Ay:

% = |lconsty|| - e2PPa—r1)t (1.43)

gdzie const; oznacza te sama stala co w réwn.(1.41).
2. Gdy ¢; # 0, wiodacy czlon jest liniowo proporcjonalny do zaburzenia Ay :
ds
—— = consty - ePPa—A1)t (1.44)
dt
gdzie: consty = 2D(\g — A1) Y By Ay
ql
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W obu przypadkach ostatnie stadium osiggania przez entropie swojej wartosci sta-
cjonarnej ma charakter relaksacji wyktadnicze;j.

Gdy zaburzenie jest ortogonalne do stanu stacjonarnego (przypadek 1), entropia w
koncowej fazie procesu rosnie (dodatnia warto$é pochodnej), za§ wykladnik zwigzany
z jej zmiana jest taki sam jak wykladnik opisujacy zmiane produkcji entropii (patrz
réwn.1.43 dla entropii i réwn.1.41 dla produkcji entropii).

Wszystkie pozostale zaburzenia (przypadek 2) sprawiaja, ze wykladnik towarzysza-
cy zmianom entropii (réwn.1.44) jest dwukrotnie mniejszy, niz w przypadku produkcji
entropii, za$ kierunek tych zmian jest dowolny (mozliwy zaréwno wzrost jak i spadek

wartosci).

1.5 Symulacje modelu cigglego w 2D

W celu zilustrowania oméwionych wlasnosci uktadu, w tym zwlaszcza dotyczacych ewo-
lucji entropii, produkcji entropii oraz ich zachowan asymptotycznych, przedstawiam
przyktadowe wyniki symulacji komputerowych modelu ciaglego (rozdz.1.3) w przestrze-
ni dwuwymiarowej. Algorytm symulacji, opisany szczegétowo w rozdz.5.2 oparty jest o
dyskretyzacje réwnania (1.13) na sieci kwadratowej. We wszystkich symulacjach brzeg
zbiornika by! reprezentowalny na tej sieci (linia brzegowa przechodzila doktadnie przez
wezly sieci), co pozwolilo uniknaé niedotyczacych istoty badanego problemu komplikacji

numerycznych.

1.5.1 Zalezno$¢ ewolucji uktadu od warunkéw poczatkowych w zbior-

niku o ksztalcie kwadratu

Uzyta w symulacji sie¢ liczyla 101x101 wezléw, a poniewaz jednostke sieci ustalono
jako Az = Ay = 1, odpowiadalo to kwadratowi o rozmiarach 100x100. Przyjeto krok
czasowy At = 1 i stala dyfuzji D = 1/8 (w jednostkach konsystentnych z wybranymi
skalami czasu i przestrzeni).

Rysunek 1.2 przedstawia poczatkowe rozklady gestosci oraz stan stacjonarny do

ktérego w kazdym przypadku doprowadzila symulacja. Stan ten jest w pelni zgodny! z

'Poniewaz blad dyskretyzacji jest w tym przypadku réwny zeru (dla kwadratu reprezentowalnego na
sieci kwadratowej funkcje wlasne problemu dyskretnego pokrywaja sie dokladnie z wartosciami odpo-
wiednich funkcji wtasnych problemu ciaggtego) zgodnoéé jest okreslona z dokladno$ciag do bledéw obliczen

zmiennoprzecinkowych o wartosciach rzedu 10715,
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Rysunek 1.2: Uzyte w symulacjach warunki poczatkowe (A — rozktad jednorodny, B i C
— lokalizacja w jednym punkcie, D i E — lokalizacja w dwéch punktach z jednakowymi

amplitudami) oraz mapa poziomicowa stanu stacjonarnego (F)

przewidywaniami teoretycznymi:

2 T Y
Z,Y) = —=—=—=sin — sin — 1.45

Z symulacji odpowiadajacych warunkom poczgtkowym A...E z rysunku 1.2 wyznaczy-
lem przebiegi czasowe strumienia entropii, 2A (obliczonego metoda catkowania nume-
rycznego na podstawie réwn.1.11), produkcji entropii, o (obliczonej metoda catkowania
numerycznego na podstawie réwn.1.35), oraz pochodnej dS/dt (obliczonej jako réznica
powyzszych dwdch wielkoéci, o — 2A, a zatem zgodnie z réwnaniem 1.34).

Zgodnie z przewidywaniami teoretycznymi, w kazdym z tych przypadkéw (A...E)
zaobserwowalem monotoniczny spadek produkcji entropii. Ponadto, w przypadku wa-
runkéw poczatkowych A, produkcja entropii byla zawsze mniejsza od strumienia, co
oznaczalo spadek entropii w czasie. W przypadkach B, C i D bylo na odwrét, zatem
entropia uktadu rosta. Najciekawszy okazal sie przypadek E, dla ktérego zmiany tych
wielko$ci w czasie przedstawiono na rys.1.3: poczatkowo produkcja entropii byta wiek-
sza od strumienia, jednak po czasie 3265 krokéw dominowac¢ zaczal strumien, a zatem
entropia ukladu po poczatkowym wzroscie osiaggneta maksimum i dalej juz malata.

W celu numerycznego potwierdzenia przewidywan asymptotycznych z rozdz.1.4.2,
dla przeprowadzonych symulacji odpowiadajacych warunkom poczatkowym z rysunku
1.2 wykonalem wykresy zaleznosci wyrazenia In|dS/dt| od czasu. Przedstawia je rysu-
nek 1.4, na ktérym oznaczenia literowe krzywych odpowiadaja oznaczeniom warunkéw
poczatkowych na rys.1.2. Zgodnie z przewidywaniami, obserwujemy asymptotycznie wy-

ktadniczy zanik |dS/dt|, oraz mozliwosé istnienia réznych wartosci wykladnikéw (trzy
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Rysunek 1.3: Produkcja entropii ¢ (symbole kwadratowe), strumiefi wychodzacy 2A
(kétka), oraz pochodna czasowa entropii (brak symboli) ukladu, ktéry wystartowal z
warunkéw poczatkowych takich, jak na rys.1.2 E. W powigkszeniu (wstawka) widoczne
jest przeciecie krzywych, w ktérym pochodna dS/dt zmienia znak, i nastepnie dazy do

zera od strony wartosci ujemnych.

rézne nachylenia asymptot) dla réznych symetrii warunkéw poczatkowych.

Asymptoty dofitowane zostaly do ogonéw krzywych z rys.1.4 metoda regresji linio-
wej:
ds
dt
Skadinad, wspélczynniki nachylenia asymptot mozemy réwniez wyznaczy¢ teoretycznie
z réwnan (1.43) i (1.44):

In ~ a-t+b (1.46)

a = &{DAg— A1), gdzie: §={1lor2} (1.47)

Zastepujac A1 i Aq wyrazeniami na wartosci wtasne Ay oraz A, ,, laplasjanu w kwadracie
o boku N; = Ny = N, otrzymujemy:

D 2
i~ _gm,nT’;(m2+n2—2) (1.48)

przy czym indeksy m > 1in > 1 oznaczaja wiodaca wartoS¢ wtasng Am n, za$ wspol-
czynnik &, , moze byé (w oparciu o znajomo$¢ symetrii i degeneracji uktadu funkcji
wlasnych laplasjanu w kwadracie) zapisany jako:

2 _ [(_1)m_ 1]4[(_1)(“—1] (149)

W celu przypisania asymptot wyznaczonych z symulacji do odpowiednich wartosci wta-

ém,n =

snych, badamy nastepujace wyrazenie:
—anN?

M =
Dr?

(1.50)
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Rysunek 1.4: Dlugoczasowe zachowanie wyrazenia In |dS/dt| dla symulacji rozpoczetych
od konfiguracji poczatkowych z rys.1.2, z wzajemng odpowiednio$cig oznaczen literowych.
Kazda z przedstawionych krzywych posiada liniowa asymptote, przy czym obserwujemy
trzy rézne nachylenia asymptot. Zwraca uwage przejScie krzywej E przez osobliwosc,

wynikajaca z zerowania si¢ argumentu logarytmu.

ktorego wartosci teoretyczne sg dodatnimi liczbami catkowitymi i majg postaé:
M =¢&na(m?+n?-2) (1.51)

7Z dokladnoécia w kazdym przypadku lepsza niz 1073, otrzymalem z przeprowadzonych
fitéw nastepujace wartosci:

M = 6 (przypadek B),

M = 8 (przypadki A, Ci E),

M =16 (przypadek D).
Prowadzi to do nastepujacego przyporzadkowania wiodacych wartosci wlasnych:

A1,2 lub Az ;1 (przypadek B),

A1,3 lub Ay 3 (przypadki A, C, E),

A3,3 (przypadek D).
Wspomniane odchylenia wyznaczonych wartosci od liczb catkowitych wynikaja z przyje-
tego sposobu obliczania |dS/dt|. Do catkowania numerycznego uzylem niezbyt dokladnej
metody trapezéw, a ponadto same wyrazenia podcatkowe (zawierajace dyskretny lapla-
sjan) sg na uzytej sieci o rozmiarach 100 x 100 obarczone blgdem wzglednym rzedu
(1/100)2 = 10~%. Obserwowane odchylenia wzgledne uzyskanych wartoéci M sa wlaénie
tego rzedu.
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Rysunek 1.5: Prostokatny zbiornik podzielony na dwie komory: A — przesuniecie prze-

grody wzgledem $rodka prostokata, d — rozmiar otworu w przegrodzie

Rozklady poczatkowe celowo wybralem w taki sposéb, by uzyskaé¢ rézne poziomy
symetrii, wiedzgc, ze ich obecno$é doprowadzi do selektywnego wzbudzenia uktadu (w
sensie wyzerowania wspolczynnikéw przy pewnych grupach funkcji wlasnych). Stad tez
obserwowana réznorodnos¢ zachowan asymptotycznych. Nalezy jednak pamigtac, ze naj-
bardziej typowym przypadkiem jest przypadek B, w ktérym brak jakiejkolwiek symetrii
stanu poczatkowego przeklada sie¢ na asymptotyczne zachowania ukladu z najnizszym

mozliwym wyktadnikiem.

1.5.2 Przeplyw pomiedzy dwoma komorami

Dla prostych ksztaltéw zbiornika (w szczeg6lno$ci, dla wszystkich zbiornikéw bedacych
w sensie matematycznym zbiorami wypuklymi) ewolucja uktadu bedzie w duzym stop-
niu podobna do opisanej w poprzednim podrozdziale. Interesujace moze by¢ natomiast
zachowanie czgstek w zbiorniku o bardziej zlozonym ksztalcie — na przyktad takim, ktéry
podzielony jest na przylegajace do siebie komory polaczone ze soba waskimi korytarza-
mi.

Pierwszym badanym ukladem tego typu bedzie dwuwymiarowy zbiornik prostokatny
podzielony na dwie komory przegroda z waskim otworem — przedstawiony na rysunku
1.5. Boki prostokata majg rozmiary N, i Ny. Réwnolegta do boku N, przegroda prze-
sunieta jest wzgledem $rodka prostokata o odleglo$é h, co powieksza jedna z komor
kosztem drugiej. W $rodku przegrody znajduje sie otwér o szerokosci d.

Celem symulacji jest sprawdzenie w jaki spos6b ewolucja ukladu i stan stacjonar-
ny zaleza od asymetrii rozmiaru komér (zmienianej parametrem h) i ,,przepustowosci”

korytarza miedzy nimi (okreSlonej przez d). Siatka uzyta w symulacji zawiera 201 x 101
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Rysunek 1.6: Ewolucja gestosci czastek w ukladzie z dwoma komorami. Poczatkowo
czastki byly zgromadzone w wybranym punkcie mniejszej komory. Liczby nad kolejnymi
mapami konturowymi profilu PDF oznaczajg czas od poczatku symulacji. Interwaly po-
miedzy kolejnymi przedstawionymi profilami sg poczatkowo krétsze, pod koniec dtuzsze.
Rozprzestrzenienie sie czastek w mniejszej komorze trwa okolo dziesieciokrotnie krécej,
niz ich pézniejszy przeptyw do wiekszej komory. Uwaga: wysokosci poziomic nie sq za-

chowywane pomiedzy kolenymi mapams.

wezléw, co odpowiada rozmiarom N, = 200, N, = 100. Przyktadowy przebieg symulacji
(ewolucje profilu PDF w postaci map konturowych) dla parametréw d = 20, h = —10
przedstawia rys.1.6. Poczatkowo cala gestos¢ czastek skupiona jest w poblizu naroznika
mniejszej komory. W ciggu okolo 10* krokéw symulacji czastki rozprzestrzeniaja sie w
objetosci mniejszej komory przyjmujac profil gestoSci podobny do stanu stacjonarnego
jaki utworzylby sie w tej komorze gdyby przegroda byla pelna.

Nastepnie przez dtuzszy czas (rzedu 105 krokéw) trwa ,przelewanie si¢” czastek do
wiekszej komory. Podczas tej fazy profile gestosci w obu komorach wygladaja podobnie
do stanéw stacjonarnych odpowiadajacych zamknietym komorom, jednak normalizacja
cze$ci PDF zawartej w komorze mniejszej maleje, za§ w wigkszej — ro$nie. W tym sensie
ewolucja moze byé (w przyblizeniu) rozpatrywana jako sekwencja kwazi-stacjonarnych
stanéw dwu podsysteméw, w ktérych jednakowoz zmienia sie liczba czastek.

W stanie stacjonarnym znaczaca wigkszosé czastek przebywa w wiekszej komorze,
jednak mniejsza komora nie zostaje calkowicie oprézniona — co jest oczywiste, jesli wez-
miemy pod uwage ze czastki nadal moga uciekaé z wiekszej komory do mniejszej.

Pokazana na rys. 1.7 ewolucja czasowa wyrazenia In|dS/dt| wskazuje na istnienie

dwoéch zanikéw o charakterze wykladniczym (dopasowane fragmenty prostych). Pierwszy
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ysunek 1.7: Zalezno$¢ In|dS/dt| od czasu dla ukladu z rys.1.6. Obserwujemy dwa
charakterystyczne wykladniki: dla szybkiego procesu rozprezania w pojedynczej komorze
(linia przerywana) oraz dla powolnego przeptywu pomi¢dzy komorami (linia kropkowana,
patrz takze réwn.1.46 i 1.54).

z nich, szybki, zwiagzany jest rozprzestrzenianiem sie czastek po malej komorze. Drugi,
powolny, ma miejsce w ostatniej fazie ewolucji i okresla asymptotyke dochodzenia do
stanu stacjonarnego.

Podobnie jak w rozdz. 1.5.1, réwniez tutaj mozemy powiazaé otrzymane z symulacji
wartoéci wykladnikéw z ich odpowiednikami teoretycznymi. O ile jednak w tamtym
przypadku znana byla analityczna posta¢ funkcji i wartosci wlasnych laplasjanu, o tyle
dla zbiornika o ksztalcie z rys. 1.5.1 takie wyrazenia nie istnieja. Mozna jednak uzyskaé
ich przyblizong posta¢ w oparciu o spostrzezenie, iz dla niewielkiego rozmiaru otworu d,
pierwsze dwie funkcje i wartosci wlasne nie mogg sie znacznie rézni¢ od przypadku gdy
d = 0, a zatem odpowiadajacego pelnemu podzieleniu zbiornika na dwa prostokaty o
bokach Ny x (Ng/2+ h) oraz Ny x (Nz/2 — h).

W tym przypadku, dwie wiodace? wartoéci wlasne dane sa wyrazeniami:

1 1
1 1
Ay = —? (N—g + (]Vx/2—+h)2) (153)

gdzie A4 odpowiada mniejszej komorze gdy h < 0, tak jak w rozwazanym przypad-
ku. Z dokladnoécia do zastosowanego przyblizenia, nachylenie asymptoty (zdefiniowane

réwnaniem 1.46) zwigzanej z ostatnia faza osiagania stanu stacjonarnego dane jest wy-

2zaktadamy, ze sa one rzeczywiscie wiodace, co jest prawds tylko dla odpowiednio niewielkiego h, w

szczegblnosci takiego jak w przypadku rozwazanej symulacji
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razeniem:

i = D(A_ —Ay) (1.54)

Wyznaczone z symulacji nachylenie asymptoty (naniesionej na rys.1.7 linia kropkowana)

réznito sie od tak oszacowanej wartosci @ o niecate 4%.

1.5.2.1 Stan stacjonarny jako funkcja parametréow

Zachowanie polegajace na zgromadzeniu sie niemal wszystkich czastek w jednej komorze,
mimo iz sgsiednia komora ma tylko nieznacznie mniejsza objetosé, nie jest intuicyjnie
oczywiste. Dla poréwnania: gdybySmy mieli do czynienia z ,klasycznym” gazem czastek
Browna, rozplynalby sie on réwnomiernie po calym naczyniu — utamek czastek pozo-
stajacych w danej komorze bylby réwny stosunkowi objetosci tej komory do objetosci
calego uktadu.

Tresécig niniejszego paragrafu jest zbadanie tego utamka w funkcji parametréw h i d
z rysunku 1.5, a zatem znalezienie odpowiedzi na pytanie: jaka czesé czastek przebywa
w stanie stacjonarnym w danej komorze w zaleznosci od h i d.

Wspomniany utamek (dla lewej komory z rys.1.5) definiujemy nastepujaco:

sty = [ [ pule)dmay (1.55)

W przypadku nieobecnosci przegrody (a zatem dla d = N,) funkcja ta ma postac

fragmentu sinusoidy:

1 1, (hr
g(h,d=Ny) o gopen(h) = §+§Sm (E) (1.56)

W przypadku pelnego zamkniecia przegrody®, a zatem dla d — 0%, otrzymujemy

funkcje skokowa:

4

0 if h <0,
g(h,d - 0+) = gclosed(h) = 4 1/2 if h =0, (1'57)
xl ifh>0.

Przebiegi g(h) dla tych dwdch skrajnych oraz kilku posrednich wartosci d przedstawia
rysunek 1.8. Dla poréwnania, przedstawiono réwniez analogiczny przebieg gclass(h) dla

»klasycznego” gazu czastek Browna. Jest to liniowa funkcja zmiennej h:

1 h
Ielass(h) = B} + A (1.58)
T

3przypadek ten mozemy rozwazaé jedynie w granicy, gdyz catkowite zamkniecie przegrody bytoby

sprzeczne z zalozeniem o spdjnosci zbiornika
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Rysunek 1.8: Ulamek czastek pozostajacych w pierwszej komorze jako funkcja przesunie-
cia przegrody, h. Krzywa A, dla w pelni otwartej przegrody, opisuje fragment sinusoidy
gopen (h), Krzywa C, dla 10-procentowego otwarcia przegrody, przebiega w poblizu niepo-
kazanej tutaj funkcji skoku jednostkowego gciosea(R), Linia przerywana, geiass(h), jest dla

uktadu z odbijajacymi warunkami brzegowymi

1.5.3 Przeplyw przez trzy komory polaczone szeregowo

Szczegolnie interesujace okazaly sie przyklady przeplywu przez trzy nieznacznie réz-
nigce si¢ wielkoScig komory potaczone szeregowo. Przedstawiam dwa takie przypadki,
symulowane na sieciach o rozmiarze 300 x 100.

Dlugosci kolejnych komér, odpowiednio A, B i C (w jednostkach sieci) byly réwne:
92, 103, 105 — w pierwszym przypadku, przedstawionym na rysunkach 1.9 i 1.10
100, 95, 105 — w drugim przypadku, przedstawionym na rys. 1.11 i 1.12.

W obu przypadkach poczatkowo cata gestos¢ skupiona byla w pojedynczym punkcie
w komorze A. Rysunki 1.9 i 1.11 pokazujg mapy konturowe PDF podczas ewolucji w obu
przypadkach, natomiast rysunki 1.10 i odpowiednio 1.12 przedstawiaja wartosci PDF w

500
e
:
c O

Rysunek 1.9: Przeplyw przez trzy polaczone komory o rozmiarach A-100x 92, B-100x 103
i C-100x 105. Liczby oznaczaja czas w krokach symulacji.
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Rysunek 1.10: Wartosci PDF w $rodku kazdej z komér w symulacji z rys.1.9
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Rysunek 1.11: Przeplyw przez trzy polaczone komory o rozmiarach A-100x 100,
B-100x 95 i C-100x 105 . Liczby oznaczajg czas w krokach symulacji.
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Rysunek 1.12: Wartoéci PDF w srodku kazdej z komér w symulacji z rys.1.11
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srodkach komér A, B i C.

W pierwszym przypadku kolejne komory ulozone sg od najmniejszej do najwieksze;j.
Patrzac na zalaczone rysunki mozemy odnie$¢ wrazenie, ze ogdl czastek przenosi sie
najpierw z komory A do B, a nastepnie z B do C.

W drugim przypadku komora B jest nieco mniejsza od A, za$ rysunki sugerujg
raczej, iz czastki przenosza sie z komory A bezposrednio do komory C, nie zagrzewajac
po drodze miejsca w B.

Na pierwszy rzut oka zachowanie to moze si¢ wydawaé niezrozumiate. Jednakowoz,
w rozwazanym procesie oprocz ruchu czastek odbywa sie réwniez ich absorpcja na brze-
gach i autokatalityczna reprodukcja. Czastki przenoszace si¢ z komory A do komory C
moga zatem ani przez chwile nie przebywaé¢ w komorze B. Wystarczy, ze pewna niewielka,
grupa dotrze do komory C klasyczna droga (prowadzaca przez komore B), a pozostale
czastki beda mogly tam docieraé¢ przez ,teleportacje”, a zatem w drodze absorpcji na
brzegu komory A i autokatalitycznej reprodukcji w komorze C. OczywiScie réwnie dobrze
czastka ginaca na brzegu C moze odrodzié¢ sie¢ w komorze A. Jednak miedzy tymi komo-
rami jest jedna subtelna réznica — w komorze C Sredni czas zycia czastki jest nieznacznie

dhuzszy. I to wystarcza, by spowodowac przeniesienie sie tam wiekszosci czastek.

1.6 Zastosowania

Algorytmy genetyczne i ich pochodne

Przyktad z komorami, w $wietle powyzszych wyjasnien, tlumaczy zwiagzek pomiedzy
badanym procesem Fleminga—Viota a algorytmami genetycznymi stuzgcymi do szeroko
rozumianej optymalizacji. Opisany proces posiada dwie pozyteczne wlasnoSci:

— pozwala pojedynczym czastkom bladzié i penetrowaé¢ dowolne nowe obszary, o ile tylko
da sie do nich dotrze¢ w sposéb ciagly

— mimo to, wigkszo$¢ czastek przebywa w miejscach najkorzystniejszych (pod wzgledem
czasu zycia)

Jesli zamiast prostego uktadu kilkuwymiarowych komér wprowadzimy takie czastki na
dowolnie zlozone struktury (w szczegblnosci — grafy, ktére moga byé zanurzone w prze-
strzeniach o dowolnym wymiarze), to otrzymamy pozyteczne narzedzie nadajace sig
do przeszukiwania tych struktur i znajdowania na nich miejsc w jakim$ sensie newral-
gicznych (lub wrecz przeciwnie — optymalnych do jakiego$ celu). Jesli za$§ graf bedzie

ewoluowal w czasie, to rozklad czastek — z pewnym opdznieniem — bedzie nadazal za
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tymi zmianami, tak, jak populacje gatunkéw dostosowujg sie do zmian Srodowiska.
Tlumaczy to rowniez zbiorczg nazwe ,go with the winners” stosowanga wobec klasy
algorytméw opartych o procesy Fleminga—Viota i ich modyfikacje[27], polegajace gléwnie
na zastgpieniu bladzenia przypadkowego jakim$ bardziej efektywnym sposobem poru-
szania sie. Musimy jednak pamietaé, ze Srodowisko pracy takich algorytméw istotnie
rézni sie od sytuacji z ktérg mieliSmy do czynienia w prezentowanych tu symulacjach.
Symulacje wymagaly, by penetrowany obszar (zbiornik) byl zadany odgérnie. Tymcza-
sem w warunkach pracy algorytmu mozemy nie dysponowaé zadnymi informacjami o
badanej strukturze poza mozliwoScig uzyskania odpowiedzi na pytanie, czy ruch, ktéry
ma w danej chwili wykonaé czgstka, jest dopuszczalny, czy tez prowadzi do jej eliminacji.
Ponadto, przestrzen zawierajaca eksplorowang strukture moze nie byé metryczna, w wy-
niku czego jakiekolwiek pojecia geometryczne (w tym proby reprezentowania struktury
na siatce) moga nie mieé sensu. Algorytm nie wymaga nawet okre§lonosci sasiedztwa to-
pologicznego danego punktu, o ile tylko dostepna jest procedura wykonywania losowych
ruchow w przestrzeni zawierajacej penetrowang strukture oraz kryterium rozstrzygajace
przynalezno$¢ wylosowanego punktu do tej struktury. W swietle powyzszego, réznico-
wanie sposobéw poruszania sie po przestrzeni pod katem ,efektywnosci” rozpoznawa-
nia struktury moze by¢ problemem bardzo trudnym. Typowym przyktadem jest proces
ewolucji realizowany w naturze. Blgdzenie przypadkowe obejmuje mutacje genotypu, zas
penetrowana strukture stanowi ogét warunkéw w ktérych organizm o takim genotypie
ma szans¢ przezy¢. Odwzorowanie genotypu na fenotyp i dalej na obserwowalne cechy
organizmu jest bardzo zlozone, zas wymiar przestrzeni mozliwych genotypéw tak du-
zy, ze proby znalezienia sposobéw poruszania si¢ po niej, efektywniejszych niz bladzenie
przypadkowe, wymagaja ogromnego wysitku (kombinatoryczne przemiatanie wszystkich
mozliwych genotypéw nie wchodzi w rachube z uwagi na ogromna ich liczbe). Mimo to,
algorytmy genetyczne i pokrewne maja jedng ogromna zalete — przy ich opracowaniu nie
jest konieczne zrozumienie zwigzkéw miedzy szczegbétami genotypu a postacig koncowa

kodowanego ,organizmu”.

Algorytmy znajdowania funkcji i wartosci wlasnych laplasjanu

W niniejszej pracy funkcjonal o |[p| zostal powiazany z nieekstensywna entropia Renyi’ego

i rozpoznany w réwnaniu (1.35) jako produkcja entropii. Tymczasem ten sam funkcjonat
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jest juz znany w matematyce i fizyce z innych kontekstéw. Ogélnie, wyrazenia o postaci:

_ (rAly)

gdzie A jest operatorem hermitowskim (w szczegélnosci laplasjanem, tak jak w przy-
padku o), nosza nazwe ilorazé6w Rayleigha. Sa one wykorzystywane do konstrukcji ite-
racyjnych algorytméw znajdowania funkcji i wartosci wlasnych operatora A. Opisy tych
algorytmoéw, od najprostszych — az po awangarde nowoczesnych metod numerycznych,
mozna znalezé w podreczniku [32]. Podczas badan zwigzanych z tematyks niniejszej
rozprawy wielokrotnie potrzebowalem informacji na temat pewnej liczby poczatkowych
funkcji i wartosci wlasnych laplasjanu dla okre§lonego zbiornika. Okazalo sig, ze do
ich znalezienia wystarczyla niewielka modyfikacja algorytmu uzywanego we wszystkich
symulacjach opisanych w rozdziale 1.5, co po raz kolejny wskazuje na podobienstwa po-
miedzy badanym zagadnieniem a problemami znajdowania funkcji i wektoréw witasnych
operatora Laplace’a. Zmodyfikowany algorytm, wraz z przykladem przeprowadzonej z

jego uzyciem dekompozycji, opisalem w rozdz.5.3.

Fizyka i chemia

Oprécz oméwionego zastosowania praktycznego, badany proces i jego przedstawiona w
poprzednich podrozdzialach analiza teoretyczna mogg mieé niemale znaczenie poznaw-
cze dla fizyki statystycznej i chemii. Jest to bowiem rzadki przyklad ukladu, ktérego
zachowanie w pelnym zakresie dostepnych stanéw daje sie $cisle opisaé¢ zaréwno poprzez
réwnania transportu (takie jak r6wn.1.13) jak i za pomoca funkcjonatu termodynamicz-
nego produkcji entropii, w przypadku ktérego obowiazuje udowodniony $cisle (w pel-
nym zakresie stanéw) w rozdz.1.4.1 odpowiednik twierdzenia H Boltzmanna. Pomimo,
iz rozwazany proces jest bardziej akademickyg zabawa niz modelem jakiego$ konkretne-
go zjawiska fizyko—chemicznego, moze on by¢ potraktowany jako prototyp dla bardziej
ztozonych modeli, ktérych analiza moze sta¢ sie latwiejsza dzigki dokladnej znajomo-
$ci opisu modelu rozwazanego. Przyklady takiego rozwinigcia przedstawie w nastepnych

rozdziatach.
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Rozdziat 2

Podziat przestrzeni w reakcjach z

wzajemna anihilacjg reagentow

W niniejszym rozdziale szczegélowo analizowane jest zachowanie mieszaniny n réznych
reagentéw spelniajacych (kazdy z osobna) zalozenia wymienione w rozdz.1, a ponadto
ulegajacych reakcjom wzajemnej anihilacji pomiedzy reagentami.

Zakladamy, ze liczba czastek kazdego skladnika z osobna wynosi N, zatem w calym
zbiorniku mamy n x N czastek, ktore:
— poruszajg sie ruchami Browna po dostepnej objetosci zbiornika,
— znikajg po dotarciu do Scianek zbiornika,
— reaguja z czastkami innych skladnikéw, w ten sposéb, ze przy spotkaniu znikaja jed-
noczesnie obie spotykajace sie czastki
— wewnatrz zbiornika sa autokatalitycznie reprodukowane, tak ze laczna liczba czastek
kazdego sktadnika z osobna pozostaje stala w czasie.

Lista zalozen i definicji podanych na poczatku rozdziatu 1 zostaje poszerzona o nowe
elementy:
typ czgstki — informacja o przynalezno$ci danej czastki do okreslonego sktadnika. Typy
czastek bedg numerowane liczbami 1,2,...,n.
Okreslenia typ, rodzaj, skladnik, oraz reagent w odniesieniu do czastek beda trak-
towane jako synonimy.
stata dyfuzji jest identyczna dla wszystkich czastek wszystkich typéw i oznaczana
symbolem D.
anihilacja nastepuje zawsze gdy dwie czastki réznych typéw spotykaja sie w tym sa-

mym miejscu. Termin ,spotykajg sie w tym samym miejscu” bedzie uscislany zaleznie
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od przyjetego modelu — na ogdt bedzie to zblizenie si¢ czastek na zadang odleglosc,
lub wejscie na wspdlne pole (wezel) siatki uzywanej w symulacjach. Pojecie odlegtosci
reaktywnej na jaka muszg zblizy¢ sie czastki by nastgpila anihilacja nie jest tozsame
z rozmiarem czastek, zakladamy bowiem, ze sa one punktowe (w szczegblnosci,czastki
tego samego typu nie oddziatuja ze soba w zaden sposéb i poruszaja sie niezaleznie)
autokatalityczna reprodukcja czastek odbywa si¢ w ramach kazdego typu z osobna,
a zatem powoduje natychmiastowe uzupelnienie czastek usunietych z uktadu zaréwno
na skutek absorpcji na brzegach, jak i na skutek reakcji anihilacji. Jesli czastka danego
typu ginie (na skutek anihilacji lub absorpcji na brzegach), to w tym samym czasie inna,
wybrana losowo czastka tego samego typu zostaje zdublowana — dalszy ruch kopii i
oryginatu jest wzajemnie niezalezny.

Obszar czastek zajmowany wylgcznie przez czastki typu i bedzie nazywany domeng
typu ¢, za$ obszary rozgraniczajace przylegajace do siebie domeny réznych typéw beda
okreslane mianem interfejsu. Dobrze okreslony, waski interfejs bedzie nazywany linig
graniczng, (w przypadku dwéch wymiaréw) lub powierzchniqg graniczng (w przy-
padku tréjwymiarowym).

Przedstawione w niniejszym rozdziale przyklady sa dwuwymiarowe, aczkolwiek wiek-
szo$¢ rachunkéw i wnioskéw jest prawdziwa niezaleznie od iloSci wymiaréw (badz tez

daje si¢ w oczywisty sposéb uogblnié)

Procesy zachodzace w zbiorniku mozna zapisa¢ w formie n(n + 3)/2 réwnan reakcji
chemicznych zachodzacych z udzialem N x n czastek, po N na kazdy spos$réd n re-

agentéw. Oznaczmy reagenty symbolami A;, A, ..., A,. Réwnania reakcji wygladaja

nastepujaco:
Absorpcja na brzegu zbiornika: Ay 28, (i=1...n) (2.1)
Wzajemna anihilacja: Ai+A; — 0 (i,j=1...mn,i#73) (2.2
Autokatalityczna reprodukcja: A; — 24; (i=1...m) (2.3)

przy czym nalezy pamigtaé, ze reakcje dane ré6wn.(2.3) nie sg niezalezne od reakeji (2.1)
i (2.2), lecz synchronicznie towarzysza im w czasie.

Prawdopodobienstwo, ze w ustalonym interwale czasowym dwie okreslone czgstki
réznych typow spotkaja sie i zostana usunigte wskutek wzajemnej anihilacji, jest tym
wieksze, im mniejsza jest poczatkowa odleglosé czastek. Jesli zatem parametry uktadu sa

tak dobrane, ze anihilacja moze zachodzié¢ czesto (co ma zwiazek z iloScig czastek oraz
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z efektywna stala szybkosci anihilacji, zaleznag od odlegloéci reaktywnej), to nastapi
segregacja przestrzenna reagentow i utworzenie domen zajmowanych przez okreslone
typy czastek.

W przeciwnym wypadku (dla malego N lub odpowiednio malej odlegloéci reak-
tywnej) prawdopodobienstwo anihilacji bedzie zbyt male, by spowodowac segregacje,
i zbiornik bedzie wypelniony przenikajacymi si¢ wzajemnie chmurami czastek réznych
rodzajow.

W dalszej czesci rozprawy badane bedg prawie wylacznie uktady z silna segregacja
przestrzenna, a zatem takie, w ktérych liczba czastek jest odpowiednio wysoka, zas
odlegtosé reaktywna na tyle duza, by anihilacja byla reakcja limitowana przez dyfuzje.

Podobnie jak w poprzednim rozdziale, tu réwniez rozwazane beda zaréwno zagadnie-
nia zwigzane z dynamika ukladu, jak i komplementarny do nich opis termodynamiczny.
Wykaze istnienie funkcjonalu, ktéry maleje monotonicznie podczas ewolucji uktadu i
osigga minimum w stanie stacjonarnym. Funkcjonal ten, analogicznie do poprzedniego

rozdzialu, nazywany bedzie produkcja entropii.

2.1 Przeglad literatury dotyczacej tworzenia struktur prze-

strzennych

Spontaniczne powstawanie struktur!l. przestrzennych — obserwowane zaréwno w ukla-
dach naturalnych, jak i bedacych wytworem czlowieka — jest terminem odnoszacym si¢
do ukladéw, ktére moglyby pozostawaé jednorodne (albowiem ich naturalna ziarnistos$¢
jest nieporéwnywalna z obserwowang skalg dlugosci), a jednak samoistnie réznicuja sie

do postaci makroskopowej struktury. Wiara w przyczynowos$¢ zjawisk kaze naukowcom

W jezyku polskim brak jest naukowego odpowiednika angielskiego stowa pattern. Spoéréd dostepnych
ttumaczen, takich jak wzér (geometryczny, przestrzenny), wzorek, desen, motyw - najodpowiedniejsze
byloby stowo wzér, jednak ma ono w nauce inne, od dawna ugruntowane znaczenie. Stowa ,desen”
i ,motyw” nie przyjely si¢ nigdzie w naukach $cistych, prawdopodobnie dlatego, ze maja dodatkowe
znaczenia zaréwno potoczne jak i przenosne. ,Wzorek” bylby znakomitym kandydatem kilkadziesiat
lat temu, gdy w nauce nie bylo tak silnej hegemonii jezyka angielskiego, a naukowcy polscy chetniej
niz obecnie wykorzystywali stowa specyficznie polskie. Nie wzbraniano sie¢ wowczas przed nadawaniem
nowych, naukowych znaczen wyrazom zdrobnialym, archaicznym, badz tez neologizmom utworzonym
zgodnie z polskimi zwyczajami jezykowymi. Czy dzié ktokolwiek wprowadzitby do jezyka naukowego sto-
wo takie jak ,rézniczka”? Nawet, gdzieniegdzie juz zakorzenione, pojecie ,falek” wypierane jest wtérnie
przez ,wavelety”. Bardzo mozliwe, ze za dwadziescia lat bedziemy méwié o ,tworzeniu si¢ patternéw” —

obecnie pozostaje mi nie do korica szczesliwe uzycie pojecia ,struktury”
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poszukiwa¢ mechanizméw stojacych za pojawianiem sie wszelkich struktur. Z jednej
strony badane sa przyczyny i dynamika powstawania struktury, z drugiej za$ — kryteria
decydujace o wyborze okreslonej postaci koncowe;j.

Struktury moga urzekaé¢ dysproporcja pomiedzy swoja pozorng ztozonoscia, a prosto-
ta wyjasniajacych je mechanizméw. Plaster miodu, cetki na skérze zwierzat, czy kwiaty
szronu fascynowaly juz starozytnych. Zasob litaratury poswieconej tym zagadnieniom
jest ogromny. Wspélczesnych naukowcéw bardziej natomiast fascynuja wszelkiego ro-
dzaju struktury komérkowe[33], w szczegllnosci piany[34, 35, 36], ponadto struktury
utworzone przez kondensacje defektéw[37], w wyniku wojen terytorialnych mréwek[38],
rozbudowy osiedli i podzialéw administracyjnych miast[39, 40], czy wreszcie regularno-
Sci ukladu galaktyk we wszech$wiecie[41]. Niektore struktury (szczegélnie powstajace na
skutek powolnych proceséw agregacji) wydaja sie wysoce regularne, w innych za$ trudno
jest sie sie dopatrzy¢ Scistego porzadku. Nieuporzadkowane struktury mogg by¢ objawem
ujawnienia si¢ immanentnego szumu towarzyszacego ich powstawaniu, a takze chaosu
wzamrozonego” w osrodku przed ujawnieniem si¢ struktury. Do takich struktur naleza
wszelkiego rodzaju sieci peknie¢, powstajace w materiatach na skutek nieréwnomierne-
go rozszerzania si¢ przylegajacych do siebie warstw, na przyklad wskutek gwaltownej
zmiany temperatury[42] lub powstawania wodorkéw na cienkich warstwach metalu[43].
Obiektem badan nad morfologia powstajacych peknieé¢ moze byé nawet zwykla szyba sa-
mochodowa ze szkla hartowanego, ktorej uderzenie wyzwala energie zgromadzong w na-
prezeniach wewnetrznych prowadzac do rozpadu na drobne fragmenty[44]. Mimo pozor-
nie przypadkowego charakteru takich struktur, ich wnikliwa analiza morfologiczna moze
ujawni¢ cenne dane na temat stojacego za ich powstawaniem procesu, zwlaszcza gdy
badacz dysponuje juz jakim$ ograniczonym zasobem informacji. Zostaly w ten sposéb
wyjasnione na przyklad mechanizmy powstawania chropowato$ci na powierzchni ptytek
krzemowych|[45], oraz pewne szczegély zwiazane z przejSciami porzadek-nieporzadek w
magnetykach[46]. Wspomniana analiza morfologiczna struktury moze polegaé na przeba-
daniu duzej ilosci jej przejawéw (np. ziaren szkia powstatych w wyniku stluczenia szyby)
i znalezieniu rozkladéw prawdopodobienstwa opisujacych rozrzut obserwowanych cech
(takich jak obwdd i powierzchnia ziaren, liczba krawedzi, dlugosci tych krawedzi, ka-
ty pomiedzy krawedziami). Dysponujac takimi rozkladami, otrzymanymi z pomiaréw,
mozemy przyrownac je do rozkladéw, ktére wynikalyby z prawdziwosci testowanej hipo-
tezy — na przyklad gloszacej, iz rozklad peknie¢ powinien wynikaé z okreslonej zasady
wariacyjnej. Taka metode postgpowania zastosowal M. Fiatkowski [46, 44, 43] odno-
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szac wyniki przeprowadzonych pomiaréw do ogélnej zasady wariacyjnej wprowadzone;j
w 1957 roku przez Jaynesa[47, 48]. Notabene, z przejawem tej zasady wariacyjnej mozna
sie spotka¢ w wielu niespodziewanych miejscach, poczawszy od dna wysychajacej katuzy
az po warszawski autobus zima?.

Sposréd ogoétu struktur mozemy wylonié osobng klase takich, ktére pojawiaja sie
jedynie w ukladach dalekich od réwnowagi — dzieki obecnosci podtrzymujacych ich ist-
nienie przeplywow. Struktury takie nazywamy dyssypatywnymi. Naleza do nich m.in.
struktury przejawiajace sie nierownomiernym rozkladem przestrzennym reagentéow w
uktadach chemicznych typu reakcja — dyfuzja.

Pojecie ukladu reakcja — dyfuzja nie jest w nauce pojeciem Scistym — podobnie jak
samo pojecie struktury. Jest jednak jasne, ze chodzi o reakcje, w ktérych dyfuzja od-
grywa szczegOlna role, prowadzac do zjawisk niewynikajacych z tradycyjnej kinetyki
chemicznej, opisujacej reaktor z idealnym mieszaniem. Niewatpliwie spelniaja to kry-
terium wszelkie reakcje oscylacyjne, ktérych sztandarowym przykiadem (z uwagi na
spektakularno$é i znaczenie historyczne) jest reakcja Bielousowa — Zabotynskiego. Za-
dziwiajacym faktem jest dlugotrwala obrona srodowiska chemicznego przed przyjeciem
do wiadomosci istnienia reakcji oscylacyjnych, o ktérych doniesienia dlugo ignorowano,
badz traktowano jako artefakty pomiarowe[49], a i sam Bielousow mial w latach pigé-
dziesigtych klopoty z opublikowaniem swojego odkrycia. Recenzent powaznego pisma
naukowego potraktowat jego prace w sposdb szczegélnie arogancki 2, przyczyniajac sie
do decyzji o rezygnacji z dalszej kariery naukowej.

Sadzac wedlug iloSci reagentéw wystepujacych w rownaniach reakcji oscylacyjnych
mozna odnie$¢ wrazenie, ze sg to procesy bardzo zlozone. Tymczasem okazuje sig, ze do

opisania istoty mechanizmu wystarczaja objete petla sprzezenia zwrotnego dwa kluczowe

2Jadac takim autobusem zauwazylem na szybie nalepke namawiajaca pasazeréw do ustepowania
miejsca osobom starszym. Tlem napisu byl fragment mapy miasta, z wyraZnie rozréznialnymi szerokimi
ulicami gléwnymi, wezszymi ulicami dojazdowymi i siatka przecznic typowych dla osiedla mieszkanio-
wego. Zaciekawila mnie farba uzyta do naniesienia ulic, ktérej kolor wydawal sie zmieniaé w zaleznosci
od miejsca przez ktére przejezdzal autobus. Okazalo sig, Zze ani owa farba, ani fragment mapy nie byly
tworem wyobrazni plastyka. Tlo powstalo w wyniku pekania metalizowanej folii, na ktérej wydrukowana
byta nalepka. Prawdopodobnym powodem peknieé byl intensywny mréz. Mimo pézniejszego polowania,
nie udalo mi sie sfotografowac znaleziska - prawdopodobnie ZTM zdjal nalepki jako wadliwe. O ile mi
wiadomo, zaréwno proces rozbudowy miejskiej sieci drogowej, jak i pekanie kurczacej si¢ folii metalowej
przyklejonej pélelastycznym klejem do zamarzajacej szyby, podlegaja tej samej zasadzie wariacyjnej

Jaynesa.
3http://www.math.chalmers.se/~jacques/kf2na/Historia/Belousev.html
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sktadniki nazywane aktywatorem i inhibitorem, oraz wyrazna réznica ich statych dyfu-
zji. Mechanizm taki zaproponowal w latach pieédziesiatych Alan Turing[50, 51|, za$ do-
Swiadczalne potwierdzenie przewidzianych przez niego struktur nastapito 40 lat pdzniej
w reakcjach przeprowadzanych w zelach z udzialem pochodnych kwasu malonowego[52,
53, 54, 55, 56]. Pomimo zadowalajacej teorii opisujacej te reakcje za pomoca uktadu
réwnan rézniczkowych, oraz pomimo wielu przeprowadzonych doswiadczen, nie udato
sie do tej pory znalezé zasady wariacyjnej, ktéra prawidlowo tlumaczyltaby powstaja-
ce struktury. Tymczasem, jak zauwazyl M. AlGhoul, wiele istotnie réznych ukladéw
rownan rézniczkowych moze prowadzi¢ do tych samych struktur, co pozwala przypusz-
czaé, ze ich opis na gruncie wspélnej zasady wariacyjnej bylby bardziej uniwersalny[57].
Wielkoscig brang pod uwage przez AlGhoula przy prébach konstrukeji takich zasad by-
la wlasnie produkcja entropii, zmieniajgca sie znacznie przy przechodzeniu pomiedzy
strukturami regularnymi a chaotycznymi. Do podobnych wnioskéw na temat zwigzkéw
pomiedzy produkcjg entropii a regularnoscig obserwowanych struktur doszed! Brilliantov
analizujac fraktalne struktury tworzace sie z przylegajacych do siebie czastek o losowych
rozmiarach[58], a takze Cakmur, badajacy przejécia pomiedzy regularno$cia a chaosem
w komorkach Rayleigha-Benarda[59].

Obserwacje rozmaitych struktur dyssypatywnych w falach chemicznych, pradach
konwekcyjnych, a takze badania dynamiki dyslokacji w blonach smektycznych[60] i ani-
hilacji obdarzonych ladunkiem defektéw punktowych[61] pozwalajg stwierdzié, ze jakas
forma minimalizacji dyssypacji (produkcja entropii jest jedna z wielu wielkosci iloSciowo
opisujacych dyssypacje) jest w nich zasada, i konstruowa¢ w oparciu o nig réwnania
ruchu. Podejscie to przynosi rezultaty zgodne z do§wiadczeniem, o ile badany uktad nie

znajduje sie zbyt daleko od stanu réwnowagi.

2.2 Literatura zwigzana z reakcjami wzajemnej anihilacji

Reakcje wzajemnej anihilacji, zachodzace na zasadzie ,kazdy z kazdym” pomiedzy n
skladnikami (réwn. 2.2), sa pewna idealizacja, i moga mie¢ w przyrodzie jedynie przy-
blizone odpowiedniki. Zbiér pusty jako produkt reakcji A+ B — () oznacza tylko tyle,
ze wlasciwy produkt reakcji jest z naszego punktu widzenia nieistotny. W rzeczywistych
sytuacjach, produkt nie tylko istnieje, ale réwniez moze w rozmaity sposéb zaburzaé wy-
idealizowany model. W przypadku fizycznym, anihilacja par prowadzi do wytworzenia

wysokoenergetycznych kwantéw promieniowania, ktére modyfikujag warunki zachodze-
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nia ewentualnych nastepnych reakcji, a ponadto mozliwa jest rowniez reakcja odwrotna.
W przypadku chemicznym, nawet je$li mozemy zaniedba¢ reakcje odwrotna, to i tak
obecnosé produktéw wplywa na uklad. Czesto jednak mozemy zalozyé, ze 6w wplyw jest
niewielki, lub tez zachodzi w skali czasowej innej niz obserwowana. Bodajze najwiekszym
problemem, z jakim musieliby$Smy si¢ zmierzy¢ chcac zrealizowa¢ modelowany uktad dla
n > 2, jest zagwarantowanie symetrii oddzialywan miedzy czastkami réznych skladni-
kéw, a zatem wymogu, by reakcje pomiedzy A; i Az zachodzily tak samo jak A; + A3
oraz As + As. Nawet w przypadku walk miedzygatunkowych w ekosystemach, wasni
plemiennych, czy politycznych batalii mozliwe sa mniej lub bardziej naturalne sojusze.
Najwigksze znaczenie praktyczne maja zatem modele, w ktérych n = 2 oraz n — oo.
Ten ostatni przypadek odpowiada reakcji ,autodestrukcji”’, A+ A — () , r6wnowaznej
modelowi gdy liczba skladnikéw jest dowolnie duza, ale kazdy z nich reprezentowany
jest tylko przez jednag czastke. Nawet pomimo braku bezposrednich realizacji praktycz-
nych, model ukladu wzajemnej anihilacji jest niestychanie interesujacy sam w sobie, a
ponadto moze stuzyé¢ jako poligon teoretyczny, pozwalajacy na rozwijanie metod, ktére
nastepnie mozna zastosowa¢ do badan uktadéw bardziej ztozonych.

Oprécz prac [28, 62, 63, 64, 65|, napisanych ze wsp6tudzialem moim lub promotora
niniejszej rozprawy, nie odnalazlem w piSmiennictwie naukowym zadnych informacji na
temat dynamiki reakcji wzajemnej anihilacji polaczonej z autokatalitycznym odtwarza-
niem czastek, a zatem na temat dynamicznych aspektéw modelu spetniajacego zalozenia
wymienione na poczatku niniejszego rozdzialu (rozdz.2).

Prowadzono natomiast badania dynamiki takiego ukladu bez uwzglednienia auto-
katalitycznej reprodukeji (wszystkie znalezione przeze mnie prace zostaly opublikowane
w czasopismach fizycznych lub chemicznych), a takze badania z jej uwzglednieniem,
ale wylacznie w stanie stacjonarnym, bez jakiejkolwiek dynamiki (wszystkie znalezio-
ne prace pochodza z czasopism matematycznych). Stan wiedzy w obu tych galeziach

przedstawiam ponizej.

2.2.1 Dane na temat dynamiki ukladu bez autokatalicznej reprodukcji

czastek

W ukladzie, w ktérym nastepuje wzajemna anihilacja sktadnikéw, a ich ubytki nie sa
niczym kompensowane, reakcje biegng az do catkowitego wyczerpania sktadnikéw, poza
ewentualnie jednym. Wydawaloby sie, ze konkurencje przetrwa ten sktadnik, ktérego

poczatkowo bylo najwiecej. Tak jednak by¢ nie musi.
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WeZmy n = 4 oraz iloéci czastek kolejnych skiadnikéw rowne 80, 60, 30, 1. Kt6-
ry skladnik pozostanie na placu boju? Moze to by¢ kazdy z nich, nawet ten, ktory
poczatkowo mial w reaktorze tylko jedng czastke. Zalezy to od poczatkowej konfigura-
cji przestrzennej czastek, a takze od losowej sekwencji przemieszczen prowadzacych do
reakcji.

Zalozmy teraz, ze poczatkowe ilodci czastek kazdego skladnika sa bardzo duze, i
dodatkowo, ze czastki wszystkich skladnikéw sa w reaktorze rozmieszczone catkowicie
losowo — tak, ze mozemy moéwi¢ o mieszaninie idealnej. Mozemy teraz wypisa¢ réwna-
nia kinetyki chemicznej (rozdz. 5.6) i rozwiazujac je znalezé ewolucje Srednich stezen w
czasie. Czy beda to wyniki poprawne? Czy prawo zaniku otrzymane z rownan kinetyki
bedzie teraz spelnione? Odpowiedzi na obydwa powyzsze pytania moga by¢ w pewnych
warunkach negatywne. Opisywane reakcje sa bowiem tak silnie limitowane przez dyfuzje,
ze anomalie kinetyki chemicznej moga ujawniac sie nawet w przypadku duzych iloéci do-
brze wymieszanych czastek[66]. Podstawowym zatozeniem kinetyki chemicznej (w ujeciu
pola $redniego) jest bowiem pozostawanie ukladu w stanie dobrego wymieszania, o ile
tylko byl on dobrze wymieszany na poczatku. W badanym przypadku, niezaleznie od
stopnia wymieszania sktadnikéw, ewolucja czasowa moze doprowadzi¢ do ich segregacji,
i to juz od samego poczatku procesu. Dynamika uktadu polega zatem na wspétistnieniu
reakcji z tworzeniem sie i wzrostem® lokalnych domen bogatych w jeden z dostepnych
skladnikéw. W przypadku duzej dysproporcji pomiedzy stezeniami sktadnikéw, spadek
stezen wszystkich reagentéw poza dominujagcym bedzie w przyblizeniu eksponencjalny,
za$ zachowania zgodne z opisem kinetycznym. Jednak w przypadku, gdy stezenia do-
minujacych skladnikéw sa poréwnywalne, zanik powinien mie¢ postaé zblizong do alge-
braicznej, ~ t~%, z wykladnikiem a = 1. Tymczasem B. Lee[67], wykorzystujac metode
grup renormalizacji, wykazal, iz dla dwu skladnikéw o jednakowych stezeniach poczat-
kowych w reaktorze o wymiarze przestrzennym 2 < d < 4 (niekoniecznie catkowitym)
zanik odbywa si¢ z wykladnikiem o = d/4. Hilhorst i Deloubriere[68, 69] wyznaczyli
przyblizong zaleznos¢ wykladnika « od ilosci sktadnikéw n dla uktadu jednowymiarowe-
go: a(n) = (n—1)/(2n), a takze wykazali, iz spontaniczna segregacja pojawia si¢ jedynie
dla n < 1+ 4/d. Rozmaite uzupelnienia tych praw skalowania zawieraja prace [70, 71],
za$ (72| opisuje przeprowadzone na duza skale symulacje komputerowe, potwierdzajace
teorie Hilhorsta i Deloubriere.

Opisane w wymienionych pracach ,anomalie” kinetyki chemicznej wplywaja zna-

4wzrasta rozmiar domeny, lecz liczba zawartych w niej czastek szybko maleje
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czgco na asymptotyczny charakter reakcji — réznica pomiedzy zanikiem algebraicznym

1/2 wydaje sie znaczaca. Ponadto, ujawnienie sie odstepstw od

~ t7! a zanikiem ~ ¢~
skalowania 1/t nastepuje bardzo szybko w poréwnaniu z czasem potrzebnym na skom-
pletowanie sie reakcji, co poteguje wrazenie ,anomalii”. Trzeba jednak pamietaé, ze w
poréwnaniu z iloécig czastek, ktore zdaza ze soba przereagowac¢ w pierwszych chwilach
reakcji, wszystkie reakcje zachodzace w ,rezimie anomalnym” sg nieistotnym dodatkiem.
Zanik ~ 1/t, cho¢ nie obowiazuje przez wigkszo$¢é czasu trwania reakcji, obowiazuje na jej
poczatku, poczawszy od t = 0. Wszystko to, co mozemy nazwacé postepujaca w ukladzie
segregacja, jest jedynie pozostaloscia po obecnych w chwili £ = 0 fluktuacjach gestosci
czastek®. Rozmiar rzekomej anomalii powinien byé mierzony nie tyle czasem trwania,
ale liczba uczestniczacych w niej czastek reagentéw. Jest ona rzedu pierwiastka z po-
czatkowej liczby czastek, a zatem stanowi odsetek typowy dla fluktuacji wokél wartosci

éredniej. W nieanomalnej” kinetyce chemicznej fluktuacje ilosci reakcji w jednostce

czasu maja ten sam wzgledny rozmiar, i nikt nie nazywa tego anomalig.

2.2.2 Dane na temat stanu stacjonarnego

Badanie stanu stacjonarnego uktadu n skladnikéw z wzajemna anihilacjg i autokatali-
tyczng reprodukcja jest zagadnieniem w miare latwym dla n = 2, lecz staje si¢ bardzo
trudne dla n > 3. OczywiScie mam tu na mys$li trudnoéci z uzyskaniem jakichkolwiek wy-
nikéw analitycznych. Problem ze znalezieniem przebiegu granic miedzy rozseparowanymi
skladnikami nalezy do zagadnien znanych jako free boundary problems, odnosénie ktérych
nie s3 znane jakiekolwiek ogélne metody postepowania (takie, jak choc¢by formalizm La-
grange’a Eulera w odniesieniu do zagadnien wariacyjnych). Moje wlasne poszukiwania
literaturowe, a takze informacje uzyskane w poczatkowej fazie badan od zajmujacego sie
podobna tematyka matematyka’, pozwolily mi przypuszczaé, ze poszukiwana literatura
nie istnieje (poza pracami na tyle podstawowymi, ze nie nadawaly sie do jakiegokolwiek
wykorzystania praktycznego w moich badaniach). Tymczasem w trakcie zbierania przeze
mnie materialu badawczego do niniejszej rozprawy, pojawily sie nowe prace autorstwa
M. Conti, S. Terracini i G. Verziniego. Najbardziej istotna z mojego punktu widzenia
praca[73] nie zostala jeszcze opublikowana, aczkolwiek stanowi ona ukoronowanie wcze-

$niejszych dokonan Conti i Terracini, w zwigzku z czym opisane w preprincie wyniki na-

5Gleb Oschanin zapytany o ten rezim podczas swojego seminarium w IChF odpowiedzial, ze reakcja

toczy si¢ w nim juz tylko miedzy proznia a préznig
Sna przyklad w rozkladzie Poissona
"prof. C. Burdzy, Department of Mathematics, University of Washington
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lezy uznac¢ za potwierdzone. Pierwsze prace dotyczace podziatu przestrzeni w badanym
problemie, i minimalizacji wyrazen opartych na sumach wartosci wtasnych Laplasjanu,
wspomniane matematyczki wloskie opublikowaly przed trzema laty[74]. Granice duzej
ilosci czagstek, oraz problemy zwigzane z profilem gesto$ci w poprzek interfejsu w zalez-
nosci od statej reakcji, badane przeze mnie numerycznie w rozdz.2.5, Conti i Terracini
opisaly w jezyku zaawansowanej matematyki na 36 stronach pracy[75]. W tym samym
roku przyjeto do druku ich dwie kolejne prace w ktérych wykazaly zwigzek pomiedzy
przebiegiem interfejsu a tzw. widmem Fuéika[76], oraz udowodnily[77] réwnowaznosé
zagadnien poszukiwania stanu stacjonarnego na podstawie réwnan rézniczkowych ta-
kich jak uzyte przeze mnie w rozdz2.4 a minimalizacja funkcjonalu danego réwnaniem
2.10. Nie znajac wynikéw tych prac, wraz z prof. Holystem przyjeliSmy powyzszg réw-
nowaznos$¢ jako hipoteze, na rzecz ktorej przemawialy wykonane przeze mnie symulacje
numeryczne opisane w dalszej czesci niniejszego rozdzialu. Prawdziwo$¢ owej hipotezy,
oraz kilku pozostalych przyjetych przeze mnie zalozen, ostatecznie potwierdza — nie-
opublikowana jeszcze w postaci innej niz preprint — praca[73]. Co wigcej, w kolejnym
preprincie[78] M. Conti wyprzedzila moje zamierzenia badan nad zachowaniem ukla-
du wielosktadnikowego w zbiorniku podzielonym na odgrodzone waskimi korytarzami
komory (w moim przypadku miato to byé rozszerzenie analiz dla jednego skladnika z
rozdzialéw 1.5.2 1 1.5.3) i opisala, wraz z V. Felli, mozliwe przejScia pomiedzy stana-
mi z separacja (gdy granice miedzy skladnikami przebiegaja przez waskie korytarze) a

konfrontacja (granice wnikaja do wnetrza komor).

2.3 Skonczona liczba czastek

Uktlad o stosunkowo niewielkiej liczbie czastek N przypadajacych na kazdy z n sklad-
nikéw moze by¢ modelowany z uzyciem dyskretnych czastek wykonujacych bigdzenie
przypadkowe i podlegajacych reakcjom zgodnym z réwnaniami (2.1), (2.2) i (2.3). Sy-
mulacje mozna prowadzi¢ na siatce kwadratowej wykorzystujac jednoczesnie jej stala
sieci jako odlegloé¢ reaktywnag dla anihilacji. Gdy liczba czastek jest poréwnywalna z
ilodcig oczek sieci, efektywnoséé takiej symulacji mozna poprawi¢ poprzez rezygnacje z
przechowywania w pamieci komputera informacji o pojedynczych czastkach na rzecz
informacji o zajetosci wezléw sieci (patrz rozdz.5.1).

Przyktad symulacji z uzyciem dyskretnych czastek na sieci demonstruje rys.2.1. Dwu-

wymiarowa siatka zawiera W = 260 x 200 weztow, skltadnikow jest n = 5, a kazdy z
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B. (¢ = 2000)

C. (t = 20000)

iy

Rysunek 2.1: Ewolucja ukladu pieciu reagentéw zawierajacego dyskretne czastki. W sta-
nie poczatkowym czastki byly rozmieszczone przypadkowo (stan ten nie zostal pokazany
— rozklad A. mial miejsce dla t = 200 krokéw, gdy juz zaczely sie¢ wyodrebniaé rozsepa-

rowane domeny). Konfiguracja D. jest stanem stacjonarnym.

nich jest reprezentowany przez N = 3500 czastek. Stala dyfuzji (w jednostkach réwnych
powierzchni oczka sieci na krok czasowy symulacji) ma warto$é 1/8.

Srednia odlegloéé miedzy czastkami (obliczona jako /W/(n * N)) wynosi 1.7 sta-
lej sieci, jest zatem poréwnywalna z odlegloscig reaktywng, réwng 1. Prowadzi to do
segregacji czastek. Struktura utworzona po dostatecznie dlugim czasie jest (dla poda-
nych wartoéci parametréw) jedynym stabilnym stanem stacjonarnym — okreslonym z
doktadnoscia do permutacji skladnikéw i operacji symetrii na calej konfiguracji wraz
ze zbiornikiem. Domeny poszczegdlnych skladnikow wydaja sie zajmowac¢ podobne po-
wierzchnie. Gestosci czastek w obrebie kazdej domeny sa duze w okolicach jej $rodka i
malejg ku brzegom (zaréwno stanowigcym $ciany zbiornika, jak i wewnetrznym, utwo-
rzonym pomiedzy domenami na skutek segregacji).

Jest oczywiste, ze zar6wno cechy geometryczne domen, jak i dowolne préby iloécio-
wego opisu ukladu, beda podlegaly fluktuacjom zwiazanym ze skonczong liczba czastek.
Moze to byé zaleta niniejszego modelu — pozwala bowiem oszacowaé wplyw fluktuacji
na rozmaicie zdefiniowane obserwable i statystyki (funkcje stanu). Niemniej, na ogdét
fluktuacje nie sg tym, co nas interesuje najbardziej — pojawia sie zatem potrzeba stwo-
rzenia modelu ciagglego, ktéry zamiast dyskretnych czastek uzywalby funkcji gestosci,

analogicznie do modelu z rozdz.1.3 opisujacego uklad jednoskladnikowy.
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2.4 Model ciggly

Podobnie jak w rozdz.1.3, chcemy zbudowaé¢ model ciagly odpowiadajacy uktadowi o
bardzo duzej liczbie czastek i realizujacy reakcje dane réwnaniami (2.1), (2.2) i (2.3).
Musimy jednak pamietaé, ze nowym elementem w stosunku do modelu z rozdz.1.3 jest
wzajemna anihilacja czastek i zwigzana z nig segregacja skladnikéw. Aby utrzymaé se-
gregacje, prawdopodobienstwo wnikniecia czgstki do wnetrza domeny obcego typu po-
winno by¢ dostatecznie mate. Poniewaz prawdopodobienstwo to zalezy zaréwno od iloéci
czastek, jak i od parametréw takich jak odleglosé reaktywna i rozmiar zbiornika, rozpa-
trywanie przejScia granicznego N — oo bez dodatkowych zalozen na temat zachowania
pozostalych parametréw moze nie mieé sensu. W szczegélnosci, nawet wéwczas, gdy N
jest na tyle duze, ze jakiekolwiek fluktuacje przestaja mieé¢ znaczenie, nadal mozemy
mie¢ sytuacje w ktorej gestosci réznych sktadnikéw sg rozseparowane wyraznie, stabo,
badz wcale (tzn. pokrywaja si¢). Mozemy zatem zaltozyé, ze N jest na tyle duze by wyeli-
minowa¢ fluktuacje, ale jako parametr z ktérym przechodzimy do granicy wybraé inng
wielko$é. Poniewaz nie chcemy aby przejécie graniczne mialo wplyw na normalizacje
gestosci, wykorzystujemy zatozenie o jednakowych liczbach czastek kazdego skiadnika,
i normalizujemy kazda gesto$¢ do jednosci (tak, jakby byl to rozklad prawdopodobien-
stwa). Skonstruowany w $wietle powyzszych zalozei model opisywany jest nastepujgcym

ukladem réwnan:

a n
5P = DAp; + Ai(t)pi — K£pi Y _p; (2.4)
J#i

[mav=1 (2.5)
14
przy czym parametr x, zalezny w jakis sposéb od wyzej wymienionych czynnikéw, moze
by¢ interpretowany jako stata szybkosci reakcji anihilacji, natomiast znaczenie pozo-
stalych wielkosci jest takie samo jak w réwn.l1.7; dotatkowym elementem jest indeks
¢t = 1...n , numerujacy sktadniki. Powyzszych réwnan rézniczkowych i catkowych jest
lacznie 2n, za$ niewiadomymi funkcjami sa p;(r,t) oraz A;(t). Pochlaniajace warun-
ki brzegowe, okreslone dla punktéw rg lezacych na Sciankach zbiornika, maja postac
pi(ro,t) = 0, za§ warunkiem poczatkowym jest zadanie p;(r, 0) jako funkcji nieujemnej,
unormowane;j i spelniajacej warunki brzegowe.
Przesledzmy zatem znaczenie parametru k. Gdyby byl on réwny zeru, réwnania dla
poszczegdlnych skladnikéw stalyby sie niezalezne od siebie nawzajem, zatem w stanie

stacjonarnym wszystkie p;(r) pokrywalyby sie¢ z rozwigzaniem p,(r) otrzymanym dla
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P;Pb

HPa Pb

250 0 +50 =50 0 +50 =50 0 +50 —50 0 +50
d[Az] d[Az] d[Az] d[Ax]

Rysunek 2.2: Gestoéé czastek w poprzek interfejsu, dla kilku réznych wartosci stalej
anihilacji k. Wykresy u géry ilustruja zmiany gestosci (p. i ps) obydwu konkurujacych
sktadnikéw przy przechodzeniu w poprzek interfejsu (wzdluz linii najszybszego wzro-
stu/spadku gestoéci). Wykresy u dotu pokazuja jak wzdluz tej samej drogi zmienia sig
wartos¢ iloczynu & pg py, ktéry jest miarg intensywnosci anihilacji czgsteczek w danym
punkcie. Okazuje sig, ze profil poprzeczny x pq. pp daje sie¢ z duza dokladno$cia przyblizyé

gaussianem, przy czym dla kK — oo éw gaussian przechodzi w delte Diraca.

jednego skladnika (réwn.1.14). Dla malych wartosci x stacjonarne rozklady p; nadal sie
pokrywaja, jednak na skutek wzajemnych oddzialywan sa one splaszczone w stosunku
do rozwigzania jednoskladnikowego — splaszczenie wynika z faktu, ze anihilacja propor-
cjonalna jest do iloczynu gestosci, a ten pozostaje najwiekszy we wspolnym maksimum.
Dalszy wzrost x sprawia, ze rozwigzania wspélne przestajg by¢ stabilne — nastepuje ich
zroznicowanie, tak, ze kazde maksimum potozone jest juz w innym punkcie, choé nadal
rozklady w duzym stopniu na siebie zachodza. Wreszcie dla duzych i bardzo duzych
k mozemy moéwi¢ o wyraznych domenach, oddzielonych od siebie obszarami przejscio-
wymi, ktérych szeroko$¢ (w poprzek interfejsu) jest tym mniejsza im wigksze jest k.
Zachowanie sie tych obszarow przejsciowych pokazuje rys.2.2.

Jak widaé z rysunku, granica k — oo odpowiada pelnej segregacji sktadnikéw — no-
éniki® iloczynéw p; pj dla i # j staja sig zbiorami miary zero w przestrzeni, w ktérej caly
zbiornik takim zbiorem nie jest. Analogiczna granice rozpatrywaly w sposéb nieporéw-
nywalnie bardziej §cisty matematycznie M. Conti i S. Terracini[75], o czym jednak nie
wiedzialem przygotowujac swoja wersje uzasadnienia tej granicy na potrzeby modelu

uzytecznego w symulacjach.

®noénik funkcji f(r), oznaczany jako supp(f(r)), jest zbiorem punktéw w ktérych ma ona niezerowa

wartosé
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2.5 Granica pelnej separacji

Przejscie w strone duzych wartosci k powoduje, ze obszar przekrywania sie¢ przylega-
jacych do siebie domen kurczy sie do linii w przypadku dwuwymiarowym, powierzchni
w 3D, i tak dalej dla wyzszych wymiaréw. Gdy  — 00, nastepuje pelna separacja
nos$nikéw:

Vi,j:i#j  supp(pi) N supp(p;) =0 (2.6)

Wobec tego, zamiast przechodzi¢ do granicy Kk — oo w réwnaniach 2.4 zawierajacych
wyrazenia mieszane K p, pp, mozemy osiagnaé ten sam efekt rezygnujac z czlonu ani-
hilacyjnego i zadajac, by separacja nosnikow byla spelniona jako narzucony odgérnie

warunek — co odpowiada nastepujacemu uktadowi réwnan:

s,
&-pi = DAp; + Ai(t)p; (2.7)
/ pidv =1 (2.8)
1%
Vi,j:i#j Vr pi(r)pj(r) =0 (2.9)

Sciste uzasadnienie matematyczne stusznoéci takiego kroku zawarlty w swoich pracach
[75, 77] Conti i Terracini. Powyzszy ukiad réwnan, mimo pozornej prostoty, nie nadaje
sie w ogblnosci do jakichkolwiek préb obliczen analitycznych?, jednakze — w poréwnaniu
z pierwowzorem okreS§lonym réwnaniami (2.4) i (2.5) — przysparza mniej trudnosci przy
tworzeniu odpowiednika dyskretnego nadajacego si¢ do symulacji numerycznych.

W stanie stacjonarnym, gdy linie graniczne sg juz ustabilizowane i nieruchome, po-
wyzszy model sprowadza sie do ukladu n niezaleznych od siebie uktadéow jednosktadniko-
wych, z ktérych kazdy umieszczony jest w niezaleznym zbiorniku utworzonym wspélnie
przez przylegajace domeny sasiednich sktadnikéw oraz oryginalne $cianki zbiornika. In-
nymi stowy, jezeli caly uklad pozostaje w stanie stacjonarnym, to z punktu widzenia
czastek okreslonego skladnika, reszta ukladu moze zostaé¢ zastapiona stalymi, pochla-
niajgcymi Sciankami. Jesli zatem znamy ksztalt domeny i-tego sktadnika w stanie stacjo-
narnym, to na podstawie modelu jednosktadnikowego i réwnania (1.14) mozemy auto-
matycznie otrzymac obowigzujaca w stanie stacjonarnym zaleznosé p;(r), ktéra pokrywa
sie z pierwsza funkcja wlasng laplasjanu z pochlaniajacymi warunkami brzegowymi Di-

richleta zadanymi na brzegu tej domeny.

9z uwagi na przesuwajace sie w czasie linie nieciaglosci gradientéw, przy czym ich przesuwanie sie nie

jest zadanym odgornie zaleznym od czasu warunkiem brzegowym, ale wynika implicite z samych réwnan
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2.5.1 Produkcja entropii w ukladzie wieloskladnikowym

W przypadku ukladu jednoskladnikowego z rozdz.1 poznaliémy funkcjonal minimali-
zowany w stanie stacjonarnym i monotonicznie malejacy podczas prowadzacej do tego
stanu ewolucji ukladu. Funkcjonalem tym byta produkcja entropii, o[p] zdefiniowana w
réwn.(1.35).

Czy istnieje odpowiednik takiego funkcjonalu w ukladzie wieloskladnikowym? Je-
§li tak, to czy znajdujac jego ekstremale w spos6b inny niz poprzez badanie ewolucji
uktadu w czasie, mozemy przewidzie¢ przebieg linii granicznych oddzielajacych reagen-
ty w stanie stacjonarnym? Moje badania wykazaly, ze odpowiedzi na obydwa powyzsze
pytania sa twierdzace. Scislej, zapostulowalem'® pewna postaé¢ takiego funkcjonatu, po
czym, wykonujac liczne syrriulacje numeryczne, prObowalem obali¢ hipoteze gloszaca, iz
jest on minimalizowany. Proby te daly wynik negatywny, w zwigzku z czym hipoteze
uznalem za stuszng. Ponadto, finalizujac spisywanie doktoratu dowiedzialem sie o ist-
nieniu nowej, niewydrukowanej jeszcze w naukowych czasopismach pracy M. Conti i S.
Terracini[73], w ktérej prawdziwos$é tego samego postulatu jest dowiedziona w spos6b
Scisty.

Trop prowadzacy do odgadnigecia wlasciwej postaci funkcjonalu minimalizowanego
w ukladzie wieloskladnikowym wywodzi sie z polaczenia konczacej rozdz.2.5 obserwa-
cji na temat rozbicia ukladu na n niezaleznych podukladéw, z addytywnoscia entropii
Renyi’ego dla ukladéw niezaleznych (réwn.2.5).

Funkcjonaltem, ktérego minimalizacje trafnie zapostulowaliémy, jest zatem wielko$¢:
n

Otot[P1, P2, - - Pn] = Zailpi] (2.10)
i=1

gdzie o;[p;], przez analogie z r6wn.(1.35), ma postaé:

—2D f p,-ApidV
vi(t)
oilpd = T p2dv
Vi)

(2.11)

Obszar catkowania oznaczony przez V;, jest tutaj wnetrzem domeny zajmowanej przez
i-ty skladnik, a zatem granice calkowania zaleza niejawnie od czasu. Ze szczegbélowych

rachunkéw wynika jednak, Ze mimo nieoznaczonos$ci wyrazenia p; Ap; na brzegu domeny,

10gwoli cistosci - bratem pod uwage wiele réznych postaci funkcjonatu, jednak sugestia przetestowania
formy, ktéra ostatecznie okazala si¢ wlasciwa, pochodzila bardziej od promotora niniejszej pracy niz z

moich wlasnych dociekan
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granice catkowania mozna rozszerzy¢ na calg objetosé zbiornika:

—2D [ p;iAp;dV
Vv
[pidv
|4

oilpi] = (2.12)
Twierdzimy, ze funkcjonal oo nigdy nie ro$nie w czasie, oraz osiagga minimum w stanie
stacjonarnym.

Innymi stowy, otot ma dla ukladu wielosktadnikowego takie samo znaczenie, jakie
miala produkcja entropii o[p] dla ukladéw jednoskladnikowych o statych brzegach.

Trzeba wyraznie zaznaczy¢, iz minimalizacja sumy czlonéw o;[p;] nie wiaze si¢ z
minimalizacja kazdego czlonu z osobna! Gdyby wewnetrzne granice miedzy domenami
pozostawaly od poczatku nieruchome, istotnie kazdy sktadnik sumy bylby minimalizo-
wany (i monotonicznie malalby w czasie) niezaleznie od pozostalych. Jednakze przesu-
wanie si¢ Scianek moze powodowaé zar6wno spadek jak i wzrost o;[p;| dla wybranych i
— jedynie suma tych wielkosci po wszystkich sktadnikach nie moze wzrosnac.

Ponadto, w drodze przeprowadzonych symulacji stwierdzilem, ze ewolucja gestosci
w poszczegolnych domenach nie ma charakteru kwazistacjonarnego wzgledem procesu
przesuwania sie granic miedzy domenami. Gdyby $cianki domen przesuwaty sie dosta-
tecznie powoli — rozklad gestosci wewnatrz kazdej domeny méglby caly czas pozostawac
stanem stacjonarnym odpowiadajacym jej aktualnemu ksztaltowi, niejako nadazajac za
powolnymi przeobrazeniami domeny. Wowczas proces rozpatrywany jako calo$¢ bylby
ciggiem kolejno po sobie nastepujacych stanéw stacjonarnych wszystkich poduktadéw,
nadazajacych za powolnymi zmianami konfiguracji interfejséw. Bytoby tak gdyby do-
statecznie powolne deformacje Scianek byly narzucone zewnetrznie. Jednak to uktad,
sam z siebie, wymusza ruch Scianek! Opisana kwazistacjonarno$¢ nie zachodzi nawet
pod koniec ewolucji uktadu, gdy obserwowane rozklady jedynie nieznacznie odbiegaja
od stanu stacjonarnego, a $ciany rzeczywiscie poruszaja si¢ bardzo powoli. Mozna to
latwo sprawdzi¢ wymuszajac w symulacji komputerowej zamrozenie ruchu $cianek - na
przyklad wylaczajac ewolucje wszystkich sktadnikéw poza jednym i zatrzymujac w ten
sposob chwilowy ksztalt domeny. Okazuje si¢, ze poczawszy od zamrozenia Scianek, ewo-
lucja gestosci znajdujacego sie pomiedzy nimi skladnika przechodzi jeszcze dluga droge
w strone faktycznego stanu stacjonarnego odpowiadajacego tej domenie, za§ wielkosé
o;[pi] moze w trakcie tego procesu znaczaco zmale¢, pomimo nieruchomosci cianek. In-
nym testem przemawiajacym przeciwko hipotezie kwazistacjonarnosci jest zamrozenie
wszystkich interfejséw i pozwolenie na wytworzenie si¢ w ograniczonych nimi domenach

odpowiednich stanéw stacjonarnych. Jesli teraz uwolnimy zamrozone $cianki, ich ruch
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bedzie bardzo szybki w poréwnaniu z kontynuacja ruchu wykonywanego przed zamro-
zeniem. Swiadczy to o $cistym powigzaniu ruchu $cianek i zmian gestosci w czasie - nie
da sie ich potraktowa¢ jako, odpowiednio, wolnych i szybkich stopni swobody.

W odréznieniu od stanu stacjonarnego w ukladzie jednoskladnikowym, dlan > 1 mo-
zemy zaobserwowaé wiele istotnie réznych stanéw stacjonarnych (tzn. takich, ktére nie
réznia si¢ od siebie nawzajem jedynie operacjami symetrii lub permutacja sktadnikéw).
Wiele moze byé zaréwno stanéw stacjonarnych stabilnych (w ktérych oyor przyjmuje
minimum) jak i — tym bardzej — stanéw stacjonarnych niestabilnych (odpowiadaja-
cych punktom siodlowym w zalezno$ci oyt od polozenia w przestrzeni dostepnych sta-
néw). Teoretycznie liczba stanéw stacjonarnych niestabilnych jest nieskonczenie wielka,
w praktyce jednak bardzo trudno jest do takich stanéw doprowadzi¢, albowiem stano-
wig one w przestrzeni dostepnych stanéw zbiér miary zero — w przeciwienistwie do miary
basenéw przyciggania stanéw stacjonarnych stabilnych.

W oparciu o réwnania (1.38) mozemy obliczyé warto$é stacjonarna (i zarazem mini-

mum) funkcjonalu ooy

n n
Ost, tot — z Ost,; = ~2D Z ’\1, ] (213)
i=1

i=1
gdzie A ; jest pierwszg wartoscia wlasng laplasjanu dla domeny skiadnika .

Z faktu, iz oyt 0sigga w stanie stacjonarnym minimum, oraz z réwnania (2.13),
wynika, ze réwniez suma pierwszych wartosci wiasnych wszystkich domen przyjmuje
warto$é mozliwie jak najblizsza zeru!!. W zwigzku z powszechnym uzyciem laplasjanu w
fizyce i nie tylko, ostatnie stwierdzenie moze mieé¢ pewne znaczenie praktyczne, oméwione

szerzej w rozdz. 3.

2.6 Metody symulacji

Symulacje numeryczne w dwéch wymiarach prowadzilem w oparciu o dyskretyzacje
czasu (At = 1) i przestrzeni (regularna siatka prostokatna o stalych Az = Ay = 1).
Dla celéw testowych wykonatem kilka symulacji opartych bezposrednio o opisana
w rozdz.5.4 dyskretyzacje réwnan (2.4), z réznymi wartosciami k. Okazalo si¢ jednak,
ze w symulacjach tych x nie moze by¢ dowolnie duze, gdyz destabilizuje to algorytm.
Ponadto, niepozadana cecha tej metody jest co najmniej liniowa zaleznosé¢ ztozonosci

obliczen od ilosci reagentéw (patrz rozdz.5.4).

1zgodnie z wybrana przeze mnie definicja wartoéci wlasne laplasjanu sa ujemne
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Obu powyzszych probleméw mozna uniknaé¢ konstruujac algorytm symulacji od razu
dla przypadku nieskonczonego k, a zatem w oparciu o dyskretyzacje rownan 2.7, 2.8 i
2.9. Oznacza to zalozenie, ze po kazdym kroku symulacji w kazdym wezle siatki tyl-
ko jeden sktadnik posiada gesto$¢ rézng od zera. Zamiast n tablic, przechowujacych w
pamieci komputera gestosci poszczegdlnych sktadnikéw, mozemy zatem przechowywad
jedng tablice z rekordami zlozonymi z dwéch elementéw: liczby rzeczywistej okresla-
jacej gestosc, oraz liczby catkowitej oznaczajacej przynalezno$¢ do jednego sposrdéd n
reagentéw, wzglednie do brzegu zbiornika. Algorytm symulacji (opisany szczegélowo w
rozdz.5.5) polega na rozbiciu kazdego jej kroku na trzy etapy, zwiazane kolejno z dyfu-
zja, anihilacja i renormalizacjg. Po pierwszym z nich, wezly lezace w bezposrednim sg-
siedztwie interfejsow wymagaja okreslenia na nowo przynaleznosci do okreslonego typu,
gdyz wskutek mieszania si¢ dyfundujacych sktadnikéw przestaje ona byé jednoznaczna.
Jednoznacznos$é te przywraca drugi etap, zwiagzany z anihilacjg reagentow. W etapie ani-
hilacji wezty, do ktérych w wyniku dyfuzji naptynety sktadniki inne niz dotychczasowy,
sg traktowane jak reaktory chemiczne, w ktorych idealna mieszanina kilku sktadnikéw
podlega reakcjom anihilacji. Reakcja ta biegnie az do catkowitego wyczerpania wszyst-
kich reagentéw, poza ewentualnie jednym, ktéry zostaje ,nowym wlascicielem” danego
wezla, z odpowiednio obliczong gestosciag. Wylonienie nowego wlasciciela wezla, oraz
jego gestoéci, nastepuje w wyniku procedury opisanej w rozdz.5.6, skonstruowanej w
oparciu o kinetyke reakcji chemicznych.

Osobnym zagadnieniem zwigzanym z interpretacjg i wizualizacja wynikéw otrzyma-
nych z symulacji jest wyznaczenie przebiegu interfejséw — oczywiscie z dokladnoscia
lepsza niz stala siatki Az, Ay. Uzyte do tego celu metody opisane zostaly w rozdz.5.7.
Sa one o tyle niebanalne, iz w odréznieniu od wigkszosci podobnych zagadnien, badany
interfejs zawiera rozgalezienia. Do ich znalezienia nie wystarczy prosta miedzyweztowa
interpolacja gestosci — wykonywane sg zatem pomocnicze symulacje na zageszczonych
wokot rozgalezien fragmentach siatek. Ostatecznie, komplet informacji o przebiegu linii
brzegowych (a takze wybranych wyzszych poziomic gestosci) zapisywany jest w postaci
hierarchii wektorowych obiektéw, ktére w zaden sposéb nie sa powigzane z rastrem sie-
ci symulatora. Oznacza to, iz wizualizacjg symulacji prowadzanej na dyskretnej siatce
nie jest bitmapa, lecz skalowalna grafika wektorowa — dzieki czemu mozna latwo po-
rownywa¢ wyniki symulacji prowadzonych na réznych siatkach, a takze badaé zgodnosé

otrzymanego przebiegu krzywych z ewentualnym modelem teoretycznym.
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2.7 Wyniki symulacji dla zamknietych zbiornikéw dwuwy-

miarowych

Prowadzitem symulacje dla rozmaitych ksztaltéw zbiornika, jednak z uwagi na cheé po-
rownywania wynikéw z jakimikolwiek rozwazaniami analitycznymi, przedstawie jedynie
wyniki symulacji dla zbiornikéw prostokatnych.

Zakres paramatréw, uzytych przeze mnie w symulacjach, obejmowal rozmiary siatek
(i zarazem zbiornikéw) N, N, zmieniajace si¢ od 10 do 1000, przy liczbie sktadnikéw
n w granicach od 1 to 200. Z wyjatkiem bardzo malych siatek (wprowadzajacych sto-
sunkowo duze bledy dyskretyzacji), wyniki byly w pelni skalowalne z rozmiarem sieci —
w szczegOlnosci, ksztatt domen i linii granicznych w stanie stacjonarnym zalezal jedynie

od stosunku bokéw prostokata s = Ny /N,.

2.7.1 Uklad pieciu reagentéw w zbiorniku prostokatnym

Niniejsza symulacja dotyczy uktadu, w ktérym ksztalt zbiornika, stosunek bokéw N /N,
oraz liczba reagentéw n = 5 jest taka sama, jak w opisanej wczeéniej (patrz rys.2.1) sy-
mulacji z dyskretnymi czastkami. Mozna zatem poréwnac stany stacjonarne osiggane w
obu tych symulacjach. Oprécz tego poréwnania, celem niniejszej symulacji byto réwniez
pokazanie zapostulowanego w rozdz.2.5.1 monotonicznego spadku produkcji entropii,
mimo, iz jej skiadniki, o;, zwigzane z poszczegélnymi reagentami moga zaréwno ma-
leé¢ jak i rosnaé w czasie. Powyzszy wynik dotyczy wszystkich przeprowadzonych przeze
mnie symulacji — w zadnej z nich nie zaobserwowalem wzrostu o powyzej marginesu
bledéw numerycznych.

W symulowanym tu ukladzie rozmiary bokéw prostokata wymnosily 130 x 100, zas
stan poczatkowy zostal spreparowany przypadkowo — dla kazdego wezta (poza weztami
przypisanymi do brzegu zbiornika) wylosowany zostal numer sktadnika!? oraz gesto§é!3,
ktora nastepnie zostata dla kazdego skladnika z osobna unormowana do jednosci. Ry-
sunek 2.3 pokazuje chwilowe rozklady gestosci reagentéw dla wybranych czaséw (wy-
razonych w krokach symulacji i podanych nad rysunkami). Zgodnie z oczekiwaniami,
otrzymany stan stacjonarny jest podobny do analogicznego stanu z rys.2.1. Teoretycz-
nie, rozklady te moglyby si¢ r6znié¢ za sprawa czesciowego przenikania sie domen dla

czastek dyskretnych, jednak natozenie rysunku 2.1.D na obrécony o 180° i odpowiednio

12, rozkladem jednorodnym o wartosciach catkowitych od 1 do 5

132 rozktadem jednorodnym o wartoéciach rzeczywistych od 0 do 1

54



Rysunek 2.3: Ewolucja pieciu reagentéw w zbiorniku o bokach 130 x 100 stalych sieci.
Stan poczatkowy (tu nie pokazany) jest przypadkows mieszanina reagentéw. Cienkie
linie oznaczaczaja poziomice stalej gestosci, za$ cyfry w maksimach gestosci — numery
sktadnikéw. Liczby nad rysunkami okre$lajg czas od poczatku symulacji. Rysunek F, jest
juz w pelni wyksztalconym stanem stacjonarnym. Zmiany produkcji entropii towarzyszace

kolejnym pokazanym tu stanom pokazano na rys. 2.4, natomiast ewolucje¢ podobnego

ukladu dyskretnego - na rys. 2.1.
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Rysunek 2.4: Calkowita produkcja entropii oot = Z?:l o; (u gory), oraz jej skladniki,
o; (ponizej) dla ukladu przedstawionego na rys.2.3. Lewa wstawka pokazuje gwaltowny
spadek oot na poczatku ewolucji, natomiast prawa — przejécie przez ,schodek”. Cyfry

numerujace skladniki odpowiadajg oznaczeniom z rys. 2.3.
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powiekszony rysunek 2.3.F nie wykazalo widocznych odstepstw w przebiegu interfejsu.

Rysunek 2.4 pokazuje wyznaczong z symulacji ewolucje czasowg produkcji entropii
(gorny wykres), oraz jej sktadowych, o;, zwiazanych z poszczegélnymi reagentami. Zgod-
nie z przewidywaniami, calkowita produkcja entropii maleje monotonicznie w czasie.
Poczatkowo zanik ma charakter algebraiczny, 1/t, co wida¢ na lewej wstawce wykresu.
W czasie od 2 x 10* do 4 x 10* spadek zostaje spowolniony, tworzac wyrazny schodek
(pokazany w powiekszeniu na prawej wstawce wykresu). Na rysunku 2.3 odpowiada to
stanom pomiedzy konfiguracjami D i E. Przyczyna powstania schodka jest przejscie
przez sgsiedztwo niestabilnego stanu stacjonarnego, w ktérym cztery domeny znajduja
sie symetrycznie w narozach zbiornika, za$ piata w umieszczonej centralnie ,,poduszce”.
Za takim wytlumaczeniem przemawia podobienstwo takiego stanu do konfiguracji z rys.
23D,

Dolna czegsé rysunku 2.4 pokazuje wyraznie, ze pomimo monotonicznego spadku oo,
jej skladowe, o;, mogg zar6wno maleé jak i rosnaé w czasie, co poniekad dowodzi ko-
lektywnego charakteru spadku produkcji entropii w uktadzie, jako wypadkowej kilku
konkurujacych ze soba proceséw.

Ostatecznie, oy, zmierza do swojej minimalnej mozliwej w tym ukladzie wartosci,
za$ konfiguracja dazy do stanu stacjonarnego, pokazanego na rysunku 2.3 F.

Stan ten, z dokladnoscia do permutacji typow i operacji symetrii, jest jedynym sta-
bilnym stanem stacjonarnym, w zwiagzku z czym ewolucja ukladu bedzie do niego dazy¢
niezaleznie od konfiguracji poczatkowe;.

W ogélnoéci powyzszy scenariusz nie musi by¢ prawdziwy — w innych uktadach moze
istnie¢ wiele réznych stabilnych stanéw stacjonarnych, co pokaze w nastepnych przykla-
dach.

2.7.2 Stany stacjonarne wielu reagentéw w kwadratowym zbiorniku

Rysunek 2.5 pokazuje rozklady gestosci w stanach stacjonarnych dla n = 2...10, 20
i 100 reagentéw. CzeS¢é pokazanych stanéw posiada alternatywy w postaci innych sta-
bilnych stanéw stacjonarnych, do ktérych doprowadzitaby ewolucja rozpoczeta od innej
konfiguracji poczatkowej. Przykladowo, obydwa stany stacjonarne pokazane w $rodko-
wej czesci rysunku odpowiadaja tej samej liczbie sktadnikow n = 7. R6zne stabilne stany
stacjonarne tego samego ukladu mozna poréwnywacé pod katem charakterystycznej war-
tosci catkowitej produkcji entropii, jednakze o prawdopodobienstwie osiagniecia danego

stanu stacjonarnego nie decyduje o, lecz miara basenu przyciagania tego stanu. Wydaje
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Rysunek 2.5: Przyklady stanéw stacjonarnych n skladnikéw w zbiorniku kwadratowym
z pochlaniajagcymi warunkami brzegowymi dla n = 2...10, 20 i 100. Dla n = 7 pokazano

dwa rézne stany stacjonarne (posrodku).

sie, Ze moga istnie¢ stany osiggane ,chetniej” pomimo wyzszej wartosci o, i stany o
nizszej produkcji entropii i zarazem mniejszych basenach przyciagania. Jednakowoz, w
przeprowadzonych symulacjach stany z nizsza wartoscig o byly na ogét osiaggane czescie;j.

O ile w wigkszosci ukladéw liczba istotnie réznych stabilnych stanéw stacjonarnych
jest skonczona, o tyle moga réwniez istnie¢ uktady, w ktérych nieskonczenie wiele réz-
nych stanéw stacjonarnych ma te sama warto$¢ o — odpowiada to rownowadze obojetnej
(stany te nie sa bowiem ani stabilne, ani niestabilne ze wzgledu na propagacje infinitezy-
malnych zaburzen). Przykladem takiej degeneracji jest kwadratowy zbiornik zawierajacy
dwa reagenty. Rozdzielajacy je interfejs moze przechodzi¢ przez srodek kwadratu pod
dowolnym katem — konfiguracja zamieszczona w lewym, gérnym rogu rys.2.5 jest zatem
tylko jedna z nieskoniczenie wielu mozliwosci. Wydaje sig, ze zdegenerowany jest réw-
niez podzial kwadratu pomiedzy 3 reagenty (rys.2.5, drugi od lewej u géry), w ktérym
interfejs moze przechodzié¢ przez dowolny wybrany punkt brzegu. W przypadku trzech
reagentow degeneracja ta jest gleboko nieoczywista, o ile w ogdle ma miejsce — w grani-
cach bledu symulacji nie sposéb stwierdzié, czy jest to faktyczna degeneracja, czy tylko
bardzo plytkie i szerokie minimum jednego ze stanéw. Natomiast w przypadku n = 2

degeneracja jest faktem wynikajacym nie tylko z symulacji komputerowych, ale réwniez
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popartym dowodem analitycznym.

Rozwazmy mianowicie obszar spéjny D i rzeczywiste, ciagle pole skalarne ¢(r) spel-
niajace wlasnosé: ¢(r)=0 Vrg € 9D. Przyjmijmy, ze ¢(r) posiada wewnatrz D zar6wno
obszary o warto$ciach ujemnych, jak i dodatnich. Linie zerowe ¢ dziela zatem D na
odrebne podobszary D;. Zdefiniujemy teraz funkcje ©;[@, r|, okreslajaca przynaleznosé

punktu r do podobszaru D;, a zatem:

1 gdy reD;
Bi[¢,r] = (2.14)

0 w przeciwnym wypadku
Latwo sprawdzié, ze dla dwoch reagentéw tworzacych stan stacjonarny w kwadracie o
boku A , stacjonarne gestoSci p; i p2 mogg by¢ przy pomocy powyzszej funkcji skokowej

zapisane w postaci:

pi = 649, r]|(r)] (2.15)
gdzie:
() = cr8in 7% in ™Y 4 ¢y 5in = sin Z7¥ (2.16)
r)= s A sin A C2 S1n A Sin A ‘

za$ c; 1 cg s§ odpowiednio dobranymi liczbami rzeczywistymi. Funkcja 1 (r) jest dru-
ga funkcja wlasng laplasjanu dla kwadratu, zwiazang ze zdegenerowanymi wartoSciami
wlasnymi A; 2 = Ap1 = —572/A2, a zatem utworzone z jej uzyciem funkcje p;(r) i p2(r)
sg podstawowymi funkcjami wlasnymi laplasjanu dla domen D; i Dy bedacych odpo-
wiednio obszarami ujemnosci i dodatnio$ci 9(r). Zwigzana z funkcjami p; i ps warto§é
wlasna pozostaje réwna —5m2/A2.

Poniewaz réznym kombinacjom stalych ¢; i co odpowiadajg rézne komplety funkcji
wlasnych p; i p2, a przy tym — zgodnie z réwn.2.13 — warto$¢ produkcji entropii pozostaje
stala i réwna oy = —4DMAg; = 20D7%/A2%, badane stany sa w istocie stacjonarne i
zarazem zdegenerowane.

Dla n = 3 analogicznego wywodu zastosowac¢ nie sposéb, za$ problem analitycznego
zbadania ewentualnej degeneracji bylby duzym wyzwaniem dla matematykéw.

Dla n > 3 tego rodzaju degeneracje najprawdopodobniej juz nie istnieja; liczba
istotnie roznych stabilnych stanéw stacjonarnych pozostaje zatem skonczona, aczkolwiek

dosy¢ szybko rosnie ze wzrostem n.
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Poza stabilnymi stanami stacjonarnymi istnieje réwniez nieskonczony zbiér stanéw,
ktére wprawdzie sa stacjonarne, lecz nie sa stabilne. Teoretycznie, uklad moégiby po-
zostawa¢ w takim stanie dowolnie dlugo, jednak minimalne zaburzenie (spowodowane
numeryczng niedokladnoscia obliczen, a poza symulacjami - dowolng fluktuacja gestosci)
powigkszaloby sie wykladniczo, prowadzac do szybkiego rozpadu takiego stanu.

W Swietle powyzszej uwagi, wszystkie przedstawione na rys.2.5 stany stacjonarne
dla n > 3 sg stabilne, a ponadto cechuja si¢ odpowiednio duzymi basenami przyciagania
— kazdy z nich (za wyjatkiem n = 100) zostal otrzymany w co najmniej trzech spos$réd
dziesieciu niezaleznie przeprowadzonych symulacjil?.

Obserwujac stany o najwigkszych liczbach reagentéw mozna wyciggnac¢ interesujace
wnioski dotyczace preferowanego ksztaltu domen — problem ten zostanie szczegdélowo

oméwiony w rozdziale 3.

2.7.3 Stan stacjonarny trzech reagentéw w zbiorniku prostokatnym

Tematem niniejszego rozdziatlu sa stany stacjonarne uktadu trzech reagentéw w zbiorni-
ku prostokatnym. W szczegélnosci, badana bedzie zaleznosé stabilnosci obserwowanych
stanéw stacjonarnych od stosunku bokéw prostokata, s = Ny /Ny.

Uzywana dotychczas postaé¢ produkeji entropii, o, byla zalezna od stalej dyfuzji,
a ponadto zmieniala sie przy przeskalowaniu rozmiaréw ukladu. Utrudniato to poréw-
nywanie wynikéw obliczen przeprowadzanych przy réznej wartoéci D oraz dla réznych
rozmiaréw siatek. Wygodniej byloby sie postugiwaé¢ odpowiednio przeskalowang postaciag
tego funkcjonalu, nie zalezacg od powyzszych czynnikéw. W zwigzku z tym wprowadza-

my standardowg produkcje entropii, 7, o definicji nastepujace;j:

n
g DDy, (2.17)

=1
Powyzsza wielko$é nie zmienia si¢ przy jednoczesnym przeskalowaniu obydwu bokéw
prostokata Ny, N, natomiast zalezy od ich stosunku s.
Wszystkie stabilne stany stacjonarne zaobserwowane w badanym ukladzie dla s # 1

cechuje symetria, ze wzgledu na ktéra mozemy je podzieli¢ na trzy kategorie:

I konfiguracja posiadajaca jeden wierzcholek potréjny i jedna o symetrii, prosto-

padla do krétszego boku prostokata

14r6zniacych sie kazdorazowo ziarnem generatora pseudolosowego uzywanego do tworzenia konfiguracji

poczatkowej
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Rysunek 2.6: Klasyfikacja stanéw stacjonarnych trzech reagentéw w zbiorniku prosto-
katnym ze wzgledu na symetrie i orientacje wzgledem dluzszego boku prostokata. Dla
okreslonego stosunku bokéw stabilny jest na ogét tylko jeden z pokazanych typéw. Tu-
taj stosunek bokéw wynosi 1.5, stabilny jest stan typu I (rys. B) oraz — z odpowiednio
mniejszym basenem przyciggania — stan typu II (rys. C), natomiast stan III z rys. D
jest niestabilny. Wygenerowanie stanéw z rys. A i D bylo mozliwe dzigki wymuszeniu

okreslonej symetrii warunkéw poczatkowych.

IT podobnie jak I, jednak z osig symetrii prostopadlg do dtuzszego boku prostokata

ITI konfiguracja nie posiadajaca wierzchotkéw, zlozona z trzech jednakowych paséw o

srodkach polozonych na dluzszej osi symetrii prostokata

Rysunek 2.6 B, C, i D pokazuje powyzsze konfiguracje dla s = 3/2. Przy tej kon-
kretnej wartosci stosunku bokéw, stany stacjonarne I i II sa stabilne (aczkolwiek stan I
ma w przestrzeni wszystkich mozliwych stanéw ukladu znacznie wigkszy basen przycia-
gania, w zwigzku z czym zastosowanie przypadkowych warunkéw poczatkowych na ogot
prowadzi do stanu I), natomiast stan III jest niestabilny.

Stan pokazany na rys. 2.6 A (konfiguracja z trzema pasami réwnoleglymi do diuz-
szego boku prostokata) nie jest stabilny przy zadnej wartosci s, w zwiazku z czym zostal
pominiety w powyzszej klasyfikacji'®.

Wykresy z rysunkow 2.7 oraz ich fragment powiekszony na rys. 2.8, pokazuja zalez-
nosci 4(s) dla stanéw typu I, II, i III. Ze wzgledu na liczne analogie, mozna je nazwaé
y,diagramami fazowymi” przej$¢ konfiguracyjnych pomiedzy ré6znymi stanami stacjonar-
nymi — odpowiednikami ,faz”. Stan, ktory przy danej wartosci s ma najnizszg wartosc¢

produkcji entropii, jest z pewnoscia stabilny, natomiast stany o wyzszych wartosciach &

15Stan ten zostal pokazany jedynie ze wzgledu na podobiefistwo do stanu III — poza tym niczym sie
on nie r6zni od dowolnego sposréd istniejacych nieskoniczenie wielu niestabilnych stanéw stacjonarnych,
w tym réwniez takich, ktére nie majg okreslonej symetrii, badz posiadaja niespéjne nosniki reagentow
(gdy reagenty tworza wiecej niz jedng domeneg). Poniewaz minimalne zaburzenie takich stanéw prowadzi
do szybkiego ich rozpadu, mozna je uznaé za artefakty modelu pola ciagltego. W przypadku dyskretnych

czastek stan niestabilny nie bylby stanem stacjonarnym za sprawa wszechobecnych fluktuacji.

60
http://rcin.org.pl



g- T T | T T T T T T T T T | T
£ III

g 24| -
=

2 [ r - |
) 1 1I [

S 23f [ Lo =
AN L\

: /i . i
o i I i

5 22H i i Lo -
g ¥ : .

g | S | 1 | 1 ] 1 | ' | 1
u 0.6 0.8 1 1.2 14 1 1.8 2

.6
stosunek bokéw s = N, /N,

Rysunek 2.7: Standardowa produkcja entropii & = (2D) ' NzNyn~2? 3" 0; réznych sta-
néw stacjonarnych dla trzech reagentéw jako funkcja stosunku bokéw s = Ny /N, prosto-
katnego zbiornika. Oznaczenia I, II i III identyfikuja typ stanu stacjonarnego (patrz opis
w rozdz. 2.7.3 oraz rys. 2.6). Wokél punktu s = 1, krzywe I i II staja sie swoimi wzajem-
nymi przedluzeniami. Ogdlnie, wszystkie prezentowane krzywe wygladalyby identycznie
po odwrdceniu osi s transformacja s — 1/s. Postaé analityczna zaleznosci 6(s) znana jest

jedynie dla krzywej Il : 6 = n%(3/s+5/3) dla s > 1 oraz & = m*[3s + 1/(3s)] dla s < 1.

23.7

23.6

235

234}

standardowa produkcja entropii

1.56 1.58 1.60 1.62 /8/3 1.66
stosunek bokéw s = N, /N,

Rysunek 2.8: Powigkszony fragment rysunku 2.7 pokazujacy obszar przejsciowy pomiedzy
konfiguracjami I, IT i III dla s > 1. W przedziale s = 1.570...1.647, optymalny jest stan
II (z symulacji wiadomo, ze ma on réwniez najwiekszy basen przyciggania). Ponizej tego
przedzialu, minimalna warto$¢ produkcji entropii jest osiagana w stanie I, zas powyzej - w
stanie III (jest on zarazem jedynym stabilnym stanem stacjonarnym powyzej s = 1.647).
Obszary stabilnosci konfiguracji I, II i III czesciowo sie przekrywaja. Przykladowo, dolna
granica stabilnodci stanu III jest oznaczona linia przerywana warto$é sirrmin = 1/8/3

(patrz rozdz. 2.7.4), lezagca w obszarze stabilnosci konfiguracji II.
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moga byé stabilne tylko wéwczas, gdy 6 ma w nich lokalne minima — z samego przebiegu
przedstawionych krzywych nie sposéb tego wywnioskowa¢. Bywa, ze nawet symulacje
komputerowe nie pozwalaja na zbadanie stabilnosci danego stanu, a to dlatego, ze bez
znajomodci analitycznej formuly nie da sie takiego stanu wygenerowaé!®. Na ogét jest to
mozliwe dzieki uzyciu specyficznych warunkéw poczatkowych, o symetrii takiej samej,
jak symetria stanu, do ktérego usilujemy doprowadzi¢. Przykladowo, wygenerowanie
niestabilnych stanéw z rys. 2.6 A i D bylo mozliwe dzigki umiejscowieniu wszystkich
czastek w odpowiednich punktach lezacych na symetralnej prostokata. Bledy numerycz-
ne symulacji sg na tyle male, ze spowodowane nimi ztamanie symetrii moze nastapic¢
dopiero po dlugim czasie symulacji, znacznie dluzszym, niz czas osiggnigcia niestabilne-
go stanu stacjonarnego.

Za sprawg przeprowadzonych rozwazan analitycznych (patrz rozdz. 2.7.4), mozliwe
bylo teoretyczne wyznaczenie dolnej granicy stabilnosci konfiguracji II1, oznaczonej na
rys. 2.8 pionowa linig przerywana. Jak widaé, lezy ona ponizej goérnej granicy stabilnosci
konfiguracji II, bedacej zarazem gérng granica istnienia tej ostatniej'”. Przedluzenie
krzywej 11 powyzej przeciecia z I1I bylo mozliwe jedynie dzigki dofitowaniu wielomianu
do punktéw zwigzanych z nizszymi wartoSciami s — nie odpowiada ono zadnemu, nawet

niestabilnemu stanowi stacjonarnemu uktadu.

2.7.4 Stabilnos¢ paséw w zbiorniku prostokatnym

Dla dowolnej liczby skladnikéw n, umieszczonych w zbiorniku prostokatnym, jednym
z mozliwych stanéw stacjonarnych jest uklad n réwnoleglych paséw — w przypadku
n = 3 jest to dyskutowany wczesniej stan z rys. 2.6 D. Jest oczywiste, ze dla stosunku
bokéw prostokata przekraczajacego pewna warto$é graniczna, stan tego typu bedzie
zawsze stabilny. Celem niniejszego rozdzialu jest wyznaczenie tej granicy stablinosci w
zaleznosci od n, a zatem ustalenie, przy jakim stosunku N;/N, > 1 konfiguracja zlozona
z n pasow staje si¢ niestabilna.

Na poczatek zauwazmy, ze po zmianie znaku gestosci co drugiego paska, otrzymany

16aby tego dokonaé, musielibyémy trafié z warunkami poczatkowymi w punkt nalezacy do ewentualnie
istniejacego basenu przyciggania tego stanu, jedli jednak 6w basen jest niewielki, to odgadnigcie wlasciwej

konfiguracji poczatkowej moze wymagaé bardzo wielu préb
17Przeciecie krzywych I i IIT odpowiada sytuacji, w ktérej rozgatezienie interfejséw dochodzi do brzegu

prostokata. Przy wyzszych wartosciach s nie istniejg juz zadne, nawet niestabilne stany stacjonarne
zawierajace dokladnie jeden wierzcholek potréjny, zas rozpoczecie ewolucji od stanu, ktérego symetria

jest zgodna z typem II, prowadzi zawsze do stanu III.
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wspolny rozklad staje sie rowny pewnej funkcji wlasnej laplasjanu z warunkami Diri-
chieta zadanymi na calym prostokacie. Funkcja tg jest:

4NNy . nmr . my
3 sin N smﬁy (2.18)

'/)n,l (I‘) =

Gestosé p;(r), gdzie i = 1...n, mozna zapisa¢ z wykorzystaniem wprowadzonej w réw-

naniu 2.14 funkcji skokowe;j:

Pi = O4{Yn 1, 1] |%n,1(r) (2.19)

Mate zaburzenie stanu paskowego mozna uzyskaé zastepujac 1,1 zmodyfikowang
funkcja ¥ = 9n 1+x. przy czym funkcja zaburzajaca x(r) nie moze by¢ wybrana dowolnie

— musza by¢ bowiem spelnione warunki normalizacji kazdego z n rozktadow:

Ny N
/0 e,z (e, )| dzdy = 1 (2.20)

Funkcja skokowa ©; gwarantuje, ze calkowanie przebiega po obszarze stalego znaku v
— obszar ten jest réwnocze$nie domeng zajeta przez regent o indeksie i.

Zal6zmy, ze zaburzenie x(r) mozna przedstawi¢ w formie kombinacji liniowej innych
funkcji wlasnych laplasjanu dla prostokata stanowiacego zbiornik. Z postaci funkcjona-
ta oot [¥n,1 + x] mozemy wywnioskowaé, ze aby uzyska¢ mozliwie male wartosci oo,
zaburzenie x powinno zawieraé jedynie funkcje wlasne zwigzane z jak najnizszymi (co
do modutu) warto$ciami wlasnymi. Skadinad, musimy pamigtaé o spelnieniu zawartych
w réwn. 2.20 warunkéw normalizacji. Najnizsza funkcja wlasng (inng niz samo ¥y, 1) w
pojedynke spelniajaca oba te wymagania, jest funkcja 11 2, zdefiniowana nastepujaco:

2N;N, 2
Pr2(r) = :2 Y sin ]7:,—2 sin NL: (2.21)

Dla maltych warto$ci parametru ¢ (pozwalajacego kontrolowaé¢ amplitude zaburzenia)

funkcja zaburzona dana jest rozwinigciem:

Y=tYp1+chro+... (2.22)

przy czym trzykropkiem oznaczono pozostale wyrazy rozwiniecia, konieczne by w spo-
sob dokladny zagwarantowaé spelnienie warunkéw normalizacji. Gdy c jest dostatecznie
male, wyrazy te mozna zaniedbaé, gdyz wprowadzony przez to blad normalizacji jest
rzedu o(c?).

Poczatkowe wyrazy rozwiniecia (wzgledem kolejnych poteg c¢) produkceji entropii dla

stanu zaburzonego majg postac:

Otot = —2D [/\n,1 + (M2~ )\n,l)] (2.23)
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Jezeli wezedniejsze zalozenie o scenariuszu rozpadu stanu paskowego sg prawdziwe (Sci-

glej — jesli rozwazana powyzej droga rozpadu przebiega zgodnie z kierunkiem najszyb-

szego spadku oot ), to stan paskowy przestaje by¢ stabilny wowczas, gdy A12 > An 1.
Podstawiajac A;j = —w2(i2/N2 + j2 /Ng) otrzymujemy nastepujace kryterium sta-

bilnosci stanu paskowego:
N, n2 —1

N, V73
Dla n = 3 krytyczny stosunek bokéw jest réwny /8/3 =~ 1.633 — wartos¢ ta zostala

(2.24)

zaznaczona linig przerywang na rys. 2.8, a takze potwierdzona wykonanymi symulacjami.

Tlustracje rozpadu niestabilnego stanu paskowego dla n = 3 zawiera rys. 2.9. Stosu-
nek dlugosci bokéw ma tu warto§é N;/N, = 1.6, a zatem nieznacznie ponizej granicy
stabilnosci. Rysunki 2.9 A i B symbolizuja funkcje v, 1 oraz 12 uzyte w teoretycznej
rekonstrukcji rozpadu (patrz réwn. 2.22), natomiast rysunek C sktada si¢ z natozonych
na siebie obrazéw linii brzegowych na poczatku symulacji (przebiegajace pionowo li-
nie proste), oraz w wybranej chwili podczas rozpadu (linie zakrzywione). Ostatecznym
wynikiem rozpadu jest osiggniecie stabilnego stanu stacjonarnego o liniach brzegowych
pokazanych na rysunku D. Zgodnie z klasyfikacja wprowadzona w rozdz. 2.7.3, jest to
konfiguracja typu II.

Stan poczatkowy dla omawianej symulacji zostal spreparowany poprzez dodanie do
gesto$ci wygenerowanego wczesniej ukltadu paskéw losowego szumu o amplitudzie nie
przekraczajacej 10™4 gestosci w maksimum rozktadu. Szum ten ulegl bardzo szybkiej
relaksacji, po czym przez dlugi czas linie brzegowe wydawaly sie¢ pozostawaé nieruchome,
jednak ostatecznie zaczely sie deformowaé, przechodzac w pewnej chwili przez konfigu-
racje oznaczong na rys. 2.9 C dwoma krzywymi. Krzywe te pokrywaja si¢ (z bledem nie
wigkszym od uzytej na tym rysunku grubosci linii) z przebiegiem linii zerowych funkcji
% = 131 + cy1,2 dla znalezionej ,metoda préb i bledéw” wartosci ¢ = 0.305. Nota-
bene, we wczedniejszych etapach rozwoju zaburzenia biad ten mogt byé dowolnie maty
(o czym sie przekonalem stosujac opisang w rozdz. 5.7.1 metodeg interpolacji miedzywe-
zlowej), jednak dla czytelnoSci rysunku wybralem chwile, w ktérej wielkoé¢ zaburzenia
byla juz na tyle duza, ze oprécz wiodacego czlonu proporcjonalnego w réwn. 2.22 do c,
niebagatelne znaczenie mogla mieé¢ réwniez oznaczona trzykropkiem reszta.

O prawdziwosci przyjetego scenariusza rozpadu, oraz wynikajgcej z niego granicy
stabilnosci stanu paskowego (réwn. 2.24) $wiadcza réwniez inne symulacje, ktére prze-
prowadzilem w zakresie n = 3...20, dla N, = 100 i N, = 100...1154. Za kazdym

razem, gdy badany stosunek bokéw prostokata byl ponizej teoretycznej granicy stabil-
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@ C D
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Rysunek 2.9: Analiza mechanizmu rozpadu niestabilnego stanu paskowego 3 reagentéw.

Rysunek C pokazuje linie brzegowe domen na poczatku procesu (gdy zaburzenie jest jesz-
cze zbyt male, by powodowaé ich widoczne zakrzywienie), oraz te same linie w posredniej
fazie rozpadu, prowadzacego do osiagniecia nowego, stabilnego stanu stacjonarnego z
rysunku D. Rysunki A i B pokazuja funkcje wlasne laplasjanu 13,1 i 91,2, ktérych ewolu-
ujaca superpozycja |13,1 +c(t)yn,2| przybliza rozklady reagentéw na poczatkowym etapie

rozpadu.

nosci, stan ten rozpadal si¢ pod wplywem asymetrycznego zaburzenia — i na odwrét.

Interesujaca konsekwencjg réwn.2.24 jest nieliniowa zaleznosé krytycznego stosunku
Nz /Ny od n. Moze si¢ zatem zdarzy¢, ze uklad zlozony z n paskéw bedzie dla pewnych
rozmiaréw zbiornika stabilny, ale dobudowanie kolejnego identycznego paska (polaczone
z odpowiednim wzrostem N, tak, by szerokos¢ i wysokos§¢ paskéw nie ulegly zmianie)
te stabilnos¢ zniweczy. Maksymalny stosunek bokéw pojedynczego paska, przy ktorej
uktad zawierajacy n takich paskéw bedzie stabilny, wynosi \/§/ v/1 =1/n? i zmienia sie
od 2 dlan=2do+3dlan— oo.

Inng interesujaca obserwacjg wynikajaca z przeprowadzonych symulacji jest wspél-
istnienie — podobnie jak w przypadku dyskutowanym w rozdz.2.7.3 — innych stabilnych
stanéw stacjonarnych ze stabilnym stanem paskowym w poblizu jego granicy niestabil-
nosci. Alternatywne stany stabilne mogg by¢ korzystniejsze pod wzgledem wartosci ooy,
lecz wszystkie ciagle drogi przejécia do tych stanéw od stanu paskowego wymagalyby

pokonania bariery chwilowego wzrostu oyt.

2.8 Znaczenie fluktuacji

Uzywany w wigkszosci przedstawianych tu symulacji model ciagly odpowiadajacy grani-
cy pelnej separacji (rozdz. 2.6, szczegdly implementacji w rozdz.5.5) jest $ciSle determini-

styczny i nie uwzglednia fluktuacji gestosci czastek, a tym bardziej ich korelacji. Podczas
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seminarium, jakie wyglosilem na temat swoich badan na wydziale fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego, shuchacze podnosili ten problem wielokrotnie, zas moja odpowiedz, iz sa
one nieistotne, przyjmowano z niedowierzaniem. USwiadomilem sobie wowczas jak wiel-
kie réznice dotyczace znaczenia tych fluktuacji dziela badane przeze mnie zagadnienia od
wigkszo$ci pozornie podobnych probleméw, z jakimi maja do czynienia fizycy. W przy-
padku wiekszo$ci struktur komérkowych, a w szczegblnosci pian, interfejs oddzielajacy
sgsiednie komérki jest czyms$ fizycznym, zeby nie powiedzie¢ — namacalnym. Wnetrze
pecherzykéw piany jest natomiast puste lub wypelnione gazem, ktérego jedyna istotna
funkcja jest ustalenie objetosci, wzglednie ci$nienia po obu stronach interfejsu. Nato-
miast w przypadku niniejszej rozprawy jest odwrotnie — fizyczne jest wnetrze domen,
za$ interfejs jest obszarem, w ktorym gestoséci wszystkich reagentéw sg bliskie zeru. W
zwiazku z tym przebieg interfejsu wytworzonego w ukladzie ze skonczong iloscia czastek
jest z jednej strony bardzo podatny na fluktuacje (mozna zaryzykowaé stwierdzenie, iz
wobec gestoSci dazacej do zera interfejs sklada sie wylacznie z korelacji fluktuacji po-
miedzy sasiednimi reagentami), z drugiej za$ strony informacja o ksztaltach domen nie
jest zawarta w interfejsie, lecz w pelnych rozkladach gestosci, a zatem przede wszystkim
we wnetrzach domen, gdzie korelacje fluktuacji nie maja zadnego znaczenia (zakladamy,
ze czastki tego samego typu nie oddzialujg ze sobg). W przypadku piany lub struk-
tur utworzonych na granicy faz, fluktuacje interfejsu mogg prowadzi¢ do jego istotnych
przeobrazen — na przyklad laczenia sie pecherzykéw, badz tez powstawania lub anihilacji
defektéw topologicznych. Narozniki (a w przypadku trzech wymiaréw — krawedzie) sa
tam miejscem przylozenia sil powodujacych ewolucje calego uktadu. Natomiast w przy-
padku badanego przeze mnie ukladu, topologia interfejsu jest bez znaczenia — moze sie
ona wielokrotnie i w sposob bardzo gwaltowny zmieniaé podczas powolnej, ciaglej i ,spo-
kojnej” ewolucji uktadu. Dynamika interfejsu peilni tu bowiem role wtérng w stosunku
do ruchu samych domen, a zatem ewolucji polozen ich srodkéw ciezkosci i pozostaltych
momentéw rozktadu, wsréd ktérych najwieksze znaczenie majg momenty najnizsze. W
praktyce oznacza to, ze ewentualne zaokraglenie brzegéw domen, w tym wygtadzenie
ich naroznikéw, nieomal nie zmienia wartosci produkcji entropii.

Précz wplywu na lokalne wlasnosci interfejsu, fluktuacje wynikajace ze skonczonej
iloéci czastek moga sie réwniez przeklada¢ na chwilowe niespelnienie zasad zachowania
badz tez praw wzrostu lub spadku, ktére bylyby Scisle spelnione w przypadku cigglym.
W tym aspekcie, fluktuacje majg dla omawianych proceséw znaczenie takie samo, jak w

przypadku termodynamiki i fizyki statystycznej. Wiadomo na przyklad, ze w ukladzie
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termodynamicznym zawierajacym skonczong liczbe czastek twierdzenie H — Boltzmanna
moze chwilowo nie obowiazywac, jednakze prawdopodobienstwo zaobserwowania chwi-
lowego spadku entropii jest w procesie nieodwracalnym odpowiednio mniejsze, niz praw-
dopodobienstwo takiego samego jej wzrostu. Caltoksztalt tych zagadnien w malym oto-
czeniu stanu réwnowagi opisuja odpowiednie twierdzenia fluktuacyjno—dyssypacyjne|[1].

Analogicznie, w badanych przeze mnie procesach, fluktuacje towarzyszace skonczo-
nej liczbie czastek moga spowodowaé chwilowe odwrécenie kierunku zmian produkcji
entropii, a zatem jej nieznaczny wzrost. Spodziewam sie jednak, ze prawdopodobien-
stwo obserwacji jakichkolwiek efektéw takich ,anomalii” — na przykiad pokonania ba-
riery (nawet bardzo plytkiej) dzielacej dwa rézne stabilne stany stacjonarne, musi byé
znikome, o ile tylko liczba czastek jest odpowiednio duza (na przyklad — por6wnywalna
z rzeczywistymi ukladami chemicznymi).

Jedyna sytuacja, w ktorej fluktuacje moga istotnie zmieniaé¢ ewolucje ukladu, jest
pokonywanie punktéw siodtowych, lub innych miejsc w ktérych nachylenie lokalnej drogi
najszybszego spadku o jest bardzo male. Wéwczas losowe zmiany konfiguracji wywola-
ne fluktuacjami moga znacznie skrocié $redni czas potrzebny na opuszczenie punktu
siodlowego, lub pozwoli¢ na pokonanie wyplaszczonego fragmentu lokalnego pejzazu o
szybciej, niz pod wplywem samego tylko deterministycznego dryftu. Za sprawa fluktu-
acji, mozliwe jest pojawienie si¢ w ukladzie nieobecnego wczeéniej zaburzenia, ktérego
wykladnik wzrostu okaze si¢ dodatni. Narastajac, zaburzenie to moze w efekcie istotnie
zmieni¢ droge ewolucji, w szczeg6lnosci spowodowaé dojscie do innego stanu stacjonar-
nego niz ten, ktéry zostalby osiggniety bez zaburzenia. Jest to mozliwe jedynie wéwczas,
gdy wychodzaca ze stanu poczatkowego droga najszybszego spadku o prowadzi wzdluz
obszaru granicznego pomiedzy basenami przyciagania dwéch réznych stanéw stacjonar-
nych!8,

Dla potwierdzenia powyzszych stéw, a takze w celu przetestowania réznych mode-
li symulacji na ukladzie o mozliwie skomplikowanym przebiegu ewolucji, wykonalem
symulacje, dla ktérych stanem poczatkowym byly trzy punktowe skupiska czastek roz-
mieszczone wzdluz krétszej symetralnej prostokata o stosunku bokéw 1 : 2, znajdujgce
sie odpowiednio w 1/6, 3/6 i 5/6 jej dlugosci. Rysunek 2.10 ilustruje kolejne etapy
rozwoju takiej konfiguracji poczatkowej, otrzymane w wyniku symulacji prowadzonej

trzema réznymi metodami.

8hardziej obrazowo: gdy deterministyczna droga prowadzi wzdluz opadajacego grzbietu (grani), za$

w wyniku fluktuacji mozna wpasé w przepasé zaréwno po lewej jak i po prawej stronie szlaku
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Rysunek 2.10: Réwnowaznos$é modelu ciaglego o skoriczonej reaktywnosci (kolumna 1),
dyskretnego (kolumna 2 dla duzej, 4 dla malej ilosci czastek), oraz ciaglego w granicy
pelnej separacji (kolumna 3). W przypadku malej ilosci czastek fluktuacje zmieniaja
droge ewolucji (kolumna 4). Nie zachowano odpowiedniosci skal czasowych pomiedzy

kolumnami.

68



Kolumna pierwsza (od lewej) przedstawia ewolucje uktadu w modelu pola ciaglego
ze skofczong warto$cig statej anihilacji x (réwn. 2.4, opis algorytmu w rozdz. 5.4).
Gestosé reagentéw oznaczono kolorem czerwonym (natezenie czerwieni proporcjonalne
do gestosci), natomiast obszary wspélistnienia — kolorem zielonym (natezenie sktadowe;
zielonej proporcjonalne do sumy iloczynéw gestosci pips + p1ps + paps )- Stala anihilacji
miala umiarkowanie duzg warto$¢, tak, by zapewni¢ poléwkowe szerokosci interfejsu
mniejsze niz 1/10 dlugosci prostokata.

Kolumna druga przedstawia symulacje modelu dyskretnego (algorytm opisany w
rozdz. 5.1) zawierajacego tacznie 45000 czastek (po 15000 na kazdy reagent). Symulacja
byta prowadzona na siatce o rozmiarach 800 x 400 weztéw.

Kolumna trzecia zawiera wyniki symulacji przeprowadzonej dla modelu ciggtego w
granicy nieskonczonej separacji, a zatem tego samego, ktérego uzylem we wszystkich
symulacjach opisanych w rozdz. 2.7.

Kolumna czwarta to ponownie wyniki z modelu dyskretnego, ale — w odréznieniu
od kolumny drugiej, zawierajacego jedynie po 500 czastek na kazdy reagent (przy tym
samym rozmiarze siatki).

Kolejne przeznaczone do pokazania stany wybieralem w taki sposéb, by konfiguracje
umieszczone we wspllnym rzedzie (aczkolwiek pochodzace z réznych symulacji) odpo-
wiadaly sobie ksztaltem domen — o ile bylo to w ogéle mozliwe. Oznacza to zaréwno
niezachowanie skali czasowej miedzy kolumnami, jak i niestalo$é odstepow czasowych
pomiedzy sasiednimi obrazkami w tej samej kolumnie.

O charakterze ewolucji czasowej ukladu $wiadczy rysunek 2.11, przedstawiajacy
zmiany standardowej produkceji entropii ¢ w modelu nieskonczonej separacji (w symula-
cji z kolumny 3 rys. 2.10). Jak widaé, ewolucja zatrzymywala si¢ na dlugi czas w kolejno
osigganych niestabilnych stanach stacjonarnych, uwidocznionych w odpowiednich miej-
scach nad linig wykresu. Jedynie pierwszy z tych metastabilnych stanéw rozpadtl sig
wzglednie szybko!®. Bardzo podobnie wygladala ewolucja czasowa uktadu z kolumny
1 rys. 2.10, natomiast uklady z dyskretnymi czastkami wykazywaly odstepstwa, pole-
gajace na relatywnie szybszym wychodzeniu z kazdego kolejnego punktu siodlowego.
Uklad z wigksza liczbg czastek (rys. 2.10 kol. 2) ewoluowal podobnie do obu wersji mo-

delu ciaglego, jednak czasy przebywania w otoczeniu punktéw siodlowych byty znaczaco

19Tak szybki rozpad spowodowany byt sztucznym dodaniem do konfiguracji poczatkowej niewielkiego
zaburzenia — bez jego obecnosci, kazdy z kolejnych stanéw metastabilnych méglby sie rozpaéé jedynie za
sprawg narastajacych zaburzen pochodzacych od bledéw numerycznych, ktére w przypadku tej symulacji

byly jednak zbyt male dla zakonczenia symulacji w sensownym czasie
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Rysunek 2.11: Zmiany standardowej produkcji entropii, &, w symulacji z rys.2.10 (ko-
lumna 3). Ksztalty domen w kolejno przebywanych niestabilnych stanach stacjonarnych
pokazane sg nad odpowiednimi wyplaszczeniami wykresu. Linie przerywane pokazujg teo-
retyczne wartosci & w obydwu stanach paskowych (drugi z nich jest zarazem stabilnym

stanem stacjonarnym w ktérym konczy si¢ ewolucja uktadu).

krétsze, ponadto juz drugi z osiagnietych stanéw metastabilnych (konfiguracja z rozcie-
ta na dwie czeSci domena) byl wyraznie asymetryczny, w odréznieniu od analogicznych
wynikéw dla obu modeli ciggltych. Uklad z niewielka iloScia czastek (rys. 2.10 kol. 4) od
poczatku ewoluowal inna droga niz pozostale — srodkowa domena nie zostala rozcieta
na dwie czeéci, lecz przesunela sie na prawo?°.

W symulacjach ukladow z dyskretnymi czastkami, ich liczba jest ograniczona przez
moc obliczeniowa komputera. Obliczenia dla ukladu zawierajacego kilkanascie tysiecy
czastek moga trwac nawet kilka dni, tymczasem jest to ciggle liczba czastek bardzo mala
w poréwnaniu z rzeczywistymi ukladami chemicznymi. Niemniej, dalsze zwiekszanie
liczby czastek w modelu dyskretnym nie prowadzi do zadnych istotnych wnioskéw, poza
juz wykazana zgodnoscia modelu dyskretnego z modelem cigglym. Interesujace moze by¢é
natomiast pokazanie ukladu, w ktérym liczba dyskretnych czastek jest bardzo mala, tak,

ze obserwowane zachowanie ukladu wyraznie odbiega od przewidywan wynikajacych z

modelu cigglego.

20Uktad ten zachowat sie zatem zgodnie ze scenariuszem rozpadu opisanym w rozdz. 2.7.4. Fakt, ze
w pozostalych modelach scenariusz byl niezgodny z tymi przewidywaniami nie swiadczy bynajmniej o
ograniczonym zakresie ich stosowalno$ci — trzeba pamigtaé, iz wygenerowany tutaj stan poczatkowy nie
byl czystym stanem paskowym, lecz powstal wskutek ewolucji, ktéra mogla nadaé¢ wysokie amplitudy

innym niz 11,2 zaburzeniom, ktére ostatecznie zwyciezyly pomimo nizszych wykladnikéw wzrostu.

http://rcin.gpg.pl
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Rysunek 2.12: Stany stacjonarne dwéch reagentéw w zbiorniku kwadratowym o odbi-

jajacych $ciankach dla wybranych stosunkéw cy/c; (o wartoéciach podanych nad odpo-

wiednimi mapami konturowymi).

Z uwagi na perspektywy ewentualnych poréwnan z wynikami analitycznymi?!, ba-
datem uklad zawierajacy male ilosci czastek dwu reagentéw w zbiorniku kwadratowym
o $ciankach odbijajgcych. W dotychczas rozpatrywanych ukladach Scianki byly po-
chlaniajace, za$ rozwiazania stacjonarne mialy zwigzek z funkcjami wlasnymi operatora
Laplace’a z okreslonymi na $ciankach zbiornika warunkami brzegowymi typu Dirichle-
ta. W przypadku Scianek odbijajacych beda to warunki brzegowe typu von Neumanna,
wymuszajgce zerowa wartos¢ gradientu gestosci na Sciankach. Mimo powyzszej modyfi-
kacji, badany uklad jest bardzo podobny do ukladu dwdch reagentéw w kwadratowym
zbiorniku o $ciankach pochlaniajacych. W szczegélnosci, w obu przypadkach wystepuje
nieskonczona degeneracja stanu stacjonarnego, a zatem mozliwo$¢ przebiegania interfej-
su przez Srodek kwadratu pod dowolnym katem. Réwniez w obu przypadkach degene-
racje te mozna znieS¢ poprzez nieznaczne rozciagniecie zbiornika (zastapienie kwadratu
prostokatem).

Szczegbélowym badaniom poddalem uklad zawierajacy 100 + 100 czastek w zbior-
niku o bokach 100 x 100 oraz 101 x 100 (sg to rozmiary uzytych siatek). W stanie
stacjonarnym modelu ciaglego, gesto$¢ p;(r) dla i = 1, 2, mozna zapisaé z wykorzy-
staniem wprowadzonej w réwnaniu 2.14 funkcji skokowej p; = ©;[¢, r||[¢(r)|, gdzie
Y(r) = ¢z cos(mx/N;) + ¢y cos(my/Ny). W przypadku kwadratu stosunek statych cy/c,
moze byé¢ dowolny (wyglad funkcji i przebieg interfejsu dla kilku wybranych wartosci
pokazuje rysunek 2.12), jednak najmniejsze choéby rozciagniecie zbiornika wzdluz osi X

usuwa degeneracje, sprawiajac, ze ¢y = 0. Aby méc ilosciowo poréwnac uktad dyskretny

2nad ich uzyskaniem pracuje obecnie Chris Burdzy z wydzialu matematyki uniwersytetu stanowego
w Seattle

7
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Rysunek 2.13: Ewolucja wspélczynnikéw Cy(t) i Cz(t) dla uktadu dwuskladnikowego
o malej ilodci czastek (po 100 na skladnik) w prostokatnym zbiorniku o $cianach odbi-
jajacych. Gdy zbiornik ma ksztalt kwadratu (rozmiar sieci 100 x 100, wykresy u géry),
ewolucja obu wspélczynnikéw wyglada podobnie. Natomiast w przypadku gdy jeden z
bokéw zbiornika jest nieco dluzszy (101 x 100, wykresy u gory) preferowane s stany
o duzej wartosci |C;| i mniejszej |Cy|, czyli takie, w ktoérych interfejs przebiega wzdluz

krétszej osi symetrii zbiornika.

z ukladem cigglym, wprowadzamy nastepujace odpowiedniki wspélczynnikéw c i cy:

12N

1 T - TZh
{3 = if[pl(a:, y) — p2(z, y)] cos—A—’;dxdy = ZNkz::lukcos N, (2.25)
Cy =5 [ I11(@,9) - palz,0) ™ dpdy = - 3 cos Tk (2.26)
y - 2 1 m’y p2 x?y COSNy y — 2Nk=1ukc S Ny &

gdzie =i, yix sa wspolrzednymi k-tej czastki, za§ symbol pi przyjmuje wartosci +1 dla
czastek skladnika I, oraz —1 dla czastek skladnika II (kazdy z nich zawiera N=100
czastek). W stanie stacjonarnym ukladu o liczbie czastek dazacej do nieskonczonosci,
zaréwno C; jak i Cy pozostaja stale w czasie, przy czym dla N; > Ny mamy C, — 0,
C; — /4. Natomiast w ukladzie o malej liczbie czastek (aczkolwiek przy zachowaniu
reaktywnosci odpowiednio duzej by nastepowala separacja reagentéw), zaréwno C; jak
i Cy s losowymi funkcjami czasu. Przykladowe przebiegi Cy(t), Cy(t) dla 100 + 100
czastek w kwadracie i prostokacie o stosunku bokéw bliskim jednosci pokazuje rys. 2.13.

Ewolucja tych wspélczynnikéw w przypadku kwadratu ma wiele wspdlnego ze bla-
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Rysunek 2.14: Trajektoria zakreslona przez rzut ewoluujacego stanu uktadu 100 + 100
czastek na plaszezyzne C,, Cy w zbiornikach o ksztalcie kwadratu 100 x 100 (po lewej) i
prostokata 101 x 100 (po prawej). Punkt reprezentujacy stan ukladu wykonuje bladzenie
przypadkowe po chmurze o ksztalcie obwarzanka, przy czym dla kwadratu rézne punkty
tej chmury odwiedzane sa z podobna czestotliwoécia, za$ dla prostokata - preferowane sa

duze wartosci |Cy|.

dzeniem przypadkowym w jamie potencjatu, z tym, ze nie odbywa sie¢ ono bezposrednio
na plaszczyznie C;, Cy, lecz po pewnej wielowymiarowej rozmaitosci. Rzut tej losowej
trajektorii na ptaszczyzne C;, Cy przedstawia rysunek 2.14 (wykonany dla czaséw znacz-
nie dhuzszych niz wykresy z rys. 2.13). Dla kwadratu, wspomniany potencjal nie zalezy
od stosunku C,, /C, dzigki czemu prawdopodobienstwo odwiedzin réznych sektoréw ,,0b-
warzanka” z lewej czeSci rys. 2.14 jest takie samo. Dla prostokata o bokach 101 x 100
potencjat ten posiada plytkie minima dla puntéw C; = +7/4, Cy = 0, w zwiazku z czym
punkty te sa odwiedzane najczesciej — co widaé po prawej stronie na rys. 2.14. Stosunek
prawdopodobienstwa napotkania wartoéci Cy z przedziatu (—0.1 : 0.1) do analogicznego
prawdopodobienstwa dotyczacego C, wynosi tutaj ok. 0.14 . Fizycznym odpowiednikiem
wprowadzonego tu wyimaginowanego potencjalu jest zapewne produkcja entropii, nie

wiadomo jednak w jaki sposéb rozszerzy¢ jej definicje na uklad dyskretnych czastek.
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Rozdzialt 3

Hipoteza plastra miodu dla

laplasjanu

W dotychczas przedstawionych ukladach, domeny reagentow byly ograniczone Scianka-
mi dwoch rodzajéw — tworzacymi sie spontanicznie pomiedzy reagentami, oraz odgérnie
narzuconymi Sciankami zbiornika. Obserwacja ksztaltéw domen w stanach stacjonarnych
ukladéw o duzej liczbie reagentéw (rys. 3.1, a takze rys. 2.5) pozwala stwierdzié, iz do-
meny przylegajace bezposrednio do Scianek zewnetrznych maja wyraznie inne ksztalty,
niz domeny tworzace si¢ wewnatrz ukladu. Jaki jest zatem preferowany ksztalt domeny
w ukladzie, w ktorym liczba skladnikow jest tak duza, ze tylko maty odsetek domen gra-
niczy z zewnetrznymi Sciankami? Czy mozliwe jest badanie ukladu, w ktérym w ogodle
nie ma $cianek zewnetrznych? Odpowiedzi na te pytania sg trescig niniejszego rozdzialu.

Mboéwiac o ,,preferowanym ksztalcie domeny” odwolujemy sie do naturalnych prefe-

rencji badanych ukladéw. Jedyna tego rodzaju preferencja, jaka — podtug dotychczasowe;j

Rysunek 3.1: Przykladowy stan stacjonarny ukladu 320 reagentéw w kwadracie, oraz

jego powigkszone fragmenty wycigte z naroznika (po lewej) i ze srodka (po prawej).
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wiedzy o ukladzie — mozemy wyrazi¢ w postaci iloSciowej, jest minimalizacja produkcji
entropii. Jest to jednak wielko$¢ charakteryzujaca nie tyle odosobnione domeny, co caly
badany uklad, a w stanie stacjonarnym — utworzony w nim podzial przestrzeni. Wpraw-
dzie oot ma zgodnie z réwn. 2.10 postaé sumy sktadnikow pochodzacych od poszcze-
golnych domen, jednak nie znaczy to wcale, iz rozpatrywanie pojedynczego skladnika
tej sumy w oderwaniu od reszty ma jakikolwiek sens. Jednakowoz, wprowadzenie w roz-
dziale 2.7.3 standardowe]j produkcji entropii (réwn. 2.17) pozwolito na poréwnywanie ze
soba stanéw stacjonarnych otrzymanych przy ustalonej liczbie sktadnikéw dla réznych
ksztaltéw zbiornika. Dzieki uzyciu w stalej normalizujacej & czynnika n~2? mozemy uzy¢
tej samej wielkosci do poréwnywania ze sobg takze ukladéw rézniacych sig liczba sktad-
nikéw, a nawet rozpatrywaé okreslone ksztalty domen w oderwaniu od reszty ukladu.

Mianowicie, w stanie stacjonarnym:

. NN, _

& = SELolpypa,.. o] = —A- X

gdzie A = N;N,/n jest érednia powierzchnia pojedynczej domeny w utworzonym po-

(3.1)

dziale,za§ A1 = —¢/(2Dn) = (A} + Alg +...+ Al,)/n jest érednia podstawows war-
toécia wilasna laplasjanu. Zaréwno A, A jaki & sg wielko$ciami opisujacymi prze-
cietny ksztalt pojedynczej domeny w utworzonym podziale przestrzeni. Badanie ,pre-
ferowanego ksztaltu domeny” sprowadza si¢ zatem do znalezienia globalnego minimum
standardowej produkcji entropii po wszystkich mozliwych podziatach, liczbach sktadni-
kéw oraz ksztaltach zbiornikéw.

Patrzac na srodkowsa czeéc struktury z 3.1, spodziewamy sie, ze optymalnym ksztal-
tem domeny moze by¢ szeSciokat foremny. Podobne przypuszczenie mozna wysnué z za-
wartego w tabeli 3.1 zestawienia wartoéci & dla wybranych ksztaltow domen. Najnizszg
warto$é o posiada kolo, jednak wsréd figur, ktorymi mozna $cisle pokryé nieskonczong

plaszczyzne, minimum stanowi szeSciokat foremny. Notabene, warto$¢ opex nie moze byc

Element parkietu o doktadna | & przyblizona
Oeqt Trojkat réwnoboczny 443@172 22.792875
Grect | Prostokat, N, /N, =+v/3/2 |  DT8x2 | 19.943766
- Kwadrat 272 19.739209
Ohex Szesciokat foremny brak danych | 18.5901
Feirc Kolo (Bessel) Z%,m | 18.168415

Tabela 3.1: Wartosci & w stanach stacjonarnych dla domen o wybranych ksztaltach, z

ktérych wszystkie, oprocz kola, moga stanowié elementy nieskoficzonego parkietu.
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obliczona w sposéb analityczny; za praca Jia-chang Suna[79] mozna podaé przyblizona
wartosé¢ 87/ 80372 ~ 18.5904, jednak jej blad maksymalny wynosi 0.0003, w zwigzku
z czym w tabeli 3.1 umiescilem wartosé wynikajaca z moich wlasnych obliczen, o nieco
wyzszej doktadnosci (szczegély pod koniec rozdz. 3.1).

Intuicja, poparta badaniami, ktére przedstawie w dalszej czesci rozdziatu, pozwolita

mi na sformulowanie nastepujacych hipotez:

1. Podzial dowolnego obszaru prostokatnego na n podobszaréw daje wartos¢ & nie

nizszg, NiZ Ohex-

2. W granicy n — oo infimum zbioru mozliwych wartosci ¢ dla podzialéw prostokata

zmierza do wartosci opex

3. Wséréd wszystkich mozliwych podzialéw nieskoniczonej powierzchni, zaden nie pro-
wadzi do wartoSci & nizszej niz opex-

Tlustracje dla powyzszych hipotez (pkt. 1 i 2) stanowi rysunek 3.2. Naniesione punkty
odpowiadaja wykonanym przeze mnie symulacjom, przy czym na og6l dla okreslonego
n prowadzilem wiecej niz jedng symulacje, by sposrdd otrzymanych wynikéw wybraé
stan stacjonarny o najnizszej wartoSci . Poniewaz ze wzrostem n rosnie liczba istnie-
jacych stabilnych stanéw stacjonarnych (rézniacych sie m.in. liczbg i rozmieszczeniem
»dyslokacji”), a na dodatek obliczenia musza byé prowadzone na duzych siatkach (co
je wydatnie spowalnia), jest oczywiste, iz dla wigkszoSci przypadkéw byloby mozliwe
znalezienie punktéw o wartoSciach & jeszcze nizszych, niz zamieszczone na rysunku.
Cze$é punktéw pochodzi z symulacji inicjalizowanych przypadkowo, jednak pozostale
symulacje rozpoczynaly sie od odpowiednio dobranego rozktadu delt Diraca, umieszczo-
nych badz w wezlach regularnej siatki trojkatnej, badz tez na podstawie pomocniczych
symulacji zupelnie innego zagadnienia, jakim bylo ukladanie si¢ jednoimiennych tadun-
kéw w dwuwymiarowy krysztal Wignera w procesie typu simulated annealing. Najnizsze
warto$ci & otrzymywalem po starcie z regularnej siatki tréjkatnej, jednak w ten sposéb
mozna otrzymad tylko niektére wartosci n (zaleznie od tego, ile wezléw obejmie kwadrat

ustawiony zgodnie z jednym z kierunkéw siatki). Jesli danego n nie mozna otrzymaé w

ltak dziwna postaé¢ wyniku obliczer przyblizonych wynika prawdopodobnie z poczucia humoru pro-
fesora Jia-chang Suna, ktéry wiedzac o nieanalitycznosci poszukiwanego wyniku sprobowal nada¢ mu
posta¢ podobng do analitycznych wynikéw otrzymanych dla innych figur — w swojej pracy dowiddl
on, iz pierwsza warto$é wlasna laplasjanu dla szesciokata foremnego o boku jednostkowym jest réwna
7.1555 + 0.0001, a zatem okoto 29/407%; aby otrzymaé wartoéé Gnex, nalezy ten wynik pomnozyé przez

pole powierzchni szesciokata.
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Rysunek 3.2: Najnizsze spos$rdd uzyskanych w réznych stanach stacjonarnych wartoscei o
dla n reagentéw w kwadratowym zbiorniku o pochlaniajacych brzegach, jako funkcja n.
Linia ciagla przedstawia funkcje algebraiczna: Gnex + /y/n, z wartoécia o = 4.8. Zbiez-
no$é algebraiczna daje si¢ wytlumaczyé obserwacja, iz odchylenia od Ghex pochodza gléw-
nie od domen znajdujacych sie w sasiedztwie brzegbéw, a ich ulamek wsréd wszystkich
domen skaluje sig¢ jak 1/4/n.

powyzszy sposob, to jest tez oczywiste, ze kazdy utworzony dla tej liczby skladnikéw
stan stacjonarny musi zawiera¢ ,,dyslokacje” przyczyniajace si¢ do zwiekszenia 6. Punkty
otrzymane z symulacji inicjalizowanych wedlug dwuwymiarowych krysztaléw Wignera
od poczatku mogly zawieraé takie dyslokacje, zas dalsza ewolucja na ogét je utrwalala,
prowadzac przy tym do wartosci & i tak nizszych, niz przecietnie otrzymywane po starcie
z mieszaniny przypadkowej. Chcac znalez¢ stan o wartosci ¢ mniejszej, niz wiasnie zna-
leziona, stosowalem réwniez metode wzorowana na simulated annealing — mianowicie,
wprowadzalem przypadkowe zaburzenia gestosci reagentéw w utworzonym stanie liczac
na jego przeskok do konfiguracji o nizszej produkcji entropii. Nie przynosito to wiekszych
sukceséw — w znakomitej wiekszoéci przypadkéw zaburzona konfiguracja relaksowala sie
z powrotem do pierwotnego stanu stacjonarnego, pomimo duzych amplitud zaburzen.
Niemniej, cigg otrzymanych punktow wydaje sie mieé kres dolny w postaci Gpex, zas
wobec wybranego podciagu ,szczegélnie” dobrych rozwiazan” stosuje sie przewidziane

prawo algebraicznej zbieznosci (wstawka i komentarz pod rys. 3.2).
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3.1 Periodyczne warunki brzegowe

Uprzednio opisane uklady byly zamknigte w zbiornikach o pochtaniajacych éciankach, z
natozonymi na gestosci reagentéw warunkami brzegowymi typu Dirichleta (wzglednie —
w zbiorniku o $ciankach odbijajacych, z warunkami typu von Neumanna). W poszuki-
waniu globalnego minimum &, ksztalt zbiornika jest swobodnym paramatrem optymali-
zacji. Z jednej strony zbiornik powinien w najmniejszym mozliwym stopniu ograniczac
mozliwo$¢ uzyskania przez domeny swoich optymalnych ksztaltéw, z drugiej zas musi
on by¢ skoniczony i zamkniety, gdyz w przeciwnym wypadku chmury czastek reagentow
rozptywalyby sie w nieskonczonos$é, nie osiggajac nigdy stanu stacjonarnego. W wypad-
ku podobnych trudnoéci fizycy czesto stosujg trick polegajacy na zastapieniu zbiornika
o sztywnych $ciankach ograniczeniami innego rodzaju — na przykltad periodycznymi wa-
runkami brzegowymi.

W dwdéch wymiarach periodyczne warunki brzegowe mozna utozsamic¢ z prostoka-
tem zwinietym w tréjwymiarowej przestrzeni do postaci powierzchni torusa. W trzech
wymiarach analogiczna konstrukcja wymagalaby nawiniecia prostopadloscianu na czte-
rowymiarowa rozmaitoéé?. Wprowadzenie do badanego tu zagadnienia periodycznych
warunkow brzegowych dopuszcza nowsg klase rozwigzan, w ktérych domeny poszczegdl-
nych reagentow ,sasiaduja same ze sobg”, a zatem sg rownowazne z pewnymi struktura-
mi nieskonczonymi. Ze wzgledu na trudnosci z interpretacja normalizacji takich struktur
(a takze z definicja ), w biezacym rozdziale nie bierzemy ich pod uwage, ograniczajac
sie do domen skonczonych i zamknietych. W zwiazku z powyzszym, periodyczne warunki
brzegowe zadane na prostokacie beda stosowane tylko dla n > 3.

Rysunki 3.3 i 3.4 pokazuja ewolucje czasowa 4 skladnikéw w periodycznym prosto-
kacie o stosunku bokéw N, /N, = v/3/2. Jedynie przy tym stosunku bokéw komérki®
mozliwe jest zgodne z wymogami periodycznosci rozmieszczenie w niej czterech przyle-
gajacych do siebie szesciokatéw foremnych, i wlasnie taka konfiguracja odpowiada sta-
bilnemu stanowi stacjonarnemu. W rozwazanym przypadku warunki poczatkowe bytly
celowo dobrane w taki sposéb, by umozliwié¢ zatrzymanie si¢ ukladu réwniez w stanie

o czterech jednakowych domenach prostokatnych. Gdyby 6w stan mial cho¢ niewielki

2Prowadzenie symulacji na siatkach wprowadza mozliwo$é ,zamykania” nie posiadajacych brzegéw
zbiornikéw réwniez takimi strukturami, ktérych interpretacja geometryczna bylaby znacznie bardziej
skomplikowana, w szczegélnoéci wymagalaby siegania do rozmaitosci zanurzonych w przestrzeniach o

jeszcze wyzszych wymiarach.
3Uzyskanie niewymiernego stosunku bokéw na siatce kwadratowej jest niemozliwe, niemniej uzyte

wartosci Ny = 97, N; = 112, pozwalaja przyblizy¢ pozadany stosunek z bledem ~ 0.00005
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Rysunek 3.3: Ewolucja ukladu 4 skladnikéw w komoérce periodycznej o stosunku bokéw
Ny /N ~ \/3/2 Dzigki symetrii warunkéw poczatkowych uktad przez dlugi czas tkwi
w niestabilnym stanie stacjonarnym zlozonym z identycznych domen prostokatnych, po
czym nastepuje przeskok do stabilnego stanu stacjonarnego, w ktérym domeny maja
ksztalt szeSciokatéw foremnych. Oznaczenia czasu sa takie jak na rys. 3.4, brzegi symu-

lowanej komoérki periodycznej przedstawia linia kropkowana.
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Rysunek 3.4: Zmiany standardowej produkcji entropii w procesie przedstawionym na

rys.3.3. Warto$ci Grect Oraz dhex mozna odczytaé z tabeli 3.1.
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Rysunek 3.5: Ewolucja ukladu 8 skladnikéw w komoérce periodycznej o stosunku bokéw
Ny /Nm ~ V3 /2. Oznaczenia czasu sg zgodne z rysunkiem 3.6, z ktérego mozna réwniez

odczytaé czasy zycia stanéw metastabilnych.

basen stabilnosci, ewolucja nie postepowalaby dalej. Okazalo sie jednak, ze istnieje cia-
gla droga deformacji ksztaltéw domen prowadzaca do ,plastra miodu”, za$§ ¢ maleje
przy tym $ciSle monotonicznie, az do wartosci ophex. Wstawka na rysunku 3.4 pokazuje
eksponencjalny charakter zaniku ¢ na poczatku ewolucji, wynikajacy z faktu, Ze stan
poczatkowy zawieral ostre piki gestosci — przyblizajace na siatce symulatora delty Di-
raca’.

Rysunki 3.5 oraz 3.6 pokazujg ewolucje ukladu zawierajacego w takiej samej komoérce
nie 4 lecz 8 skladnikéw, tym razem rozmieszczonych poczgtkowo w weztach regularnej
sieci heksagonalnej. Po szybkiej relaksacji eksponencjalnej (wstawka posrodku wykresu
z rys.3.6) nastepuje zatrzymanie ewolucji w stanie zlozonym z domen o ksztalcie tréj-
katéw réwnobocznych, przy ¢ = deqt. Konfiguracja ta rozpada sie do kolejnego stanu
metastabilnego, ztozonego z krzywoliniowych pigciokatéw i siedmiokatéw (rys. 3.5 E ).
Ostatecznie osigganym stabilnym stanem stacjonarnym jest parkiet szesciokatow ulozo-
nych ukoénie wzgledem linii periodycznych warunkow brzegowych. Szesciokaty te maja
katy réwne ok. 120° oraz boki o trzech réznych dlugosciach, przy czym boki lezace na-

przeciw siebie sg jednakowe i wzajemnie rownolegle. Jedyna symetria takiego szeSciokata

4poniewaz teoretyczne polozenia symetrycznie rozmieszczonych pikéw nie pokrywaly sie z wezlami
siatki, reprezentacja pojedynczego piku wymagala uzycia czterech wezléw o odpowiednio wywazonych

gestosciach

http://rcin.c%%.pl
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Rysunek 3.6: Zmiany & w trakcie procesu pokazanego na rys. 3.5, oraz zmiany wzglednego
udzialu produkcji entropii poszczegdlnych domen w pelnej produkcji entropii uktadu (u

dolu, z zachowaniem numeracji domen zgodnej z rysunkiem 3.5).

jest obrét o 180°. Uzyskana wartosé ¢ jest rowna 18.8502, a zatem o 0.26 wyzsza od Opex-
Osiagniecie przez uklad 8 reagentow w komorce periodycznej podzialu na szesciokaty
foremne byloby mozliwe wylacznie pray N,/N, = v/3/3 oraz N,/N, = v/3/4 (ewentu-
alnie odwrotnoéci tych liczb), nie za$ w uzytej tu komérce o stosunku bokéw ~ v/3/2.
Interesujaco wygladaja zmiany wkladow poszczegdlnych domen do catkowitej produkcji
entropii, pokazane w dolnej czesci rys. 3.6. Poczatkowo jednakowe, domeny podzielily
sie na 4 pary, z ktorych kazda w inny sposob przeszla z parkietu trojkatnego do mozaiki
krzywoliniowych pieciokatéw i siedmiokatéw, po czym ponownie wszystkie 8 domen uzy-
skalo jednakowy ksztalt w stanie stacjonarnym. Zestawienie wykresow z dolnej i gornej
czesci rys. 3.6 bylo dla mnie jedna z najistotniejszych przestanek przemawiajacych na
korzys¢ hipotezy o minimalizacji produkcji entropii, zanim poznalem pochodzace z lat
2005-2006 prace [75, 76, 77, 73, 78], zawierajace jej Scisty dowéd. Natomiast rozwaza-
na w niniejszym rozdziale ,hipoteza plastra miodu” dla laplasjanu nie zostala jeszcze
udowodniona®. Kolejnych argumentéw na rzecz jej stusznoéci dostarczaja rysunki 3.7 i

3.8. Przedstawiajg one wyniki duzej serii symulacji wykonanych na réznych siatkach dla

Sw $wietle posiadanej przeze mnie wiedzy, nawet samo jej sformulowanie nie zostalo opublikowane

nigdzie poza pracg [65] zwiazana z niniejszym doktoratem
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Rysunek 3.7: Zaleznos$é & od stosunku bokéw komoérki periodycznej, Ny /N, dla stabil-

nych stanéw stacjonarnych n reagentéw, n = 4,5,...,10.
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Rysunek 3.8: Odpowiednik rysunku 3.7 w skali logarytmicznej, z krzywymi dopasowa-

nymi do wybranych punktéw dla n =4, 5, 6.
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n = 3...10 w szerokim zakresie stosunkéw N, /N,. Kazdy punkt na wykresie z rys.3.7
odpowiada co najmniej jednej przeprowadzonej symulacji, ktorej poczatkiem byto za-
inicjalizowanie siatki przypadkowa mieszanina reagentow, a zakonczeniem - znalezienie
stabilnego stanu stacjonarnego®. Odrzucane byty wyniki, w ktérych ktérakolwiek dome-
na sagsiadowala sama ze sobg przez brzegi komoérki periodycznej — osiagane czesto dla
stosunkéw N, /N, zbyt duzych dla danego n, oraz dla ukladu trzech reagentéw’. Sy-
mulacje byly prowadzone przez miesigc na kilkunastu procesorach szeSciu komputeréw
wedlug napisanego wczesniej skryptu. Laczna ilosé symulacji uwzglednionych na rys.3.7
przekracza 1400, w tym wiele punktéw powtérzonych z powodu zbiegania sie symulacji,
rézniacych sie jedynie konfiguracjami poczatkowymi, do tych samych wartosci 6. Otrzy-
mane punkty wyraznie ukladaja si¢ we fragmenty pewnych krzywych, okreslajacych
zalezno$¢ okreslonych klas stanéw stacjonarnych od parametru N,/N;. Krzywe te sa
odpowiednikami diagraméw konfiguracyjnych z rozdziatu 2.7.3. Tym razem jednak mo-
im celem nie bylo wyznaczanie pelnych diagraméw, a jedynie fragmentéw odpowiadajg-
cych najnizszym wartosciom &. Dla omawianego zakresu n, odpowiadaja one warto$ciom
Ny/Ng = j/V/3, gdzie j =2 (dlan = 4), 3 (n = 6 lub 8), 4 (n = 8) oraz 5 (dla n = 10).
Oczywiscie, analogiczne minima napotykamy réwniez przy odwréceniu stosunku bokéw;
wskazane wartosci obejmujg obszar NV, > N;. Symulacje dla N, < N; byly wykonywane
jedynie dla celéw kontrolnych — pozwalaly sprawdzi¢ poprawnos¢ algorytméw i zbadadé
ewentualng zalezno$¢ wynikéw od wielkosci siatek. Z uwagi na réwnowazno$¢ danego
stosunku bokéw i jego odwrotnosci, wygodnie jest przedstawia¢ badane zaleznosci jako
funkcje logarytmu tego stosunku, In(N,/N;). Zalezno$¢ 6 od tak zdefiniowanego argu-
mentu jest funkcja parzysta, co pokazuje rysunek 3.7. Przedstawione na nim krzywe
pochodza z dopasowania do punktéw z symulacji odpowiednich spline’6w lub wielomia-
néw. Minima globalne wyznaczalem na podstawie wielomianéw 3 rzedu dofitowanych
do punktéw lezacych w sasiedztwie minimum. Dzieki temu moglem wyznaczy¢ wartosé
Ohex W punkcie minimum, chociaz punkt ten nie odpowiada zadnemu wymiernemu sto-
sunkowi bokéw. Z tych wlasnie obliczen pochodzi warto$¢ ophex wpisana do tabeli 3.1.
Blad tych obliczen zwigzany jest jedynie ze sposobem wyznaczania o, a raczej z rézni-

cami pomiedzy funkcjami wlasnymi zagadnienia ciaglego a ich reprezentacjg na siatce

Skryterium zakoriczenia symulacji wigzalo si¢ ze §ledzeniem kolejnych wartosci produkeji entropii;
symulacja byla przerywana po czasie dwukrotnie dluzszym niz czas, po ktérym jej zmiany osiggnely

poziom szumu obliczefi zmiennoprzecinkowych
" wyniki symulacji dla n = 3 nie zostaly pokazane na rysunkach z powodu wartosci & znacznie

przekraczajacych ich skale
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(zagadnienie oméwione w rozdz. 5.5.1). Testy polegajace na poréwnaniu wynikéw ana-
logicznych obliczen przeprowadzonych dla tréjkatéw réwnobocznych oraz prostokatéw®
wykazaly, iz blad wzgledny o byl w ich przypadku mniejszy, niz 10~°. Blad wzgledny
wyznaczenia opex powinien by¢ zatem tego samego rzedu.

Przedstawione przyktady oraz dyskusja znalezionych wynikéw Swiadcza na korzysé
trzeciej sposréd hipotez postawionych na poczatku rozdz. 3. Obecnie dostrzegam tylko
jedna szanse na jej nieprawdziwo$é — bylby to jaki$ zlozony podzial mieszany (zlozony
z domen co najmniej dwoch réznych ksztaltéw), niekoniecznie periodyczny. Wéréd pe-
riodycznych podzialéw plaszczyzny parkietem z jednym tylko ksztaltem plytki, plaster

miodu jest niewatpliwym optimum.

3.2 Implikacje i analogie (literatura)

Istnieje wiele sformulowan hipotezy plastra miodu[80], wedlug ktérych parkiet szescio-
katéw foremnych jest optymalnym podzialem nieskoficzonej przestrzeni dla rozmaitych
zagadnien. Najslynniejsze z nich dotyczylo minimalizacji lacznego obwodu duzej ilo-
$ci przylegajacych do siebie plytek o stalej powierzchni. Pierwsze znane sformutowanie
tej hipotezy zawdzieczamy Pappusowi z Aleksandrii, ktéry zawarl je w V ksiedze swo-
jej kolekcji matematycznej w IV wieku naszej ery. Pappus byl przekonany, iz pszczoty
budujace plaster kieruja si¢ oszczedno$cig materiatu, ktérego (w przeliczeniu na ilos¢
komérek i taczng ich powierzchnig) zuzywaja mniej, niz przy uzyciu innego podziatu po-
wierzchni. Niezaleznie od prawdziwych intencji pszcz6l, a raczej kierujacej ich ewolucja
natury — wiemy, iz rozwigzala ona wiele izoperymetrycznych zagadnien wariacyjnych,
z ktérych wielu nie udalo sie jeszcze nikomu przypieczetowaé Scistym, matematycznym
dowodem. Dowéd hipotezy Pappusa zostal opublikowany przez T. C. Halesa dopiero w
2001 roku[81]. Co wiecej, nie byl to dowéd matematycznie elegancki — polegal raczej na
rozwazeniu kilkudziesieciu mozliwych przypadkéw i analizowaniu ich metodami algebry
komputerowej, a nawet obliczen numerycznych. Dysproporcja pomiedzy pozorna oczy-
wistoécig sformulowania a trudnosciag dowodu jest charakterystyczna dla wielu zasad
wariacyjnych dotyczacych podzialu przestrzeni. Jednakowoz, w wielu istotnie réznych
zasadach wariacyjnych fizyki i chemii (w tym kilku oméwionych w rozdz. 2.1), a takze
w innych problemach nie majacych charakteru wariacyjnego, optymalnym podzialem

powierzchni plaskiej jest wlasnie struktura utworzona z szesSciokatéw foremnych. Naj-

8mowa o sieci prostokatéw przebiegajacych ukoénie wzgledem komérki periodycznej - jeéli bowiem

przebiegaja réwnolegle do jej bokéw, to obliczenia maja blad mniejszy niz 10™12
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blizsza oryginalnej hipotezie plastra miodu Pappusa jest minimalizacja energii liniowej
w nieskonczonej, dwuwymiarowe] pianie [82, 83]. Innym przykladem pojawiania sie dwu-
wymiarowej struktury heksagonalnej jest minimalizacja energii rozmaitych oddzialywan
poniedzy uktadami wielu czastek. Oddzialywania te musza mieé rdzen odpychajacy i
dostatecznie daleki zasieg. W potaczeniu z odpowiednimi warunkami brzegowymi ograni-
czejacymi ekspansje ukladu, czastki takie ukladajg sie w dwuwymiarowe krysztaty hek-
sagonalne. W przypadku odpychajacych oddziatywan elektrostatycznych sg one nazywa-
ne krysztalami Wignera; w przypadku struktur pojawiajacych sie w dwuwymiarowym
gazie elektronéw w slabym polu magnetycznym sa to tzw. superkrysztaly Wignera[84].
Procz struktur heksagonalnych pojawiajacych si¢ w wyniku jakiego$ procesu fizycznego,
struktury te sa réwniez tworzone sztucznie w celu wywolania jakiego$ innego procesu, na
przyktad zjawisk wykorzystywanych w krysztatach fotonicznych|[85, 86], badZ optymali-
zacji jego przebiegu, na przyktad jako rozklady poczatkowe w innych procesach optyma-
lizacyjnych. Te ostatniag metode wykorzystywalem w niniejszej pracy aby przyspieszy¢
znajdowanie stanéw stacjonarnych prostokatnych ramek z duza iloScig reagentéow — w
tym celu stosowalem ich poczatkowe rozmieszczenie wedlug regularnej sieci tréjkatnej,
badz tez na podstawie pomocniczych symulacji wyznaczajacych polozenia ladunkéw w
y,zamarzajacym” krysztale Wignera. Przyktady struktur w ukladach typu reakcja dyfu-
zja zostalo juz oméwione w rozdz. 2.1; struktury szesciokatne byly opisywane w pracach
[87, 54, 52] dotyczacych reakcji z udziatem pochodnych kwasu malonowego. Opisy struk-
tur heksagonalnych w komoérkach Rayleigha—Benarda zawiera praca[88].

Rozwazana przeze mnie hipoteza plastra miodu w odniesieniu do wartosci wiasnych
laplasjanu, podobnie jak sam proces prowadzacy do minimalizacji sumy wartosci wla-
snych, moga znalezé zastosowania w fizyce. Operator Laplace’a jest bowiem stosowany
powszechnie; jego funkcje i wartoSci wlasne pojawiaja sie w akustyce, zagadnieniach
transportu (np ciepta, dyfundujacych czastek), optyce falowodéw i swiatlowodéw, czy
wreszcie w mechanice kwantowej w opisie zachowan czastek znajdujacych sie w nieskon-
czonych studniach potencjalu. Przed czterdziestoma laty M. Kac zadal pytanie: ,czy
mozna ustyszeé ksztalt bebna?”[89]. Negatywnej odpowiedzi na to pytanie udzielita C.
Gordon [90] — okazuje sie, ze moga istnie¢ rézniace sie ksztaltem bebny izospektralne,
tzn. majace jednakowe widma czestotliwosci rezonansowych. Podobne pytanie dotyczace
bebnéw mozna zada¢ w oparciu o niniejsza dysertacje: jak pociaé skére na membrany
n bebnéw, by suma ich czestotliwosSci podstawowych byla jak najmniejsza? Pytania

z innych dziedzin — jaki ksztalt powinny mieé przylegajace do siebie komoérki, by za-
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mkniete w nich czastki wykonujac bladzenie przypadkowe jak najwolniej docieraly do
brzegu? Jak zminimalizowaé straty ciepta w produkujacym je ukladzie, ktéry musi by¢
przedzielony $ciankami absorbujacymi? Jak zmiesci¢é w tunelu o okreslonym przekro-
ju n falowodéw nadajacych sie do transmisji fal o jak najwiekszych dlugosciach? Jak
zbudowaé matryce przylegajacych do siebie kropek kwantowych[91, 92, 93], by laczna
zgromadzona w nich energia stanéw podstawowych byla jak najnizsza? Odpowiedzi na
wszystkie powyzsze pytania potrafi wygenerowa¢ badany przeze mnie uklad — wystar-
czy ustali¢ ksztalt zbiornika i okreslié n. Dla dostatecznie duzych n odpowiedzia bedzie

plaster miodu.
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Rozdziatl 4

Optymalny ksztalt domen

w trzech wymiarach

Wiegkszosé badan przedstawionych w poprzednich rozdziatach daje sie tatwo uogdlnié na
przestrzen trojwymiarowa. Réwnania rézniczkowe opisujace ewolucje, a takze definicja
i wlasnosci funkcjonatu produkeji entropii, pozostaja w trzech (i wiecej) wymiarach
niezmienione — poza oczywistym dostosowaniem operatoréw rézniczkowych i obszaréw
catkowania do wymiaru przestrzeni.

Podobienstwa zilustruje na przykladzie ukladu dwéch reagentéw w periodycznej ko-
stce o bokach N, = N, = N, = L. W stanie stacjonarnym modelu ciaglego, gestosci
p1(r) i p2(r), mozna zapisaé¢ z wykorzystaniem wprowadzonej w réwnaniu 2.14 funkcji
skokowej: p; = O;[¢, r]|¥(r)|, i =1, 2, przy czym 9(r) moze byé dowolna kombinacjg
liniowa nastepujacych funkcji:

Y% =sin X, Yy =sinY | Yz =sinZ

Y =cos X , Yy=cosY , Y7 =cosZ ,

gdzie X=2nz/L, Y=2ny/L, Z=2nz/L. Interfejs separujacy reagenty jest nieskonczo-
na, periodyczng powierzchnia zadang réwnaniem ¢ = 0. W przypadku, gdy ¢ zawiera
tylko jedna sposréd powyzszych funkcji, interfejs redukuje sie do nieskonczonej plasz-
czyzny. W ogdélnosci, wspotczynniki przy kaidéj z funkcji mogg by¢ niezerowe, i wéwczas
powierzchnia interfejsu staje sie¢ pofaldowana. Ilustruje to rysunek 4.1, na ktérym po-
kazano cztery rézne powierzchnie interfejsu. Dwie rownolegle plaszczyzny ograniczaja
domeny gdy ¥ = %%. Tunel o kwadratowym przekroju jest ksztaltem domeny gdy

Y = Y% + 9§. Druga domena ma ksztalt identycznego tunelu (dzieki periodycznym
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Rysunek 4.1: Powierzchnia interfejsu pomigdzy dwoma skladnikami (n = 2) w perio-

dycznej komoérce szesciennej dla réznych stanéw stacjonarnych (zaleznych od postaci ¢).

warunkom brzegowym obydwa tunele sasiadujg ze sobg w kazdym punkcie swoich po-
wierzchni). Powierzchnie potréjnie periodyczne pokazane na dole rysunku pokrywaja sie
z interfejsem gdy 1 jest kombinacja wszystkich trzech 1°, przy czym powierzchnia po
lewej powstala dla jednakowych wartos$ci wszystkich trzech wspdlczynnikéw, a zatem
P = Y% + ¥§ + 7. Poniewaz powierzchnie te s rozwigzaniami réwnania ¢ = 0, zas
zera funkcji okresowych bywaja nazywane weztami, czesto stosuje sie¢ wobec nich okresle-
nie ,,powierzchnie nodalne”. Dla wyzszych funkcji wlasnych laplasjanu, na przyklad dla
1) = cos X cos Y cos Z + sin X sin Y sin Z, powierzchnie te maja skomplikowane ksztalty,
aczkolwiek stany stacjonarne utworzone z ujemnych i dodatnich obszaréow 1 sa wow-
czas niestabilne — infinitezymalne zaburzenie gestosci narasta wykladniczo, powodujac
przeskok do jednego z nieskoniczenie wielu zdegenerowanych stanéw podstawowych.
Periodyczne powierzchnie nodalne maja kilka interesujacych wtlasnosci, czgsto wy-
korzystywanych w nauce[94, 95, 96, 97, 98]. Przede wszystkim, dziela one przestrzen na
dwie sieci wzajemnie si¢ przenikajacych kanaléw, w ktérych swoboda ruchu (dyfuzyjne-
go, a w wybranych kierunkach nawet balistycznego) jest poréwnywalna z przestrzenia
swobodng. Jednoczeénie obie sieci kanaléw pozostaja rozseparowane, o ile nie zacho-
dza zjawiska transportu przez membrane. Skadinad, membrana ta moze osiaga¢ bardzo

duze pole powierzchni (w poréwnaniu z rozmiarami liniowymi calej struktury), spra-
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wiajac, ze typowe zjawiska powierzchniowe moga na niej zachodzi¢ z niespotykana in-
tensywnoscia. Niektére powierzchnie nodalne funkcji witasnych laplasjanu dla periodycz-
nej komorki szeSciennej sa dobrymi przyblizeniami pewnych periodycznych powierzchni
minimalnych[99]. Powierzchnie minimalne sg rozwigzaniami zagadnienia wariacyjnego
zwiazanego z podzialem przestrzeni na dwa obszary w taki sposéb, by pole powierzchni
rozgraniczajacego je interfejsu bylo jak najmniejsze (przy spelnieniu pewnych dodatko-
wych warunkéw, takich jak rownos$c objetosci obu obszaréw lub periodycznoéc rozwigza-
nia). Mimo podobienstw, powierzchnie minimalne nie pokrywaja si¢ ze wzmiankowanymi
powierzchniami nodalnymi. Potwierdza to, iz minimalizacja funkcjonalu o w badanym
procesie nie jest réwnoznaczna z minimalizacja powierzchni interfejsu. Podobnie byto w
przypadku dwuwymiarowym, gdzie — przyktadowo — dlugosé linii brzegowej pomiedzy
dwoma reagentami w zbiorniku kwadratowym o boku a mogla by¢ dowolng liczbg z
przedzialu [a, \/§a].

Roéwniez wlasnosdci funkcjonatu produkcji entropii o pozostaja w trzech wymiarach
takie same jak w dwdch. Jest on zatem funkcjonalem monotonicznie malejacym az do
osiggniecia stabilnego stanu stacjonarnego. Rozpoczecie ewolucji od przypadkowej mie-
szaniny lub z n punktowych pikéw gestosci powoduje wykladniczy zanik o(t) dla ma-
tych t. Ponadto, istnienie niestabilnych stanéw stacjonarnych sprawia, ze jesli ewolucja
przebiega w ich sasiedztwie, to w zaleznosci o (t) pojawiaja sie charakterystyczne schodki.
Przyklady tego typu ewolucji dla ukladu dwéch reagentéw w przestrzeni 3D zamieScilem
(wraz ze wspélautorami) w pracy [64].

O ile przeniesienie dotychczas omawianych wtasnosci funkcjonatu o z dwoch na trzy
wymiary wydaje sie oczywiste, o tyle problematyczny moze by¢ sposéb uniezaleznienia
normalizacji o od przeskalowania rozmiaréw komorki i liczby reagentow, a zatem uogdl-
nienie standardowej produkcji entropii z rownania 2.17, na przypadek tréjwymiarowy.
Analiza wymiarowa, w polaczeniu z dodatkowymi zalozeniami!, prowadzi do postaci

nastepujacej:

(NxNyNz)2/3 n

o=

!7adamy, by warto$é¢ & nie zmieniata sig, gdy z podobnych (w sensie przeksztalcen symetrii oraz jedno-
rodnego przeskalowania wzdluz wszystkich osi) komérek zbudujemy strukture zawierajaca n’ elementéw

w periodycznej kostce o bokach N, x N,, x N, zamiast n elementéw w kostce Nz x Ny x N,
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W stanie stacjonarnym powyzszy wzoér mozna zinterpretowaé nastepujaco:

&Stat - — "72/3 * Xl (4.2)

gdzie V = NzNyN,/n jest érednia objetoscia pojedynczej domeny,
za§ Al = —og/(2Dn) = (A1 4+ Mo+ ...+ Al,)/n jest érednia podstawowa wartodcia
wlasng laplasjanu.

Analogicznie do problemu rozwazanego w rozdz. 3, takze w trzech wymiarach zna-
lezienie globalnego minimum & wéréd nieskonczonych podzialéw otwartej przestrzeni
jest interesujacym problemem geometrycznym. W przestrzeni 2D domniemanym roz-
wigzaniem okazal si¢ ,plaster miodu”, a zatem struktura optymalna réwniez dla wielu
innych zagadnien, z minimalizacja dtugosci linii brzegowych na czele. Czy réwniez tu-
taj rozwigzaniem okaze sie¢ tréjwymiarowy uklad identycznych komoérek, a jesli tak,
to jaki bedzie ich ksztalt? W przypadku dwuwymiarowym, wzglednie duza szybkosc¢
obliczen numerycznych pozwalala na poszukiwanie optymalnych konfiguracji w stylu
,Sitowym” | czyli poprzez systematyczne znajdowanie stanéw stacjonarnych dla réznych
stanéw poczatkowych w duzym zakresie zmiennosci parametréw (zmieniajaca sig liczba
czastek oraz stosunek N,/N,). Analogiczne przeszukiwanie przestrzeni parametréw w
przypadku tréjwymiarowym wymagaloby nieporéwnywalnie wigkszej iloéci obliczen: po
pierwsze, sama symulacja jest bardziej kosztowna ze wzgledu na dodatkowy wymiar siat-
ki, po drugie - aby uzyska¢ poréwnywalne rozmiary liniowe struktury (wyrazone iloécig
domen przypadajacych na bok pudetka) nalezy uzy¢ wigkszej iloéci reagentéw, po trze-
cie - zamiast jednego parametru okreslajacego wzgledne rozmiary bokéw kostki mamy
dwa niezalezne parametry. Poréwnywalne z przeprowadzonym w rozdziale 3 przemia-
tanie przestrzeni parametréw zajeloby na tym samym klastrze komputeréw okoto 2000
lat, byloby zatem niepraktyczne z punktu widzenia doktoratu. W zwiagzku z tym, ba-
dania systematyczne zastapilem odpowiednio rozplanowang strategia, inwestujac przy
tym wiedze o strukturach przestrzennych, ktére pojawiaja si¢ w innych problemach po-
dzialu przestrzeni, w tym pianach i krysztatach. Dotyczy to zaréwno wyboru odpowied-
nich zestawien parametréw (ilo$é reagentéw i proporcja bokéw komoérki periodycznej
N; : Ny : N,), jak i konfiguracji poczatkowych (odpowiednio wybrane beda ewoluowaé
do stanu stacjonarnego znacznie szybciej niz pozostale). Struktury wygenerowane w ten
sposéb, a zatem w oparciu o pewne z géry zalozone symetrie krystalograficzne, moga
by¢ zaréwno stabilne jak i niestabilne ze wzgledu na zaburzenia, a ponadto moga by¢ za-

réwno minimami jak i maksimami funkcjonatu & ze wzgledu na parametry przestrzenne.
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W przypadku struktur otrzymanych z warunkéw poczatkowych innych niz przypadko-
we, badalem ich stabilnos¢ poprzez losowe zaburzenie otrzymanego stanu stacjonarnego
i Sledzenie ewolucji zaburzenia. Ponadto, sprawdzatem czy dla parametréw N, Ny, N,
sasiadujacych z przyjetymi wartosciami analogiczny stan stacjonarny mialby wieksza,
czy mniejsza warto$¢ 6. Na ogdl zaleznosé 6(k1, k), gdzie k1 i ko sa dwoma dowolnie
wybranymi stosunkami bokdéw, miala w otoczeniu wytypowanych punktéw charakter
paraboloidalny, z minimum & dla przewidzianych teoretycznie wartosci (ki, k2). Jesli
owe wartosci byly liczbami niewymiernymi, dobieralem parametry w taki sposéb, by
ulamki wymierne utworzone z liczb catkowitych Nz, N, i N, byly mozliwie najlepszym
przyblizeniem pozadanych wartosci. Dzieki temu, do okreslenia minimalnej wartosci &
nie byla konieczna interpolacja &(k1, k2). Rezultaty badan oméwione zostaly w rozdz.
4.2, za$ przestanki teoretyczne stojace za wyborem okreslonych struktur testowych - w

rozdziale ponizej.

4.1 Przewidywania teoretyczne (literatura)

W celu umiejetnego wyboru parametréw i konfiguracji poczatkowych, ktére moglyby
prowadzi¢ do lokalnych miniméw funkcjonalu &, poszukiwalem analogii wéréd innych
struktur przestrzennych, w tym krysztaléw i pian. Niniejszy rozdzial przedstawia istot-
ny z tego punktu widzenia przeglad literatury. W klasyfikacji otrzymanych struktur
bede sie postugiwal m.in. oznaczeniami wzorowanymi na krystalograficznej klasyfikacji
strukturbericht [100].

Krysztal, rozumiany jako periodycznie uporzadkowany uklad punktéw w przestrze-
ni, nie jest rownoznaczny z jej podzialem na komorki, aczkolwiek podzial taki mozna
na wiele sposobéw z polozeniami atoméw krysztalu powigzaé. Jednym z najprostszych
i najczesciej uzywanych skojarzen pomiedzy przestrzennym ukladem punktéw (w szcze-
g6Inosci krysztatem) a podziatem przestrzeni jest podzial Voronoi, dyskutowany na przy-
ktad w pracy [101] w odniesieniu do losowo zaburzonych sieci FCC (strukturbericht Al)
i HCP (strukturbericht A3).

Tréjwymiarowym odpowiednikiem klasycznej hipotezy plastra miodu jest tzw. pro-
blem Kelvina. Kelvin, prowadzac pod koniec XIX wieku rozwazania nad koncepcja ete-
ru, wyobrazal go sobie w postaci struktury komoérkowej, zachowujacej si¢ podobnie do
nieskonczonej, monodyspersyjnej piany. Wedlug Kelvina, strukturg takiej piany charak-

teryzujaca sie najmniejszym mozliwym stosunkiem pola powierzchni pecherzykéw do
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ich objetosci, mial byé podzial Voronoi sieci BCC (oznaczenie strukturbericht A2), nie-
znacznie zmodyfikowany poprzez zakrzywienie §cianek w celu uzyskania zgodnosci ze
znanymi juz w czasach Kelvina prawami Plateau. Bez tych zakrzywieni, komérka Kelvi-
na bylaby czternastoScianem o dwbéch rodzajach $cian, powstalych przez odpowiednie
Sciecie naroznikow o$mioscianu foremnego. Przez ponad stulecie naukowcy wierzyli, iz
bryla Kelvina jest optymalnym rozwiazaniem sformutowanego przezen problemu; wyda-
walo sie to nieomal tak samo pewne, jak optymalno$é plastra miodu w analogicznym
problemie dwuwymiarowym (wykazana Sci$le w roku 2001, wczesniej za$ ,oczywista in-
tuicyjnie” ). Tymczasem rozwéj komputerowych metod obliczeniowych sprawil, iz w roku
1992 Weaire i Phelan znalezli rozwigzanie lepsze od bryty Kelvina o 0.33% (pod wzgle-
dem powierzchni). Byta to struktura otrzymana przez nieznaczne zakrzywienie podziatu
Voronoi sieci strukturbericht A15 (dokladniejszy opis tej struktury, a takze wielu innych
oméwionych tu struktur, znajduje sie w rozdz.4.2), zltozona z zakrzywionych czterna-
sto$cianéw i dwunastoScianéw, w stosunku ilociowym 3 : 1. Szczegélowe poréwnanie
struktury Kelvina i Weaire’a—Phelana zawiera praca [102]. Cechg wyraZnie odrézniajaca
strukture Weaire’a—Phelana (A15) od podstawowych dla krystalografii struktur Al, A2
i A3, jest zréznicowanie ksztaltéw komoérek piany, pomimo ich — z definicji problemu
— jednakowej objetosci. Aby warunek utrzymania stalej objetosci komoérek piany miat
sens fizyczny, komoérki te muszg byé wypelnione jednakowymi iloSciami gazu pod od-
powiednio duzym ci$nieniem. Cisnienie to nie jest jednakowe dla wszystkich komorek
piany, gdyz ich zréznicowanie, polaczone z niezerows $rednia krzywizna Scianek, wy-
maga odpowiednich réznic ci$nien pomiedzy poszczegbélnymi komérkami. Réznice te sg
jednak bardzo male w poréwnaniu z typowym ciSnieniem $rednim, dzigki czemu zmia-
ny objetoéci komérek spowodowane Sci§liwoscig gazu sa do zaniedbania. Niemniej, dla
poprawienia analogii pomiedzy piang a badanym przeze mnie ukladem, nalezatoby zre-
zygnowaé z zalozenia o stalej objetoSci komoérek (w wielu otrzymanych przeze mnie
strukturach, objeto$é ta byla nieznacznie zréznicowana), na przyklad poprzez zastoso-
wanie gazu pod malym ci$nieniem, poréwnywalnym z réznicami ciSnien wytwarzanymi
przez blonki. Zamiast warunku stalej objetosci komérek, mielibySmy woéwczas do czy-
nienia z warunkami wiazacymi zmiany objetosci ze zmianami ci$nienia, czyli réwnanie
stanu gazu w komérkach. Fizyczna realizacja takiej piany bylaby klopotliwa?, co by-

najmniej nie stanowi przeszkody w jej modelowaniu numerycznym[103|. Przy niskich

2przy niskim ci$nieniu gazu nalezaloby uwzglednié ci$nienie pary nasyconej ptynu tworzacego piane,

a takze inne odstepstwa piany od modelu piany doskonalej
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ci$nieniach, piana z rownaniem stanu zachowuje sie wysoce nietrywialnie - moze w niej
nastepowac spontaniczne réznicowanie si¢ pecherzykéw na zgrupowane blisko siebie ma-
te babelki, oraz sasiadujace z nimi bable o objetosci o kilka rzedéw wielkoSci wyzszej,
mimo, iz iloé¢ czastek gazu pozostaje w kazdym pecherzyku jednakowa. Odpowiednik
problemu Kelvina mozna oczywiscie rozwazac¢ z osobna dla kazdej piany polidysper-
syjnej, o okreslonych, zadanych odgérnie objetosciach komérek (bez réwnania stanu).
Nie maja jednak sensu préby uogodlnienia problemu Kelvina w taki sposéb, by piany
o réznych stosunkach objetosci komoérek byly opisywane jednym, wspélnym zagadnie-
niem optymalizacyjnym dotyczacym catkowitej powierzchni komérek. Minimalizacja po
wszystkich mozliwych stosunkach objetosci prowadzi bowiem do struktur trywialnych,
w ktorych jeden z pecherzykéw zajmuje cala dostepng przestrzen, zas pozostale sg zde-
generowane do punktow.

Powszechnie stosowana funkcja kosztu (a zatem odpowiednikiem funkcjonatu & we-

dlug réwn. 4.2) dla monodyspersyjnych pian o objetosci komorki V' jest wielkosé:
p = A3/v? (4.3)

gdzie A jest érednim polem powierzchni bocznej komérki. Struktura Weaire’a—Phelana
charakteryzuje si¢ przypuszczalnie najnizsza wartoscig p sposréd wszystkich monody-
spersyjnych pian wypelniajacych przestrzen. Procz rozwigzania Weaire’a—Phelana ist-
nieje nieskonczenie wiele innych lokalnych miniméw funkcjonatu u. Szczegélnie niskie
wartosci tego funkcjonalu odpowiadajg pianom utworzonym na bazie podzialéw Voro-
noi struktur TCP (tetrahedrally close packed), do ktérych nalezy réwniez struktura A15.
Struktury TCP opisal w latach 30 niemiecki krystalograf Fritz Laves, na czesé ktérego
cze$¢ z nich zyskala miano faz Lavesa, zas$ opis ten rozwingli teoretycznie Frank i Kasper
w zwiazku z czym fazy te sa réwniez znane jako fazy Franka — Kaspera [104, 105].
Podobnie, jak poprzez rézne ulozenie kolejnych warstw ciasno upakowanych kul mo-
zemy otrzymac struktury CCP/FCC (A1), HCP (A3), DHCP (A3’), oraz nieskonczenie
wiele innych, tak réowniez struktury TCP mozna uzyska¢ poprzez odpowiednie lacze-
nie ze sobg pewnych podstawowych fragmentéw ukladanki. O ile w przypadku Sciste-
go upakowania kul, takimi podstawowymi fragmentami byly nieskonczone warstwy kul
przesuniete do jednego z trzech mozliwych polozen, o tyle elementarnymi skladnikami
struktur TCP s3 poddawane translacjom oraz obrotom nieskonczone kolumny, opisane
m.in. w pracy [106] (z przedstawionego tam przepisu na kombinatoryczne ukladanie
nowych struktur korzystam w rozdz. 4.2 — rys.4.9). Czeé¢ sposréd struktur TCP odkry-
to w krystalografii, inne pojawily si¢ po raz pierwszy przy okazji badan nad pianami,
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jeszcze inne wystapily jedynie w rozwazaniach o charakterze teoretycznym. Powoduje
to kolosalny balagan w nazewnictwie i systematyce struktur; czesé nazw pochodzi od
krystalograféw (stosujacych rozmaite symbole w zaleznoéci od miejsca pracy, celu badan
i wzgledéw historycznych) czesé¢ za$ od naukowcéw zajmujacych sie pianami. Oznacze-
nia te bywajg nie tylko niespdjne, ale rowniez sprzeczne, co prowadzi do powielanych w
literaturze nieporozumien®. Powodem, dla ktérego postanowitem stosowaé w niniejszym
rozdziale oznaczenia strukturbericht, jest dostepnos¢ scentralizowanej, publicznie dostep-
nej bazy danych[100]. Niemniej, baza ta obejmuje jedynie dane krystalograficzne, przez
co zaréwno czeS¢ omawianych tutaj struktur pian, jak i niektére struktury otrzymane
przeze mnie w symulacjach, nie posiadaja swojego odpowiednika strukturbericht.

Oryginalno$¢ i niespodziewane konteksty pojawiania sie faz Franka—Kaspera zain-
spirowaly wielu badaczy do tworzenia zestawien poréwnujacych je pod katem wlasnosci
istotnych w okreslonych dziedzinach badan. Badanie mozliwych grup symetrii dla réz-
nych wersji fazy o (oznaczenie strukturbericht Ap) przeprowadzil Bergman([107]. Zesta-
wienie procentowych zawartosci poszczegélnych typéw wieloScianéw w kilkudziesigciu
typach pian, w tym dla 19 struktur typu Franka - Kaspera napotykanych w ekspery-
mentach, oraz dla kilkunastu struktur hipotetycznych, opublikowal Aste w pracy[108],
ktérej gtéwnym tematem byla mozliwosé rozbudowywania piany poprzez dobudowywa-
nie pojedynczych komoérek. Analize teoretyczna potencjalnych struktur utworzonych z
kilku rodzajéw wieloscianéw wypetniajacych przestrzen przedstawit O’Keeffe[109]. Roz-
klady katéw i innych geometrycznych aspektéw struktur w zwiazku z ich przestrzenna
triangulacja prezentowal Eppstein [110].

Doniesienia o odnajdywaniu tych struktur w badaniach eksperymentalnych intere-
sowaly mnie gléwnie pod katem rozpoznania stosowanego nazewnictwa, stad tez przed-
stawiony ponizej wybor nie zawsze odzwierciedla range i pierwszenstwo odkry¢. Wedtug
krystalograficznych baz danych, struktura A, pojawia sie jako faza o w stopach Fe-Cr,
a takze jako faza (3 uranu i wolframu. Z kolei prototypem krystalograficznym struktury
A15 jest stop CrsSi. Struktury F, K, J (nie sa to oznaczenia strukturbericht) zaob-

serwowal w nadstopach? niklu Li [111], przedstawiajac zarazem propozycje nieznanych

3choéby bledne uzycie nazw faz H i o w pracy [106], mimo, iz jej autorzy sa uznanymi autorytetami

w dziedzinie teorii pian
4nadstopami nazywane sa materialy o ekstremalnej odpornosci na dziatanie czynnikéw mechanicz-

nych, korozji i wysokich temperatur, o odpowiednich do tych wlasno$ci zastosowaniach (silniki lotnicze,
topatki turbin) i cenach; nadstopy zawieraja czesto kilkanascie réznych pierwiastkéw, w tym oprécz

gléwnych skladnikéw (najczesciej niklu, kobaltu, zelaza) réwniez kluczowe domieszki pierwiastkéw ziem
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wowczas nowych faz hipotetycznych. Przejécia fazowe pomiedzy réznymi wariantami faz
o oznaczeniu strukturbericht C15 w stopach HfVy i UMny badal Zhao [112]. Odpowied-
niki faz Franka—Kaspera w samoorganizujacych sie strukturach powstalych z cieklych
krysztaléw odnalazt Ungar [113, 114]. Bardzo interesujacym wynikiem Ungara byto
uzyskanie faz Franka—Kaspera zawierajacych w komorce elementarnej 30 upakowanych
dendrymeréw supramolekularnych, z ktérych kazdy powstal w drodze samoorganizacji
z 12 klinoksztaltnych czasteczek cieklego krysztalu (dendronéw). Powstala struktura
byla struktura Franka-Kaspera typu o (strukturbericht Ap). W innej temperaturze te
same zwigzki tworzyly odpowiadajaca pianie Weaire’a—Phelana faze A15 (8 dendryme-
réw w komorce elementarnej). Interpretacja entropowego charakteru powstawania takich
struktur w cieklych krysztalach przedstawiona zostala przez Ziherla [115]. Stwierdzil
on, iz rdzenie micelli preferuja ulozenie przestrzenne ciasno upakowanych kul, jednak
uwzglednienie entropii konformacyjnej dlugich lancuchowa prowadzi do powstania od-
dzialywania powierzchniowego w wyniku ktorego optymalna staje sie wiasnie struktura
Weaire’a-Phelana. Wlasnosci magnetyczne i strukture elektronowa stopéw krystalizu-
jacych w postaci faz Lavesa opisal m.in. Tetean [116] za$ pasma wibracyjne w fazie o —
Simdyakin [117].

Mimo réwnowazno$ci omawianych struktur wspélnych dla pian, cieklych kryszta-
téw, stopéw oraz cial stalych ztozonych z jednego tylko pierwiastka (np. faza @ uranu),
przyczyny powstawania tych struktur w kazdym z opisanych przypadkéw sa odmienne.
W pianach, bezposrednio decydujacym czynnikiem jest minimalizacja powierzchni; w
ciektych krysztalach - oddzialywania entropowe; w stopach - zaréwno réznice wielkosci
i potencjaléw oddzialywan miedzy tworzacymi je pierwiastkami, jak i wzgledy zwig-
zane z drganiami sieci i dyfuzja wymienng atoméw [118, 119]; w fazie czystej jednego
pierwiastka (np. uran, lantan, wolfram) - skomplikowana budowa walencyjnych powlok
elektronowych. Fakt, iz tak rézne czynniki prowadzi¢ moga do powstania podobnych
struktur, moze by¢ interpretowany jako §wiadectwo skonczonej iloéci struktur, jakie w
ogoble warto bra¢ pod uwage przy podzialach przestrzeni potaczonych z jakakolwiek opty-
malizacja zaleznych od podzialu funkcjonaléw. Wszystkie te struktury charakteryzuje
pewnego rodzaju symetria, a przede wszystkim powtarzalno$¢ motywu przestrzenne-
go, sa one zatem strukturami krysztaléw. O ile w przypadku stopéw i pierwiastkéw
bogactwo otrzymywanych struktur wydaje si¢ naturalne (réznice wielkosci atoméw, kie-

runkowos$¢ oddzialywan miedzy nimi), o tyle w przypadku monodyspersyjnych pian oraz

rzadkich

95



podzialéw przestrzeni takich jak badany przeze mnie, samoistne roznicowanie si¢ komoé-
rek i tamanie symetrii (niewymuszone przez liczbe elementéw w komérce elementarnej)
nie jest intuicyjnie oczywiste. Trudnosci matematyczne w badaniu probleméw podziatu
przestrzeni, a takze ich interdyscyplinarny charakter, sprawiajg, iz oprocz doniesien o
kolejnych rozwigzanych problemach, celowe jest réwniez publikowanie list aktualnych
pytan i probleméw otwartych. W przypadku pian tego typu zestawienie opracowal Sul-

livan [120).

4.2 Wyniki badan

Zgodnie z uwagami poprzedzajacymi rozdz. 4.1, poszukiwania optymalnych struktur
w trzech wymiarach zostaly przeprowadzone w oparciu o odpowiednie przygotowanie
teoretyczne. Zamiast przeszukiwania przestrzeni parametrow w poszukiwaniu miniméow
funkcjonatu &, badalem jedynie otoczenie wytypowanych punktéw tej przestrzeni. Infor-
macje o symetriach i strukturach krysztaléow i pian wykorzystywalem dwojako. W obu
metodach ustalalem odpowiednie (teoretycznie podejrzane o mozliwo$é wystgpienia eks-
tremum &) rozmiary komorki elementarnej N, Ny, N, i liczbe sktadnikéw n. Natomiast
réznice pomiedzy metodami dotyczyly warunkéw poczatkowych - przypadkowej mie-
szaniny, badz tez punktowych pikéw gestosci rozmieszczonych zgodnie z przewidziang
teoretycznie symetrig stanu stacjonarnego.

Przypadkowe warunki poczatkowe wymagaly dtuzszych czaséw obliczen, lecz otrzy-
many stan stacjonarny byl zawsze stabilny. Zaleta tej metody byla mozliwosé znalezie-
nia rozwigzania o symetrii innej, niz zalozona teoretycznie (na przyklad pozbawionego
jakichkolwiek elementéw symetrii). Ponadto, w zaleznosci od ziarna generatora pseudo-
losowego mozliwe byto uzyskanie réznych stanéw stacjonarnych (o réznych wartosciach
g).

Dla odmiany, uzycie symetrycznie rozmieszczonych pikéw gestosci pozwalalo na zna-
lezienie stanéw niekoniecznie stabilnych, o symetrii zgodnej z poczatkowa. Zalety tej
metody bylo znaczne przyspieszenie obliczen®. Ponadto, trafny wybér symetrii stanu
poczatkowego pozwalal na ominiecie basenéw przyciggania stanéw stacjonarnych cha-

rakteryzujacych sie wyzszymi wartoSciami o.

Sdzieki symetrii, raz utworzone linie graniczne moga pozostawaé nieruchome - czas relaksacji calej
struktury sprowadza sie do czasu relaksacji pojedynczej domeny, stosunek tych czaséw jest rzedu n~2/3;
ponadto wyeliminowanie pewnych wspélczynnikéw Fouriera z rozwiniecia gestosci powoduje dalsze skré-

cenie tego czasu o rzad wielkosci - w praktyce pozwala to na okolo stukrotne skrécenie czasu obliczen.
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W celu sprawdzenia, czy znaleziona struktura stanowi minimum & wzgledem para-
metréw geometrycznych, powtarzalem symulacje dla parametréw N;, Ny, N, réznigcych
sic 0 +1 (lub w pewnym wiekszym zakresie wokét danego punktu). Ponadto, rozwia-
zania otrzymane z nieprzypadkowych warunkéw poczatkowych byty badane pod katem
stabilnosci - badania te polegaly na dodaniu niewielkiego, losowego zaburzenia, i analizie
zachowania uktadu po jego relaksacji. Jesli badany stan byl niestabilny - rozpoczynata
si¢ powolna ewolucja uktadu, objawiajaca sie deformacjg powierzchni granicznych oraz
(w drugim rzedzie) zmniejszaniem si¢ warto$ci funkcjonalu o.

W wielu przypadkach uzyta ilos¢ sktadnikéw n musiata byé¢ wieksza od minimalnej
ilodci atoméw w bazie odpowiadajacego danej strukturze ukiadu krystalograficznego.
Wynikalo to z ograniczenia mozliwych ksztaltéw komorki periodycznej do prostopa-
dloScianéw (w krysztale moze to byé¢ réwnolegloécian o dowolnych katach), a ponadto
z koniecznoéci zapobiegania sytuacjom, w ktérym domena mogtaby graniczyé (poprzez
periodyczne warunki brzegowe) sama ze soba. Przykladowo, przy badaniu struktur opar-
tych o sie¢ BCC, konieczne bylo uzycie n = 16 zamiast wynikajacej jedynie z zalo-
zen krystalograficznych liczby atoméw réwnej 2. Innym problemem zwigzanym z liczba
sktadnikéw jest stabilno$¢ okreslonej struktury. Struktura stabilna dla n sktadnikéw mo-
ze staé si¢ niestabilna po jej zwielokrotnieniu do k3n sktadnikéw (k = 2,3, ... ), wskutek
pojawienia si¢ nowych drég rozpadu (nieosiggalnych wezeéniej za sprawg periodycznosci

warunkéw brzegowych).

4.2.1 Struktury podstawowe

Rysunek 4.2 pokazuje otrzymane ksztalty domen dla podstawowych w krystalografii
struktur o oznaczeniach strukturbericht Al, A2, A3 i A4, w ktérych $rodki komérek (i
zarazem maksima gestosci sktadnikéw) pokrywaja sie z polozeniami wezléw sieci typu
FCC (CCP), BCC, HCP i diamentu (odpowiednio).

Struktura Al powstala dla n = 4 skladnikéw w komérce periodycznej o bokach
Ny = Ny = N,. Symulacje przeprowadzono maksymalnie dla N; = 200, uzyskujac
warto$¢ o =~ 26.9763. Struktura ta okazala si¢ stabilna ze wzgledu na zaburzenia.

Stabilna struktura A2 powstata dla n = 16, N; = Ny, = N, (max. N = 296),
o =~ 27.0303.

Stabilna struktura A3 powstata dlan =8, N, = /4/3 Ny = V/3/2 N, (symulacje
przeprowadzono dla N; = 284, N, = 246, N, = 232, z uwagi na szczegélnie dobre

przyblizenie zadanych warto$ci niewymiernych), przy wartoséci & =~ 26.9756 (interpolacja
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danych pochodzacych z sasiednich punktéw N, +2, N, £+ 2, N, &+ 2 pozwalalaby obnizy¢
te wartoé¢ o mniej niz 10™%, co nie przekracza btedéw numerycznych obliczen).

Struktura A4 zostala wygenerowana z odpowiednio symetrycznego rozkladu n =
8 skladnikéw w komérce o bokach N, = Ny = N, (max. N; = 256) i okazala si¢
niestabilna ze wzgledu na zaburzenia - trudno si¢ temu dziwié, zwazywszy na ksztalt
domeny znacznie odbiegajacy od sfery, a takze na szczegdlnie wysoka wartosé o ~ 33.445.
Na rysunku 4.2 pokazane zostaly dwie sasiadujace ze sobg domeny tej struktury (sg one
identyczne z dokladnoscia do obrotu i translacji).

Domeny struktur gestego upakowania kul, a zatem Al i A3, maja wszystkie $ciany
plaskie. Domena Al jest dwunastoScianem rombowym - wszystkie jej Sciany sa iden-
tycznymi rombami o stosunku dlugoéci przekatnych réwnym /2. Domena A3 jest dwu-
nasto$cianem o dwoch rodzajach $cian - polowe z nich stanowia romby (identyczne jak
w przypadku Al), pozostale sa trapezami réwnoramiennymi o katach identycznych z
katami rombéw. Dwunasto$cian ograniczajacy domene struktury A3 przechodzi w swéj
odpowiednik ze struktury Al po obréceniu jego poléwki o kat 60° wokél tréjkrotnej
osi symetrii (obracana cze$é zostala na rysunku wyr6zniona kolorem niebieskim). To
przeksztalcenie nie dotyczy jednak pelnych domen, rozumianych jako tréjwymiarowe
rozklady gestosci (by tego dowiesé, wystarczy zauwazyc, ze funkcje wlasne laplasjanu
muszg, by¢é ciggle, zas wartosci & struktur Al i A3 nieznacznie si¢ réznia).

Domeny A2 i A4 maja cze$¢ Scian ptaskich i cze$é zakrzywionych. Bryla ograniczaja-
ca domene A2 jest bardzo podobna do bryly Kelvina, a zatem nieznacznie zdeformowa-
nego czternasto$cianu zlozonego z o$miu sze$ciokatéw foremnych i szeSciu kwadratow.
Zakrzywienie $cian szesciokatnych domeny A2 pokazuje rysunek 4.3. Nie udalo mi sie
dotrze¢ do szczegdélowych informacji na temat krzywizny oryginalnej bryly Kelvina w
przypadku piany — przypuszczalnie jest ona nieco inna.

Poréwnanie otrzymanych przeze mnie struktur z pianami wykazuje istotne réznice:
w przypadku pian, stabilna bylaby jedynie struktura A2, natomiast struktury Al i A3
bylyby niestabilne (choéby z uwagi na niespelnienie praw Plateau - obecnosé wierzchol-
kéw, w ktérych spotykaja sie naraz wiecej niz 4 domeny). Tymczasem w badanym przeze
mnie ukladzie struktury Al i A3 s3 nie tylko stabilne, ale wrecz blizsze optimum (ich

wartosci & sg mniejsze niz w przypadku A2).
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Rysunek 4.2: Ksztalty domen w strukturach A1 A2 i A3 oraz dwie sasiadujace ze sobg
domeny niestabilnej struktury A4. Bryly Al i A3 przechodza w siebie nawzajem przy

obrotach wyréznionej czeéci o nieparzysta wielokrotnosé kata 60°.
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Rysunek 4.3: Mapa krzywizny ,szesciokatnej” $ciany domeny struktury A2. ,Kwadra-

towe” Sciany tej samej domeny sg plaskie.
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4.2.2 Struktura A15

Przygotowujac symulacje uktadéw tréjwymiarowych® bylem przekonany, iz ekstremals
funkcjonalu & w trzech wymiarach okaze sie struktura gestego upakowania kul, a zatem
A1l lub A3 - rozwigzania te wydawaly mi sie najbardziej ,podobne” do dwuwymiarowe-
go plastra miodu. Skadinad, wykonujac dla przypadkowych konfiguracji poczatkowych
symulacje w obszarze parametréw pozwalajacych na otrzymanie struktury bliskiej A3
(n = 8 skladnikéw w komoéree prostopadlosciennej o bokach pozostajacych w stosunkach
\/4/3 oraz \/3/2, a zatem odbiegajacych od jednosci o mniej niz 23%) zaobserwowa-
lem pojawianie sie¢ stabilnych stanéw stacjonarnych innych niz spodziewane, o nieco
wyzszych wartosciach . W odroéznieniu od spodziewanej struktury A3, obserwowane
rozwigzania zawieraly domeny o niejednakowych ksztaltach: byly to dwa dwunastoscia-
ny i szes$é czternastoscianow. Ku mojemu zdumieniu, okazalo sie, iz w miare zmniejszania
stosunkéw bokéw komorki elementarnej w strone jednosci owa ,heterogeniczna” struk-
tura pojawia si¢ coraz czesciej wsréd rozwigzan otrzymanych z réznych, przypadkowych
warunkéw poczatkowych, za§ warto$¢ o staje sie przy tym coraz mniejsza, by w kon-
cu dla N = Ny = N, osiggnaé¢ minimum lezace ponizej wszelkich innych badanych
przeze mnie struktur - o wartosci ¢ = 26.9722. Przeszukujac literature dotyczaca pian
odnalazlem identycznie wygladajacg strukture podawang jako najlepsze sposréd obec-
nie znanych rozwigzan problemu Kelvina - byla to struktura Weaire’a—Phelana. Dalsza
czeS¢ niniejszego podrozdzialu poswiecona jest wilasnie tej optymalnej strukturze oraz
jej poréwnaniu ze strukturg Weaire’a—Phelana dla piany.

Komoérke elementarng, uzyskana dla n = 8, N; = N, = N, (tu N, = 256) przed-
stawia rys. 4.4. Kolejne rysunki w rzedzie (od lewej do prawej) réznig sie obrotami o
90° wokét osi pokrywajacej sie z dluzszg osig kartki. Gérny rzad pokazuje powierzchnie
zerowe]j gestoSci skladnikéw (a zatem brzegi domen), natomiast dolny - powierzchnie
na ktorych gestos$¢ osigga 0.08 swojej warto$ci maksymalnej. W sktad komérki wchodzi
osiem domen, w tym 2 dwunasto$ciany (wyréznione kolorem zielonym) i 6 czternasto-
$cianéw. Srodki domen leza w wezlach sieci o oznaczeniu strukturbericht A15. W komérce
elementarnej o bokach N; = N, = N, = 4, érodki dwunasto$cianéw leza w wezlach sieci
BCC, a zatem maja wspélrzedne [0,0,0] i [2,2,2], natomiast $rodki czternastoscianéw
leza na Scianach bocznych komérki w miejscach o wspéirzednych [0,2,1], [0,2,3], [1,0,2],

[3,0,2], [2,1,0], [2,3,0]. W nieskonczonej strukturze utworzonej przez powielenie komérki

6z uwagi na czas planowanych obliczen rozpoczalem symulacje przed zaznajomieniem sie z literatura

na temat pian, nie znalem woéwczas struktury Weaire’a—Phelana
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Rysunek 4.4: Komoérka elementarna struktury Al5 utworzonej przez 8 skladnikéow w

periodycznym sze$cianie

elementarnej przylegajace do siebie czternastoéciany tworza nieskonczone kolumny prze-
biegajace w trzech wzajemnie prostopadtych kierunkach (zgodnych z ukladem krawedzi
komérki periodycznej). Dwunasto$ciany wypelniaja luki utworzone pomiedzy kolumna-
mi.

Zrozumienie powyzszej ,reprezentacji kolumnowej” i zarazem symetrii struktury A15
ulatwia rysunek 4.5, przedstawiajacy powierzchnie stalej gestosci niestabilnej struktury
utworzonej z czterech sktadnikéw poczatkowo rozmieszczonych w kolejnych parach punk-
téw z powyzszej listy (z jednakowymi wagami dla obu punktéw kazdej pary). Pokazany
niestabilny stan stacjonarny 4 skladnikéw ma te samg symetrie, co badana struktura
A15 utworzona przez 8 sktadnikéw.

O ile w przypadku struktur wygenerowanych z symetrycznych stanéw poczatkowych
symetria stanu stacjonarnego jest oczywista, o tyle struktury powstajace z przypadkowe;j
mieszaniny skladnikéw warto przebada¢ pod katem symetrii otrzymanego rozwiazania
(jest to zarazem test dokladnosci obliczenn numerycznych i jakosci samego modelu). Ba-
danie to mozna w prosty sposob wykona¢ nakladajac na siebie przesuniete i ewentualnie

obrécone obrazy powierzchni stalej gestosci dwéch réznych domen.
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Rysunek 4.5: Niestabilny stan stacjonarny 4 skladnikéw o symetrii struktury A15. Ry-
sunek po lewej przedstawia elementarna komérke periodyczna (izopowierzchnie 1/20 ge-
stoéci maksymalnej), po prawej - jej oSmiokrotnoéé (izopowierzchnie 1/2 gestosci maksy-

malnej). Sktadnik wyrézniony kolorem czerwonym okupuje dwie réwnocenne domeny.

Rysunek 4.6: Nalozenie dwunastoécianéw struktury A15 wskazujace na istnienie tréjkrot-

nej osi symetrii (po lewej) oraz brak osi pigciokrotnej (po prawej). W obu przypadkach

0§ obrotu zorientowana jest prostopadle do plaszczyzny rzutowania rysunku.
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Rysunek 4.7: Krzywizna dowolnie wybranej $ciany dwunastoscianu struktury A15

Rysunek 4.6 przedstawia wyniki takiego testu wykonanego na obu dwunastoscien-
nych domenach struktury A15 (otrzymanej w drodze ewolucji z mieszaniny przypad-
kowej). Nakladane powierzchnie oznaczono kolorami niebieskim i z6ttym. Jedna z bryl
zostala przesunieta o polowe dlugosci przekatnej komoérki periodycznej i obrécona o kat
90° (z rysunku 4.4 wynika, ze po takiej operacji powierzchnie maja szanse si¢ pokry¢).
Jak wida¢ po lewej stronie rys. 4.6, obie powierzchnie pokrywaja si¢ nieomal idealnie —
roznice maja charakter szumu i moga wynika¢ zaréwno z bledéw numerycznych symula-
cji, jak i z btedéw numerycznych programu obstugujacego wyznaczanie izopowierzchni,
wizualizacje i rendering (jest to pakiet Open Data Explorer firmy IBM). Podobng jakosé
pokrycia otrzymujemy po obrotach jednej z bryl o wielokrotnosé¢ 120° wokét przekatnej
komérki (na lewej czeSci rysunku jest ona ustawiona prostopadle do plaszczyzny rzu-
towania). Oznacza to, ze badany dwunastoscian posiada tréjkrotna o$ symetrii (wobec
wczesniejszego obrotu o 90 stopni wokol dowolnie wybranej krawedzi komorki perio-
dycznej, musza to by¢ cztery rozne trojkrotne osie symetrii - tak jak w przypadku grupy
symetrii szeScianu). Prawa cze$¢ rysunku 4.6 ilustruje nieudana prébe pokrycia bryt przy
obrocie jednej z nich o kat ok. 72° wokét osi prostopadlej do jednej ze $cian (i zarazem
do plaszczyzny rzutowania rysunku). Wynik testu $wiadczy o dwdch istotnych faktach:
po pierwsze - bryla nie posiada pieciokrotnej osi symetrii (jej $ciany nie sg pieciokatami
foremnymi), po drugie - $ciany bryly nie sg dokladnie plaskie (gdyby tak bylo, miejsca
przecigcia $cian bylyby odcinkami prostych, tymczasem sa to krzywe). Krzywizna écian
nie jest tak znaczna jak w przypadku struktury A2. Jej obraz pokazano na rys. 4.7 (por.
z krzywizng A2 na rys. 4.3).
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Rysunek 4.8: Czternastoscienna (po lewej) i dwunastos$cienna domena struktury A15.

Kolory wierzchotkéw odpowiadaja ich réznym rodzajom. Stupki laczace wierzcholki sa
prostoliniowe (nie pokrywaja sig¢ zatem z zakrzywionymi krawedziami bryt). Strzatki po-

kazuja Sciane wspdlng dla obu bryl, gdy sasiaduja one ze sobg w ukladzie.

Krzywizny $cian oraz krawedzi, a takze zréznicowanie typéw wierzcholkéw w obu
brylach tworzacych strukture A15 sa widoczne na rys. 4.8. Typy wierzchotkow oznaczono
réznymi kolorami kulek (ktérych srodki pokrywajg sie z polozeniami wierzchotkéw).
W przypadku czternastoScianu (po lewej) mamy cztery rézne typy wierzchotkéw (4
czerwone, 8 z6ltych, 4 rézowe, 8 niebieskich), natomiast w przypadku dwunasto$cianu
(po prawej) - dwa rézne typy (8 niebieskich, 12 zielonych). Wzajemna odpowiedniosé
wierzchotkéw dwunasto— i czternastoscianu staje sie¢ widoczna po dosunieciu bryt do
siebie zgodnie z kierunkiem wskazanym strzatkami (w taki sam spos6b przylegaja one
do siebie w pelnej strukturze A15). Z symetrii i wzajemnego ustawienia bryt wynika, iz
obydwie szeSciokatne $ciany czternastoscianu musza by¢ plaskie. Pozostale $ciany maja
zakrzywione powierzchnie i niekomplanarne wierzchotki.

Ogdlny pokréj i elementy symetrii otrzymanej przeze mnie struktury Al5 sa iden-
tyczne jak w przypadku piany Weaire’a—Phelana. Na podstawie pracy [102] dokonalem
bardziej wnikliwego poréwnania obu struktur. Pomijajac kwestie krzywizn $cian i kra-
wedzi, ktore w przypadku obydwu struktur sa nieznaczne, do iloSciowego poréwnania

struktur najwygodniej jest uzy¢ wspolrzednych wierzchotkéw.
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Zgodnie z analiza przedstawiona przez Sullivana [102], do okreslenia potozen komple-
tu wierzchotkéw ,uniwersalnej” struktury typu Weaire’a—Phelana wystarczaja zaledwie
cztery parametry rzeczywiste. Wszelkie pozostale informacje potrzebne do wyznaczenia
wierzchotkéw wynikaja z symetrii obu rodzajéw domen, oraz calej struktury. Okreslenie
rozmiaru komérki elementarnej sprawia, ze pozostaja jedynie trzy niezalezne parame-
try: a, b i c. Wprowadzenie warunku ptaskosci wszystkich écian (a zatem komplanarnosci
nalezacych do niej wierzchotkéw) ogranicza liczbe swobodnych parametréw do jednego,
natomiast dodatkowe zadanie, by dwunasto$cian i czternastoscian mialy jednakowe ob-
jetosci, likwiduje te swobode catkowicie.

Przyjmijmy, ze komoérka elementarna ma rozmiary N; = Ny, = N, = 4. Wéwczas
wierzchotki jednego z dwunastoécianéw (w uktadzie wspélrzednych zwigzanym z jego

srodkiem) maja wspéirzedne:
o [ta, +a, +a] (8 wierzchotkéw, kolor niebieski na rys. 4.8)
o [0, +b, ¢|, [£b, £¢, 0], [*c, 0, £b] (12 wierzchotkéw, zielony)

Wierzchotki wybranego czternastoécianu (réwniez w ukladzie wspéirzednych zwigzanym

z jego Srodkiem) znajduja si¢ w miejscach:
e [(1—a), £(2—a), *a], [-(1—a), +a, £(2—a)] (8 wierzchotkéw, niebieski)
e [(1—c), £(2-0b), 0], [-(1—¢), 0, £(2—0)] (4 wierzcholki, rézowy)
o [1, £(2—¢), £b], [-1, b, £(2—¢)] (8 wierzcholkéw, zblty)
e [1,0, +1], [-1, £1, 0] (4 wierzchotki, czerwony)

W przypadku niezakrzywionej wersji struktury Weaire’a—Phelana (plaskie $ciany,
jednakowe objetoéci domen) parametry maja wartosci: ¢ = v/2, b = ¢/2, a = (2/3)c,
zatem a =~ 0.83995, b =~ 0.62996, c ~ 1.25992. Nie odnalazlem w literaturze danych na
temat przesunie¢ tych wartoSci zwigzanych z zakrzywieniem Scianek.

Wartosci parametréw dopasowane do struktury otrzymanej przeze mnie sg nieco
inne: a =~ 0.814, b = 0.591, ¢ = 1.260 co daje réznice wzgledne —-3%, —6% i 0%
odpowiednio dla a, b i c.

Nawet pomimo nieznajomosci przesunieé¢ wierzchotkéw, towarzyszacych zakrzywia-
niu sie¢ Scianek piany Weaire’a-Phelana, mozna stwierdzié¢, ze nie mogg one byé ta-
kie jak wyzej, gdyz jednoczesne zmniejszenie zaréwno wartosci a jak i b bez zmiany ¢

prowadzitoby do zmniejszenia objetosci dwunastoscianéw przy jednoczesnym wzroscie
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objetosci czternastoscianow. Na poparcie tej tezy mozna przytoczy¢ liczby: wyznaczo-
ny przeze mnie stosunek objetosci czternastoscianu do objetosci dwunastoscianu’ jest
réwny okolo 1.054 i bylby nawet wigkszy (sadzac jedynie wedlug przesunieé wierzchot-
kéw) gdyby nie skierowane na zewnatrz dwunastoscianu zakrzywienie wszystkich jego
Scianek (wypuklo$é). ,Naciagajac” analogie pomiedzy badana przeze mnie struktura a
piang Weaire’a—Phelana mozna wyrazi¢ przypuszczenie, iz podobnie zachowywalaby sie
piana o pecherzykach wypelnionych gazem wysoce $ciSliwym - zmniejszenie objetosci
dwunastoscianu wigzaloby sie ze wzrostem cisnienia gazu, i w konsekwencji - rozdeciem

otaczajacych dwunastos$cian blonek cieczy.

4.2.3 Inne struktury TCP

Fakt, iz struktura A15 okazala sie lepsza od prostych struktur zawierajacych jeden tylko
ksztalt domen, byl dla mnie sporym zaskoczeniem. Z drugiej strony, nadzwyczaj niska
wartosé¢ funkcjonalu & dla tej struktury potraktowalem jako wskazéwke wyznaczajaca
kierunek dalszych poszukiwan struktur optymalnych - o wartos$ciach & byé moze jeszcze
nizszych, niz otrzymana dla A15. Struktura A15 nalezy do rodziny struktur TCP poja-
wiajacych sie czesto w zagadnieniach dotyczacych pian (patrz rozdz. 4.1). Wiele spoéréd
struktur TCP mozna uzyskaé poprzez skladanie na rézne sposoby pewnych elementéw
podstawowych. Dwuwymiarows ukladanke kombinatoryczna tego rodzaju opisuje m.in.
Roth [119]. Idac jego tropem, przeprowadzitem liczne symulacje dla parametréw (n, N,
Ny, N.) oraz warunkéw poczatkowych otrzymanych z tej ukladanki. Jej podstawowe
moduly oraz ulozone z nich struktury periodyczne przedstawia rysunek 4.9. Poloze-
nia atoméw (tu - Srodkéw komoérek, a w kazdym razie punktéw poczatkowej lokalizacji
skladnikéw) oznaczone sg kétkami w kolorze czarnym, niebieskim lub czerwonym. Ele-
menty podstawowe ukladanki pokazano na rys. 4.9 a. Sa nimi kwadraty, tréjkaty, romby
oraz szeSciokatne ,tarcze”, ktérych wszystkie boki maja te samg dlugo$é réwng 1. W
ukladzie wspoéirzednych o osiach X i Y zorientowanych w plaszczyznie rysunku, kolory
kétek symbolizujg polozenia reprezentowanych przez nie atoméw wzdluz osi Z. Kotka
czerwone oznaczaja atomy o wspélrzednych z = k, kétka niebieskie - z = k + 1/2, na-
tomiast kétka czarne, lezace zawsze w naroznikach elementéw ukladanki - z =k +1/4.
Dowolna liczba catkowita k numeruje kolejne, identyczne warstwy atoméw, przy czym

w kazdej z takich jednostkowej grubosci warstw koétko koloru niebieskiego lub czerwo-

"obie objetoéci zostaty obliczone numerycznie przez odpowiedni modul programu Open Data Explorer
IBM
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Rysunek 4.9: Elementy sktadowe struktur TCP (a) oraz ulozone z nich struktury: Z (rys.
b), A15 (rys. c), o lub A} (rys. d), ,shields” (rys. €) oraz ,rhombs” (rys. f). Kolory kétek

zwigzane sa z polozeniami atoméw w kierunku prostopadlym do plaszczyzny rysunku.

nego reprezentuje dokladnie jeden atom nalezacy do tej warstwy, zas kotko czarne - dwa
takie atomy. Prostopadloscienne komérki periodyczne uktadanych struktur maja zatem
jedna z krawedzi lezaca wzdluz osi Z (krawedz ta ma w przypadku najmniejszej moz-
liwej komérki dlugosé 1), oraz pozostale krawedzie lezace w plaszczyznie XY, a przy
tym niekoniecznie wzdluz samych osi X i Y. Wyro6znione kolorem zielonym prostokatne
obszary na rys. 4.9 b—f pokazuja komorki periodyczne utozonych struktur, a sa nimi:
struktura Z (rys. b), struktura A15 (rys. c), struktura o o oznaczeniu strukturbericht
Ap (rys. d), struktura ,shields” (rys. e) oraz struktura ,rhombs” (rys. f). Niespéjne
nazewnictwo struktur odzwierciedla balagan panujacy w literaturze (rozdz. 4.1), badz
tez moje trudnoéci z dotarciem do wlasciwych zrédet®.

Z moich symulacji wynika, iz ewolucja kazdej z przedstawionych na rys. 4.9 struktur
prowadzi do stabilnego stanu stacjonarnego i co wiecej - do lokalnego minimum funkcjo-
natu & ze wzgledu na parametry przestrzenne. Niemniej, Srodki domen (rozumiane jako
maksima gestosci sktadnika, badz tez srodki symetrii domeny) nie zawsze pokrywaly sie

z oznaczonymi na rys.4.9 polozeniami atomow.

8niewykluczone, ze struktura Z posiada swéj odpowiednik strukturbericht, a takze, iz struktury na-

zwane przeze mnie slowami angielskimi maja juz inne oznaczenia symboliczne
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Rysunek 4.10: Struktura A, (znana jako o), zawierajaca n = 30 domen w komérce
elementarnej, wygenerowana wg rys. 4.9 d. Naniesione linie ulatwiaja identyfikacje ele-

mentéw ukladanki z rys. 4.9.

Uklad domen struktury A, (inaczej o) w czterech sasiadujacych ze sobg komérkach
elementarnych pokazuje rysunek 4.10. Pojedyncza komérka elementarna (bezposrednio
zwigzana z obszarem symulacji) zostala wyrézniona odmiennym kolorem. Naniesione
linie ulatwiaja poréwnanie otrzymanej struktury z jej protoplasta z rysunku 4.9 d.

Analogiczng prezentacje czterech pozostalych struktur (z tym, Ze juz bez linii od-
dzielajacych elementy ukladanki) oferujg rysunki 4.11 i 4.12. Natomiast rysunek 4.13
przedstawia strukture o oznaczeniu strukturbericht C15, ktérej uktad ,atoméw” nie daje
sie ulozy¢ z elementéw przedstawionych na rys. 4.9 a. Jest on natomiast wyjasniony na
schemacie po lewej stronie rys. 4.13, obejmujacym (w odréznieniu od prawej strony)
tylko jedng komorke elementarng. Numery kétek na schemacie odpowiadaja kolejnym,
réwno odleglym plaszczyznom (prostopadlym do osi Z) na ktérych znajduja sie re-
prezentowane przez te kotka atomy. Cala komodrka elementarna ma ksztalt szeScianu i
zawiera 8 takich warstw (ponumerowanych od 0 do 7), przy czym laczna liczba atoméw
wynosi n = 24. Atomy lezace w warstwach o numerach parzystych (kétka oznaczone
obwédka) naleza do sieci diamentu (A4), natomiast pozostale 16 atoméw wypelnia po-
zostawione miedzy nimi luki. Struktura C15 jest stabilna, aczkolwiek charakteryzuje sie

duza warto$cig 6 = 27.2195. Wartosci ¢ dla pozostalych pokazanych na rysunkach 4.11
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Rysunek 4.11: Struktury A15 (po lewej) oraz Z (po prawej) wygenerowane z n. = 8 oraz
n = 14 skladnikéw wg rys. 4.9 ¢ i b (odpowiednio).

Rysunek 4.12: Struktury ,shields” (po lewej) i ,rhombs” (po prawej) wygenerowane z
n = 52 oraz n = 24 skladnikéw wg rys. 4.9 e i f (odpowiednio).

Rysunek 4.13: Struktura C15 (po prawej, widoczne cztery przylegajace do siebie komérki
elementarne) utworzona z n = 24 skladnikéw wedlug schematu z lewej czesci rysunku

(schemat obejmuje jednag komérke elementarna - objasnienia w tekscie).
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1 4.12 struktur TCP zawieraja si¢ pomiedzy 26.9722 (dla struktury A15) a 27.1140 (dla
struktury Z).

4.2.4 Porownanie struktur

Zestawienie danych na temat wynikéw moich symulacji, obejmujgce oméwione struktu-
ry, uszeregowane wedlug wzrastajacej wartosci &, zawiera tabela 4.1. Rubryki oznaczone
#12, ... #16 podaja liczby odpowiednich wielo$cianéw (od dwunasto— do szesnasto-
Scianu) wchodzacych w sklad struktury - suma tych liczb jest réwna liczbie sktadnikéw,
n. Jesli w danej strukturze znalazly sie wieloSciany o tej samej liczbie $cian, ale po za
tym rézne” wyszczegblniono to poprzez podanie liczb znalezionych podtypéw oddzielo-
nych znakiem ,4+”. W polach ,geometria”’ znajduja sie informacje o proporcjach bokéw
komorki periodycznej, przy czym podano zaréwno teoretyczne stosunki bokéw (czesto
niewymierne) jak i uzyte w symulacji rozmiary siatki: Nz, Ny, N,. Na ogét rozmiary
te odpowiadajg preferowanym wartosciom stosunkéw z najwiekszg mozliwg do osig-
gniecia doktadnoscia, bowiem sposrdd kilkuset akceptowalnych zestawien liczb catkowi-
tych Nz, Ny, N, wybieratem takie, przy ktérych odchylenia stosunkéw N;/N, i Ny/N,
od wartosci preferowanych byly jak najnizsze. Dzigki temu moglem mieé pewnoéé, iz
wartosci ¢ uzyskane dla ,nieoptymalnych” proporcji komérki bedg w granicach bledu
identyczne z wartosciami optymalnymi. Stusznosé takiego rozumowania potwierdzity do-
ktadniejsze badania zaleznosci ¢ od parametréw N, Ny, N, w sasiedztwie wybranych
wartosci, oraz poza nim. Przyktadowy ,punkt pomiarowy” takiego badania zamiescilem
w tabeli z oznaczeniem A3* (jest to struktura A3 w komoérce z rozciggnieta o dwa wezly
sieci warto$cia N ). Jedyna zaobserwowang réznicg pomiedzy spodziewanymi proporcja-
mi N : Ny : N, a wyznaczonym (w sasiedztwie tych parametréw) potozeniem minimum,
byla struktura Ay (N, = 178 zamiast spodziewanego N, = 176). Co ciekawe, podobne
przesuniecia obserwowano w krystalograficznym odpowiedniku tej struktury'©.

Innym testem jakosci modelu i dokladnosci obliczen byla przeprowadzona na dwa

sposoby symulacja prowadzaca do niestabilnego stanu stacjonarnego struktury o ozna-

chodzi tu o istotne réznice ksztaltéw — bryly réznigce sie jedynie usytuowaniem przestrzennym,
lub minimalnym rozciggnigciem wzdluz pewnego kierunku spowodowanym przez nieoptymalny wybér

rozmiaréw siatki, sa traktowane jako identyczne
uzycie danych rentgenograficznych na temat fazy o nieuporzadkowanych stopéw Cr-Fe prowadzitoby

nawet do N, = 178.7. Niestety, nie jestem w stanie podaé¢ dokladnych danych bibliograficznych, gdyz
nie pozwala na to wersja demonstracyjna komercyjnej bazy danych krystalograficznych ICSD, dostepna

w sieci pod adresem http://icsdweb.fiz-karlsruhe.de/.
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sklad geometria
struktura | n | #12 #13 #14 #15 #16 Ny :Ny: N, N, Ny, N, |lo
Al5 8§ |2 - & =~ = 1:1:1 256 256 256 || 26.9722
A3 8 |8 - - - - | 1:4/3: /2 |284 246 232 | 26.9756
A3* 8 |8 - - - - |(@+9:y/2:\/2 | 286 246 232 | 26.9758
Al L /4 & = = = 1:1:1 200 200 200 | 26.9763
Ap(o) || 30 |28 - 88 4 - || 1:1:12-v/3 |340 340 178 | 26.9828
shields” || 52 | 12 12 12112 4 - || v3:1:v2-V3 | 388 224 116 | 26.9953
A2 Wl - « 18 = = 1:1:1 296 296 296 | 27.0303
gqhombs” || 24 | - 88 8 - - V3:v3:1 194 194 112 || 27.0952
Z 146 - 4 4 - 1:v/3:1 208 360 208 || 27.1140
C15 24 |16 - - - 8 1:1:1 256 256 256 || 27.2195
A} 24 szeSciany 1:4f3 :\/§ 264 228 324 || 29.6079
Ap 512 szesciany 1:1:1 128 128 128 || 29.6088
A4 B8 | = - = = 8 1:1:1 128 128 128 || 33.445

Tabela 4.1: Wiasnosci wybranych struktur, uporzadkowanych wedlug wzrastajacych war-
tosci 6. Struktury A}, A i A4 sa niestabilne i mogly by¢ zaobserwowane jedynie dzigki

odpowiedniej symetrii warunkéw poczatkowych.

czeniu strukturbericht A (a zatem sieci prymitywne) prostej, w ktérej domeny maja
ksztalt szeScianéw). Komérke periodyczng takiej sieci mozna wybraé zaréwno zgodnie
z jej podstawowymi plaszczyznami krystalograficznymi, jak i na kilka sposobéw w kto-
rych wszystkie krawedzie szescianéw leza ukoénie w stosunku do krawedzi komérki (rys.
4.14). Teoretycznie, w obu przypadkach funkcjonal & powinien przybiera¢ wynikajaca z
obliczen analitycznych warto$é 3m2 ~ 29.60881319. Odchylenia od tej wartosci $wiad-
czg o bledach obliczen numerycznych oraz niedoskonalosdciach zastosowanego modelu.
Przykladowe wyniki symulacji dla prostej i uko$nej wersji niestabilnej struktury Ay po-
dalem w przedostatnich rzedach tabeli, przy czym struktura uko$na ma oznaczenie A}.
Wersja prosta Aj, pomimo celowego uzycia bardzo duzej liczby skladnikéw (n = 512),
daje wartos¢ o = 29.60881318 — zgodnoé¢ z wynikiem analitycznym obejmuje 10 rzedow
wielkosci. Pojedyncza domena ma tu rozmiary zaledwie 8 x 8 x 8 wezléw siatki symu-
lacyjnej. Tymczasem wersja uko$na, mimo zastosowania wzglednie duzej siatki i malej
liczby sktadnikéw, daje wynik & = 29.6079..., a zatem o bledzie poréwnywalnym z osza-

cowaniami teoretycznymi dla tego rozmiaru siatki i dyskretnego operatora Laplace’a
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Rysunek 4.14: Caztery komorki periodyczne opartej o sie¢ prymitywna prosta struktury
Ap, wybrane uko$nie wzgledem podstawowych plaszczyzn krystalograficznych sieci. Jedna
ze $cian komorki periodycznej lezy w plaszczyznie rysunku (!). Komérka elementarna ma

rozmiary Ny = 264, Ny, = 228, N, = 324 i zawiera n = 24 szeScienne domeny skladnikéw.

drugiego rzedu.

Wisréd znalezionych struktur, najnizsza wartos¢ funkcjonalu & posiada struktura
A15, bardzo podobna do swojego odpowiednika wéréd monodyspersyjnych pian, a zatem
minimalizujgcej calkowitg powierzchnie piany struktury Weaire’a—Phelana. Domniema-
ne minimum globalne okazalo si¢ mie¢ warto$¢ ¢ = 26.9722, nieznacznie tylko nizsza od
zajmujgcej drugie miejsce na liscie rekordéw struktury A3. Gdyby istniala mozliwosé po-
krycia calej tréjwymiarowej przestrzeni przylegajacymi do siebie jednakowymi kulami,
to one stanowilyby strukture optymalng, gdyz dla kuli warto$é¢ = (%)§7r§ ~ 25.6463.
Niescisle rzecz ujmujac mozna stwierdzié, iz zaré6wno komorki piany jak i domeny bada-
nego przeze mnie ukladu daza do upodobnienia sie do ksztaltu idealnego - kuli. Analogia
konczy sie jednak juz na strukturach, ktére w obu przypadkach sa na drugim miejscu:
w przypadku piany jest to struktura A2 (BCC). Tymczasem w tabeli 4.1 struktura A2
zajmuje lokate gorsza, niz wiele innych struktur — cze$¢ z nich w przypadku piany bylaby

wrecz niestabilna.
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Rozdzial 5

Algorytmy uzyte w symulacjach i

analizie wynikow

5.1 Uklady z dyskretnymi czastkami

Symulacja ukladu czastek poruszajacych sie ruchem Browna i podlegajacych reakcjom
chemicznym jest duzym wyzwaniem dla programisty. Mozna ja bowiem zaimplemento-
wadé na rézne sposoby, poczawszy od metod banalnych i zarazem nieefektywnych, az po
algorytmy wymagajace uzycia zaawansowanej matematyki, trudne technicznie, a przy
tym efektywnos$cig doréwnujace metodom bazujacym na przyblizeniu pola ciaglego.

W przypadku innych metod numerycznych zdarza si¢ czesto, ze zastosowanie znacz-
nie bardziej skomplikowanej metody numerycznej przyspiesza obliczenia tylko nieznacz-
nie. Tutaj natomiast wybor odpowiedniej metody moze by¢ w istocie wyborem miedzy
spedzeniem dnia na napisaniu programu wykonujacego si¢ pozniej przez caly rok, a
spedzeniem roku na przygotowaniu symulacji, ktora wykona si¢ w ciagu jednego dnia.

Zapotrzebowanie na efektywna symulacje ukladéw reagujacych ze soba dyskretnych
czastek pojawilo sie w zwigzku z rozwojem biochemii i biologii molekularnej. W ztozo-
nych reakcjach chemicznych odbywajacych sie w komérkach czesto uczestnicza niewielkie
ilodci czastek. Przykladowo — w $ciezce biochemicznej, regulujacej stezenie tryptofanu
w bakterii E. Coli, uczestniczy jeden operator (centrum aktywne w okreslonym miej-
scu nici DNA), kilkaset molekul represora TrpR, oraz kilkadziesiat tysiecy czasteczek
samego tryptofanu [121]. Jesli zachodzaca przy takich iloSciach czasteczek reakcja jest
limitowana przez dyfuzje, to do jej poprawnego opisu nie wystarczy kinetyka chemiczna

— potrzebna jest symulacja uwzgledniajaca dyskretne czastki oraz przestrzenne aspekty
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ich ruchu. Proste metody, bazujace na malych losowych przemieszczeniach czastek w
dyskretnej przestrzeni, sg bardzo nieefektywne, gdyz sredni czas pomiedzy reakcjami
jest bardzo dlugi w poréwnaniu z ilodcia krokéw, w ktérych czastki wykonuja jedynie
,bezproduktywne” bladzenie po siatce. Z kolei wydluzenie zasiegu pojedynczych sko-
kéw rodzi problemy zwigzane z poprawnym uwzglednieniem zachodzacych reakcji, do
ktérych potrzebne jest zblizenie si¢ czastek na odleglo$¢ znacznie mniejsza od dlugosci
skokéw. Efektywna symulacja wymaga zatem losowania nowych potozen czastek reagen-
téw (oraz produktéw ewentualnej reakcji) zgodnie z nietrywialnymi, wielowymiarowymi
rozkladami prawdopodobienstwa, zaleznymi od usytuowania przestrzennego czastek®.
Podejscie to, okreSlane akronimem GFRD od stéw Green’s—Function Reaction Dyna-
mics [122, 123, 124] wymaga obliczania, tablicowania i interpolacji dystrybuant tych
rozkladéw, a takze rozwigzania kilku innych probleméw technicznych, czynigcych zagad-
nienie na tyle trudnym, ze nie istnieja jeszcze szeroko dostepne programy umozliwiajace
wykonywanie tego rodzaju symulacji’.

W badaniach zwiazanych z moim doktoratem symulacje uktadéw z dyskretnymi
czastkami byly potrzebne jedynie do celéw testowych, w zwigzku z czym uzylem prostej
metody o niskiej efektywnosci. Czastki poruszaly sie po regularnej siatce kwadratowej.
Bladzenie przypadkowe polegalo na tym, ze w kazdym ruchu czastka mogta przemiescié
sie na jedno z sgsiednich pdl z prawdopodobienstwem ¢, lub pozosta¢ na poprzednim
polu z prawdopodobienstwem 1 — 4¢ (w przypadku dwuwymiarowym). Jesli dane pole
bylo juz zajete przez czastke innego typu, to z prawdopodobienstwem [ nastepowala
reakcja anihilacji i obie te czastki byly usuwane z uktadu. Uzycie § = 1 odpowiadatlo od-
leglosci reaktywnej rownej stalej siatki, gdyz czastki réznych typ6éw nie mogly ming¢ sie
w odlegloéci mniejszej niz ta stala. Uzycie f < 1 pozwalalo na zmniejszanie odleglosci
reaktywnej, gdyz czastki mogly bez reakcji minac¢ si¢ we wspélnym wezle siatki. Jedy-
ng trudnoscia techniczna tej metody bylo znajdowanie nowych miejsc dla czastek ktoére
ulegly reakcji anihilacji (badZ absorpcji na brzegu). Gdyby przechowywana w pamieci
komputera struktura danych byla tablica czastek i ich polozen, wystarczyloby wyloso-
waé w tej tablicy indeks dowolnej innej czastki tego samego typu i przenie$¢ odtwarzana
czastke we wskazane miejsce. Przechowywanie tablic czastek powodowatoby jednak linio-

wa zalezno$¢ czasu wykonywania jednego kroku symulacji od liczby czastek. W zwiazku

!Na ich podstawie ocenia si¢ najpierw prawdopodobienstwo zajécia reakcji i przeprowadza losowanie
ustalajace fakt zajécia reakcji, a nastepnie oblicza si¢ nowe polozenia czasteczek substratéow (jesli reakcja

nie zaszla) lub produktéw reakcji.
2W naszym zakladzie zagadnieniem tym zajmuje si¢ doktorant Marcin Tabaka.
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z tym lista czastek nie byla nigdzie przechowywana — jedynymi wykorzystywanymi w
symulacji strukturami danych byty tablice zajetoSci weztéw siatki przez czastki (nieroz-
réznialne) poszczegblnych typéw. Ruch wszystkich czastek z danego wezta odbywal sie
jednoczesnie: sposréd k czastek zajmujacych dany wezel, srednio k — 4ke pozostawato
w tym wezle, za$ pozostale 4ke czastek bylo losowo rozmieszczane na sgsiednich polach.
Ilos¢ losowan wynosita 4 i nie zalezala od k, dzieki czemu zlozono$é obliczeniowa symula-
cji stawala sig niezalezna od ilosci czastek (o ile byto ich odpowiednio wigcej, niz weziéw
siatki). Modyfikacja ta utrudniala jednak losowanie nowych potozen usunietych czastek;
aby je umozliwi¢, konieczne bylo uzycie specjalnej struktury danych udostepniajacej

dystrybuanty rozkladéw czastek.

5.2 Model ciggly dla jednego rodzaju czastek

Omawiany ponizej algorytm zostal uzyty w symulacjach komputerowych opisanych w
rozdziale 1.5. Zastosowana konstrukcja algorytmu, polegajaca na rozbiciu dyskretne-
go operatora ewolucji na kilka krokéw, ktorych zlozenie i naprzemienne wykonywanie
odpowiada (z pewnym niewielkim bledem) dzialaniu oryginalnego operatora ewolucji,
jest znana w literaturze pod nazwami fractional steps method oraz — czeSciej — operator
splitting [125]. Metody tego typu uzywane sg gléwnie w symulacjach zjawisk, w ktérych
opisie analitycznym wystepuja calki ruchu lub inne prawa zachowania, za§ odpowiedni
model numeryczny — nawet pomimo stabilnoSci — moze nie gwarantowaé Scistego spel-
nienia tych praw z uwagi na btedy dyskretyzacji. Rozbicie algorytmu na kroki pozwala
zmniejszy¢ do zera blad niezachowania pozadanej wielkosci, na ogét kosztem nieznacz-
nego powiekszenia innych bledéw numerycznych (na przyklad odchylenia trajektorii).
Zamierzamy stworzy¢ numeryczny odpowiednik réwnania(1.13) w dyskretnej prze-
strzeni z krokiem czasowym At = 1, siatkg przestrzenng o oczku Az = Ay = 1 oraz dys-

kretnym odpowiednikiem laplasjanu Ap(z,y) w postaci:
Al = phyj+pha;+phia + i — 4 (5.1)
Stosujac wobec réwn.(1.13) metode Eulera, otrzymujemy:

pfs-l = Pﬁ,j = DAg,j - Dpf,j Z Af;,m (5.2)
n,m

3organizacja takiej struktury wymaga szybkiej, rzedu o(1), aktualizacji wartosci przy przesunieciach
czastek o jeden wezel, oraz nie wolniejszej niz o(N;) aktualizacji wartosci przy usunieciu lub dodaniu

jednej czastki w dowolnym miejscu siatki
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Niestety, powyzszy schemat réznicowy jest wyposrodkowany w czasie t+1/2, zatem jego
iterowanie dla calkowitych czaséw bedzie prowadzié do akumulacji bltedéw (w szczegdl-
noéci, szybkiej utraty normalizacji gestosci). Uzycie zmodyfikowanej metody Eulera lub
jednej z metod Rungego-Kutty z tym samym krokiem czasowym zmniejszytoby znacza
co stopien utraty normalizacji, lecz nie wyeliminowaloby jej catkowicie. Wprowadzamy

zatem niewielkag modyfikacje powyzszego schematu:
P:TJI Pﬁ,j = DA:,j - DPE,JJF'I Z Afu,m (5.3)
n,m

dzieki ktérej normalizacja gestosci jest zachowana dopdty, dopdki obliczenia sa prowa-

dzone z nieskonczong dokladnoscia®. Z réwnania (5.3) dostajemy bowiem:

t
pt+1 — p"a] l DA (5.4)
ol 1+D An,m
n,m
za$ po wysumowaniu po ¢, j:
d_piy=1 = Zp:’;l = (55)
1,J

co wystarczaloby do zachowania normalizacji w przypadku nieskonczonej precyzji obli-
czef. Jej brak moze prowadzié do narastania bledu w kolejnych iteracjach réwn.(5.4).
Zal6ézmy mianowicie, ze wskutek niedokladnosci obliczen normalizacja gestoSci stanie

si¢ réwna 1 + €:
pr,j =1+¢ (5.6)

przy czym e jest mala (wobec jednosci) liczba o dowolnym znaku. Z réwnania (5.4)
otrzymujemy:
1

= 5.7
€41 1+Dy AL €¢ (5.7)
n,m

Poniewaz wartos¢ sumy w mianowniku jest zawsze ujemna, wspoélczynnik wzmocnienia
bledu staje si¢ wigkszy od jednosci, co oznacza akumulacje bledéw.

By jej zapobiec, przepisujemy réwn.(5.4) w postaci:
pk; + DAL,
> (pn,m -+ DAn,m)

n,m

(5.8)

o _
Pij =

Obecnie normalizacja gestosci jest odtwarzana w kazdej iteracji.

4dokladnosé obliczer zmiennoprzecinkowych nie ma zwigzku z wielko$cia krokéw dyskretyzacji
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Wyprowadzajac powyzszy wzdr nie korzystalem jawnie z metody operator splitting,
jednakze otrzymany schemat jest z nia w pelni zgodny. By to pokazaé, wprowadzmy

pomocniczg macierz g; ; o wartosciach:
%j = P+ DAY, (5.9)

Powyzszy (pierwszy) krok reprezentuje wylacznie dyfuzje.

W drugim kroku jawnie przywracamy normalizacje:

-1
" (Z%) ;o P =Wegiy (5.10)
,J

Jak wida¢, uzyta metoda sprowadza si¢ do naprzemiennego wykonywania krokow

zwiazanych z dyfuzjg oraz krokéw renormalizacji gestosci.

5.3 Modyfikacje pozwalajagce na znajdowanie dowolnych

funkcji i wartosci wlasnych laplasjanu

Zgodnie z uwagami zamieszczonymi w rozdz.1.6, istnieje wiele podobienstw pomiedzy
modelem cigglym zaimplementowanym w rozdz.5.2 a iteracyjnymi metodami uzyskiwa-
nia funkcji i wektoréw wlasnych laplasjanu. W zwiazku z powyzszym, a takze w zwiagzku
z zapotrzebowaniem na takie metody jakie pojawito sie¢ w trakcie moich badan, przedsta-
wiam szkicowy opis modyfikacji przeksztalcajacych algorytm z rozdz.5.2 w poczatkowo
prymitywny, a w miare uwzgledniania kolejnych poprawek — szybki i zaawansowany
technicznie eigensolver.

Algorytm opisany w rozdz.1.5 prowadzi do znalezienia pierwszej funkcji wlasnej la-
plasjanu, pokrywajacej sie ze stanem stacjonarnym symulowanego procesu. Modyfikujac
krok renormalizacji (réwn.5.10) na taki, ktéry zamiast statoSci calki przestrzennej z p(r)
gwarantuje statoéé catki z p?, uzyskujemy algorytm, ktérego iteracja nadal prowadza do
znalezienia funkcji wlasnej laplasjanu, lecz juz bez zalozenia o nieujemnosci p(r). Na
0g6! rozwigzaniem otrzymanym po rozpoczeciu iteracji od dowolnego p bedzie funk-
cja u; (patrz rozdz.1.3.1). Zapamietujemy to rozwigzanie, i ponownie uzywamy tego
samego algorytmu, jednak tym razem jako danych poczatkowych uzywamy dowolnego
wektora ortogonalnego do u;, a takze pdézniej, w trakcie pracy algorytmu przeplatamy
wykonanie pewnej liczby iteracji procedurg usuwania z rozwigzan posrednich sktadowej
réownoleglej (w znaczeniu: nieortogonalnej) do u;. Wynikiem konicowym bedzie funkcja

wlasna laplasjanu ortogonalna do u;, a przy tym o jak najnizszej wartosci wlasnej —
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czyli na ogét funkcja ug. Majac u; oraz uz mozemy w podobny sposéb znalezé us, ja-
ko ortogonalne nich, i tak dalej — az do u,, jako funkcji ortogonalnej do swoich n — 1
poprzednikéw. Szybkos$é zbieznosci takiego algorytmu (w powyzszej wersji nazywane-
go metoda potegowa[32]) jest tym lepsza, im wigksze sa réznice sasiadujacych ze soba
wartosci wlasnych. Brak zbieznosci nie jest jednak przeszkoda. Obliczanie u; mozemy
bowiem przerwa¢ po wykonaniu zadanej maksymalnej liczby krokéw, po czym przejsé
do obliczania funkcji u;; i nastepnych. Kiedy trafimy wreszcie na (i+ k)-ta warto§é
wlasna, ktéra wyraznie rézni sie od poprzedniej, algorytm zndéw stanie sie zbiezny,
za$ niepoprawnie otrzymane (z powodu przedwczesnego przerwania obliczen) funkcje
Uj, - - ., Uirk—1 bedzie mozna pdzniej poprawi¢ innymi metodami w ramach rozpietej na
nich podprzestrzeni k—~wymiarowej. Poprawienie k& wymiarowego bloku funkcji wymaga
jedynie skonstruowania (w oparciu o wartoéci funkcjonalu o dla znalezionych funkcji)
macierzy symetrycznej k x k i sprowadzenia jej do postaci diagonalnej metodami al-
gebraicznymi, na przykiad metoda QR. Polaczenie metody potegowej z opisana orto-
gonalizacjg blokowa nalezy do klasy pomystéw, ktore prof. Lubomir Gabta z Instytutu
Fizyki U.J. zwykl okre$la¢ mianem ,furmanek z silnikami odrzutowymi” — role furman-
ki pelni tutaj wolno zbiezna metoda potegowa. Znaczaca poprawe jej dzialania mozna
uzyska¢ w oparciu o analize kilku kolejnych iteracji tej metody i jej wynikéw posred-
nich (odpowiadajacych prébkowaniu ewoluujacej funkcji p(r, t) z interwalem czasowym
At). Funkcje p(r,t), p(r,t + At), p(r,t + 2At), ..., p(r,t + (j—1)At) sa na ogdt linio-
wo niezalezne, i mozna je potraktowaé jako (nieortogonalng) baze pewnej przestrzeni
funkcyjnej zwanej podprzestrzeniag Krylowa. Wykorzystanie informacji o tej podprze-
strzeni, a w szczegblnosci o wartoSciach funkcjonalu o dla wektoréw do tej przestrzeni
nalezacych, jest podstawa wigkszosci szybkich eigensolverow, w tym metod Lanczosa,
Arnoldiego i Jacobiego—Davidsona. Ré6znice miedzy tymi metodami sprowadzaja si¢ do
sposobu konstrukcji kolejnego przyblizenia funkcji probnej p, oraz do réznych sposo-
béw obchodzenia trudnosci numerycznych zwiazanych z faktem, ze wektory napinajace
przestrzen Krylowa moga byé prawie réwnolegle (zle uwarunkowanie numeryczne za-
gadnienia ortogonalizacji takiej bazy). Najszybsze znane metody wykonuja dodatkowo
wstepng transformacje operatora ewolucji przy pomocy odpowiednio skonstruowane-
go preconditionera. Wszystkie wymienione metody zostaly opisane w niestychanie uzy-
tecznej ksigzce pod redakcja Zhaojun Bai[32]. Przyklad dziatania zaimplementowanego
przeze mnie eigensolvera (opartego o wyzej opisane modyfikacje algorytmu z rozdz.1.5

oraz metode poszukiwania kierunku najszybszego spadku wartosci ¢ w podprzestrzeni
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Rysunek 5.1: Dziewieédziesiat sze$¢ poczatkowych funkeji wlasnych laplasjanu dla sze-

Sciokata foremnego przyblizonego na siatce kwadratowej zawierajacej 110 x 125 wezléw.

Natezenie bieli proporcjonalne do kwadratu wartosci funkcji w danym punkcie.

Krylowa) przedstawia rys.5.1. Badane zagadnienie dotyczylo znalezienia kilkudziesigciu
poczatkowych funkcji wlasnych laplasjanu z pochtaniajacymi warunkami brzegowymi na
szesciokacie foremnym. Natezenie koloru bialego na tych rysunkach jest proporcjonalne

do kwadratu wartosci znalezionej funkcji wtasne;j.

5.4 Model wspoélistniejacych gestosci dla wielu reagentéow

Dyskretyzacje modelu ciaglego opisujacego ewolucje wspolistniejacych gestosci dla n
reagentéw mozna, przeprowadzi¢ w oparciu o rozumowanie podobne do przedstawionego
w rozdz. 5.2, z uwzglednieniem wyrazéw mieszanych odpowiadajacych w réwnaniu (2.4)
za anihilacje przy skonczonej wartosci statej x. Gestosci w kroku czasowym t+1 obliczane

sg na podstawie wartosci znanych z kroku ¢ nastepujaco:

n
1
Priy — Prij = DOkiy—Dpii§' Y Dipm — KPhiy D Priy (5.11)
n,m r#£k
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przy czym oznaczenia sg analogiczne do stosowanych w réwn. (5.3) z indeksami k i 7
rozrézniajacymi poszczegélne skiadniki. Analogicznie do rozdz. 5.2, obliczenia mozna
podzielié na trzy kolejne kroki: pierwszy - zwiazany jedynie z dyfuzja czastek, drugi -
odpowiadajacy za anihilacje i trzeci - przywrdcenie normalizacji rozkladéw. Podobnie do
przypadku z rozdz. 5.2 metoda ta gwarantuje zachowanie normalizacji, jednak pojawia
sie tu niebezpieczenstwo niestabilnosci algorytmu dla duzych wartosci stalej anihilacji
k. Grozbe niestabilnosci widaé wprost z réwnania (5.11). Mianowicie, jesli illoczyny mie-
szane gestoSci w pewnym wezle siatki beda w danej chwili dostatecznie duze, to gestosc
w nowym kroku czasowym moze sta¢ sie ujemna — co oczywiscie nie ma fizycznego sen-
su, i na dodatek prowadzi do lawinowego kumulowania si¢ bledéw podobnie jak przy
prébie rozwigzywania rownania dyfuzji metodg Eulera z odwrécong strzatka czasu. Przy
okreslonej, zadanej odgérnie wartosci stalej , stabilno$é mozna osiagnaé poprzez zwiek-
szenie ilodci wezléw siatki m, a to dlatego, ze gestosci skaluja sie przy tym jak m™!, za$
iloczyny mieszane jak m~2. Konieczno$é stosownego do rozmiaréw siatki ograniczenia x
mozna latwo zrozumieé¢ na podstawie rys.2.2 — widzimy bowiem, ze aby profil interfejsu
(wyrazenie kpg pp W zalezno$ci od r) by! reprezentowany na dyskretnej siatce, to war-
to$é k musi by¢ na tyle mala, by interfejs mial szerokosé odpowiednio wigksza od stalej
siatki, Az, Ay.

Ograniczenie stabilnosci, obecne zwlaszcza dla duzych wartosci x, dyskwalifikuje
przydatno$é opisanej metody w granicy nieskonczonej reaktywnosci, a zatem rowniez
pelnej separacji reagentéw. Innym mankamentem tej metody jest koniecznosé przecho-
wywania n niezaleznych, m wymiarowych tablic gestosci, a zatem zaleznos¢ zlozonosci
obliczen i zajetoSci pamieci komputera od liczby reagentéw n. W zwiagzku z powyzszym,
uzywalem powyzszej metody jedynie do celéw testowych oraz do badania zalezno$ci

ewolucji gestosci (zwlaszcza w sasiedztwie interfejsu) od .

5.5 Granica pelnej separacji dla wielu reagentéw

Zgodnie z rozdz.2.5, przypadek graniczny, K — 00, jest réwnoznaczny z ewolucja dana
rOwnaniami 2.7 i 2.8 przy warunku 2.9. Numeryczna realizacja tego warunku sprowa-
dza sie do przyjecia reguly, iz jeden wezel sieci moze byé okupowany tylko przez jeden
reagent — gestosci pozostalych skladnikéw sa réwne zeru. Dzigki temu nie musimy juz
przechowywaé w pamieci n ré6znych tablic gestosci dla n skladnikéw - wystarczy jedna

struktura danych przypisujaca kazdemu weztowi sieci gestosé okupujacego sktadnika,
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oraz przynalezno$¢ do wybranego typu (liczbe catkowita z przedziatu od 1 do n, ewen-
tualnie z dodatkowymi wartoSciami spoza tego przedzialu sygnalizujacymi wezly puste
lub nalezace do brzegu). Metoda symulacji, podobnie jak w przypadku z rozdz.5.4, pole-
ga na przeplataniu krokéw odpowiadajacych kolejno: dyfuzji, anihilacji i renormalizacji
rozkladow. Krok dyfuzji oraz krok renormalizacji wygladaja podobnie jak w rozdz.5.4,
natomiast krok anihilacji polega na przywrdéceniu jednoznaczno$ci przypisania weztéow
do okreslonych sktadnikéw. Jednoznacznosé ta zostaje bowiem naruszona po wykonaniu
kroku dyfuzji; w wezlach przylegajacych do interfejsu (a zatem takich, ktére sasiaduja
z co najmniej jednym wezlem zajmowanym przez obcy skladnik), wskutek nielokalnos$ci
dyskretnego operatora Laplace’a, moga pojawié si¢ niezerowe gestoSci obcych sktadni-
kéw, naplywajacych z sasiednich wezléw. Aby rozstrzygnacé, ktéry skladnik pozostanie
w danym wezle, oraz ustali¢ jego nowg wartos$¢ gestosci, kazdy wezet, w ktérym pojawita
si¢ konkurencja skladnikéw, jest traktowany jako infinitezymalny reaktor chemiczny, w
ktorym konkurujace reagenty reaguja az do skompletowania reakcji, tzn. do momentu,
w ktérym pozostanie tylko jeden, wiodacy skladnik (opis iloSciowy w rozdz.5.6). Za-
ktadamy przy tym, ze skompletowanie nastepuje w czasie krétszym, niz krok czasowy
symulacji, a takze, iz przebieg reakcji odbywa si¢ w warunkach mieszaniny idealnej, a
zatem zgodnie z réwnaniami kinetyki chemicznej. Z oczywistych wzgledéw nie interesu-
je nas przebieg czasowy tej reakcji, a tylko jej stan koncowy, w ktérym okreslony jest
pozostajacy w danym wezle skladnik oraz jego gestosé.

Oznaczajac krok dyfuzji, anihilacji i renormalizacji ulamkowymi indeksami czaso-
wymi t+1/3, t+2/3 iodpowiednio t+3/3 = t+1, mamy zatem nastgpujacy ciag

obliczen sktadajacych sie na wykonanie pelnego kroku czasowego symulacji:

1. Krok dyfuzji
Dla wszystkich wezléw, poza wezlami oznaczonymi jako zewnetrzne punkty brze-

gowe, obliczamy gestoéci poszczegdlnych sktadnikéw® po kroku dyfuzji:

3
peii”? = pl; + DA (5.12)
2. Krok anihilacji
Dla kazdego wezla (i,7), w ktérym za sprawa dyfuzji pojawily si¢ niezerowe ge-

stosci wiecej niz jednego skladnika, rozstrzygamy nowy typ k, oraz nowa gestosé

5 Rozréznienie p1 ij» P2ijr ---» Pnij jest tylko formalne, poniewaz w rzeczywistosci mamy do czy-
nienia z jedng tablicg gestosci - zapamietanie wartosci dla réznych sktadnikéw jest potrzebne tylko na

czas obliczenr w okreslonym wezle
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Pk, zgodnie z opisanym w rozdz.5.6 modelem reaktora chemicznego, a zatem:

t+1/3 t+1/3 t4+1/3
k i Dr;j /= max {pli,j ¢ y ooy Pngj / } (5.13)
t+2/3 _
Pki;/ = ()™ [ (& — 2) (5.14)
I=1..m, Ik
gdzie:
t+1/3 t+1/3
a=prey S a=piy’

Jesli na skutek braku jednej maksymalnej gestosci nie mozna jednoznacznie wylo-

nié¢ k, wowczas gestosé zostaje wyzerowana - wezel staje sie pusty.

3. Krok renormalizacji:

W= pei? (5.15)
1,J
t+3/3 1 44973
ki,j / = Wkpkirj / (5.16)

5.5.1 Obliczanie produkcji entropii

W przypadku modelu ciaglego, produkcja entropii zostala zdefiniowana w réwnaniu 2.10
jako suma wkladéw pochodzacych od wszystkich reagentéw, przy czym wkiad od k-tego
reagenta mozna obliczyé na dwa réwnowazne (réwn.2.12 oraz 1.36) sposoby:

J pAprdV J(Vpg)2dv

Ok - —9pY ______ _9op¥Y ________

[TV (5.17)
Vv

Przejscie do modelu dyskretnego wymaga obliczania czlonéw o na podstawie war-
tosci px; ; w wezlach sieci, przy czym metodg obliczen mozna wybra¢ na wiele sposob6w.
W powyzszym réwnaniu mozemy uzy¢ zaréwno wersji z laplasjanem, jak i z kwadratem
gradientu — przy czym na ogét otrzymamy rézne wyniki (w przypadku dyskretnym réw-
nanie to nie jest bowiem spelnione $ciSle). Nieoczywista jest réwniez kwestia wyboru
odpowiednika numerycznego operatoréw rézniczkowych (gradientu lub laplasjanu). Po-
nadto musimy wybraé odpowiednig metode numerycznego obliczenia catek (kwadratury
prostokatne, trapezéw, badz tez interpolacyjne) okreslajac przy tym we wlasciwy sposéb
ich granice — obszar calkowania dla danego reagenta nie konczy si¢ wszak w weztach,
lecz obejmuje czeSci oczek sieci ograniczone odcinkami interfejséw. Poniewaz calki sg

dwuwymiarowe, obliczanie kwadratur innych niz prosta suma wartosci w weztach moze
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by¢ bardzo kosztowne numerycznie. Wszystkie powyzsze problemy sprawiajg, ze wy-
bér stosownej metody obliczen, a w szczegdlnosci oszacowanie jej bledu, jest zadaniem
trudnym. Trzeba jednak pamietac, ze funkcje pg, zwlaszcza w pdinej fazie ewolucji
(tzn. blisko stanu stacjonarnego) maja pewne okreslone wlasnosci, ktérych znajomosé
moze pomoc w wyborze wlasciwej metody. Na potrzeby niniejszej rozprawy przyjatem
zalozenie, iz uzyta metoda powinna dawaé¢ mozliwie dokladne wyniki w otoczeniu sta-
nu stacjonarnego (m.in. dlatego, ze wszelkie znane mi okazje do poréwnan wynikéw
symulacji z przewidywaniami teoretycznymi ograniczaja si¢ do stanéw stacjonarnych).
Ostatecznie przyjatem wariant zawierajacy laplasjan, z catkami zastgpionymi prostym

sumowaniem po wezlach, a zatem obliczalem o; wedlug wzoru:
or = =2D (3 prij D) [ (D pri prig) (5.18)
4] 1,J

gdzie wskaZniki {7, j} obejmujg jedynie wezly zajete przez k—ty skladnik, zas SAki,j jest

17-punktowym dyskretnym operatorem Laplace’a 6smego rzedu[126], o postaci:

Ay = [ — 28700 p;

+ 8064 (p,-+1,j + Pi-1,5 + Pij+1 + Pi -1 )
~1008 ( pita,j + Pi-2,5 + Pijt2 + Pij2) (5.19)
+ 128 (pi+3,j + pi-3,; + pi,j+3 + pi,j~3)

-9 (Pi+4,j + Pi-4,j + Pij+a + pi,j—4) ] / 5040

Dla uproszczenia zapisu pominieto wspélny dla wszystkich elementéw indeks k.

Przyjeta przeze mnie metoda moze si¢ wydawac¢ kontrowersyjna: po pierwsze — ze
wizgledu na potlaczenie bardzo doktadnego rozwiniecia laplasjanu w poréwnaniu z naj-
prymitywniejszym mozliwym sposobem obliczania calek, po drugie — z uwagi na fakt
iz do samego rozwigzywania réwnan uzylem dyskretnego laplasjanu rzedu drugiego
(réwn.5.1), a otrzymane wyniki chce interpretowaé z uzyciem tego samego operatora
w wersji dokladniejszej o 6 rzedéw.

Pierwsza z powyzszych watpliwosci bylaby uzasadniona, gdyby przedmiotem catko-
wania byla dowolna funkcja. Jednak skadinad wiemy, ze jest ona rozwigzaniem okreslo-
nego ukladu réwnan rézniczkowych, i ze w otoczeniu stanu stacjonarnego rozwigzanie to
dazy do odpowiedniej funkcji wlasnej laplasjanu. Jedli w réownaniu 5.18 uzyjemy funkcji
wlasnej operatora 8A (czyli de facto laplasjanu), to otrzymana wartoéé o bedzie nie-

zalezna od wybranej kwadratury, o ile tylko bedzie to ta sama kwadratura w liczniku
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i mianowniku (tzn. obydwu nawiasach) réwnania 5.18. W stanie stacjonarnym byloby
wrecz mozliwe zastapnienie obu sum po wszystkich weztach sumami po dowolnych we-
ztach z dowolnymi wagami — byle tak samo w odniesieniu do licznika i mianownika —
warto§¢ o nie zmienitaby sie. W szczegélnosci, zamiast sum moglibySmy uzyé wartoSci
odpowiednich iloczynéw w jednym wybranym wezle, otrzymujac w stanie stacjonarnym
poprawng wartos¢ o. Powyzsza argumentacja dowodzi, iz wybér odpowiedniej kwadra-
tury moze mie¢ znaczenie jedynie w stanach dalekich od stacjonarnego — w praktyce,
jedynie na poczatku symulacji. Z przeprowadzonych testéw wynika, iz blad zwiazany z
wyborem kwadratury maleje w czasie znacznie szybciej, niz réznica o(t) — o(00).
Pozostaje zatem wyjasni¢ zastosowanie laplasjanu 6smego rzedu do analizy wyni-
kéw symulacji modelowanej z uzyciem laplasjanu rzedu drugiego. Czy nie lepiej byloby
uzy¢ tego samego operatora dyskretnego w obu przypadkach? Na poczatek wyobrazmy
sobie, ze w samej symulacji (do wykonania kroku dyfuzji) uzywamy formuly 5.19 za-
miast réwn.5.1. Czy poprawiloby to wyniki symulacji ? Czy przy$pieszyloby obliczenia,
poprawiajgc stabilno$é metody dla duzych wartosci stalej dyfuzji? Okazuje sie, ze odpo-
wiedZ na oba powyzsze pytania jest negatywna. Aby poprawi¢ stabilno$¢ i doktadnosé
symulacji, powinniémy przede wszystkim zmodyfikowaé operator dyskretnego réznicz-
kowania po czasie, uzywajac na przyktad metod Rungego—Kutty. Zastosowanie formu-
ly 5.19 pozwoliloby wprawdzie osiagnaé zadang dokladno$¢ na siatce o odpowiednio
mniejszej liczbie oczek, jednak artefakty wprowadzane przez tak zdefiniowany laplasjan
dyskwalifikujg jego uzycie do celéw numerycznego rozwiazywania jakichkolwiek réwnan
rézniczkowych®. Laplasjan drugiego rzedu (réwn.5.1) jest zatem odpowiedni do samej
symulacji, a ponadto, jego funkcje wlasne dla pewnej klasy zbiornikéw (w tym prosto-
katnych ramek zorientowanych zgodnie z siecia) dokladnie pokrywaja si¢ z funkcjami
wlasnymi analogicznego problemu cigglego ($cislej: z wartosciami tych funkcji obliczo-
nymi w weztach sieci po uzgodnieniu wspélnej dla obu przypadkéw normalizacji). Mimo
pelnej zgodnosci funkcji wlasnych, same wartosci wlasne, obliczone dla laplasjanu dru-
giego rzedu jako stosunek wartosci operatora do wartosci funkcji w danym wezle, sa
obarczone btedami wzglednymi rzedu N2 + N, 2 a zatem w typowej symulacji na siat-
ce 100 x 100 osiggaja wartosé rzedu 10~%. To dosyé duzo, w poréwnaniu z zakresem

zmienno$ci o w konhcowym etapie ewolucji. Tymczasem obliczenie stosunku BA,-,J- do p; ;

Sgtéwng wada takiego operatora jest nietrywialnoéé tzw. null space, a zatem obecnoéé zerowych war-
tosci wlasnych; chcac uzywaé operatora wyzszego rzedu do rozwigzywania réwnan rézniczkowych nalezy
wykorzystaé inng postac¢ operatora, wykorzystujaca nie tylko wezty lezace wzdluz dwéch krzyzujacych

sig linii, ale réwniez na ukos od wezta centralnego
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w dowolnym wezle oddalonym od brzegu zbiornika o co najmniej 5 stalych sieci pozwala
na osiggniecie zgodno$ci miedzy obliczona wartoscig o a wartoscia teoretyczna dla przy-
padku ciaglego na poziomie 1071°. Jest to dokladno$é poréwnywalna z maksymalng
dokladnoscia obliczen osiggalnych w trybie podwdjnej precyzji’.

Powyzsze rozwazania dotyczyly uktadu z prostokatnym zbiornikiem i jednym sktad-
nikiem, niemniej, rownie duza dokladnos$¢ osiggana jest w przypadku dwéch sktadnikéw
oraz w niektérych stanach stacjonarnych ukladéw wielosktadnikowych. Ogoélnie, dla do-
wolnego ksztaltu brzegu i dowolnej liczby sktadnikéw, w otoczeniu stanu stacjonarnego,
teoretyczne oszacowanie maksymalnego bledu wzglednego obliczenia o uzywang przeze
mnie metoda daje wielko$¢ rzedu 1/M, gdzie M jest polem powierzchni zajmowanej do-
meny skladnika wyrazonym w oczkach sieci. Na ogo6l blad ten jest znacznie mniejszy od
tej wartosci, a w wielu numerycznie zbadanych przypadkach zbliza sie do limitu 10715,

Pozostaje oméwié¢ sposéb obliczania 8A dla weztéw znajdujacych sie blisko brze-
gbéw naczynia (lub domen innych typéw), a zatem takich, dla ktérych czes¢ uzytego w
réwn.5.19 sasiedztwa znajduje sie poza siecia, lub tez nalezy do domeny obcego sklad-
nika. Przyjalem zasade, iz dla weztéw wychodzacych poza siatke, gestosci obliczane sa
metoda odbicia analizowanego rozkladu od linii brzegowej potaczonego ze zmiana znaku
na przeciwny. Natomiast dla wezléw znajdujacych sie w obrebie sieci, ale na obszarach
zajetych przez inne skladniki, uzywana jest ich gesto$¢ wzieta z przeciwnym znakiem.
Postepowanie takie jest uzasadnione wszedzie, poza naroznikami domen — jednak udzial
tych naroznikéw w obliczanych numerycznie catkach jest znikomy, bowiem gesto$¢ w
otoczeniu naroznika jest zawsze bardzo mata8, i na dodatek wchodzi do calek w drugiej

potedze.

5.6 Model reaktora z doskonalym mieszaniem

W niniejszym rozdziale podaje uzasadnienie réownan 5.13 i 5.14, uzytych w symulacjach
do okreslenia typu i gestosci sktadnika pozostajacego w wezle siatki po wykonaniu kroku
anihilacji. Zakladamy, ze reagenty znajdujace si¢ tam wskutek uprzednio wykonanego
kroku dyfuzji tworza mieszaning idealng, ktoérej sktad zmienia si¢ wskutek reakcji anihi-
lacji, przebiegajacej az do wyczerpania skladnikéw (interesuje nas jedynie stan koncowy

reakcji - a zatem odpowiedz na pytanie ktory sktadnik pozostal w wezle, i jaka jest jego

7 mowa o typowym koprocesorze arytmetycznym wspélczesnego peceta, dla ktérego €qoubte =~ 10727
8jest ona proporcjonalna do kwadratu odlegloéci od naroznika
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gestosé). Niech x;(t), (i = 1...n) oznacza stezenie i-tego skladnika w czasie’. Zgodnie

z réwnaniami kinetyki chemicznej:

dxi = —R:L‘inj (5.20)

gdzie R > 0 jest stalg reakcji. Zaréwno jej warto$¢ jak i przebieg reakcji w czasie
s nieistotne z punktu widzenia stanu koficowego (t — o0). Co wiecej, stan ten mozna
znalezé bez rozwigzywania powyzszego ukladu réwnan rézniczkowych, poniewaz posiada

on calki pierwsze. Definiujac wyrazenia pomocnicze:
n
S(t) = Z:L‘z , Qj(t) = H(iB] — .’L‘z) (5.21)
i=1 i#£j
i przepisujac uktad réwnan rézniczkowych dany réwn.(5.20) w postaci:
i;=R(x?—=zis) (i=1...n) (5.22)
mozna latwo wykazac, iz wyrazenia xj'"qj sa jego catkami pierwszymi'®. Przykladowo,

jesli z; > 0, oraz wszystkie pozostale z; dla ¢ # j sg rézne od z;, dostajemy:

d
a(x?"nqg')
. Tj— Tk
= (2-m)a; g+ Y g ——
P
— Rx?""qj [(2—n)(:rj —s)+ z:(a:J + 1z — s)]
ks

= Rzy"g;[(2—n)(zj — ) + (n—1)zj + s—x; — (n—1)s]
-0,

Zalézmy, ze stezenie x; jest wigksze od kazdego z pozostalych stezen. Wéwczas, dla

i # j, stezenia daza do zera, a zatem:
A mld) =0

Korzystajac z tego faktu oraz poréwnujac wyrazenia z;(t)2"g;(t) dlat = 01it — oo,
otrzymujemy:

Jim 25(0) = 23007 [[z5(0) - :(0)]
i#j

9czas t zmienia sie tu od 0 do oo a przy tym nie ma nic wspélnego z czasem w macierzystej symulacji,

do ktérej potrzebny jest jedynie stan konicowy rozwazanej tu reakcji
10catks pierwsza uktadu réwnai rézniczkowych nazywamy taka funkcje jego zmiennych dynamicznych,

ktéra pozostaje stala w czasie, jesli zmienne te sg rozwigzaniami ukladu
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Powyzsze wyrazenie jest niezerowe tylko wtedy, gdy z; > x;, Vi # j. Woéweczas, j staje
si¢ poszukiwanym typem, za$ z; poszukiwang gestosciag w rozwazanym wezle. W prze-
ciwnym wypadku, gdy co najmniej dwa najwyzsze stezenia poczatkowe sg sobie réwne,

wynikiem koncowym jest wezel pusty (zerowe gestoSci wszystkich skladnikéw).

5.7 Znajdowanie przebiegu granic miedzy skladnikami w

dwéch wymiarach

W granicy pelnej separacji, a zatem w przypadku gdy kazdy sposréd weztéw sieci jest
zajmowany przez jeden skladnik (wzglednie — pozostaje pusty, lub przypisany do ze-
wnetrznie zadanego brzegu naczynia) mozemy polaczy¢ sasiadujace ze soba wezly tego
samego typu, i otrzymac¢ w ten spos6b mape rozmieszczenia sktadnikéw. Granice mie-
dzy obszarami zajetymi przez rézne skladniki bedg woéwczas okreslone z doktadnoscia do
stalej sieci, Az, Ay. Wykorzystujac informacje o gestosciach sktadnikow w weztach moz-
na te doktadno$¢ znaczaco poprawié, wyznaczajac przebieg linii granicznych w oczkach
sieci z bledem znacznie mniejszym od Az, Ay. GdybySmy mieli do czynienia z poje-
dynczym polem skalarnym, probkowanym w wezlach sieci, znalezienie warto$ci miedzy
weztami byloby kwestig zwyklej interpolacji, tym dokladniejszej, im wiecej sasiednich
weztéw wykorzystalibyémy do konstrukcji wielomianu interpolacyjnego'!. Jednakowoz,
zamiast jednego pola skalarnego mamy tutaj tyle réznych pdl, ile jest sasiadujacych ze
soba domen reagentéw, a przy tym poszukujemy ich wspélnych poziomic zerowych, mi-
mo iz nie istnieja wezly, w ktérych pola te bylyby ujemne. Co wiecej, oprécz przebiegu
linii granicznych chcemy réwniez znalezé poltozenia rozgatezien tych linii. Rozgalezienia
te maja na ogdl postaé punktéw potrdjnych, wokét ktérych kazde z sgsiadujacych pol
staje si¢ nieanalityczne. Z powyzszych powodéw badany problem nie jest poligonem dla

podrecznikowych metod numerycznych, i wymaga osobnej dyskusji.

5.7.1 Wyznaczanie granicy dwéch domen

Jesli badane oczko sieci zawiera wezly zajete przez dokladnie dwa rdézne reagenty o

rozstrzygalnym przebiegu interfejsu'?, to przechodzacy przez dane oczko fragment linii

Bhylaby to interpolacja funkcji dwéch zmiennych, a zatem na przyklad biliniowa, bikubiczna, itd
2sformulowanie to oznacza, ze doktadnie dwie sposréd krawedzi oczka rozpiete sa pomiedzy weztami

réznych typéw — w przeciwienstwie do sytuacji, gdy idac wzdluz obwodu napotykamy na przemian wezly
typéw A-B-A-B, co nie pozwala rozstrzygnaé, czy mamy do czynienia z fragmentami dwbch, trzech czy

czterech réznych domen — wéwczas stosujemy metode zageszczania siatki opisang w rozdz.5.7.2
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Rysunek 5.2: Gestosci reagentéw k (kotka) i I (kwadraty) w kolejnych wezlach sieci
moga zostaé uzyte do wyznaczenia punktu przebiegu interfejsu na dwa rézne sposoby —
poprzez ekstrapolacje liniowa, badz tez z wykorzystaniem domniemanej symetrii gradien-
tow po obu stronach interfejsu. W tym drugim przypadku potrzebujemy jedynie dwéch

§rodkowych wezléw, tu oznaczonych indeksami ¢ oraz ¢ + 1.

brzegowej przyblizamy odcinkiem prostoliniowym o koncach lezacych w odpowiednio
wyznaczonych punktach lezacych na krawedziach oczka. Do wyznaczenie tych punktéow
uzywam procedury wynikajacej z uogdlnienia opisanego ponizej przypadku jednowy-
miarowego. Rozwazmy mianowicie uklad czterech kolejnych wezléw siatki lezacych na
jednej linii (w tym dwa Srodkowe wezly nalezace do omawianego wczeéniej oczka sieci) i
zal6ézmy, ze wezly (i—1, j) oraz (i, j) sa zajete przez skladnik k, za$ wezly (i+1, j) oraz
(142, j) naleza do skladnika [ (gdzie k # [). W celu znalezienia punktu (z,y), w ktérym
linia brzegowa przecina krawedz [(i, 7) : (141, j)|, mogliby$my uzy¢ prostej ekstrapolacji
liniowej, jak na rys.(5.2).

Wymaga to jednak wykorzystania informacji o weztach lezacych poza obrzezem roz-
wazanego wczesniej oczka sieci, a takze rozwazenia wielu przypadkéw wyjatkowych. Al-
ternatywnie, mozemy zalozyc¢, ze gradienty gestosci Vpy i Vp; po obu stronach interfejsu
sa symetryczne (zalozenie to staje si¢ coraz bardziej stuszne w miare ewolucji czasowej
ukladu) i wykorzystaé jedynie dwa wezly bezposrednio sasiadujace z interfejsem, a zatem

wezly (4,7) 1 (i+1,7) . Wéwczas szukany punkt przeciecia ma wspéirzedne:

i+ 1) Dk - + 5 Driy s
g = GFDPrij + iP5 (5.23)

Pki,j + Pl j
y = jAy, (5.24)

analogicznie mozemy znalez¢ wspolrzedne drugiego punktu przeciecia, ewentualnie za-

mieniajac w powyzszym wzorze kierunek krawedzi — przykladowo, na [(i,7) : (¢,7+1)].

5.7.2 Zageszczanie siatki wokol narozniké6w domen

Ani ekstrapolacja liniowa, ani opisana metoda wykorzystujaca symetri¢ gradientéw nie

pozwalaja na znalezienie punktow rozgalezienia interfejsu, a zatem naroznikéw (wierz-
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chotkéw) domen. Przykladowo, jeSli oczko sieci zawiera trzy krawedzie, przez ktore
przechodza interfejsy, to laczac punkty znalezione powyzszymi metodami otrzymamy
trojkat, w ktéorym przypuszczalnie lezy wierzcholek. Jest to jednak informacja malo
precyzyjna — wszak tréjkat ten ma nadal ten sam rozmiar, co oczko siecil®. Co wiecej,
okazuje sie ze poszukiwany wierzcholek moze leze¢ poza tym tréjkatem, a nawet poza
samym oczkiem sieci! Ma to zwigzek z faktem, iz wok6t wierzcholka liniowe wyrazy w
rozwinieciu p;(r) mogg znikaé, przez co zaréwno interpolacja jak i ekstrapolacja linio-
wa traci sens. Mozna sobie wyobrazi¢ proby znalezienia przebiegu linii zerowych wokét
wierzchotka na podstawie ekstrapolacji gestosci wielomianami dwoch zmiennych wyz-
szego rzedu, jednak po pierwsze rodziloby to duze trudnosci obliczeniowe, po drugie —
procedura ta moze by¢ zle uwarunkowana matematycznie, wiadomo bowiem, ze wokot
wierzchotkéw o nieparzystej krotnosci funkcje wtasne Laplasjanu staja sie nieanalityczne
(przykladowo, podzielone katami 120° narozniki domen szeSciokatnych[79]).

Osobng kwestia pozostaje zasadno$¢ wydobywania informacji o potozeniu wierzchot-
kéw z dokladnoscia lepsza niz odleglo$é miedzy weztami sieci w §wietle mozliwych réznic
pomiedzy rozwigzaniami problemu dyskretnego na sieci a rozwigzaniem oryginalnego
problemu ciagtego. Przy duzych bledach wynikajacych z dyskretyzacji jakakolwiek in-
terpolacja bylaby juz tylko sztuka dla sztuki. Jedna z tatwych i wygodnych (aczkolwiek
slabo uzasadnionych naukowo) metod sprawdzenia, jak bardzo rozwiazanie dyskretne
r6zni sie od cigglego, jest badanie ciggu rozwigzan tego samego problemu z tymi samy-
mi warunkami poczatkowymi, przy zwigkszajacym si¢ podziale siatki[127]. Jesli ciag ten
jest zbiezny do rozwiazania ciagglego, to procedura ta pozwala na oszacowanie popelnia-
nych bledéw i stosowny dobér statej siatki.

Zageszczanie siatki jest rowniez znang metoda poprawiania jakoSci rozwigzan otrzy-
manych wczesniej na siatce o grubszych oczkach, jednak w zwigzku z duzym kosztem
obliczen (g—krotne zageszczenie siatki spowalnia zbiezno$é obliczeni co najmniej o czyn-
nik ¢*) stosowanie tej metody w odniesieniu do calej siatki ma sens jedynie w fazie
testowania algorytméw. Niemniej, w wielu sytuacjach mozliwe i celowe jest zastosowa-
nie procedury zageszczenia siatki w odniesieniu do jej wybranych fragmentéw. Wybie-
rajac i zageszczajac odpowiedni fragment sieci lezacy wokél rozwazanego wierzchotka,
mozemy uzyskaé precyzyjne informacje o jego potozeniu. Jesli za cel postawimy sobie

wyznaczenie przebiegu interfejsu z zadang dokladnoscia dz (przy czym dz jest o rzad

134cidlej: jest to trojkat wpisany w kwadrat oczka sieci w ten sposob, ze kazdy wierzcholek tréjkata

lezy na innej krawedzi kwadratu
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wielkosci mniejsze od stalej sieci Ax), to z dala od wierzchotkéw domen interfejs mo-
zemy wystarczajaco dobrze wyznaczy¢ metodami opisanymi w rozdz.5.7.1, natomiast
polozenie wierzchotkéw znajdziemy zageszczajac o czynnik Ax/dx niewielki fragment
siatki wokot oczka pierwotnej sieci zawierajacego poszukiwany wierzchotek. W drodze
kompromisu pomiedzy dokladnoscia wizualizacji a czasem przygotowania wynikow wy-
bratem 6z = Az /10 oraz rozmiar wycinkéw przeznaczonych do zageszczania réwny 4 x 4
wezlow wokol kazdego oczka zawierajacego wierzchotek. Oznacza to, ze po zageszczeniu
nowa siatka zawiera 31 x 31 wezléw. Obliczenia na nowej siatce prowadzone s3 wg algo-
rytmu podobnego do bazowego algorytmu symulacji (rozdz.5.5), z trzema nastepujacymi

modyfikacjami:
1. nie jest wykonywany krok renormalizacji,

2. wezly nalezace jednoczeénie do obydwu siatek (jest ich lacznie 4 x 4) maja na
nowej siatce narzucone state wartosci (zaréwno typ jak i gestosc), odziedziczone z

siatki oryginalnej,

3. wezly lezace na obwodzie nowej siatki majg narzucone stale wartosci wynikajace
z liniowej interpolacji wartos$ci wzgledem najblizszych punktéw odziedziczonych z

siatki oryginalnej.

Modyfikacja 1. wynika z nieunormowania pozostajacej na nowej siatce czesci rozktadu.
Pomimo nieuwzglednienia reakcji autokatalitycznej reprodukcji czastek, ich gestosci nie
zanikajg do zera, bowiem kolejne modyfikacje wprowadzaja stale Zrédta czastek, zapew-
niajace zgodno$¢ symulacji na nowej siatce z chwilowa konfiguracja gestosci na siatce
oryginalnej. Modyfikacje 2. i 3. stanowia zatem warunki brzegowe Dirichleta w postaci
rozkladu potencjaléw zadanych na brzegu siatki oraz w jej czterech weztach wewnetrz-
nych (,,odziedziczonych” z siatki pierwotnej). Symulacja jest prowadzona do osiagnigcia
stanu stacjonarnego, w ktérym identyfikowane sg polozenia wierzchotkéw (na ogét jest
to jeden wierzchotek potréjny), oraz miejsca przechodzenia interfejséw przez krawedzie
sieci oryginalnej. Potozenie wierzchotka znane jest z doktadno$cia dx, zatem po przenie-
sieniu otrzymanych wspolrzednych na siatke oryginalng, lokalizacja wierzchotkéw jest
znana z dokladno$cig 0.1Azx.

Gwoli Scistosci nalezy wspomnieé, iz opisana metoda nie jest tozsama z rozwiazy-
waniem oryginalnego problemu na siatce o zmiennym rozmiarze oczek (ang. multigrid).
Byloby tak, gdybysmy uwzglednili reakcje autokatalitycznej reprodukcji czastek. Wy-
magaloby to jednak dodatkowych, zmudnych obliczen pozwalajacych na okreslenie jaka
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Rysunek 5.3: Wyznaczanie przebiegu granic migdzy domenami réznych skladnikéw z
dokladnoscia lepsza niz stala sieci. Rysunki A, B i D pokazuja fragment zawierajacy
17 x 17 wezléw siatki dla pewnej symulacji blisko stanu stacjonarnego. Wezly znajduja
sie w miejscach przecieé naniesionych linii.

Rysunek A pokazuje przebieg linii granicznych wykreslonych jedynie na podstawie in-
formacji o typach reagentéw zajmujacych wezly — linie graniczne zostaly poprowadzone
przez Srodki krawedzi przebiegajacych miedzy wezlami zajmowanymi przez rézne sklad-
niki.

Rysunek B pokazuje polozenia analogicznych odcinkéw linii granicznych otrzymanych
metoda interpolacji z symetrig gradientéw — opisang w rozdz.5.7.1.

Metoda ta zawodzi w okolicach wierzchotkéw, dla ktérych przebieg fragmentéw interfej-
su (oraz samego wierzchotka) otrzymywany jest metoda zageszczania siatki — rysunek C.
Wskazany kwadratows ramka fragment siatki zostal zageszczony 10-krotnie, za$ pozosta-
jace na nowej siatce 4 X 4 oryginalnych wezléw oznaczono kétkami w miejscach przecieé
pogrubionych linii.

Rysunek D pokazuje rezultat koncowy — powstaly przez skorygowanie czesci rysunku B
wedlug zageszczonych wspétrzednych odczytanych z rysunku C.

Ostatnim etapem programowej obrébki danych jest topologiczna identyfikacja domen (z
dala od stanu stacjonarnego moga one by¢ rozczlonkowane, a takze zawieraé¢ wypelnione
innymi skladnikami otwory), oraz znalezienie linii stalych gestosci (poziomic — naniesio-
nych na rysunki B i D) i zapisanie wszystkich uzyskanych informacji w postaci wektoro-

wych plikéw graficznych w formacie PostScript.

cze$¢ czastek znajduje sig w czeSci siatki podlegajacej zageszczeniu, oraz modyfikacji
warunkéw brzegowych wprowadzonych w pkt 3. (interpolacja liniowa miedzy oryginal-

nymi wezlami bylaby niewystarczajaca). Uzyta przeze mnie metoda jest zatem czyms

posrednim pomiedzy interpolacja (ekstrapolacja) rozkladéw a technikag multigrid.

Wektorowa reprezentacja domen

Ilustracje pelnej obrébki danych z symulacji prowadzacych do znalezienia przebiegu in-
terfejséw, wierzchotkéw i poziomic na potrzeby wizualizacji przedstawia rys.(5.3). Naj-

bardziej zlozona technicznie czeScia programu obrébki danych okazaly sie procedury
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zwigzane z identyfikacjg topologiczna domen i wektoryzacja konturéw przy uzyciu me-
tod okreslanych w topologii numerycznej zbiorczym terminem marching[128]. Zadaniem
tej czeSci programu jest wyodrebnienie domen i rozgraniczajacych je interfejséw jako
obiektéw wektorowych. Trudnosci w konstrukcji zwiazanych z ich opisem struktur da-
nych wigzg si¢ m.in. z topologia domen (z dala od stanu réwnowagi moga one byé
niespéjne, dziurawe, etc.) a takze z faktem, iz fragmenty interfejséw sa zawsze wspol-
ne dla dwu réznych domen, zaé wierzchotki — dla co najmniej trzech'?. Ponadto, juz
po utworzeniu obiektéw odzwierciedlajacych topologie domen i brzegéw, struktury da-
nych wymagaja dalszej przebudowy. Na przyklad w wyniku zageszczenia siatki jeden
wierzchotek poczwérny moze zostaé zastapiony dwoma wierzchotkami potréjnymi i 1a-
czacym je prostoliniowym segmentem — co moze zaowocowaé zmiang ilosci i sgsiedztwa
topologicznego domen.

Dzieki rozwigzaniu powyzszych probleméw uzyskalem mozliwosé szybkiej i w pelni
automatycznej obrébki graficznej efektéw symulacji, zas wektorowa postaé informacji o
domenach pozwolila na latwg obrébke iloSciowg wynikéw — w tym choéby na poréwny-
wanie dwéch nieznacznie przesunietych w czasie obrazéw w celu rozpoznania kierunku i
szybkosci zmian ksztaltéw interfejsu. Wszystkie zamieszczone w niniejszej pracy rysun-
ki przedstawiajace ewolucje domen w dwéch wymiarach zostaly wykonane za pomoca
realizujacego wyzej opisane zadania pakietu programéw stworzonych w ANSI C++ i

dzialajacych oraz wstepnie udokumentowanych w srodowisku Linux.

5.8 Symulacje w trzech wymiarach

Symulacje ukladéw tré6jwymiarowych prowadzitem w oparciu o proste uogélnienie meto-
dy opisanej w rozdz. 5.5, natomiast do obliczania wartoSci produkcji entropii w stanach
stacjonarnych uzywalem uogoélnienia metody z rozdz. 5.5.1. Obydwie modyfikacje po-
legaly na ,dopisaniu” dodatkowego wymiaru w programach, nie wprowadzaly zatem
zadnych zmian jako$ciowych. Istotnych zmian wymagala natomiast strategia prowadze-
nia symulacji. Wzrost czasu obliczen, a takze iloSci swobodnych parametréow sprawit,
ze symulacje nalezalo poprzedzié¢ solidng analizg teoretyczng, pozwalajaca na trafienie
w interesujace obszary parametréw i warunkéw poczatkowych (p. uwagi poprzedzajace
rozdz. 4.1).

Przygotowane przeze mnie narzedzia do analizy i wizualizacji wynikéw symulacji

1wspoéldzielenie obiektéw podrzednych utrudnia hierarchiczng organizacje danych w programie
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dwuwymiarowych nie nadawaly sie do uogoélnienia na trzy wymiary, a w kazdym razie
byloby to zadanie wysoce problematyczne. Musialem zatem zrezygnowaé z procedur
doktadnego wyznaczania potozen krawedzi i wierzchotkéw domen, i poprzesta¢ na moz-
liwosciach oferowanych przez bardziej ogdlne biblioteki programéw. Moj wybor padl na
dostepny bezplatnie pakiet programéw Open Data Explorer firmy IBM. Jego uzycie wy-
maga umiejetnosci postugiwania sie graficznymi jezykami programowania — o przeptywie
i obrébce danych decydujg bowiem przygotowane przez uzytkownika diagramy zlozone
z polaczonych symbolicznymi przewodami ikon. Protoplasta tego stylu programowa
nia w zastosowaniach naukowych byl m.in. stuzacy do akwizycji danych pomiarowyci
program LabView firmowany przez National Instruments. Podobnie jak wigkszos¢ tego
typu jezykéw, jezyk graficzny Data Explorera posiada reprezentacje tekstowa, a zatem
rowniez mozliwo$¢ tworzenia skryptow. Jest ona jednak stabo udokumentowana, totez
przygotowujac swoje programy uzywalem gléwnie ikon. Typowy ,program wizualny”
stuzacy do znalezienia powierzchni stalych gestosci sktadnikéw oraz ich wizualizacji,
wymagal zastosowania kilkunastu polaczonych ze sobg elementéw. Bardziej skompliko-
wane zadania (takie jak nakladanie na siebie réznokolorowych obrazéw przestrzennych,
wyznaczanie krzywizny $cian domen, wzglednie przygotowanie rys. 4.8 z naniesionymi na
powierzchnie domeny obrazami wierzchotkow i krawedzi wedtug osobno wprowadzonych
wspoélrzednych) wymagaly tworzenia wielostronicowych diagraméw zawierajacych kil-
kadziesigt wspotpracujacych elementéw tworzacych okreslong hierarchie podprograméw
i moduléw. Poczatkowo bylem przekonany, ze tworzenie programéw wizualnych okaze
sie zajeciem skomplikowanym i niewdziecznym, jednak dzieki licznym przykladom oraz
rozbudowanej dokumentacji szybko zdobylem niezbedng wprawe i obecnie uwazam Da-
ta Explorer za jedno z najbardziej komfortowych narzedzi programistycznych z jakimi

mialem okazje pracowaé.
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Podsumowanie

Tematem niniejszej pracy bylo doglebne zbadanie modelowego ukladu typu reakcja—
dyfuzja pod katem dynamiki procesu, termodynamiki nieekstensywnej, oraz analizy po-
wstajacych w tym ukladzie struktur dyssypatywnych.

Sukcesem pracy bylo pokazanie, iz ewolucji ukladu w pelnym zakresie jego stanéw
towarzyszy monotoniczny spadek wartosci pewnego funkcjonalu, zinterpretowanego ja-
ko produkcja entropii Renyi’ego. Obiekt moich badan stanowi zatem przykltad Scistej
stosowalnos$ci formalizmu termodynamiki nieekstensywnej. Dotychczas poznane uklady
spelnialy jej postulaty jedynie w przyblizeniu, w szczegdlnosci - w bliskim sasiedztwie
stanu réwnowagi badz tez stanu stacjonarnego.

Kolejnym, godnym uwagi wynikiem moich badan jest wykazanie, iz rozklady prze-
strzenne reagentéw ewoluuja w stron¢ stanu stacjonarnego, w ktérym granice pomiedzy
domenami zajmowanymi przez poszczegdlne skiladniki ukladajg sie w taki sposdb, by
zminimalizowaé¢ sume pierwszych wartosci wlasnych laplasjanu po wszystkich dome-
nach. Oznacza to, iz ewolucja badanego przeze mnie ukladu prowadzi do takich samych
podzialéw przestrzeni, jakie uzyskamy poszukujac odpowiedzi na pytanie: jak podzieli¢
dostepna przestrzen na okreSlong ilo$¢ podzbioréw, by suma ich pierwszych wartoéci
wlasnych laplasjanu osiaggneta minimum. Estetyka tak sformulowanego problemu mate-
matycznego jest poréwnywalna z rozpoczetym przez Kelvina (a w wersji dwuwymiarowej
przez Pappusa z Aleksandrii) poszukiwaniem podzialéw przestrzeni minimalizujacych
rozmiar brzegéw pomiedzy domenami. Oba problemy sa proste i zarazem uniwersalne
w sformulowaniu, a przy tym - przynajmniej w trzech wymiarach - wcigz pozostajg
otwarte.

Z moich badan wynika, iz rozwigzaniami optymalnymi obu probleméw w otwartej
przestrzeni moga by¢ te same struktury periodyczne: plaster miodu w dwéch wymiarach
oraz piana Weaire’a-Phelana w trzech (przy czym struktury tréjwymiarowe réznig sie

od siebie nawzajem niewielkimi szczegblami).
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Wybrane wyniki pracy opublikowalem w prasie naukowej [62, 63, 64, 65] (w przygo-
towaniu piata publikacja, dotyczaca struktur tréjwymiarowych) oraz przedstawilem w
postaci posteréw na konferencjach w Jadwisinie ( Workshop on morphology of surfaces
and interfaces in soft matter, 2003), Les Houches (Soft Matter, Biology and Statisti-
cal Physics, 2004), Zakopanem (17-th Marian Smoluchowski Symposium on Statistical
Physics, 2004) i Kazimierzu Dolnym (1-st Warsaw School of Statistical Physics, 2005).
Wyglositem réwniez seminarium na zaproszenie Instytutu Fizyki Uniwersytetu War-

szawskiego.

Perspektywy rozwoju

W trakcie swoich badan zwrécitem uwage na wiele probleméw, ktérych nie bylem w sta-
nie podja¢ z uwagi na ograniczenia czasowe (badz tez za sprawg potencjalnych trudnosci
technicznych).

Jednym z takich probleméw jest mozliwosé realizacji uktadu czastek podlegajacych
procesom anihilacji i autokatalitycznej reprodukcji w taki sposob, by oba procesy nie
przebiegaly &cisle synchronicznie w czasie. Wiazaloby sie to z niezachowaniem liczb czg-
stek poszczegdlnych reagentéw, jednak wprowadzenie dodatkowych, posrednich etapéw
reakcji pozwalaloby na zachowanie Srednich ilosci czastek. Uklad taki zachowywalby sie
zgodnie z modelem ,synchronicznym”, a przy tym moégiby byé bardziej fizyczny.

Nie zajmowalem sie réwniez ukitadami, w ktérych liczby czastek poszczegdlnych
sktadnikéw sa stale, lecz niejednakowe. Uwzglednienie réznych proporcji reagentéw nie
stworzyloby wprawdzie nowej jakosci w symulacjach, niemniej istnieje szansa, ze badanie
znaczenia liczby czastek pozwoliloby na uzyskanie nowych rezultatéw analitycznych.

Obydwa wymienione kierunki badan mogtyby
doprowadzi¢ do znalezienia nowych ukladéw typu
reakcja — dyfuzja (zar6wno modelowych jak i rze-
czywistych) dajacych sie opisaé¢ formalizmem ter-
modynamiki nieekstensywnej, wzglednie — do zi-
dentyfikowania nowych zasad wariacyjnych obo-

wiagzujacych dla tych proceséw.

Co sig za$ tyczy mozliwosci ulepszen technicz-
nych, jakie warto wprowadzi¢ do moich symulacji — ich obecnym mankamentem jest moz-

liwo§¢ okreslania warunkéw brzegowych jedynie na wezlach sieci regularnej (rysunek).
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Whprowadza to niedoktadnosci przy odwzorowywaniu zbiornikéw o pochytych éciankach.
Ograniczenie to dotyczy jedynie zewnetrznych $cianek uktadu — granice tworzace si¢ po-
miedzy dwoma reagentami moga przebiega¢ dowolnie. Modyfikacja programu mogtaby
polegac¢ na zastosowaniu siatki nieregularnej, lub — lepiej — na zastapieniu zerowych war-
tosci pola na wezlach brzegowych warto$ciami ujemnymi, dobranymi w taki sposéb, by
linie zerowe gestosci przecinaly krawedzie sieci w miejscach zgodnych z odwzorowaniem

brzegu.

136



Bibliografia

(1] S. R. de Groot and P. Mazur, Non-Equilibrium Thermodynamics. Dover books on
physics and chemistry, New York: Dover Publications, 1984. (Pierwsze wydanie z
roku 1962).

[2] L. Rondoni and E. G. D. Cohen, “On some derivations of Irreversible Thermody-
namics from dynamical systems theory,” Physica D, vol. 168, pp. 341-355, 2002.

[3] I. Prigogine, Nonequilibrium Statistical Mechanics. New York: Wiley-Interscience,
1962.

[4] D. J. Evans and A. Baranyai, “Possible variational principle for steady states far

from equilibrium,” Phys. Rev. Lett., vol. 67, pp. 2597-2600, Nov 1991.

[5] W. G. Breymann, T. Tel, and J. Vollmer, “Entropy production for open dynamical
systems,” Phys. Rev. Lett., vol. 77, pp. 29452948, 1996.

[6] J. Vollmer, T. Tel, and W. Breymann, “Equivalence of irreversible entropy produc-
tion in driven systems: An elementary chaotic map approach,” Phys. Rev. Lett.,

vol. 79, pp. 2759-2762, 1997.

[7] P. Gaspard and G. Nicolis, “Transport properties, Lyapunov exponents, and en-
tropy per unit time,” Phys. Rev. Lett., vol. 65, pp. 1693-1696, Oct 1990.

[8] J. Vollmer, L. Matyas, and T. Tel, “Escape-rate formalism, decay to steady states,
and divergences in the entropy-production rate,” J. Stat. Phys., vol. 109, pp. 875—
893, 2002.

[9] J. A. S. Lima, R. Silva, and A. R. Plastino, “Nonextensive thermostatistics and

the H theorem,” Phys. Rev. Lett., vol. 86, pp. 2938-2941, 2001.

[10] C. Tsallis, “Possible generalization of Boltzmann-Gibbs statistics,” J. Stat. Phys.,
vol. 52, pp. 479487, 1988.

137



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

21)

[22]

A. Renyi, “On measures of entropy and information,” vol. I, pp. 547-561, Proc.

Fourth Berkeley Symp. Math., Statistics and Probability, 1960.

A. G. Bashkirov, “Maximum Renyi entropy principle for systems with power-law

Hamiltonians,” Phys. Rev. Lett., vol. 93, p. 130601, 2004.

U. M. S. Costa, M. L. Lyra, A. R. Plastino, and C. Tsallis, “Power-law sensitivity
to initial conditions within a logisticlike family of maps: Fractality and nonexten-

sivity,” Phys. Rev. E, vol. 56, pp. 245-250, 1997.

C. Tsallis and D. J. Bukman, “Anomalous diffusion in the presence of external
forces: Exact time-dependent solutions and their thermostatistical basis,” Phys.

Rev. E, vol. 54, pp. R2197-R2200, 1996.

A. K. Rajagopal, “Dynamic linear response theory for a nonextensive system based
on the Tsallis prescription,” Phys. Rev. Lett., vol. 76, pp. 3469-3473, May 1996.

C. Anteneodo and C. Tsallis, “Breakdown of exponential sensitivity to initial con-
ditions: Role of the range of interactions,” Phys. Rev. Lett., vol. 80, pp. 5313-5316,
1998.

A. R. R. Papa and C. Tsallis, “Imitation games: Power-law sensitivity to initial

conditions and nonextensivity,” Phys. Rev. E, vol. 57, pp. 3923-3927, 1998.

C. Essex, C. Schulzky, A. Franz, and K. H. Hoffmann, “Tsallis and Renyi entropies
in fractional diffusion and entropy production,” Physica A, vol. 284, pp. 299-308,
2000.

M. L. Lyra and C. Tsallis, “Nonextensivity and multifractality in low-dimensional
dissipative systems,” Phys. Rev. Lett., vol. 80, pp. 53-56, 1998.

S. Abe, “Heat and entropy in nonextensive thermodynamics: transmutation from
Tsallis theory to Renyi-entropy-based theory,” Physica A, vol. 300, pp. 417-423,
2001.

E. K. Lenzi, R. S. Mendes, and L. R. da Silva, “Statistical mechanics based on
Renyi entropy,” Physica A, vol. 280, pp. 337-345, 2000.

R. S. Johal, “q calculus and entropy in nonextensive statistical physics,” Phys.

Rev. E, vol. 58, pp. 4147-4151, 1998.

138



[23] A. R. Plastino and A. Plastino, “Universality of Jaynes’ approach to the evolution
of time-dependent probability distributions,” Physica A, vol. 258, pp. 429-445,
1998.

[24] T. D. Frank and A. Daffertshofer, “Nonlinear Fokker-Planck equations whose sta-
tionary solutions make entropy-like functionals stationary,” Physica A, vol. 272,

pp. 497-508, 1999.

[25] T. D. Frank and A. Daffertshofer, “Exact time-dependent solutions of the Renyi
Fokker-Planck equation and the Fokker-Planck equations related to the entropies

proposed by Sharma and Mittal,” Physica A, vol. 285, pp. 351-366, 2000.

[26] W. H. Fleming and M. Viot, “Some measure valued Markov processes in popula-

tion genetics theory.,” Indiana Univ. Math. J., vol. 28, pp. 817-843, 1979.

[27] D. Aldous and U. V. Vazirani, “Go With the Winners algorithms,” pp. 492-501,
IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, 1994.

[28] K. Burdzy, R. Holyst, D. Ingerman, and P. March, “Configurational transition
in a Fleming-Viot-type model and probabilistic interpretation of Laplacian eigen-

functions,” J. Phys. A-Math. Gen., vol. 29, pp. 2633-2642, 1996.

[29] K. Burdzy, R. Holyst, and P. March, “A Fleming-Viot particle representation of
the Dirichlet Laplacian,” Commun. Math. Phys., vol. 214, pp. 679-703, 2000.

[30] R. Courant and D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, vol. I. New York,
NY: Interscience Publishers, Inc., 1953.

[31] S. C. Port and C. J. Stone, Brownian Motion and Classical Potential Theory.
Academic Press, 1978.

[32] J. Demmel, J. Dongarra, A. Ruhe, and H. van der Vorst, Templates for the solution
of algebraic eigenvalue problems: a practical guide. Philadelphia, PA, USA: Society
for Industrial and Applied Mathematics, 2000.

[33] D. Weaire and N. Rivier, “Soap, cells and statistics - random patterns in two

dimensions,” Contemp. Phys., vol. 25, p. 59, 1984.

[34] J. Stavans and J. A. Glazier, “Soap froth revisited: Dynamic scaling in the two-

dimensional froth,” Phys. Rev. Lett., vol. 62, pp. 1318-1321, Mar 1989.

139



[35] A. Hasmy, R. Paredes, O. Sonneville-Aubrun, B. Cabane, and R. Botet, “Dynami-
cal transition in a model for dry foams,” Phys. Rev. Lett., vol. 82, pp. 3368-3371,
Apr 1999.

[36] A. A. el Kader and J. C. Earnshaw, “Shear-induced changes in two-dimensional

foam,” Phys. Rev. Lett., vol. 82, pp. 2610-2613, Mar 1999.

[37] H. H. Weitering, J. M. Carpinelli, A. P. Melechko, J. D. Zhang, M. Bartkowiak,
and E. W. Plummer, “Defect-mediated condensation of a charge density wave,”

Science, vol. 285, pp. 2107-2110, 1999.

[38] E.S. Adams, “Territory size and shape in fire ants: A model based on neighborhood
interactions,” FEcology, vol. 79, pp. 1125-1134, 1998.

[39] G. L. Caer and R. Delannay, “The administrative divisions of mainland France as

2d random cellular structures,” J. Phys. I France, vol. 3, p. 1777, 1993.

[40] L. Glass and W. R. Tobler, “Uniform distribution of objects in a homogeneous

field: Cities on a plain,” Nature, vol. 233, pp. 67-68, 1971.

[41] P. Coles, “Understanding recent observations of the large-scale structure of the

universe,” Nature, vol. 346, pp. 446+, aug 1990.

[42] W. Korneta, S. K. Mendiratta, and J. Menteiro, “Topological and geometrical

properties of crack patterns produced by the thermal shock in ceramics,” Phys.

Rev. E, vol. 57, pp. 3142-3152, 1998.

[43] M. Fialkowski, R. Nowakowski, and R. Holyst, “A morphological study of the
formation of PdHx on thin palladium films,” J. Phys. Chem. B, vol. 108, pp. 7373—
7376, 2004.

[44] M. Fialkowski and R. Holyst, “Morphology from the maximum entropy principle:
Domains in a phase ordering system and a crack pattern in broken glass,” Phys.

Rev. E, vol. 65, p. 057105, 2002.

[45] M. E. R. Dotto and M. U. Kleinke, “Kinetic roughening in etched Si,” Physica A,
vol. 295, pp. 149-153, 2001.

[46] M. Fialkowski and R. Holyst, “Morphological changes during the order-disorder
transition in the two- and three-dimensional systems of scalar nonconserved order

parameters,” Phys. Rev. E, vol. 66, p. 046121, 2002.

140



[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

E. T. Jaynes, “Information theory and statistical mechanics,” Phys. Rev., vol. 106,
pp. 620-630, May 1957.

E. T. Jaynes, “Information theory and statistical mechanics. ii,” Phys. Rev.,

vol. 108, pp. 171-190, Oct 1957.
E. Gudowska-Nowak, “Reakcje oscylacyjne,” Foton, vol. 90, p. 16, 2005.

A. M. Turing, “The chemical basis of morphogenesis,” Phil. Trans. Roy. Soc. Lond.
B, vol. 237, pp. 37-72, 1952.

D. Horvath and A. Toth, “Turing patterns in a single-step autocatalytic reaction,”
J. Chem. Soc.-Faraday Trans., vol. 93, pp. 4301-4303, 1997.

V. Castets, E. Dulos, J. Boissonade, and P. D. Kepper, “Experimental evidence
of a sustained standing Turing-type nonequilibrium chemical pattern,” Phys. Rev.

Lett., vol. 64, pp. 2953-2956, Jun 1990.

P. D. Kepper, V. Castets, E. Dulos, and J. Boissonade, “Turing-type chemical
patterns in the chlorite-iodide-malonic acid reaction,” Physica D, vol. 49, p. 161,
1991.

Q. Ouyang and H. L. Swinney, “Transition from a uniform state to hexagonal and

striped Turing patterns,” Nature, vol. 352, p. 610, 1991.

Q. Ouyang and H. L. Swinney, “Transition to chemical turbulence,” Chaos: An

Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science, vol. 1, no. 4, pp. 411-420, 1991.

H. L. S. Q. Ouyang, Z. Noszticzius, “Spatial bistability of two-dimensional Turing
patterns in a reaction-diffusion system,” J. Phys. Chem., vol. 96, p. 6773, 1992.

M. AlGhoul and B. C. Eu, “Hyperbolic reaction-diffusion equations and irreversi-
ble thermodynamics .2. Two-dimensional patterns and dissipation of energy and

matter,” Physica D, vol. 97, pp. 531-562, 1996.

N. V. Brilliantov, Y. A. Andrienko, P. L. Krapivsky, and J. Kurths, “Fractal
formation and ordering in random sequential adsorption,” Phys. Rev. Lett., vol. 76,

pp. 4058-4061, 1996.

R. V. Cakmur, D. A. Egolf, B. B. Plapp, and E. Bodenschatz, “Bistability and com-
petition of spatiotemporal chaotic and fixed point attractors in Rayleigh-Benard
convection,” Phys. Rev. Lett., vol. 79, pp. 18531856, 1997.

141



[60] P. Oswald, P. Pieranski, F. Picano, and R. Holyst, “When boundaries dominate:
Dislocation dynamics in smectic films,” Phys. Rev. Lett., vol. 88, p. 015503, 2002.

[61] R. Holyst and P. Oswald, “Annihilation of point defects on a line,” Phys. Rev. E,
vol. 65, p. 041711, 2002.

[62] O. Cybulski, V. Babin, and R. Holyst, “Minimization of the Renyi entropy pro-
duction in the stationary states of the Brownian process with matched death and

birth rates,” Phys. Rev. E, vol. 69, p. 016110, 2004.

[63] O. Cybulski, V. Babin, and R. Holyst, “Minimization of the Renyi entropy pro-
duction in the space-partitioning process,” Phys. Rev. E, vol. 71, p. 046130, 2005.

[64] O. Cybulski, D. Matysiak, V. Babin, and R. Holyst, “Pattern formation in none-
xtensive thermodynamics: Selection criterion based on the Renyi entropy produc-

tion,” J. Chem. Phys., vol. 122, p. 174105, 2005.

[65] O. Cybulski and R. Holyst, “Tiling a plane in a dynamical process and its appli-
cations to arrays of quantum dots, drums, and heat transfer,” Phys. Rev. Lett.,

vol. 95, p. 088304, 2005.

[66] A. A. Ovchinnikov and Y. B. Zeldovich, “Role of density fluctuations in bimole-
cular reaction kinetics,” Chem. Phys., vol. 28, p. 215, 1978.

[67] B. P. Lee and J. Cardy, “Renormalization group study of the A+ B — () diffusion-
limited reaction,” J. Stat. Phys., vol. 80, p. 971, 1995.

[68] O. Deloubriere, H. J. Hilhorst, and U. C. Tauber, “Multispecies pair annihilation
reactions,” Phys. Rev. Lett., vol. 89, p. 250601, 2002.

[69] H. J. Hilhorst, O. Deloubriere, M. J. Washenberger, and U. C. Tauber, “Segrega-
tion in diffusion-limited multispecies pair annihilation,” J. Phys. A-Math. Gen.,

vol. 37, pp. 7063-7093, 2004.

[70] S. J. O’'Donoghue and A. J. Bray, “Persistence in the one-dimensional A+ B — ()
reaction-diffusion model,” Phys. Rev. E, vol. 6404, pp. art. no.—041105, 2001.

[71] H. J. Hilhorst, M. J. Washenberger, and U. C. Tauber, “Symmetry and species
segregation in diffusion-limited pair annihilation,” J. Stat. Mech.-Theory Ezp.,
p. P10002, 2004.

142



[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

[77]

[78]

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

D. X. Zhong, R. Dawkins, and D. ben Avraham, “Large-scale simulations of

diffusion-limited n-species annihilation,” Phys. Rev. E, vol. 67, p. 040101, 2003.

M. Conti, S. Terracini, and G. Verzini, “Uniqueness and least energy property for

solutions to strongly competing systems.” preprint, 2005.

M. Conti, S. Terracini, and G. Verzini, “An optimal partition problem related to

nonlinear eigenvalues,” J. Funct. Anal., vol. 198, no. 1, pp. 160-196, 2003.

M. Conti, S. Terracini, and G. Verzini, “Asymptotic estimates for the spatial
segregation of competitive systems,” Adv. Math., vol. 195, no. 2, pp. 524-560,
2005.

M. Conti, S. Terracini, and G. Verzini, “On a class of optimal partition problems
related to the Fucik spectrum and to the monotonicity formulae.,” Calc. Var.

Partial Differential Equations, vol. 22, no. 1, pp. 45-72, 2005.

M. Conti, S. Terracini, and G. Verzini, “A variational problem for the spatial
segregation of reaction-diffusion systems.,” Indiana Univ. Math. J., vol. 54, no. 3,

pp. 779-815, 2005.

M. Conti and V. Felli, “Coexistence and segregation for strongly competing species

in special domains.” preprint, 2006.

J. C. Sun, “On approximation of Laplacian eigenproblem over a regular hexagon

with zero boundary conditions,” J. Comput. Math., vol. 22, pp. 275-286, 2004.

F. Morgan, “The hexagonal honeycomb conjecture,” Trans. Am. Math. Soc.,
vol. 351, pp. 1753-1763, 1999.

T. C. Hales, “The honeycomb conjecture,” Discret. Comput. Geom., vol. 25, pp. 1-
22, 2001.

F. Graner, Y. Jiang, E. Janiaud, and C. Flament, “Equilibrium states and ground
state of two-dimensional fluid foams,” Phys. Rev. E, vol. 63, p. 011402, 2001.

D. Weaire and S. Hutzler, The Physics of Foams. Oxford Press, 2001. (pierwsze
wydanie z roku 2000).

A. A. Koulakov, M. M. Fogler, and B. 1. Shklovskii, “Charge density wave in
two-dimensional electron liquid in weak magnetic field,” Phys. Rev. Lett., vol. 76,
pp- 499-502, Jan 1996.

143



[85] D. Cassagne, C. Jouanin, and D. Bertho, “Hexagonal photonic-band-gap structu-
res,” Phys. Rev. B, vol. 53, pp. 7134-7142, 1996.

[86] K. M. Ho, C. T. Chan, and C. M. Soukoulis, “Existence of a photonic gap in
periodic dielectric structures,” Phys. Rev. Lett., vol. 65, pp. 3152-3155, Dec 1990.

[87] M. Dolnik, I. Berenstein, A. M. Zhabotinsky, and I. R. Epstein, “Spatial periodic
forcing of Turing structures,” Phys. Rev. Lett., vol. 87, p. 238301, 2001.

[88] M. Assenheimer and V. Steinberg, “Observation of coexisting upflow and downflow
hexagons in Boussinesq Rayleigh-Benard convection,” Phys. Rev. Lett., vol. 76,

pp. 756-759, 1996.

[89] M. Kac, “Can one hear the shape of a drum?,” Amer. Math. Monthly, vol. 73,
p. 1, 1966.

[90] C. Gordon, D. L. Webb, and S. Wolpert, “One cannot hear the shape of a drum,”
Bull. Amer. Math. Soc., vol. 27, p. 134, 1992.

[91] E. Biolatti, R. C. Iotti, P. Zanardi, and F. Rossi, “Quantum information processing
with semiconductor macroatoms,” Phys. Rev. Lett., vol. 85, pp. 5647-5650, 2000.

[92] P. Zanardi and F. Rossi, “Quantum information in semiconductors: Noiseless en-

coding in a quantum-dot array,” Phys. Rev. Lett., vol. 81, pp. 47524755, 1998.

[93] S. O. Kim, H. H. Solak, M. P. Stoykovich, N. J. Ferrier, J. J. de Pablo, and P. F.
Nealey, “Epitaxial self-assembly of block copolymers on lithographically defined
nanopatterned substrates,” Nature, vol. 424, pp. 411-414, 2003.

[94] H. G. von Schnering and R. Nesper, “How nature adapts chemical structures to

curved surfaces,” Angew. Chemie, vol. 26, p. 1059, 1987.

[95] H. G. von Schnering and R. Nesper, “Nodal surfaces of Fourier series: Fundamental

invariants of structured matter,” Z. Phys. B, vol. 83, p. 407, 1991.

[96] A.L. Mackay, “Crystallographic surfaces,” Proc. R. Soc. Lond. A, vol. 442, pp. 47—
59, 1993.

[97] J. Klinowski, A. L. Mackay, and H. Terrones, “Curved surfaces in chemical struc-
ture,” Philos. Trans. R. Soc. Lond. Ser. A, vol. 354, pp. 1975-1987, 1996.

144



(98]

[99]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

[107]

[108]

[109]

E. A. Lord and A. L. Mackay, “Periodic minimal surfaces of cubic symmetry,”
Curr. Sci., vol. 85, pp. 346362, 2003.

U. S. Schwarz and G. Gompper, “Systematic approach to bicontinuous cubic pha-
ses in ternary amphiphilic systems,” Phys. Rev. F, vol. 59, pp. 5528-5541, May
1999.

http://cst-www.nrl.navy.mil/lattice/struk/.

J. P. Troadec, A. Gervois, and L. Oger, “Statistics of Voronoi cells of slightly per-
turbed face-centered cubic and hexagonal close-packed lattices,” Furophys. Lett.,
vol. 42, pp. 167-172, 1998.

R. Kusner and J. M. Sullivan, “Comparing the Weaire-Phelan equal-volume foam
to Kelvin’s foam,” Forma, vol. 11, no. 3, pp. 233-242, 1996. (Ta sama praca
ukazala sie¢ réwniez w ksiazce pod redakcjg D. Weaire, The Kelvin Problem Taylor

and Francis Ltd, London, 1996.

H. Aref and D. L. Vainchtein, “The equation of state of a foam,” Phys. Fluids,
vol. 12, pp. 23-28, 2000.

F. C. Frank and J. S. Kasper, “Complex alloy structures regarded as sphere pac-
kings. 1. Definitions and basic principles,” Acta Crystallographica, vol. 11, pp. 184—
190, Mar 1958.

F. C. Frank and J. S. Kasper, “Complex alloy structures regarded as sphere pac-
kings. II. Analysis and classification of representative structures,” Acta Crystallo-

graphica, vol. 12, pp. 483-499, Jul 1959.

J. M. Sullivan, “New tetrahedrally close-packed structures,” in Foams, Emulsions
and their Applications, pp. 111-119, Proceedings of Eurofoam 2000, Delft, Verlag
MIT, 2000.

G. Bergman, “The sigma phase revisited: An alternative path to a trial structure,”
Acta Cryst. B, vol. 52, pp. 777779, 1996.

T. Aste, D. Boose, and N. Rivier, “From one cell to the whole froth: a dynamical
map,” Phys. Rev. E, vol. 53, p. 6181, 1996.

M. O’Keeffe, “Sphere packings and space filling by congruent simple polyhedra,”
Acta Cryst. A, vol. 54, pp. 320-329, May 1998.

145



[110] D. Eppstein, J. M. Sullivan, and A. Ungor, “Tiling space and slabs with acute
tetrahedra,” Comput. Geom. Theory & Applications, vol. 27, no. 3, pp. 237-255,
2004.

[111] D. X. Li and K. H. Kuo, “Some new o-related structures determined by high-
resolution electron microscopy,” Acta Cryst. B, vol. 42, pp. 152-159, Apr 1986.

[112] Y. S. Zhao, F. M. Chu, R. B. V. Dreele, and Q. Zhu, “Structural phase transi-
tions of HfV2 at low temperatures,” Acta Crystallogr. Sect. B-Struct. Sci., vol. 56,
pp. 601-606, 2000.

[113] G. Ungar, Y. S. Liu, X. B. Zeng, V. Percec, and W. D. Cho, “Giant supramolecular
liquid crystal lattice,” Science, vol. 299, pp. 1208-1211, 2003.

[114] G. Ungar and X. B. Zeng, “Frank-Kasper, quasicrystalline and related phases in
liquid crystals,” Soft Maitter, vol. 1, pp. 95-106, 2005.

[115] P. Ziherl and R. D. Kamien, “Soap froths and crystal structures,” Phys. Rev. Lett.,
vol. 85, pp. 3528-3531, Oct 2000.

[116] R. Tetean, “magnetic properties of Fe, Co and Ni in Laves phase based com-
pounds.” http://www.tu-chemnitz.de/physik/POM/nanoMA /Pages/Tetean.pdf
(prezentacja wykladu, a ponadto prace opublikowane w J. Magn. Magn. Mat.,
Intermetallics, Phys. Stat. Sol., J. Alloys and Comp., Mat. Sci. Forum).

[117] S. I. Simdyankin, S. N. Taraskin, M. Dzugutov, and S. R. Elliott, “Vibrational
properties of the one-component sigma phase,” Phys. Rev. B, vol. 62, pp. 3223-
3231, 2000.

[118] J. Roth and F. Gahler, “Atomic self-diffusion in quasicrystals: A molecular dyna-
mics study,” Defect. Diffus. Forum., vol. 143, pp. 815-820, 1997.

[119] J. Roth and A. R. Denton, “Solid-phase structures of the Dzugutov pair potential,”
Phys. Rev. E, vol. 61, pp. 6845-6857, 2000.

[120] J. M. Sullivan and F. Morgan, “Open problems in soap bubble geometry,” Int. J.
Math., vol. 7, no. 6, pp. 833-842, 1996. ISSN 0129-167X.

[121] M. Santillan and M. C. Mackey, “Dynamic regulation of the tryptophan operon: A
modeling study and comparison with experimental data,” Proc. Natl. Acad. Sci.

U. S. A., vol. 98, pp. 1364-1369, 2001.

146



[122]

[123]

[124]

[125]

[126]

[127]

[128]

J. S. van Zon and P. R. Ten Wolde, “Green’s-function reaction dynamics: A
particle-based approach for simulating biochemical networks in time and space.,”

J. Chem. Phys., vol. 123, December 2005.

J. S. van Zon and P. R. ten Wolde, “Simulating biochemical networks at the

particle level and in time and space: Green’s function reaction dynamics,” Phys.

Rev. Lett., vol. 94, no. 12, p. 128103, 2005.

K. Takahashi, S. N. V. Arjunan, and M. Tomita, “Space in systems biology of
signaling pathways - towards intracellular molecular crowding in silico,” FEBS

Letters, vol. 579, pp. 1783-1788, March 2005.

D. L. Ropp and J. N. Shadid, “Stability of operator splitting methods for systems
with indefinite operators: reaction-diffusion systems,” J. Comput. Phys., vol. 203,

no. 2, pp. 449-466, 2005.

T. L. Beck, “Real-space mesh techniques in density-functional theory,” Rev. Mod.
Phys., vol. 72, pp. 1041-1080, Oct 2000.

http://www.nr.com.

J. A. Sethian, Level set methods and fast marching methods: Evolving Interfaces

in Computational Geometry. Cambridge University Press, 2001.

B 400 Jo3

147



101,111,
OUYOVY

1,
oY




	Spis treści
	Przedmowa i streszczenie pracy
	Rozdział l
	Produkcja entropii w modelowejreakcji autokatalitycznej
	1.1 Literatura na temat produkcji entropii w termodynamicenieekstensywnej
	1.2 Literatura na temat procesów Fleminga-Viota
	1.3 Model ciągły
	1.3.1 Ewolucja układu w przestrzeni Fouriera
	1.3.2 Zachowanie asymptotyczne

	1.4 Entropia i produkcja entropii
	1.4.1 Dowód twierdzenia H dla produkcji entropiiWykażę, iż produkcja entropii, a, zdefiniowana w równaniach (1.36
	1.4.2 Zachowanie asymptotyczne

	1.5 Symulacje modelu ciągłego w 2DW
	1.5.1 Zależność ewolucji układu od warunków początkowych w zbiornikuo kształcie kwadratu
	1.5.2 Przepływ pomiędzy dwoma komoramiDla
	1.5.3 Przepływ przez trzy komory połączone szeregowo

	1.6 Zastosowania

	Rozdział 2
	Podział przestrzeni w reakcjach zwzajemną anihilacją reagentów
	2.1 Przegląd literatury dotyczącej tworzenia struktur przestrzennych
	2.2 Literatura związana z reakcjami wzajemnej anihilacji
	2.2.1 Dane na temat dynamiki układu bez autokatalicznej reprodukcjicząstek
	2.2.2 Dane na temat stanu stacjonarnego

	2.3 Skończona liczba cząstek
	2.4 Model ciągły
	2.5 Granica pełnej separacji
	2.6 Metody symulacji
	2. 7 Wyniki symulacji dla zamkniętych zbiorników dwuwymiarowych
	2.7.1 Układ pięciu reagentów w zbiorniku prostokątnym
	2.7.2 Stany stacjonarne wielu reagentów w kwadratowym zbiorniku
	2.7.3 Stan stacjonarny trzech reagentów w zbiorniku prostokątnym
	2.7.4 Stabilność pasów w zbiorniku prostokątnym


	2.8 Znaczenie fluktuacji

	Rozdział 3
	Hipoteza plastra miodu dlalaplasjanu
	3.1 Periodyczne warunki brzegowe
	3.2 Implikacje i analogie (literatura)

	Rozdział 4
	Optymalny kształt domenw trzech wymiarach
	4.1 Przewidywania teoretyczne (literatura)
	4.2 Wyniki badań
	4.2.1 Struktury podstawowe
	4.2.2 Struktura A15
	4.2.3 Inne struktury TCP
	4.2.4 Porównanie struktur


	Rozdział 5
	Algorytmy użyte w symulacjach ianalizie wyników
	5.1 Układy z dyskretnymi cząstkami
	5.2 Model ciągły dla jednego rodzaju cząstek
	5.3 Modyfikacje pozwalające na znajdowanie dowolnychfunkcji i wartości własnych laplasjanu
	5.4 Model współistniejących gęstości dla wielu reagentów
	5.5 Granica pełnej separacji dla wielu reagentów
	5.5.1 Obliczanie produkcji entropii
	5.6 Model reaktora z doskonałym mieszaniem

	5. 7 Znajdowanie przebiegu granic między składnikami wdwóch wymiarach
	5.7.1 Wyznaczanie granicy dwóch domen
	5. 7.2 Zagęszczanie siatki wokół narożników domen
	5.7.3 Wektorowa reprezentacja domen

	5.8 Symulacje w trzech wymiarach

	Podsumowanie
	Bibliografia



