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PRZEDMOWA.

Praca niniejsza ma na celu uwydatnienie
stosunku, jaki zachodzi miedzy arytmetykg
a dosSwiadczeniem na najprostszych ale wyczer-
pujacych przyktadach. Szczegdlnie datem nacisk
na ,kwestje zerowa4 ktoérej w tej pracy po-
Swiecitem duzo mie/sca. Dla lepszego zrozumie-
nia  moich wywoddw przechodze, niekiedy
nawet dosyC bezkrytycznie na tory filozoficzne.
Sa n. p. takie miejsca, jak przy omawianiu
charakteru dedukcji i indukcji, gdzie mogtoby
sio wydawac, ze utozsamiam dedukcje z induk-
cja. Zwracam wiec uwage — dla unikniecia nie-
porozumien, — ze czego$ podobnego nie mam
na mysli, tylko twierdze, ze dedukcja ma pod-
toze indukcyjne Odrdzniam w tej pracy najwy-
razniej indukcje od dedukcji, co mozna zauwa-
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zy¢ n. p. przy omawianiu prawa symetrji ab—
ber Zwracam jeszcze uwagg na wyrazenie
,JdoswiadczalnyStowo to ma w rdéznych miej-
scach rdézne znaczenia. Raz oznacza ono
»rzeczywisty', raz ,,mozliwy do wykonania*it. p.
czego sig zresztg Czytelnicy, w kazdern miejscu
domys$lg Sg inne jeszcze usterki n. p. stylis-
tyczne i ,kompozycyjne‘ Jedna’:; mam nadzieja,
ze Czytelnicy przebaczg mi usterki tej pracy,
w ktorej staralem sig pizedewszystkiem, aby
przedmiot byt jasno i rzeczowo traktowany.
Auior.
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Matematyka odznacza sie posrdd innych nauk juz
tein, ze opiera sie na wywodach dedukcyjnych
Nie jest ona zalezna podobnie jak fizyka i inne nauki
przyrodnicze od zadnych przyboréw. Jej narzedziem
jest tylko intuicja matematyczna regulowana logicz-
nemi przestankami.

Tak arytmetyka jak geometrja i fizyka wziety swoj
poczatek od otaczajagcego nas $wiata materjalnego.
Ostatn a (fizyka) traktuje otaczajacy nas Swiat dosy¢
szczeg6towo. Geometrja natomiast abstrahuje juz od
takich szczegdtowych wiasnosci, jak badanie ciezaru
witasciwego ciat, ich sprezystos¢ i t. p. Dwa ciata,
ktére fizykalnie sg rézne, jednak geometrycznie moga
by¢ identyczne np. stozek zelazny i drewniany
(o tej samej postaci i objetosci). Najog6lniej jednak
traktuje';Swiat materjalny arytmetyka, ktéra nie bada
juz rozciggtosci ani ksztattu, zajmujac sie tylko wiasno-
Sciami ilosciowemi réznych ciat. Dwie figury, ktoére
geometrycznie sg r6zne np. kwadrat i koto, jednak
arytmetycznie nie muszg sie rozni¢ od siebiejjo ile majg
akie same powierzchnie (wtasnosci ilosciowe).
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Wszystkie trzy wyzej wymienione nauki sg w $ci-
stej tacznosci i jedna zawsze uzupetnia drugg. Geometrja
dostarcza duzo witasnosci przestrzennych fizyce, a aryt-
metyka dostarcza duzo wiasnosci ik Sciowych geometrji.
Kazda z tych nauk ma jeden i ten sam cel, mianowicie,
doktadne badanie otaczajgcego nas Swiata, lecz kazda
traktuje go z zupeinie innego punktu widzenia.

Jednak wyzej wymienione nauki nie zostajg wierne
wytknietemu celowi przez to, ze swoje twory niejako
idealizujg. Fizyka wypowiadajagc prawo, ze wszystkie
przedmioty spadajg z jednakowg szybkos$cig bez wzgiedu
na ich wlasnosci materjalne, nie odpowiada zupetnie
doswiadczeniu. Zawsze bowiem istnieje opdr powietrza,
ktéry sprawia, ze prawo to koliduje z rzeczywistoscia.
Wprawdzie fizyka wyraznie zaznacza, ze to prawo
tylko zachodzi w razie braku powietrza, jednak takiego
idealnego wypadku w rzeczywistosci niema. Podobnie
»idealizuje” swoje twory geometrja. Ta bada figury,
ktére sa regularnemi wielobokaini, kotami, ostrostu-
pami i t. p., chociaz takich idealnych figur nigdzie nie
spotykamy, chyba tyiko w ciatach krystalicznych, ktére
tez nie sg zupetnie idealne.

Nauki te nie odpowiadajgce doswiadczeniu majg
jednak te zalete, ze posiadajg pewien ,zapas doktad-
nosci“, ktéry mogg stosowa¢ w roznych okolicznosciach.
Chcac np. zna¢ stosunek obwodu ciata kolistego do
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jego Srednicy wystarczy przyja¢c doswiadczalng liczbe
3’14, ktéra jest dosy¢ doktadna, zwitaszcza, ze to ciato
nie jest nigdy zupeinie kolistem. Matematyka jednak
oblicza ten stosunek 11 na setki miejsc dziesietnych
i temsamem ,zabezpiecza sie“ na wypadek, gdyby
przyszto obliczy¢ stosunek obwodu ciata kolistego do
Srednicy, w razie gdyby ciato to bylo bardzo gtadkie
i wielkie, dochodzace do miljardow kilometrow. Nauki
te majg wiec te wyzszo$¢ nad doswiadczeniem, ze sg
od tegoz doktadniejsze i mogg swoja doktadno$é sto-
sowa¢ do potrzebnych okolicznosci doswiadczalnych,
»ldealizacja“ ta jednak sprawiata, ze nauki te
coraz mniej troszczyty sie o przedmioty," ktdr.tn od-
powiadajg i rzucity z biegiem czasu swojg szate do-
Swiadczalng. co jednak nie przeszkadza, ze do$wiad-
czenie czerpie z nich peing dionig. Najbardziej (co
sie samo przez sie rozumie) zostata wierng dos$wiad-
czeniu fizyka. Mniej od fizyki odpowiada juz doswiad-
czeniu geometrja, a najmniej arytmetyka. Ta operujac
tylko witasnosciami iloSciowemi otaczajgcej nas materji,
zaczeta uwaza¢ te wielkoSci (niemianowane) za cos,
»,CO sie samo przez sie rozumie®. Stata sie ona nauka,
ktérag mozna nazwac ,,arytmetykg dla arytmetyki“. Celem
arytmetyki jest obecnie zachowanie harmonji i ciagtosci,
zachodzacej miedzy liczbami, co nie przeszkadza
tez nagina¢ arytmetyki do celéw doswiadczalnych. Dla
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zachowania ciggtosci miedzy liczbami zaprowadzita
arytmetyka wielkosci, ktére nic wspo6lnego nie maja
z liczbami dosSwiadczalnemi jak np. wielko$ci urojone,
ujemne i t. p. Wielkosci te sg jednak bardzo produk-
tywne, jak np. liczby urojone, ktére pozwalajg wypro-
wadza¢ wzory na funkcje trygonometryczne. Jest godnem

uwagi, ze j- lognat i = — ¢ Wiec logarytm liczby

urojonej pozwala nam znalez¢ do$wiadczalny (rzeczy-
wisty) stosunek obwodu kola do jego $rednicy. Krotko
mowiac, ,idealizacja* matematyki (czy tez fizyki) wecale
nie jest szkodliwg dla doswiadczenia, owszem, przy-
chodzi mu z pomocg. Wszech$wiat jest niejako zde-
formowanem continuum tego idealnego $wiata, jaki so-
bie stworzyta matematyka i fizyka.

Jedng tylko wade pociggueta za sobag ta ,ideali-
zacja“, ze zaczeto uwazaé¢ przedewszystkiem matema-
tyke za nauke, ktéra nie jest poniekad zalezna od
doswiadczenia, a ktoéra samem logicznem myS$leniem
decyduje o swoich prawach. Powstal wiec w mate-
matyce — ze sie tak wyrazimy — pewien ,absolu-
tyzm*®, ktérego skutki byty dla niej dosyé szkodliwe,

Dziwnem jest tez, ze fizyka, ktéra najbardziej od-
powiada dosSwiadczeniu, miata tez swojg piete Achil-
lesa. Mechanika klasyczna stworzyta pewien absolutyzm
w pojeciach czasu i przestrzeni, co pociagneto za sobg
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pewne przesilenie zlikwidowane dopiero przez stawnego
fizyka Alberta Einsteina.

Jak dalece jednak matematyka stata sie absolutng
pokazuje nam to, ze gdy Gauss zbudzit sie z tego le-
targu absolutyzmu i postanowit zbada¢ dos'wiadczalnie,
czy suma katéw w trojkacie rzeczywiscie wynosi 180°
woéwczas patrzano na niego jak na cztowieka pozba-
wionego zupeinie rozumu. Dopiero pézniejsi matema-
tycy jak Riemann i inni pokazali, ze nie wolno zapo-
mina¢ o tern, iz geometrja wzieta swoOj poczatek od
doSwiadczenia. Pomato zaczeto sie otrzgsa¢ z tego ab
sc-lutyzmu i podjeto doktadng krytyke podstaw geo-
metrji. Zaczeto sobio zdawaé sprawe, ze matematyka
nie jest czem$ w sobie zamknietem, lecz zalezy od
doswiadczenia. Najbardziej okazata sie absolutng aryt-
metyka, ktora sie jeszcze zupelnie nie otrzesta z tego
absolutyzmu.

Juz w poczatkach rozwoju arytmetyki, daje sie
zauwazy¢ bezwzgledne zaufanie do jej wzoréw i twier-
dzeh. Pozwolono sobie np. na takie wnioski, zZe

o 2. 22 21 .
= VI 2 — 1 - g Jg- jest
wiec liczbg rzeczywistag. Wnioskowano tez, ze szereg
oscylujagcy o wyrazach 1 — 1+ 1 - 1+ ee¢ ma
sume wynoszaca podstawie wzoru S
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= =y A — ~2y Podobnie pozosta-

wiata sobie wiele do zyczenia kwestja ,zerowa“. Nie
znano jeszcze doktadnie pojecia granicy i operowano
zerem jak kazdg inng liczbg. Mnozono zerem, dzielono
niem i t. p. Wywnioskowano najspokojniej, ze -j =00

i na tej podstawie wyprowadzono np., ze rownanie
3x — 6= 0 oprdcz pierwiastka x= 2 spetnia sie tez dla

X — oo, albowiem réwnanie 3x — 6 — 0 mozna napisac
we formie 0x2 + 3x — 6 0, co pocigga za soba
X, — 2, X2 = co. PoOZniejsza krytyka matematyczna

zaprowadzita pojecia zbieznosci i rozbieznos'ci, zapro-
wadzita symbole nieoznaczone i sprzecznos$ci nauczajac,
ze z matematyka trzeba sie obchodzi¢ dosy¢ ostroznie,
pokazata ona, ze nie wolno wyprowadzaé¢ ogdlnego
wzoru, a poOzniej ztozy¢ calg odpowiedzialno$¢ na ten
wzlr, lecz nalezy bada¢, kiedy ten wzor jest spetniony,
kiedy zawodzi i t. p. Nie mozna np. wnioskowaé¢ na

toj 1
podstawie wzoru f xndx — x ,ze f — —
n+ 1 J X
— 1+ 1 1 )
_IX'8§_' - A LoD

Bardzo duzo niekonsekwencyj popetniono przy
definicjach. Takze znakowanie byto przyczyng réznych
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nieporozumien. Za$ wszystkie te wyzej wymienione
niekonsekwencje sg wynikiem zbytniego zaufania do
absolutnej matematyki i jej dedukcyjnej metody.

Jak wyzej wspomnieliSmy, matematyka opiera sie
na wywodach dedukcyjnych. Kazde prawo matematyczne
zostaje temsamem wyprowadzone ,a priori“. Jezeli lip.
wyprowadzamy twierdzenie, ze w czworoboku opisa-
nym na kole, sumy bokéw przeciwlegltych sa sobie
rowne, to nie trzeba juz bra¢ cyrkla i prébowaé, czy
rownos$¢ tych sum w rzeczywistosci zachodzi, poniewaz
mamy najzupetniejszg pewno$¢, ze sumy te bedg réwne
(o ile naturalnie znamy caly przebieg dowodzenia). Po-

1 , 1 .
dobnie wyprowadzajac wzor, ze A~ 11— v "t* 5

— y-+ -g- - e+ n:ie wezmiemy juz olbrzymiego kota,

aby sprébowaé¢, czy szereg ten odpowiada prawdzie,
czy nie. Dedukcja matematyczna i jej apriorystyczny
charakter spotegowaly zatem zaufanie matematykéw do
tej nauki. Wiec nie dziw, Ze uwazano matematyke za
nauke absolutna.

Jezeli Dblizej sie przypatrzymy charakterowi de-
dukcji i aprioryzmu, dojdziemy do tego, ze cata dedukcja
jest niejako indukcjg, a caty aprioryzm, aposterioryzmem.
Wogdle ,poprawne myslenie“ i caly sposéb deduko-
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wania  nie sg  zadnemi witasnosciami mébzgu
ludzkiego, lecz majg za sobg spory zasdb dosSwiadczen.
Wszystkie bowiem prawa logiczne i spos6b wniosko-
waniu zostalty uzyskane na podstawie osobistych prze-
zy¢ i doSwiadczen, ktére sie nam na kazdym kroku
nasuwaty. Dziecko np., ktére po opuszczeniu pokoju,
w ktorym sie znajduje matka, chce jg znalezé tez
w drugim pokoju, dochodzi po pewnym czasie takich
»,usitowan“ do podSwiadomego przekonania, ze gdy
jeden przedmiot znajdujej sie w jednem miejscu, nie
moze sie rownocze$nie znalez¢ w drugiem. Wiec cate
wnioskowanie mozna nazwaé, sumowaniem i przyrou'-
nywaniem do siebie faktdw, ktére sie raz przezyto. To
»przyrownywanie i sumowanie“ doszto pod wptywem
ciggtych przezy¢ do takiej doskonato$ci, ze odbywa sie
ono pod$wiadomie z wielkg wprawg i szybkoscig. Ciagte
doSwiadczenia nasuwaty nam wiec rézne prawa, ktére
staly sie podstawg naszego logicznego mys$lenia. Gdy-
bySmy nie posiadali catego zasobu doswiadczen za
sobg, ktore uregulowatly nasze myslenie, toby nawet
taka dedukcyjna geometrja, opierajagca sie na pewni-
kach, nic produktywnego nam nie przyniosta.
Wszystkie wlasnosci materji nie sg nam tak do-
brze znane i my sami zdajemy sobie z tego sprawe,
ze musimy sie zawsze powolywaé¢ na eksperymenty
doswiadczalne, ktore majag nam wykazaé prawdziwosé
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lub nieprawdziwos$¢ tych witasnosci, choc¢by nawet byty
jak najbardziej oczywiste. Tak miata sie teraz rzecz
2 geometrja, ktora traktuje nasz wszechswiat dosy¢
og6lnie. Wykazano bowiem, ze nasz wszech$wiat ma
inne witasnosci geometryczne niz te, jakie nam podaje
zwykta szkolna geometrjg euklidesowa. Riemann byt
pierwszym, ktory zwrécit uwage, ze nie jest samo
przez si¢ zrozumialem, iz do naszego S$wiata stosuje
sie geometrjg euklidesowa, lecz nalezy to dopiero
sprawdzi¢ dosSwiadczalnie. DoSwiadczenie stato sie wiec
,0statnig instancjg“, do ktérej musiano sie zwréci¢ na-
wet z takg og6lng nauka, jak geometrja.

Catkiem inaczej ma sie natomiast rzeéz z aryt-
metyka. Ta operuje najogolniejszemi wlasnosciami raa-
terji — wtasnosciami iloSciowemi. Z temi wiasno$ciami
stykaliSmy sie na kazdym kroku, a stykajgc sie z jremi
dosy¢ czesto, wyrobiliSmy sobie doktadne i utarte po-
jecia tyczace sie praw ilosciowych, ktore stanowig pod-
stawe dedukcyjnego myslenia. Tym sposobem doszlismy
do tego, ze réwne wielkosci dodane do réwnych, sg
nadal réowne, ze jezeli jedna wielko$¢ jest rowna dru-
giej. a druga trzeciej, to pierwsza jest rdwna trzeciej
i t. p. Doswiadczenie dostarczyto nam wiec catego za-
sobu witasnosci ilosciowych, ktére umozliwity nam de-
dukowanie w nauce arytmetyki. Majac jednak wielkga
wprawe w dedukowaniu praw iloSciowych, zaczeto
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uwazaé¢ wszystkie wilasnosci iloSciowe za takie, ktore
nie zostaly usyskane z doswiadczenia. Takze intuicyjna
pewnos$¢, ze wiasnosci iloSciowe materji nie moga ule-
ga¢ zadnej zmianie, jakiej jednak ulegajg wtasnosci
fizyczne i geometryczne, sprawita, ze arytmetyke uwaza
sie za nauke absolutng, ktéra sama przez sie jest zro-
zumiata. Nie potrzebuje ona przeciez — wnioskujg —
doSwiadczalnego sprawdzenia. A jednak zapominajac
o tern, ze arytmetyka powstata na tle doSwiadczalnem,
zrobilismy krok niewtasciwy juz przez to, ze uwazamy
arytmetyke za nauke absolutng. Niewtasciwos¢ takiego
postepowania poznaliSmy przy wyzej wymienionych
niekonsekwencjach i poznamy tez pdzniej przy rozsze-
rzeniu jakiego$ prawa na wielkoSci, nie wystepujace
w Swiecie doSwiadczalnym. Tam bowiem, gdzie aryt-
metyka odnosi sie jaszcze do tworow' (wielkosci) czysto
doSwiadczalnych, nie mamy obawy, ze popetnimy jaka$
niekonsekwencje, Dedukcja bowiem zdobyta na pod-
stawie doswiadczen, zawsze uchroni nas przed bigdze-
niem w labiryncie niepewnosci. Natomiast z wielkos-
ciami pozado$wiadczalnemi — jak pé6zniej zobaczymy —
rzecz ma sie inaczej.

Arytmetyka, badajac prawa iloSciowe $Swiata ma-
terialnego, zaprowadzita pewne symbole i okreslenia,
co do ktoérych mamy juz najdoktadniejsze pojecie. Pi-
szgc znak (+) (plus) uprzytomniamy sobie pewien pro-
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ces dos'wiadczainy, ktéry nazywamy sumowaniem, do-
dawaniem i t. p. Z procesem tym spotykamy sie na
kazdym kroku i mamy juz bardzo dokladne pojecie
0 jego wlasnos'ciach. Znak (+) jest niejako stenogra-
mem pewnego okreS$lenia procesu, ktéry mozna trak-
tatami ftlozoficznemi wyjasnia¢ na catych stronicach,
Znak ten odpowiada pewnemu ugrupowaniu przedmio-
tow, a grupe taka charakteryzujemy ilosciag. Do$wiad-
czenie poucza nas, ze grupa taka nie jest zalezna od
porzadku, w jakim zostata ugrupowana. Z tego faktu do-
Swiadczalnego uzyskaliSmy znane arytmetyczne prawo,
ze suma nie zalezy od porzadku skiladnikéw. Z tern
prawem stykaliSmy sie na kazdym kroku i tak do tego
przyzwyczailiSmy sie, ze uwazamy je za oczywiste i za
samo przez sie zrozumiate.

Podobnie odpowiada znak (:) jakiemu$ proce-
sowi dzielenia, rozkawatkowania i t. p. Takze przez
ten znak rozumiemy $cisle okreSlony proces, ktérego
witasnosci dostarczyto nam doswiadczenie. Wiemy z do-
Swiadczenia, ze jezeli ,n“ sztuk rozdzielimy miedzy ,n*
ludzi, to kazdy ma po jednej sztuce. Na tej podstav.de
uzyskaliSmy te szczegb6lng wiasno$¢ dzielenia, ze kazda
liczba podzielona przez siebie daje nam wynik na
jednostke (n : n = 1)

Proces mnozenia ma tez swoje okre$lone wasnosci,
jak np. ta, ze iloczyn dwoéch (czy tez wiecej) liczb nie
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zalezy od porzadku czynnikéw. Wyrazajagc to w sym-
bolistyce arytmetycznej, mamy ab = ba. Wtiasnosé te
uzyskalisSmy przy réznych okolicznosciach doSwiadczal-
nych — czesto na podstawie ,najczystszej“ indukcji
w peilnem tego stowa znaczeniu. Nie tak tatwo bowiem
rzuca sie w oczy, ze ,a“ sztuk rozdzielone miedzy ,b*“
0s6b, majg te samag wiasnosé ilosciowg, co ,,b* sztuk
rozdzielone miedzy ,a“ oséb. A lednak dziecko ze
szkoty powszechnej ma juz pod$wiadomie te pewnosé,

ze ta wiasnos¢ (ab — ba) zachodzi. Uczac sie bo-
wiem tabaczki mnozenia, natrafiato na takie szcze-
gétowe wiasnosci, ze 6 X 7 7x6, 8x3 — 3x8

i t. d. do$¢, ze pOzniej na podstawie tych szczeg6-
towych wtasnosci uzyskato te pewnos$é, ze bedzie tez
12 X 15 — 15 x 12 i t d. To samo prawo, ze
ab = ba, narzuca sie nam tez o ile sobie wyobrazamy
grupe we formie prostokata, sktadajgcego sie z ,a“
rzedow po ,b*“ sztuk. Grupa ta posiada whasnosc
ilosciowa wartosci ab. Grupa za$ skladajaca sie z ,,b“
rzedow po ,a“ sztuk, bedzie miata wiasnos$¢ iloSciowg
wartosci ba. Poniewaz za$ pierwszy prostokat jest
»tenjsam*® co drugi, ktory zostat tylko ,obrécony*, wiec
musi by¢ ab = ba. Takie i inne podobne rozwazania
prowadzg nas do tego prawa, ale nie tak pomato jak
my to przeprowadziliSmy, lecz o wiele szybciej i zu-
petnie podSwiadomie. Ostatni przyktad przedstawia nam
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wprawdzie spos6b dedukcyjnego rozwazania (w prze-
ciwienstwie do przedostatniego przyktadu), lecz rowno-
cze$nie poznajemy tu jaskrawo, ze powyzsza dedukcja
(tak, jak inna zresztg), ma podkiad indukcyjny juz przy-
najmniej przez to, ze zawiera w sobie to doswiadczalne
zjawisko, ze prostokat nie zmienia swoich wikasnosci
iloSciowych, jezeli go dowolnie obrocimy.

Mamy jeszcze w arytmetyce duzo symboldw, ktore
nam oznaczaja $cisle okreslone procesy doswiadczalne,
a ktérych prawa doswiadczenie nam na kazdym kroku
nasuwa tak, ze staty sie oczywiste i uwazane za pro-
dukty ,,mézgu ludzkiego*.

Po omowieniu indukcyjnego (do$wiadczalnego)
charakteru samej dedukcji ilustrowanej na kilku pro-
cesach, nie zaszkodzi zastanowi¢ sie pobieznie nad
istotg definicyj, co wyjasni nam w dalszym ciggu istote
dedukcji i stosunek arytmetyki do doswiadczenia.

Patrzac sie na otaczajacy nas wszech$wiat mate-
rjalny, poznajemy rézne wiasnosci procesow dosSwiad-
czalnych, ktére zyskujg charakter oczywistosci. Zwykle
obserwujemy niezliczong ilo§¢ wiasnosci, ktére sg
wspblne wszystkim procesom. (Sg to ogdlne prawa
geometryczne ilosciowe i t. p.). Oprécz tych wszyst-
kich ,statych®“ i wspdlnych wiasnosci, ma kazdy proces
specjalng klase charakterystycznych 'wiasnosci, ktore
mu prawie zawsze nierozigcznie towarzyszg. Z tych

WarszawsklS
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wszystkich charakterystycznych wlasnos'ci wybieramy
zwykle jedng (lub kilka) jako ,reprezentanta“ tych
wilasnosci, ktéry stanowi definicje danego procesu.
Reszte za$ wtasnosci, ktére towarzyszg temu ,repre-
zentantowi“ tagczymy stowem ,poniewaz“, a takie wtasnie
taczenie reszty wilasnosci z ich ,reprezentantem® (de-
finicjg) nazywamy dedukowaniem. Rozumie sie, ze
kazda (lub kazda grupa) z tych wiasnosci moze pre-
zentowaé¢ dany proces, a tern samem by¢ jego defi-
nicjg. Sprébujmy to teraz wyjasni¢ na przyktadzie.
Obcujac wcigz ze $wiatem materjalnym, wyrobiliSmy
sobie doktadne pojecie tyczace sie ,réwnosci“, od-
cinkdw. Tej réwnosci towarzysza rownocze$nie rdzne
witasnosci charakteryzujgce dang ,réwnos$c¢*, jezeli dwa
odcinki sg rowne, to wtedy majg takie same liczby
wymiarowe, woOwczas towarzyszy tej rowmosci inny
jeszcze proces, ktéry nazywamy ,nakrywaniem sie“
i wowczas zaden koniec nie wystaje poza kofAeem
drugiego odcinka. Réwnos$ci odcinkéw towarzyszg inne
jeszcze wiasnosci charakterystyczne, ktorych wyliczenie
jednak jest dla dalszych rozwazahn zbytecznem. Do-
Swiadczenie dostarczyto nam wiec nastepujacych charak-
terystycznych witasnosci réwnosci dwéch odcinkow*):

*) Przez stowo réwnos$¢ rozumiemy w réznych miejscach
ré6zne pojecia. W jednem miejscu marny na mysli ,rownos¢
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rownos$¢ liczb wymiarowych, nakrywanie sig, nie wy-
stawanie i t. d. Wszystkie te procesy tgczymy stowem
»poniewaz®“ i méwimy: ,Poniewaz odcinki sg rowne,
nakrywajg sie. Poniewaz nakrywajg sie, nie wystajg ich
konce i t. d.“ Oczywiscie, ze na pierwszem miejscu
nie musi by¢ réwnoséé odcinkéw (liczb wymiarowych),
lecz tez nakrywanie sie. Moge tak wnioskowaé, ,po-
niewaz dwa odcinki nakrywajg sie, liczby wymiarowe
tych odcinkéw musza,by¢ sobie rowne“. Za definicje
rownosci wybraliSmy wiec w ostatnim przykiadzie ,,na-
krywanie sie“.

Warto jeszcze tutaj zaznaczyé, ze wiasnosci, ktd-
rych towarzyszenie rzucato nam sie codziennie w oczy,
uwazamy prawie za takie same i dziwnem sie niejed-
nemu wydaje, ze witasno$¢ ,nakrywania“ oddzielamy
od witasnosci ,nie wystawania“.

Cata geometrja sktada sie takze z pewnej ilosci
.reprezentantow* *), za$ reszta sktada sie tylko z po-
taczen (przestanek) logicznych.

Wywody powyzsze wyjasniajg nam istote definicji
i dedukcyjnego myslenia, potwierdzajgc tez (co powyzej

liczb wymiarowych®, za$§ w innem miejscu samg tstole row-
nosci, ktéra jest niejako sumg wszystkich witasnosci tego
procesu.

*) Nie nalezy tu wyrazenie ,reprezentant* utozsamiac
z wyrazeniem ,definicja“, jak powyzej postepowalismy.
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juz moéwilismy), ze dedukcja ma charakter indukcyjny
i czysto doswiadczalny.

Mogtoby sie wydawaé, ze, majac przed sobg pe-
wien okreSlony proces, mozemy zawsze wybra¢ do-
wolng wiasnos¢ (lub dowolng grupe wiasnosci) za de-
finicje, przez ktérag dany proces bedzie juz Scisle
i jednoznacznie okreslony. Zobaczymy pozniej, ze
istniejg takie okolicznosci, gdzie wyzej wymienione
witasnosci, niekoniecznie sobie towarzysza. Niejedno-
krotnie — jak zobaczymy — dowolno$¢ wybierania
definicyj moze doprowadzi¢ do kardynalnego nieporo-
zumienia. Bedg bowiem takie okolicznosci, gdzie be-
dziemy musieli jasno wypowiedzie¢ sig, ktéra z towa-
rzyszacych (w najprostszych okoliczno$ciach) wiasnosci
przyjmu,emy za definicje.

Méwigc powyzej o odcinkach, mieliSmy zawsze na
mys$li odcinek prostolinijny. Jezeli natomiast zechcemy
nasze rozwazania o rownosci przenies¢ na dowolne
luki, zobaczymy, ze wyzej wymienione wiasnosci
juz nie towarzysza sobie. Moga by¢ dwa tuki o row-
nych liczbach wymiarowych, a jednak nie nakrywaja
sie (lub nie wystaja). Przeciwnie za$, jezeli dwa tuki
nakrywajg sie (nie wystajg), to natychmiast wynika row-
nos$¢ liczb wymiarowych. Mozna jednak przytaczac¢ ta-
kie okoiicznos$ci, gdzie dwa tuki nie wystawajg, a prze-
ciez nie maja tych samych liczb wymiarowych. Mozemy
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bowiem wyobrazi¢ sobie dwa kota przylegajace do sie-
bie obwodami, a ktoére obracajg sie wzgledem siebie
z pewng szybkos'cig. Obserwator znajdujgcy sie wzgle-
dem jednego kota w spoczynku zauwazy (wedtug teorji
wzglednosci), ze obwdéd drugiego kota ma inng liczbe
wymiarowg niz obwdéd pierwszego kota. A jednak oba
obwody nie wystajg poza siebie. Tu obserwator ma
przed sobg dwie drogi. Jezeli za definicje ,réwnosci*
wybiera rownos$¢ liczb wymiarowych, woéwczas musi
uwazaé¢ oba odcinki za roézne, jezeli natomiast za de-
finicje ,rownosci“ bierze ,nie wystawanie**), wowczas
musi uwaza¢ oba odcinki za rowne.

Niema tu nic absolutnego. Wszystko zalezy tylko
od pewnych z gdry przyjetych defmicyj.

Rozwazajgc pobieznie o definicjach, wracamy do
kwestyj natury czysto arytmetycznej, i bierzemy
pod uwage kilka przyktadéw, slosujac powyzsze roz-
wazania o definicjach.

Arytmetyka bada r6zne procesy doswiadczalne (ze
strony iloSciowej) oznaczone pewnemi symbolami na
podstawie z goéry przyjetej definicji. Abstrahuje ona od

*) O zupetnem nakrywanin nie mozemy tu moéwié, bo
pod wptywem ruchu, coraz to inne czastki ze sobg sie na-
krywaja.
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doSwiadczenia i siata sie nauka o liczbach, miedzy
ktoreini zaprowadza ciggto$¢ i harmonje. Operujac pro-
cesami doSwiadczainemi, nie zostaje jednak wierna
witasnosciom tego doswiadczalnego procesu i wykonuje
(teoretycznie) takie operacje, ktore w rzeczywistosci
przy danym procesie nie sg mozliwe. Odejmuje ona
liczby wieksze od mniejszych i dostaje (tag niedoSwiad-
czalng operacjg) liczby, ktére nazywa ujemnemi. Wy-
cigga ona tez pierwiastki parzyste z tychze liczb i otrzy-
muje liczby nazwane urojone i t. d. Arytmetyka operuje
wiec procesami doswiadczainemi absolutnie, nie tro-
szczac o to, czy proces dany dopuszcza doswiadczal-
nie do takiej bezwzglednej operacji. Chodzi arytmetyce
tylko o to, zeby kazde dziatanie byto wykonalne i nie-
ograniczone, a jezeli to jest doSwiadczalnie niemozliwe,
zaprowadza liczby pozadoswiadczalne, traktujgc je na-
rowno z liczbami doswiadczainemi (o ile nie natrafia na
sprzecznosci logiczne). Wszelkie operacie na procesach
wykonuje wiec arytmetyka absolutnie, nie uwazajac za
uprzywilejowana specjalnie te klase liczb, ktéra jest

doSwiadczalng. Zaprowadza ona n. p. potegi utamko-
3
we jak a2 chociaz potega ta nie jest doSwiadczalna.

Wyrazenie a'l oznacza bowiem, ze zasada ,a“ powtarza
sie jako czynnik n-razy. Stosownie do definicji tego
procesu (potegowania) nie moze przeciez zasada a po-
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wtarza¢ sie utamkowgq ilo$¢ razy (lecz catkowity ilosc)-
Jednak arytmetyka stosowata te definicje (potegowania)
bezwzglednie, a nie ogladajgc sie, czy potegi utamko-
we sg doswiadczalnie dopuszczalne, wyprowadzata takie
witasnie potegi z tejze definicji. Tak samo ma sie tez
rzecz ze zwyklemi utamkami. Wiemy, Ze utamek mozna
(dosSwiadczalnie) do siebie dodawac¢ catkowita ilos¢

razy. Jezeli wiec utamek — dodamy do siebie k razy

to wyrazajac sie w symbolistyce arytmetycznej napisze-

my 26 —+ —+ — 4-,..==k—. Poniewaz za$
q q q q

istnieje prawo, ze ab — ba, wiec powyzsze wyrazenie

(wnioskujac logicznie) beda réwne wyrazenia - k. To

jest zrpetnie logiczne wnioskowanie, a jednak doswiad-
czalnie to jest niemozliwem, aby jaka$ liczba byta do
siebie dodana utamkowg ilo$¢ razy.

Podobne przyktady o bezwzglednem operowa-
niu procesemi, (arytmetycznemi) dostarcza nam geo-
metria. Uktadajagc we formie prostokata ,a“ rzedéw po
b sztuk, utrzymujemy ,ilos¢*“ wartosci ab. To rozu-
mowauie przeniesiono pdzniej na prostokagty o odcin-
kach a i b (gdzie g prezentuje rzedy, za$ b sztuki
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w kazdem rzedzie zawarte) i wywnioskowano, ze pro-
stokat taki ma wtasno$é iloSciowg (powierzchnie) ab.
To rozumowanie rozszerzono tez na prostokaty, kto-
rych boki nie sg catkowite i wymierne.

Z tych przyktadow widzimy, ze arytmetyka stara
sie rozszerzy¢ wszelkie witasnosci na procesy pozado-
Swiadczalne i przyjmuje milczaco, ze wtasnosci, ktére
sobie towarzyszg w prostych przypadkach, towarzysza
sobie tez przy mniej prostych procesach, jednak nie
mamy tu na mysli, ze takie postepowanie jest szkodli-
we. Przeciwnie ! Nalezy temu przyklaskiwaé, choéby
dlatego, ze arytmetyka uzyskata przez to zupeing cig-
gto$¢ i harmonje. Wprawdzie wyzej wymienione nie-

--------------- X X2
konsekwencje jak ta, ze VI — x — 1 —~ — 8

jest liczbg rzeczywistg nawet dla x > 1, bylo wiasnie
wj nikiem pod$éwiadomego rozumowania, ze W sSzys t-
kie witasnosci (ilosciowe) procesu pierwiastkowania

(jak V 1 — x) towarzyszg zawsze wszystkim witasno-

§ciom wyzej wymienionego procesu (szeregu) 1 ---------- —

X2
— 8~ ztozonego z catej mnogosci proceséw potegowa-

pia, dodawania i t. d. Jednak teraz arytmetyka jest juz
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najzupetniej krytyczng i nigdy nam nie przyjdzie na
mys$l rozumowa¢ w podobny sposdb jak powyzej, lecz
wezmiemy pod uwage czy dany szereg jest zbiezny,
czy rozbiezny i t. p. Arytmetyka jest teraz dosy¢ Sci-
stg i nie uwaza n. p. za samo przez sie zrozumiale,
za mozna dowolnie operowaé¢ liczbhami niewymiernemi
jak liczbami wymiernemi, lecz zaprowadza pojecia gra-
nic i przekrojéw, zapomocg ktérych wszystko kry-
tycznie uzasadnia. Ostatnie pojecie (przekrojow) wska-
zuje nam, ze arytmetyka zbliza sie poniekad w nie-
ktorych rozumowaniach do doswiadczenia juz przez to,
ze uzasadnia je geometrycznie. Panuje jedynie teraz
w arytmetyce nieszkodliwy absolutyzm polegajcy na
tern, ze zapomina sie. iz kazde prawo rozszerzone na
wielkos$ci pozadoSwiadczalne nie jest absolutne i jedy-
ne, lecz zalezy od pewnej z gory przyjetej definicji,
ktéra nie musi towarzyszy¢ wszystkim wasnosciom
danego procesu wystepujagcym razem w najprostszych
okolicznosciach doswiadczalnych.

Juz w liczbach hyperkompleksyjnych oka-
zuje sie, ze nie moga mie¢ wszystkich witasnosci liczb
doswiadczalnych. Jednak na liczbach urojonych i ze-
spolonych wykonujg wszystkie operacje liczb doswiad-
czalnych bez zadnych ograniczen i nigdy nie napoty-
kano na zadne sprzecznosci ,logiczne®. (Sprzecznosci
doSwiadczalne — jak sie samo przez sie rozumie —
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sg tutaj wykluczone), juz to, ze liczby te nie sg do-
Swiadczalne sprawia, ze liczby te nie sg przez doswiad-
czenie krepowane.

Catkiem inaczej jednak ma sie rzecz z liczbg
»,zero“, ktéra w procesach mnozenia i dzielenia jest
raz doswiadczalng i raz pozadoSwiadczalng. Wiemj',
ze ,zero“ jest wyrazeniem, ktére oznacza poprostu
Lnic“. Jezeli mamy n. p. trzy jednostki i odejmujemy
od tych trzy, to nic nam nie zostaje. Wiemy, ze je-
zeli nic nie dodamy do pewnej ilosci jednosetk, to
ilos¢ ta sie nie zmieni. Tak uzyskaliSmy z doswiadcze-
nia, ze a + 0 = a Dodawanie lub odejmowanie
»Zera“ jest wiec jeszcze procesem doswiadczalnym.

Podobnie mnozenie przez ,zero* ma sens do-
Swiadczalny, bo wyobrazamy sobie najdoktadniej, zc
jak komu$ n. p. 1000 razy nic nie damy, to dalej nic
nie bedzie miat. Doswiadczenie pokazuje nam wiec,
ze dowolna liczba doswiadczalna pomnozona przez
»,Zero“ réwna sie ,zeru“ i mamy te pewno$¢, ze to
prawo zajdzie dla wszelkich — nawet bardzo wielkich
— liczb doswiadczalnych, chociaz nigdy nie prébowa-
lismy (doswiadczalnie) czy n. p. 1000000 x 0 — O.

Jezeli natomiast chcemy sobie wyobrazi¢ dzielenie
przez ,zero“, to mamy juz zupetnie z czem$ innem do
czynienia. Juz dzielenie przez utamek nie jest procesem
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doswiadczalnym. Jednak arytmetyka stosuje tu (jak
zreszta wszedzie) te wszystkie prawa i wihasnosci, co
przy procesach  doswiadczalnych. Stosuje ona
tu te doSwiadczalng wtasno$é dzielenia, ze ile razy
mniejszy jest dzielnik tyle razy wiekszy jest iloraz

i dostaje n. p. ze 3 : — 6, bo iloraz ten musi by¢

dwa razy wiekszy od ilorazu 3 : 1. Ze zerem nato-
miast sprawa przedstawia sie troche trudniej.

Zanim jednak to rozpatrzymy, musimy sie troche
zastanawia¢ nad procesem dzielenia.

Proces dzielenia ma znak (:1 ktéry jest Scisle
okres$lony. Proces ten ma te szczeg6lng wilasnosé, ze
kazda liczba podzielona przez siebie réwna sie jedno-
sce. Procesowi dzielenia towarzyszg inne jeszcze wtasnosci
jak n. p. jezeli a : b c,to ¢ b a. Proces
dzielenia mozemy wiec okre$li¢ definicja zawierajaca
w sobie pewng klase wtasnosci z ktérych jedna brzmi,
Ze a @ a 1. Proces ten wyrazony powyzszg defini-
cjg jest Scisle okres$lony i zdajemy sobie z niego do-
ktadnie sprawe (nie musimy go okresli¢ stowami, ktére
tez zreszta wymagajg dalszych objasnien). Jezeli wiec
wyrazimy proces dzielenia ostatnig definicjg (dajgc na-
cisk na witasnos$é a : a = 1) to stosownie do tej de-
finicji  (uzyskanej na wielkosciach dosSwiadczalnych)
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bedziemy mieli, ze i : i — 1, (a+bi) : (a+bi) — I, it.
p. DoSwiadczenie bowiem nigdy nie bedzie ograniczyto
witasnosci tychze liczb pozados$wiadczalnych. Tak samo
ma sie rzecz z liczbg ,zero* Jezeli wiec wyprowadza-
my proces dzielenia z powyzszej definicji (0o szczegol-
nej whasnosci, ze a :a musi sie tylko rdwnac jednostce)
to musimy potozyé, ze 0 :0 réwna sie tylko liczbie 1
Proces dzielenia mozemy jeszcze wyrazi¢ drugag defi-
nicja, ktoéra zawiera w sobie te szczeg6lng witasnosé,
ze jezeli a :b -= ¢, to c. b = a. Definicje te zwykle
wyraza sie stowami, ktére opiewaja, ze dzieli¢ znaczy
znalez¢ taka liczbe, ktdra pomnozona przez dzielnik
daje dzielng. Jezeli proces dzielenia wyrazimy tg druga
definicja, to na podstawie tej definicji otrzymamy, ze
0:0 moze da¢ jako wynik wszelka liczbe, bo kazda
liczha pomnozona przez zero moze sie réwnac zeru.
lloraz 0:0 jest wiec na podstawie tej definicji liczbg
nieoznaczong. Tu widzimy wiec jaskrawo, ze wiasnosc

a:a = 1, zawarta w pierwszej definicji niekoniecznie
towarzyszy witasnosciom drugiej definicji (specjalnie tej
wilasnosci, ze jezeli a : b ¢, ¢. b = a). Widzimy

wiec, ze obie wymienione definicje towarzyszg sobie
tylko w okresie liczb doswiadczalnych, za$§ dla
liczby ,,0“, ktéra jako dzielnik jest wielko$cig pozado-
Swiadczalna, obie definicje nie towarzyszg juz sobie
i musimy juz wyraznie sie zdecydowa¢ na pierwszg
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albo druga definicje. Jezeli wiec przyjmujemy w pro-
cesie dzielenia pierwszg definicje, to O : 0 rowna sie
tylko jednostce, jezeli za$ przyjmujemy drugg definicje,
0 : O jest liczbg nieoznaczong. Nic niema tutaj abso-
lutnego.

Nalezy zaznaczy¢, ze nieoznaczony charakter
ilorazu 0 : 0 (wynikajacy z drugiej definicji) jest tez
od tego zalezny, ze iloczyn a. O jest procesem dos$wiad-
ezalnym. Gdyby bowiem a. O nie byt proc esem do-
Swiadczalnym nie mielibySmy dalej powodu potozy¢, ze
0:0 = a, podobnie jak nie potozymy, ze i : i — a,
chociaz doswiadczenie nie ogranicza tego. Mozemy bo-

wiem przyjaé, ze a. i i podobnie jak n. p. a mo-

ze sie tez réwna¢ pewnej potedze a3*(gdzie ,b* jest
specjalnie dobrang liczbe zalezng od a). Nie potozymy
jednak, ze i :i a, choéby tylko dlatego, ze bada-
nie liczb urojonych bytoby przez to zawilsze, gdyz
zatracitaby sie nawet przy najprostszych dziataniach ta
bardzo pozadana jednoznaczno$¢. DoSwiadczenie wpra-
wdzie nie sprzeciwia sie temu, jednak wzgledy prak-
tyczne kolidujg z takiem postepowaniem. Tak samo
miataby sie rzecz z liczbg zero, gdyby nie data sie
mnozy¢ dosSwiadczalnie.

Wracajac do rzeczy zastanéwmy sie teraz nad
wyrazeniem a : 0, Wedtug pierwszej definicji mozemy
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na podstawie iiiduukcji wywnioskowaé, ze bedzie to
bardzo wielka liczba, wieksza od wszelkiej liczby do-
Swiadczalnej. Dzielagc bowiem jaka$' dzielng przez co-
raz mniejsza liczbe uzyskujemy coraz wiekszy wynik.
Wyrazenie a : 0 bedzie wiec (rozumujgc arytmetycznie)

wieksze od a : od a : it d., wiec od miljo-

na, miljarda i t. d. Moéwimy wiec, ze a : O daje bar-
dzo wielkg liczbe wiekszg od wszelkiej liczby dos$wiad-
czalnej, a liczbe te nazywamy nieskonczong, oznaczajac
ja symbolem oo. Liczba ta jest wiec jaka$ wielkoscig
pozados$wiadczalng (podobnie jak a : i daje wynik jaka$
liczbe pozaswiadczalng wartosci — ai).

Rozumowanie powyzsze przeprowadzono do nie-
dawna, chociaz pod pewnvm wzgledem jest pozbawio-
ne Scistosci. ZatozyliSmy tu, ze ze zmniejszeniem sie
dzielnika wzrasta iloraz, co nie musi bowiem towarzy-
szy¢ definicji na czele ktérej znajduje sie wiasnosé
a:a— L1 Prawo to, ze iloraz wzrasta ze zmniejsze-
niem sie dzielnika moze dla 0 tak samo zawodzi¢, jak
zawodzi w takich n. p. okolicznosciach, ze 3 : (— 1)
nie jest wieksze od 3 : 1, (chociaz — 1 > 1). lezeli
wiec zechcemy $cislej traktowac¢ wyrazenie a : 0, nie
mozemy przyjac¢, ze liczba oo jest wiekszg od wszel-
kiej doswiadczalnej liczbhy. Mozemy jednak zostawi¢
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symbol oo i traktowac¢ te liczbe, ktérej odpowiada»
(jak zreszta dotychczas) jako pozadoswiadczalng liczbe,
nie wiedzac o niej czego$ blizszego. Mozemy wiec po-
tozy¢, ze a : O = 00, gdzie o0 oznacza pozadoSwiad-
czalng liczbe, ktérej nie mozemy potaczyé z liczbami
doSwiadczalnemi zadnym znakiem nieréwnosci, zwta-
szcza, ze wiemy, iz a : 0 jest to samo co a : (— 0)
co sprawia, ze symbol oo nie jest jednoznaczny. lloraz
ten przedstawia przynajmniej dwie liczby o przeciwnych
znakach.

Rozumowanie powyzsze opieraliSmy na tych roz-
wazaniach, iz wasno$¢ ta, ktéra orzeka, ze ze zmniej-
szeniem sie dzielnika wzrasta iloraz nie musi towarzy-
szy¢ witasnosciom pierwszej definicji, t. zn., ze pierwsza
definicja nie zawiera w sobie tej witasnosci. Jezeli jed-
nak zechcieliby$my przyja¢ pierwsza definicje z uwzgle-
dnieniem tego, Ze zawiera w sobie zawsze wymieniong
w poprzedniem zdaniu wiasno$¢, to doszlibySmy do
bardzo osobliwych wynikéw. MielibySmy bowiem na
podstawie tej definiciji, ze 1 : 0 = o0, gdzie co ozna-
cza liczbe pozaswiadczalng, wieksza od wszelkich liczb
doswiadczalnych. Dalej mieliby$my, ze 1 : (—1)> 1:0
1:(— 2> 1:(— 1 it d DostalibySmy wiec ca-
ta klase liczb pozado$wiadczalnych, ktore sa nieskon-

czenie wielkie. (Na tej podstawie moglibySmy oznaczyé,
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1 :0przez c», 1 :(— 1) przez ooj, 1:(— 2)= o002
i t. d). Musimy tu jeszcze zwrdcic uwage, ze definicja
ta najzupetniej sprzeciwia sie tej wilasnosci, jezeli

a :b = ¢ ¢ b= a Nie mozna bowiem przyjaé, ze
00j (— 1) = | it p. Musielibys'my tez (przy tej de-
finicji) zrezygnowac¢ z tego prawa, ze > (dla x =|= 0)

nie musi sie réwnaé¢ zeru. Na podstawie bowiem
prawa rozdzielno$ci mielibySmy, ze (1 — 1) : (— 1)
= 1:(— 1+ (— 1) :(- 1) = o0, + 1 co jest
liczbg nieskonczenie wielkg, (a nie takg matg jaka jest
zero). Jezeli jednak nie chcielibySmy zrezygnowaé z te-

0 1
go, ze — — O, musielibySmy zrezygnowaé¢ =z takiej

zasadniczej wiasnosci, jaka jest prawo rozdzielnosci
it p.

Takie i tym podobne rozwazania mozemy prze-
prowadzi¢ nad pierwszg definicja i musimy przyzna¢,
ze nigdy nie zgodzilibySmy sie na taka definicje jaka
poprzednio przytoczylismy.

Wracajmy teraz do wyrazenia a : O i przypatrz-
my sie jak ono wyglagda przy drugiej definicji
dzietenia, na ktdrej czele stoi ta szczeg6lna wihasnosc>
ze skoro a ; b = ¢ c b ==a
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Okre$lenie a : O przedstawia sie przy tej definicji
zupeinie inaczej. Mamy teraz (wedtug tej definicji)
znalez¢ takag liczbe, ktéra pomnozona przez zero daje
»a“. Jednak Zzadanie takie jest niemozliwe, gdyz wie-
my, ze kazda liczba pomnozona przez zero réwna sie
tylko zeru, (a nie jakiej$ innej liczbie a =|= 0). Wedtug
tej definicji dzielenie przez zero jest niedopuszczalne.

Na takiem witasnie stanowisku stoi dzisiejsza aryt-
metyka, ktora sprzeciwia sie zaprowadzeniu sym-
bolu jakiejs liczby pozadosSwiadczalnej, jak poste-
powalismy przy pierwszej definicji, gdyz druga definicja
na to nie pozwala, chyba, ze zrezygnujemy z tej wias-
nosci (ktéra milczaco uwazamy za samo przez sig
zrozumiaty), ze kazda liczba pomnozona przez zero,
musi sie tylko réwna¢ zeru. Woéwczas bowiem bedzie-
my juz mogli wyrazeniu a : O nadaC takie same wias-
nosci i wyniki jak przy pierwszej definicji. Jednak my
nie zrezygnujemy z wyzej wymienionej witasnosci [(ze
a. O= 0) i zaliczamy jg nadal do tych wiasnosci,
ktore towarzyszg obu (przytoczonym tu) definicjom,
jezeli wiec stosujemy pierwszg definicje, to a :O= 00
jezeli za$ stosujemy drugg definicje, to ,a" przez zero
dzieli¢ nie mozna. Prowadzi to bowiem do sprzeczno-
§ci, gdyz zadna liczba (przy wyzej przyjetej definicji)
nie moze zado$éuczyni¢ temu warunkowi, aby byto
X.0 = a
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Arytmetyka jednak operuje tylko drugg definicja,
ktéra jest nadzwyczaj wygodng. W arytmetyce chodzi
przeciez o to, aby operowano biegle r6znemi [dziala-
niami, réwnaniami i t. p. Zamiast wiec dzieli¢ (przy
roznych rdéwnaniach) liczbami og6lnemi, ktére prowa-
dzg czesto do nieskofczonych szeregédw, wygodniej
jest n. p. ,przenie$¢” dzielenie na drugg strone réw-
nania, gdzie staje sie mnozeniem i t. p.

Arytmetyka przyjmuje za najprostsze dziatanie
proces dodawania. Z tego procesu wyprowadza wszystkie
inne procesy. Postepujac wiec w ten sposob musiata
arytmetyka przyjaé za proces dzielenia drugg de-
finicje.

Bardzo trudno byloby nagina¢ calg arytmetyke
do pierwszej definicji dzielenia. WezZmy n. p. pod
uwage funkcje y — f(x) : g(x), gdzie f(x) i g(x) staja
sie dla pewnego ,x“ rowne zeru. Na podstawie do-
tychczasowych wiadomos$ci wiemy, ze iloraz takich dwéch
funkcyj daje pewna okreslona liczbe, (ktérg otrzymu-
jemy na podstawie rozniczkowania lub elementarnych
rozwazan). lloraz wiec O : O przestaje byc natej pod-
stawie nieoznaczonym, co sie jednak nie sprzeciwia
drugiej definicji dzielenia. Jednak sprzeciwia si¢ to
pierwszej definicji, ktéora wymaga, zeby n. p, funkcja
y = x2—1): (x — 1) x + 1, miata tylko dla
x — 1, wartos¢ y = I, a nie y = 2. Musianoby
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wiec, przyjmujac pierwszg definicje, zaprowadzi¢ rézne
kryterja i zastrzezenia, co zrobitoby z arytmetyki na-
uke nieharmonijng petng wyjatkéw i zastrzezen.

Takze inne nauki polegajagce na rozwazaniach
arytmetycznych stosujg sie o wiele wygodniej do dru-
giej definicji dzielenia niz do pierwszej. N. p. w ana-
lityce rownaniu nieoznaczonemu odpowiadajg dwie
figury nakrywajgce sie. Nie zgadza to sie z pierwszg
definicja dzielenia, ktéra wymaga, aby figury te (sto-
sownie do okreSlenia, ze 0 : 0 = 1) przeciety sie tylko
w jednym punkcie, a nie (jak jest w rzeczywistosci)
we wszystkich punktach. Zresztg bardzo osobliwg mu-
siataby by¢ taka analityka, stosujgca sie do pierwszej
definicji. Hyperbola na podstawie funkcji y = a : x
miataby tylko jedna ,gataz“. Prosta y = 0 :x nakry-
wajgca sie najpierw z dodatnig osig x-6w, zrobitaby
nagle w punkcie x = 0 dziwne ,salto mortaje” i zna-
laztaby sie w punkcie o wspétrzednych A (O, 1)
i t. p. Dziwnemi zaiste bytyby nauki stosujgce sie do
pierwszej definicji.

Widzimy wiec na podstawie tych rozwazan, ze
rézne nauki i wzgledy praktyczne, ktore daza do za-
chowania jednolitosci i harmonji, ztozyly sie na to, ze
nadaty arytmetyce taki charakter jaki dzi$ posiada.
Jednak te same wzgledy tak dobitnie wptynety na
arytmetyke, ze uwaza ona n. p. druga definicje dziele-
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nia za absolutng ijedyng, przyjmujac milczgco, ze inne
dos$wiadczalne definicje z ktdrych n. p. moze wynikac,
ze 0 : 0 réwna sie tylko jednostce sg niedopuszczalne.

Jednak na podstawie powyzszych rozwazaA poz-
najemy, ze wszelkie prawa arytmetyczne nie sg ,,czem$
absolutnem® lecz zostaly uzyskane z do$wiadczenia.
Doswiadczenie uwaza wiec obie definicje, za roéwno-
uprawnione (me zaprzeczajac wcale, ze pierwsza jest
o wiele wygodniejsza). Absolutny charakter drugiej
definicji (z ktérych wynika, ze 0 : 0 = a) jest na pod-
stawie naszych rozwazan zupetnie nieuzasadniony.

Tak mniej wiecej przedstawia sie ,kwestja ze-
rowa“, w ktérej my wprawdzie troche zboczyliSmy od
tematu, lecz w ktérej arytmetyka i jej stosunek do
doSwiadczenia zostaty najwybitniej ujawnione.

Mozna jeszcze dostarczy¢ duzo przyktadéw roz-
nycji dziatan arytmetycznych, ktérych stosunek do do-
Swiadczenia jest taki sam jak w powyzszych rozwa-
zaniach. Jednak to juz jest zbyteczne, gdyz powyzsze
przyktady juz do$¢ jasno zilustrowaly nam stosunek
arytmetyki do doswiadczenia, ktore nalezy braé w rachu-
be nawet w takiej ogo6lnej nauce jakag jest arytmetyka.

Tern zamykamy naszg prace przypominajac, Ze
cata arytmetyka uksztattowata sie na podstawie nasze-
go stosunku do $wiata materjainego (doswiadczalnego).
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Dziwnem moze sie wydaé, ze jeszcze dzisiaj sg n. p.
usitowania, aby wszystkie prawa arytmetyki wy-
prowadzi¢ samem ,logicznem myS$leniem“ z ,poza-
Swiadczalnej“ teorji mnogos$ci. Nie mozna przeciez za-
pomina¢, ze cala teorja mnogo$ci opiera sie na do-
Swiadczalnej definicji ,odpowiedniosci jednoznacznej“.
Nie dziw wiec, ze usitowania takie zostaty zwalczane
przez znakomitego uczonego H. Poincarego. Tylko taka
arytmetyka, ktora stoi w bezposredniej tgcznosci z do-
Swiadczeniem moze by¢ produktywna, za$§ nie taka,
ktéra wyprowadzajag ,logiczneni mys$leniem*, ktére
zresztg tez polega na faktach uzyskanych w obcowa-
niu ze Swiatem materjalnym.
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