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PRZEDMOWA.

Obok podrecznikéw &asad analizy wyzszej czyli ra-
chunku rézniczkowego i catkowego, podrecznikéw znako-
mitych i bardzo obszernych, jakie posiadamy w jezyku
polskim, sg takze podreczniki mniejsze, réwniez dla sa-
moukéw przeznaczone — spis ich podajemy w ostatnim
rozdziale ksigzki niniejszej; mimo to wydajemy te ksigzke
dlatego, ze sie rézni od istniejacych, bo rézni sie metoda
wyktadu. Brak niewielkiej ksigzki polskiej, wprowadzaja-
cej czytelnika w poczatki analizy matematycznej w sposéb
dydaktyczny a przytem o ile moznosci Scisty, od dawna
dawat sie odczuwaé. Wiadomo bowiem, ze studenci opu-
szczajacy szkote Srednig nie sg przewaznie na tyle przy-
gotowani, by mogli czytaé podreczniki wyzszej analizy
w jezyku polskim, a tem mniej w jezykach obcych. Nadto
jest pewna grupa ludzi inteligentnych, nie zajmujacych sie
zawodowo matematyka, a mimo to ciekawych, co to jest
rézniczka, wzglednie pochodna i catka.

Majac to na uwadze napisaliSmy ksigzeczke, w kté-
rej podajemy kilka poje¢ naczelnych rachunku rézniczko-
wego i catkowego, a mianowicie okreslamy, co to jest
wielko$¢ zmienna i stata, funkcya, jej ciggtos¢ i granica,
co to jest pochodna i rézniczka, granica ciggu i catka
funkcyi. Nie chcieliSmy wiecej wiadomosci nagromadzac,
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przyjmowaliSmy bowiem, ze czytelnik nie ma wielkiej
i obszernej znajomosci matematyki elementarnej. Zaden
zawodowy matematyk tez sie nie zdziwi, ze tak nie duzo
podaliSmy materyatu na tylu stronach, a to w mysl przy-
stowia: non multa, secl multum. Owszem, jezeli ten tomik
bedzie dobrze przyjety, to wydamy drugi tomik, ktory
pierwszy dopetni. Chodzito nam przedewszystkiem o forme
wyktadu bardzo trudnych a zasadniczych poje¢, ktore po-
dajemy. Wyktad nasz jest indukcyjny; podajemy przy-
ktady, ktore sg tak dobrane, aby w czytelniku wytworzyty
pojecie intuicyjne, nastepnie formutujemy pojecie Sciste,
okre$lone, i znéw podajemy przyktady. Dajemy pojecia
a jak najmniej »regutek«, »formutek« i »wzordw« — jesteSmy
bowiem zdania, ze nigdzie tak tatwo nie moze panowaé
nauka mechaniczna i czyni¢ takich spustoszen umysto-
wych, jak w matematyce nie odpowiednio wyktadane;j.

Ksigzke te w pierwszym rzedzie chcieliby$my widzieé
w rekach naszej, uczacej sie mtodziezy, zamierzajgcej oddac
sie naukom Scistym t. j. matematyce, przyrodoznawstwu
i technice, miodziezy, ktéra juz w klasie VI. gimnazyalnej
a V. szkoty realnej z niniejszej ksigzeczki korzystaé moze.
Sadzimy nadto, ze po doktadnem jej przerobieniu moze
czytelnik z fatwos$cig zabrac si¢ do studyowania podreczni-
kow, ktérych spis podajemy w ostatnim rozdziale.

Autorowie.
W pazdzierniku 1909 r.

http://rcin.org.pl



SPROSTOWANIA.

po literze b winno by¢: gdzie b jest liczbg do-
datnia.

obok nawiasu po stowie: »jedynek« dodaé: »po
jednej na koncu kazdego wiersza«.

obok nawiasu po stowie: »jedynek« doda¢ jak
wyzej.

stowa: »0 promieniu réwnym przyjetej przez
nas jednostce« opuscic.

zamiast: (—2r. + 08) ma byé: (2- —08).

zamiast -+f winno by¢ + [|.

zamiast: »sina= + 8 winno by¢é: »sina=
= + J' = + | w przyblizeniu«.

zamiast — J winno byé¢ — fJ.

zamiast: »cosa= — f« winno by¢: »cosa=
= — Il w przyblizeniu«.

zamiast: »tga = —I,lo* winno byé: »tga =
= —\Il w przyblizeniu«.

zamiast: »ctga= —fi« winno by¢: »ctga =
= —]»= —y = - 1™ w przyblizeniu«.

zamiast: @y czytaj: i3 y° i odtad stale tak samo.

7,8,10,11 zg6ry zamiast: *przez* czytaj: *razy«.

Str.:  Wiersz:
4 7 z dohu
7 12--15 z géry
8 4--11
9 6--5 1z dolu
12 14 z gory
12 4 z dohu
12 3 »
13 4 z gory
13 5 »
13 20 *
13 4 z dolu
14i15 —
15
45 -
46 -
49 8z gory
66 2 z dotu
75 11 z géry
100 12 »

Figura 15 winna mie¢ numer 16-tej.

Figura 16 winna mie¢ numer 15-tej.

po stowie: »rzednej« dodaj: »na prostej AM.

po stowie: »kierunek« dodaj stowo: »ruchu«.

po stowie: »czyli« dodaj: »wyrazy«.

po stowie: w»najmniejszej« winien by¢ nawias
zamykajacy: )
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Str.:  Wiersz:

105 12 z dotu zamiast: »i« ma byé: »lub*.

105 8 » zamiast: »—d« winno byé: »—&;  zamiast:
»+d« winno by¢: »+£«.

106 9 » zamiast: »Xx = O« winno by¢: »x = 2«

115 3 z gory po stowie: »przedziatdw« dodaj: »czesciowych.

Na figurze 27. punkt o wspétrzednych a, f(a)
nalezy oznaczy¢ literg A.
134 7 z dolu opusci¢ wyraz: poniewaz.
W rozdziatach VI-tym i nastepnych zamiast »twierdzenie $redniej
wartosci« winno by¢ »twierdzenie o $redniej wartosci«.
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W:step.

Rozdziat niniejszy zawiera kwestye luzne, ze sobg
niepowiazane, a bedace przygotowaniem do rachunku réz-
niczkowego i catkowego. Czytelnik, ktory poznat nieco
doktadniej matematyke elementarng, dobrze zrobi, jezeli
mimo to rozdziatu tego nie pominie.

§ 1 Prosta liczbowa. Jak wiadomo, rozpoczyna sie
arytmetyke od teoryi liczb szeregu naturalnego: 1, 2, 3,
4, 5, 6,..., potem przechodzi sie do teoryi utamkow, ktore
wraz z liczbami catkowitemi tworzg liczby wymierne; na-
stepnie przechodzi sie do liczb niewymiernych, a stad do
liczb wzglednych t. j. dodatnich i ujemnych; liczby te
obejmujemy nazwa (mniej szczesliwie obrang, ale history-
czng) liczb rzeczywistych.

Uzmystowieniem tych liczb jest tak zwana prosta
liczbowa.

Uwazajmy prostg nieograniczong i naznaczmy jeden
z jej punktow literg O (fig. 1), przez co rozpadnie sie na
dwie strony, strone lewg i strone prawg. WeZmy po stronie
prawej tak punkt A, zeby odcinek OA byt réwny jednostce
dlugosci, ktérg obraliSmy. Punkt O uwazajmy za obraz

ZASADNICZE POJECIA 1
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-2 f -1 -0 - 0] +1 +3 +2

Fig. 1

liczby Q punkt A za obraz liczby 1; wezmy inny punkt B
i wymierzmy odcinek OB przy jednostce OA, mierzy go
liczba a (np. 2), to punkt B uwazamy za obraz (geome-
tryczny) liczby +2 lub —2 zaleznie od tego, czy punkt B
lezy po stronie prawej czy lewej punktu O. Na figurze
naznaczylisSmy Kkilka punktéw i liczby, ktérych sa obra-
zami. Widzimy, jak to wiadomo z arytmetyki, ze do kazdej
liczby rzeczywistej istnieje punkt na tej prostej, jako jej
obraz i do kazdego punktu prostej liczba rzeczywista, kté-
rej jest obrazem.

Wida¢, ze jezeli uwazamy dwie liczby a, b (np. —3,
—H albo —2, 0 albo —1, | albo 0, 2 albo 3, 4), to obraz
liczby wiekszej lezy na prostej tej na prawo od obrazu
liczby mniejszej.

Stad tez pochodzi zwyczaj moéwienia »to lub owo
dzieje sie w punkcie 3« zamiast »to lub owo dzieje sie
dla liczby 3«

§ 2. 0 nieréwnosciach. Liczba 5 jest wieksza od liczby
|/7 i napiszemy 5> fl lub |/7<<5, co nazywamy nieréd-
whnoscia.

Czesto moéwimy: liczba a = 3 spetnia nieréwnosc
a<1/29 t. zn. ze gdy w nieréwnosci a<”29 podstawimy
liczbe 3 za a, to otrzymamy prawdziwg nieréwnos$é
3<CV29; albo méwimy: liczby a= 7, b= 15 nie speniaja
nierownosci a<b t zn. gdy w nierdbwnosci a<<b podsta-
wimy liczbe 7 za a i liczbe 15 za b, to otrzymamy nie-
prawdziwg nieréwnos¢ 7<<I-5.

Przypomnijmy sobie dalej z arytmetyki nastepujgce
kwestye.

Jezeli od t zw. obu stron nieréwnosci 7<<12 odej-
miemy te sama liczbe np. 3, to otrzymamy nieréwnos¢
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7 —3<<12 — 3 czyli nierownos$¢ 4 <<9 ze znakiem nierdéw-
nosci (tu <0 tak samo ustawionym (a nie odwréconym na
znak»; podobnie jest 7—20<<12 —20 czyli —13<<—8
itd. Jest 613ir<6 4, bo jest6f* = 6 "< 6 4 = 6 = 6WIr,
wiec jest 6yVt—63<<64,— 6’3, Mowimy krdotko: Rdwne
liczby odjete od liczb nieréwnych dajg roznice nieréwne
z tym samym znakiem nierdivnosci.

Jezeli za$ od liczby 5 odejme raz 4, drugi raz 12,
to oczywiscie wtedy, gdym odjat wiecej, musze otrzymac
na reszte mniej; moge to tak napisaé: od liczb réwnych
5= 5 odejmuje nieréwne liczby 4-<12 i na reszte otrzy-
muje nierowne liczby 5—4=1, 5—12= —7 ale znak
nieréwnosci trzeba odwréci¢é 1>>—7, swoja rozwartoscig
znak nieréwnosci ma by¢ zwrdécony na lewo, a nie na
prawo.

Podobnie, gdy jest 12= |/2, 1<C2, to }2 —1>»}2 —2.

Ogolnie powiemy: Nieréwne liczby odjete od liczb
rownych, dajg na wynik reszty nieréwne z odwréconym
znakiem nieréwnosci.

Czesto bedziemy uzywali nieréwnosci 3<<4e< 7<<
}50<< 100, t zn. ze jest 3< 4, 4<7, 7< 150, j50< 100
i zamiast powtarza¢”liczby 4, 7, 150 piszemy jednym cig-
giem 3<C4<<7<<150<; 100.

Wiemy, ze jest 4<<10; a w jakim stosunku sg od-
wrotnosci obu stron czyli liczhy  T? Otoz jest i
podobnie jest 201 <30f czyli » <<2 4, a stad Tjhr*-sir»
gdy jednak wezmiemy nieréwno$¢ — 4 <<2, to — -} nie jest
wieksze od t Powiemy wiec: Gdy obie strony nierdicno-
§ci sa dodatnie, to ich odwrotnosci sg réwniez sobie nie-
rowne z odwroconym znakiem nieréwnosci.

Czesto piszemy:

a< bluba b
t. zn. a jest albo mniejszg liczbg od b albo réwng; znak
sktada sie z dwoch znakéw << =; powiemy krétko:

Liczba a co najicyzej réwna sie liczbie b.
1*
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Wzoér a b czytamy, ze liczba a jest wieksza od
liczby b lub jej réwna czyli: Liczba a co najmniej réwna
sie liczbie b

8 3. Bezwzgledna wartosé. Liczby —1]2, — 10, O, -j-5,
-j-7 maja bezwzgledne wartosci (2, 10, 0, 5, 7. Oznaczaé
ja bedziemy, bioragc liczbe w dwie pionowe kreski;
a wiec jest

|-/2|=1/2; |—10|= 10, ©|= 0, |+ 5|= 5, |+7 |=7.

Mozna napisa¢ tez | — 10 | <<20 t. j. 10<<20.
Jakie liczby wolno podstawia¢ za x, aby byto

fx—1|< 01

Oczywiscie liczba x = 5 nie spetnia tej nieréwnosci,
bo jest |5 — 1 |= |4]= 4 jest 4>>0'1. Ale np. niech
X = 1001, to jest 1001 —1!= 10*001 =0 001 <<01; albo
niech x = 099, to jest | 0*9—1 | = | —001 | =0'01<<01:
widaé, ze liczby, ktére wolno podstawi¢ za x majg by¢
dos¢ bliskie liczby 1.

Zauwazmy, zejest |03—I1b5 | = | —12 | = 1?2 po-
dobnie | *%5—03 | = | 1-2 | =1*2 czyli jest | 03—T5 | =
j1*5—03 | . Podobnie jest | 7—4 | = |4 —7 |, a og0lnie
jestja—b|= |b—a].

Jezeli jest |a | <<2, to liczbha a moze by¢ rdwna
liczbom 1, 1~ f, ale takze —1, —It, —£-— czyli

liczcha a ma by¢ zawarta miedzy liczbg —2 i 2; wyra-
zimy to wzorem
—2<ac< + 2.

Ogolnie: jezeli jest | a | <<b, to jest takze
—b<>e<-j-b
Stad np. jest
—bAe<<ate<<£b—Lc
albo
—b—cCc<<a—c<<+ b—c
itd.
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Uwazajmy sume algebraiczng
(+55+ 70N+ (—Y)=5—7—1= —3
otoz jest
I(+5)+ (-7)+ (-1) |= |5-7-1 |= |—3]=3

1 utwérzmy obok tego sume bezwzglednych wartosci ka-
zdego dodatnika z osobna:

I+5 |+ |-7 |+ |-1 |=5+ 7+ 1= 13
wiec jest:
[(+5)+ (-7)+ (—D1l= 15-7-11<|+5] + |- 71+ (- 1],
bo jest 3<<13.

Podobnie: |9 —3 | <119 |+ | —31f bo jest 6<12,
ale jest |—2—3|= |—5|= 5= —2|+ |—3|= 2+ 3= 5,
podobnie |5 + 8 | = |5| + |8|=13 czyli: Bezwzgledna
iccirto$¢ sumy kilku dodatnikéw jest mniejsza lub réwna
sumie bezwzglednych wartosci kazdego dodatnika z osobna
(ale nigdy od niej wieksza).

Wezmy: j(—3).(—5)|= |+ 15| = 15, a nadto
iloczyn bezwzglednych warto$ci obu czynnikéw z osobna
| —3|= 3, |—5|=5 wiec

1(-3).(-5) j= | —3].|—51;
podobnie jest

1(-2).(+3) I= [-2 [.[+3 ],
bo jest 6= 2.3

czyli ogélnie jest: Bezwzgledna wartos¢ iloczynu dwu lub
Kilku liczb jest réwna iloczynowi bezwzglednych wartosci
kazdego czynnika z osobna.

§ 4. Suma liczb szeregu naturalnego od | do n i suma
ich kwadratéw od 12 do n2

1). Obliczmy sume s=1 + 2+ 3+ 4, oczywiscie jest
takze s= 4+ 3+ 2+ | i dodajmy s do s w ten sposdb
2s= (L+ &+ 2+ 3+ 3+ 2)+ (4+ )= 5+ 5+ 5+ 5
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tych piatek jest tyle, ile wzieliSmy liczb szeregu natural-
nego, aby je zesumowaé; mozemy wiec napisac
_4.(l+4) 4.5 _
S - 2 o2 U
Obliczmy podobnie:
s= 1+2 + 3+ 4+ 5+ 6+ 7+ 8+ 9+ 10,
dodajmy do tego:
s==jo+ 9+ 8+ 7+ 6+ 5+ 4+ 3+ 2+1;
bedzie:
2s= 11+ 11+ 11+ 11+ 11+ 11+ 11+ 11+ 11+ 11,
dlaczego musza zachodzié¢ same jedenastki ? oto pierwsza
i ostatnia liczba dajg na sume liczbe 11; druga jest od
pierwszej wieksza o 1, ale znéw przedostatnia jest mniej-

sza od ostatniej o 1 czyli suma drugiej liczby i przedosta-
tniej da znéw sume 11 itd. Bedzie wiec
Lo 1+ 10y = s
Li
Ogdlnie obliczmy:
s= 1+ 2+ 3+ 4+ 5+...+ (n—1)+ n
dodajmy s= n+ (n—D+ ... +...+ 2+ 1,
stad: 2s= (1+ nm+ @+ n+ ... + @1+ n+ (1+ n)
i tych nawiasdw jest n, wiec
2s= n(l+ n), a stad:
» _N(+ n)
S_' 2 *
Np. obliczmy s=1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6+ 7; tu

= 7, wiec jest s= L(WED) = 7-8 = 00 Bficzmy

n =
s= 1+2+ 3+ 4+ ....+ (m—1); tu jest n= m—1,
wiec jest s = (m-Dp—1r D m(”b_l)-
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Obliczmy s —24+4—+6-f8—f.... 42 (ni—1)j otdz
czynnik wspélny 2 wezmy przed nawias:
s= "2 4— + (m— 1)
i teraz stosujmy powyzszy wzdr, kladagc n= m — 1; bedzie
(m—1 (m—1-)-1) _

9

m (m— 1).

2). Obliczmy sume kwadratow liczb szeregu natu-
ralnego:

S = 13422332342+ + n2
W tym celu obliczmy najpierw jako przykiad:
S= 12+ 22+ 32+ 42+ 52

ot6z jest:
13= 1
2S= (144)3= 13+43.121—3.1.1 44, ., .
33= (24)3=123$3.221-£3.2.1 44, RO_Wt“fIJS?' 6
43= (3+ 1)3= 33+ 3.32.1 + 3.3.1 + |, _'dynezk
53= (4-)s= 43-33.421-)3.4.1 1  JeOYNeEK.
&= (5--1)» = 53-f3.52.1+ 3.5.1 + 1

i dodajmy to, bedzie:

13+ 23+ 33+ 43+ 53+ 63= (I3+ 23+ 33+ 43+ 58 +
+ 3(l12+ 2+ 32+ 42+ 52+ 3(1+ 2+ 3+ 4+ 5)+
+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1, ale 13+ 23+ 31+ 43+ 53 obu-
stronnie mozna odjag¢ tak, iz zostaje:

63= 3.5+ 3(1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6, a wiec:

63= 35+ 3 >0+ 9 .,
;a stad: 6J 3'5'(21+5) - 6= 3S
<czyli: 3S= 216—45 6= 165

S= 165:3= 55
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Obliczmy teraz ogolnie:

S = |8-f 22+ 32+ 48 + n2
w tym celu utézmy:
13= 1 =
23= (1+ 3= 13+ 3.12+ 3.1 + 1 X
33= 2+ 1)3= 23-f3.22+ 3.2-f 1 =g
43= (3-+4)s= 334-3.32-{3.3 1, S
Sa= (4—1)3= 434-3.4243.4 +14, 5 N
o 2
o
n3= [(n-1)+ 113= (n-3+3.(n-N2+3.(n-1)+1, E?
(n+ 1)3= (n+ 1)3= n3+ 3n2+ 3n-f 1, &

dodajgc otrzymujemy:
18 M23-f33+....+nH-(n+1)3= [I3+ 2 3j-33+....(n—I1)8+ n J+

+ 3[li+ 21+ 3!+ ...-|-(n-1)i+ nq+
+ 3fl+ 2+ 3+ 4+ ... (n-I)+n]+ 1+ 1+....+ 1
(n+ 1

Obustronnie mozna odjg¢:
13+ 23+ 33+ ...+ ns,

to zostaje:

(n+ D«=3S+ 3.|(I + n)+ n+ |,
stad:

n+ Dt— ~rn~ —— n— 1= 3S
czyli: #

3S=n3+ 3n2+ 3n+ | — —n—1

2n3+ 6n2-|-6n+ 22—3n—3n2—2n—2

Q@ 2n3-f-3n2-|-n _ n(2n2-f-3n + 1).
2 - 2 :

6
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ale jest 2n2-j-3n+ 1= 2n-f-1)(n-f-1), jak tatwo sie
przekonaé, wiec jest:

nin+ D2n+ 1)
6 .

Obliczmy np. S = 18—284+3244“+5*, tu jest
n= 5 wiec jest

s= 5(5+1)00+ D= 5.6.11 = 55
6 6

§ 5. Uwazajmy iloczyn 7.h gdzie na h nadawaé mo-
zemy rézne wartosci np. h= 10, h= 0, h= 100 etc.
Dla h= 01 jest 7h = 07, dla h= 0-001 jest 7h = 0007;
dla h= 0-000.0001 jest 7h= 00000007; dla h= —0-001
jest I7h|= 0-007, dla h= —0000001 jest |7h|= 0-000007
czyli im blizszg zeru liczbe podstawimy za h (t j. im
mniejsza co do bezwzglednej wartosci), to tem mniejsza
warto$¢ co do bezwzglednej wartosci ma iloczyn 7h. Jaka
np. liczbe trzeba podstawi¢ za h, aby bylo 7h = 0-00024 =
= ToHoTF? otéz Jest I17h I= 17 1«1h | (wedlg § 3),
wiec ma by¢:

7 h|= TihnT czyli: |h|=
a wiec ma by¢
albo: h= Tx" 00, albo: h=

Te same wiasnosci ma oczywiscie iloczyn 3li lub
20 h itd.

8 6. Radyan. Jak wia.domo, kat mierzymy w elemen-
tarnej geometryi na stopnie t. z. z wierzchotka kata, jako
$rodka rysujemy koto o promieniu rownym przyjetej przez
nas jednostce i obwod kota dzielimy na 360 réwnych cze*
§ci; przez dwa sasiedne punkty podziatu rysujemy pro-
mienie ze Srodka kola i kat zawarty miedzy nimi nazy-
wamy 1 stopniem (1°) (figura 2 w powiekszeniu). Nastepnie
badamy, ile takich stopni, wzglednie jego czesSci miesci sie
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na danym kacie. Jednostkg kata jest tu stopien, np. kat
moze sie réwnac¢ 38'594°,

Ale jak dtugosci mozna mierzy¢ na metry lub tokcie,
tak samo mozemy katy mierzy¢ i w innych jednostkach.
Otoz takg nowag jednostka bedzie radyan\ jest to kat, na
ktorym miesci sie tuk kota wielkosci promienia (fig. 3).
Jednostka kata jest obecnie wiekszg niz 1°

Hg. 3

Zapytajmy, ile radyanéw ma prosty, poipeiny
i petny kat.

Zauwazmy najpierw, ze jezeli kat obejmuje tuk réwny
dwom promieniom, to kat ma dwa radyany; kat, obejmu-
jacy tuk réwny 3, 4, 5,... promieni, ma 3, 4, 5,... radya-
now; .kat, obejmujacy tuk dhugosci % ... promienia,
ma tez ... radyana. Ogodlnie: kat, obejmujacy
tuk réwny b promieni, ma tez b radyanéw. Tasama liczba,
ktéra mierzy tuk w promieniach, mierzy odpowiedni Kkat
w radyanach.

Aby odpowiedzie¢ na nasze pytanie, trzeba sie wiec
zastanowi¢, jak wielki tuk lezy na kacie prostym, poipet-
nym i petnym. Ot6z obwodd kota wynosi 2- (bo tu wzie-
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lisSmy r = 1), tedy na kacie prostym lezy tuk kota réwny

2 7T

= “EN—promieni, a wiec kat prosty ma ;—radyanéw.

n
Kat 45° (potowa kata prostego) ma ~ radyanow.
Na kacie potpetnym lezy potowa obwodu, majaca
2T
I - 77 promieni, wiec kat pdtpetny ma n radyandw.

Kat, ztozony z trzech katéw prostych, majacy 270°
(= 3.90°) ma tez 3.5 3u~ radyanow.
Kat petny ma 27 radyandw.

Jezeli powiemy: kat 4flub 7 itd., to mamy na mysli

kat majacy ~ radyandéw (45°) lub ~ radyanoéw (90°) itd.

Obliczmy powierzchnie wycinka kotowego, utworzo-
nego przez promienie tworzace ze sobg kat a radyandw;
tuk tego wycinka ma a promieni. Powierzchnia wycinka
K tuk x promien oo oald a
otowego réwna ---------e-meeo- wynosi  wiec
przyczem jednostka powierzchni jest kwadrat zbudowany
na promieniu.

Jezeli jednostkg powierzchni jest 1cm2 to trzeba tuk
i promieA wyrazi¢ w c¢cm.; ot6z niech promien ma r cm,
tedy tuk ma (a.r) cm, wiec powierzchnia wycinka koto-
ar .r ar2C 9

Wego Wwynosi

§ 7. Z trygonometryi. (Fig. 4. Narysujmy koo i w niem
dwie proste przez $rodek A prostopadte do siebie, z kto-
rych poziomg nazwiemy osig cosinuséw, a pionowga osig
sinuséw; czes¢ od A ku B nazwiemy dodatnig osig cosi-
nuséw, od A ku C dodatnig osig sinusow. W punkcie B
rysuje styczng do kota jakotez i w punkcie C. Styczng
w B nazywamy osig tangenséw, styczng w C osig cotan-
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gensow; cze$¢ od B ku D nazwiemy dodatnig osig tangen-
sow, czes¢ od C do D dodatnig osig cotangensow.

Bedziemy uwazali katy, ktérych jedno ramie lezy

wzdluz AB, drugie ramie albo powstato przez obrot w kie-

runku naznaczonym przez strzatke jako dodatni, albo w kie-

runku ujemnym. Uwazajmy ramie AE; mozemy albo uwa-

zac¢ kat ostry BAE, ktdry ma np. 0-8 radyandw (powiemy,

ze ma -(- 0-8), albo

¢ kat wypukty BAE

powstaty stad, zera-

mig ruchome obro-

cito sie w kierunku

ujemnym, ma wiec

(—2—|-0"8) radya-

néw, a powiemy,

ze ma —(2- —08)

radyanéw. Trzeba

dobrze zrozumie¢,

ze kat nie moze

by¢ ani dodatni ani

ujemny, tylko przez

umowe mozemy go

mierzy¢ liczbg do-

datnig lub ujemna.

Uwazajmy (fig. 5) kat majgcy a radyanow; ramie

drugie jest prosta AE. Punkt M przeciecia sie drugiego

ramienia z kotem rzutujmy prostopadle na o$ sinusow,

rzutem bedzie punkt N, odcinek AN (zawsze od A) wy-

mierzmy przy promieniu jako jednostce np. wypadnie

liczba £ i oznaczmy jg znakiem -{» lub — zaleznie od

tego, czy punkt N lezy na dodatniej osi sinuséw czy nie;

tu wypadnie wzig¢ liczbe -f-f, te liczbe nazywamy sinu-

sem tego kata, co piszemy: sina = -f-f.
Punkt M przeciecia sie drugiego ramienia z kolem
rzutujemy nastepnie prostopadle na o$ cosinus6w” rzutem
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bedzie punkt P; odcinek AP (zawsze od A) wymierzmy
przy promieniu jako jednostce i liczbe te opatrzmy znakiem
-(- lub = zaleznie od tego, czy rzut P lezy na dodatniej osi
cosinuséw czy nie; tu wypadnie (okoto) —f; liczbe te na-
zywamy cosinusem danego kata i piszemy cosa= —f.
Dotad rzutowalismy dla sina i cosa; obecnie be-
dziemy osie przecinali, a mianowicie: drugie ramie AE
doprowadzamy do prze-
ciecia z osig tangensow
(tu trzeba je przedtuzy¢ £
wstecz) w punkcie R,
wymierzamy odcinek BR
(zawsze od B) i liczbe
znaleziong opatrujemy
znakiem -f- lub —, zale
znie od tego, czy punkt
R lezy na dodatniej osi
tangensoéw, czy nie; licz-
be te oznaczymy tga;
tu bedzie tga= —1~.
Drugie ramie AE
doprowadzmy do prze-
ciecia z osig cotangen-
sow w punkcie S, wy-
mierzmy odcinek CS (zawsze od C na tej osi) przy pro-
mieniu, jako jednostce i liczbe znaleziong opatrzmy zna-
kiem -f- lub —, zaleznie od tego czy punkt S lezy na
dodatniej osi cotangenséw, czy nie; liczbe te nazywamy
cotangensem danego kata i oznaczamy jg przez ctga; tu
jest ctga= —
Trzeba jeszcze dodaé, co czytelnik z tatwoscig uspra-

wiedliwn: sin0= 0, sinz_z + 1, sin7r= 0, sin31T= —1

sin2-= 0, cosO0= + |, cosé= 0, cos-= —1, cos—:}‘::: 0,
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cos2T= —1, tg0= 0, tg}gZ nie istnieje, bo nie ma punktu
przeciecia drugiego ramienia idgcego wzdtuz AC i osi tan-

genséw, tgtt= 0, tgg’zl nie istnieje, tg27= 0, ctgO nie

istnieje, ctgL 0, ctg- nie. istnieje, ctg 37 0, ctg27
nie istnieje.

Obracajac drugie ramie z potozenia AB w Kkierunku
dodatnim mozemy S$ledzi¢ jak sie zmieniajg sin, cos, tg,

ctg kata; podobnie,
gdy kat dosc¢ bliski
Q04 zera, a ujemny np.
a= —01, to sinus
jego jest ujemny,
jak sie tatwo czy-
telnik opisang po-
wyzej konstrukcyg
i mierzeniem al-
gebraicznem prze-
kona.
Widac dalej, ze,
gdy wezmiemy ka-
u ty ostre dodatnie,
Ho- 6 to ich si@ cos, tg,
ctg sa dodatnie.

§ 8 Dany jest trojkat prostokatni, ktérego przeciw-
prostokatnia wynosi acm, przyprostokatnie bcm i ccm,
katy ostre fi0 i y° (fig. 6). Z jednego wierzchotka trojkata,
jako $rodka zatoczmy koto promieniem réwnym przeciw-
prostokatni i umies¢my osie, jak na fig. 6. Widac, ze jest:

AN MP b
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CS MN AP c .
ANAC AN MPp  bpxgT Pl
Zrobiwszy podobng figure na wierzchotku kata y

otrzymamy:

c= asiny, b= acosy, c= btgy, b= cctgy.
Wida¢ stad, ze: liczba mierzaca przyprostokatnie réwna
sie liczbie mierzgcej przeciwprostokatnie przez sinus kata
przeciwlegtego przyprostokatni albo przez cosinus kata
przylegtego; liczha mierzaca przyprostokatnie réwna sie
liczbie mierzacej druga przyprostokagtnie przez tangens
kata przeciwlegtego pierwszej przyprostokatni albo przez
cotangens kata przylegtego pierwszej przyprostokatni;
wyrazajg to krotko wzory:
b= asinp. b= acosy. b= ctgH b= ccotgy.

c= asiny. C= acosp. c= btgy. ¢ = bcotg i3
Nadto stad otrzymujemy:

asin __ sinfi

acos B cos$’

asiny __ siny siny

acosy cosy ’
co wyprowadziliSmy dla katow ostrych, a jest prawdziwe
dla dowolnych katow.
Ostatnie wzory wyrazimy stowami: tangens kata
rowna sie ilorazowi sinusu tego kata przez jego cosinus.
Obliczmy jeszcze sin 45°, cos 45°, tg 45°, cotg 45° czyli

sinJZ, cosl—z, .thZ, cotg"l—z. Otéz trojkat prostokatni majacy

jeden z katéw ostrych réwny 45°, ma drugi taki sam kat
czyli jest réwnoramienny i niech ramiona maja po 1cm
(fig. 7), przeto na mocy twierdzenia Pitagorasa przeciw-
prostokatnia ma ]2cm (|]2= |V + 12; wiec na mocy po-
wyzszych wzoréw jest:
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tg45°= tgj = cotg45°= cotg~= L

§ 9. Z geometryi analitycznej. Uwazajmy punkt na
kartce papieru; aby jego potozenie opisa¢, trzebaby wie-
dzie¢, jak daleko
lezy od brzegéw f
kartki. Przy pomo
cy tej uwagi zro-
zumiemy nastepu-
jace rozumowanie.

+

A NI —

\ Miary J

(=<

Fig:. 7. Fig-. 8

Narysujmy prostopadte do siebie proste x'x, y'y,
przecinajace sie w punkcie O (ktéry nazwiemy poczatkiem
spotrzednycli). Cze$¢ Ox nazwijmy dodatnig pétosig x-6w,
cze$¢ Ox' ujemng potosia x-6w; czes¢ Oy nazwijmy do-
datnig potosig y-6w (ypsylondw), Ov' ujemng potosig y-Ow.
WezZmy jakikolwiek punkt M (byle nie lezacy na osiach)
i rzutujmy go prostopadle na 0§ x'x i 0$y'y; otrzymamy
(fig. 8) punkty A, B. Przy obranej jednostce odmierzmy
odcinki OA, OB i liczby otrzymane zaopatrzymy znakiem
-f- lub — zaleznie od tego, czy punkt A, wzglednie B lezy
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na dodatniej pétosi x-6w, wzglednie y-6w, czy nie; pierwszg
liczbe zowieray odcieta, drugg rzedng; u nas odcieta (ktéra
oznaczamy literg x) wynosi np. x= —If, rzedna (ktorg
oznaczamy literg y) wynosi np. y= — 1N

Czytelnik z tatwoscig usprawiedliwi, Ze wszystkie
punkty osi x'X majg rzedng y = o i wszystkie punkty osi
y'y majg odcieta x = 0; przeto poczatek O wsp6trzednych
ma odcieta x = o, rzedng y= o. Odcietg i rzedng punktu

obejmujemy jedng nazwg wspotrzednych punktu. Dwa
rézne punkty plaszczyzny maja niejednakowe odciete
i rzedne.

Ale i na odwr6t majgc odcietg i rzedng dang mo-
zemy narysowac punkt ptaszczyzny, ktéry ma te odcietg
i rzedng dang; trzeba rysowac proste prostopadte odpo-
wiadajgce rzutowaniu.

Uwazajmy prostg, byle nie prostopadty do osi Xx'X;
kat, jaki tworzy z osig x'x wynosi a°. WeZmy dowolny
punkt M na tej prostej; jak widaé¢ z fig. 9 jest:

ZASADNICZE POJECIA. 2

http://rcin.org.pl



— 18 —

DC= OA
OB= AM= MC+ CA
MC= DC.tga

Jezeli x, y sa wspotrzednemi punktu M, (o, b) wspdt-

rzednemi punktu D, to jest

y= xtga--b
i temu réwnaniu czynig zado$¢ wspoOtrzedne X, y kazdego
punktu tej prostej; ale i na odwrét, jezeli liczby x, y spet-
niaja powyzsze rownanie, to sg wspdtrzednemi punktu,
lezgcego na prostej.

Jezeli prosta tworzy z osig x'x kat 45°, to poniewaz
jest tg45°=1, réwnanie prostej, w ten sposdb nachylonej
do osi x'x, jest y= x-f-b; jezeliby nadto ta prosta prze-
chodzita przez poczatek wspétrzednych O, to punktem D
bedzie punkt O czyli b= o i réwnanie takiej prostej jest
y= X

Rownanie prostej, rownolegtej do prostej y = x tg a—-b,
bedzie y = xtg a-f-c, bo nachylenie prostej zostaje to samo,
tylko przez inny punkt na osi y'y, majacy wsp6trzedne
0, ¢ przechodzi prosta.

Prosta, réwnolegta do prostej y = x, ma rdwnanie:
y=x-fc; jezeli ona przechodzi przez punkt (1, 0), to
wspoOtrzedne tego punktu muszg spetniaé rownanie prostej,
a wiec jest o=1-j-c czyli c= —1; a wiec réwnanie pro-
stej bedzie y =x—1

8 10. 0 ruchu jednostajnym. Uwazajmy pocigg, pedzacy
na torze; méwimy, ze pedzi jednostajnie albo z jednakowa
predkoscig. Ot6z porusza sie ruchem jednostajnym, jezeli
co sekunde przebiega jednakowg droge np. 1m, co \ se-
kundy ~m, co 2 sekundy 2m etc. czyli w dowolnie wiel-
kich, rownych czasach przebiega réwne drogi.

Liczbe np. metréw, przebytych w 1 sekundzie, nazy-
wamy predkoscig; np. predko$¢ wynosi 3 t. zn. co sekunde
owo cialo przebiega 3 metry. Im ciato predzej pedzi, tem
wieksza jest jego predkosc.
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Jezeli ciato porusza sie ruchem niejednostajnym czyli
co sekunde przebiega nieréwne drogi, trzeba predkos¢ ina-
czej okresli¢, co stanowi tres¢ 8§ 23, rozdzialu IV.

W niniejszym rozdziele podaliSmy sporo twierdzen
bez dowodéw — dowody znajdzie czytelnik w ksigzkach
zacytowanych w ostatnim rozdziele niniejszej ksigzeczki.
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ROZDZIAL 1I.

O funkeyaeh i ieh ciggtosci.

§ 11. Przyklad 1. Przypomnijmy sobie nastepujgce
twierdzenie: stosunek diugosci obwodu kota do jego $Sre-
dnicy jest dla wszystkich k&t jednakowg liczba, ktora
nosi nazwe Ludolfiny ® i oznacza sie jg literg greckg x.

Prz. 2. Napiszmy jednomian f-a2x; jego spotczynni-
kiem jest liczba szczeg6lna f.

Prz. 3. Rzuémy na staw kamien — od miejsca, gdzie
upadt, wylatuje fala kolista, ktérej promien nie jest ciagle
ten sam, nie jest staty, ale sie¢ zmienia; im dtuzej sekund
uptyneto od chwili uderzenia kamienia o wode, tem wiek-
szy jest promien fali kolistej.

Prz. 4. Cena kilograma jabtek jest dzi$ inna, niz wczo-
raj, przed tygodniem, miesiacem itd.; cena nie jest stala,
ale zmienia sie.

Mamy wiec w matematyce dwa rodzaje liczb: jedne
majg statg, niezmienng warto$¢, jak liczba - i wszystkie
w ogole liczby szczegélne; nazywajg sie statemi. Drugi
rodzaj to liczby zmieniajagce swa wartos¢, zwane Kkrotko
smiennemi; naznacza¢ je mozemy tylko literami t. j. licz-
bami og6lnemi. W prz. 3 powiemy, Ze fala kolista ma pro-

) Ludolf van Ceulen (f 1610) obliczyt r. na 35 miejsc dzies.
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mief,, wynoszacy X c¢cm, w prz. 4 cena kilograma jabtek
wynosi z halerzy. Liczby X, z sg zmienne, bo dzi$ np. jest
z= 10, wczoraj z= 11, przed tygodniem byto z= 6 itd.
Zmienne zwykle oznaczamy koncowemi literami alfabetu.

§ 12. Zmienne podzielimy na dwie kategorye, ale naj-
pierw wezmy przykiady.

Prz. 5. Patrzmy na zegarek; przy koncu kazdej se-
kundy, pierwszej, drugiej, drugiej i ¢wier¢, trzeciej i pot,
trzeciej i trzy ¢wierci od chwili uderzenia kamienia o wode
mozemy na oko wymierzy¢é promien fali kolistej (prz. 3).
Wielkos¢ promienia fali kolistej zalezy od ilosci sekund,
ktore uptynety od chwili uderzenia kamienia o wode.

Prz. 6. Cena kilograma jabtek na targu zalezy (oprocz
innych warunkéw) od ilosci jabtek, przyniesionych przez
kupcéw na targ.

Prz. 7. Niech jest y= 10—2X, gdzie X, y sa zmienne
t. zn. mogg mie¢ rozne wartosci. Jezeli podstawimy za
zmienng x = 4,5,6,20, 30, to zmiennay = 2,0, —2,—30,—50
czyli warto$¢ zmiennej y zalezy od wartosci, ktéragsmy
podstawili za zmienng x. Widaé stad, Ze mozna zmienne
podzieli¢ na dwie kategorye: na zmienne, ktérych wartos$¢
moge przyjmowaé dowolnie i na zmienne, ktérych warto$é
zalezy od tego, jakg warto$¢ przyjeliSmy na pierwsza
zmienng. Niech czytelnik jeszcze raz przejdzie przyktady
5-ty, 6-y i 7-my.

Ta zmienna, ktérej wartos¢ od niczego nie zalezy,
jak tylko od naszej woli, nazywa sie zmienng niezalezna,
a ta zmienna ktorej wartoSci po wyborze wartosci na
zmienna niezalezng nie mozna sobie wybraé, ale jej war-
to$¢ jest juz nie dowolng, ktéra wiec od zmiennej nieza-
leznej zalezy, zowiemy funkcya zmiennej niezaleznej.
Np. w prz. 7 moge na x nadawac wartosci 4, 5 6 wedtug
mego upodobania, ale potem wartosci na y nie sg juz do-
wolne, sg wiec wyznaczone, okreslone przez wybor war-
tosci na zmienng niezalezng x i jest y =2, 0, —2
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Odnosnie do prz. 5 6 i 7-go powiemy, ze wielkos¢
promienia fali kolistej jest funkcyag ilosci sekund, ktore
uptynety od poczatku naszego doswiadczenia, — Ze cena
jablek jest funkcya ilosci jabtek, przyniesionych do sprze-
dazy przez kupcow — Ze wreszcie warto$é dwumianu y
jest funkcya zmiennej x.

Prz. 8. Na ptaszczyznie narysujmy krzywa (fig. 10);
oczywiscie rzedna dowolnego punktu krzywej jest funkcya
odcietej; inna jest rzedna dla odcietej 5, inna dla odcietej 107.

Prz. 9. Temperatura ciata (gorgczka) chorego jest
rozmaita wedle wyboru chwili, w ktorej temperature mie-
rzono — temperatura ciata jest funkcyg chwili w dniu.

Prz. 10. Zmienne X, y niech sg takie, iz jest y = 3 x-f-5;
dla x= —2,—1, 2, 7, 8|, 10 jest y= —1, 2, 11, 26, 30, 35.
Na zmiennej x trzeba tu wykona¢ nastepujace dziatania
arytmetyczne: zmienng x pomnozy¢ przez 3 i doda¢ do ilo-

czynu 5, aby dosta¢ na wypadek y. Gdy jest z= R0 1 X ,

to inne dziatania trzeba wykona¢ na zmiennej x, aby
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otrzymac zmienng z; znéw jest inaczej, gdy jest t= x8—1,
tu trzeba zmienng X podnie$¢ do trzeciej potegi (czyli
przez siebie pomnozy¢ trojkrotnie) i odja¢ liczbe jeden.
Powiemy to ogo6lnie: wszystkie dziatania, ktore trzeba
w pewnym wypadku wykona¢ na zmiennej X, oznaczymy
krotko literg np. f (od stowa funkcya), a przez f(x) rozu-
mie¢ bedziemy wynik dziatan f, ktére wykonalismy na
zmiennej X; ot6z zmienna y réwna sie wynikowi dziatan f
wykonanych na zmiennej x czyli y = f(x), czytamy to:

y roivna sie funkcyi f zmiennej x.

Funkcya z inaczej zalezy od zmiennej x; inne dziatania
trzeba wykona¢ na zmiennej x i w odréznieniu oznaczymy
je literg 9 [grecka litera — czytaj fi], a wiec z= P(X).
Zmienna t jest wynikiem odmiennych dziatan wykonanych
na zmiennej x, dziatan, ktére oznaczymy literg greckg *
[czytaj psi], przeto jest t= ~(x) [CZY t rdwna sie funk-
cyi N zmiennej Xxj. Zdajmy sobie dokladnie sprawe, co
znaczy rownosc:
y = f(x).

Otéz znaczy, ze sg trzy zmienne X, y, f(x), z ktérych je-
dna x jest zmienng niezalezng, nadto dana jest funkcya
f(x) t. zn. wiemy, jakie wartosci otrzymamy, gdy za x te
lub owe wartosci podstawiamy i wynik przedstawia f(x),
a zmienna y ma mie¢ te wartosci, ktore przedstawia f(x).

Prz. Il. Niech jest y= x2-[-1; funkcya x2-]-1 daje
dla x = 0, 1, 2, 3,... wartosci 1, 2, 5, 10— i zmienna y
ma by¢ takg funkcya zmiennej x, ze dla x = 0, 1, 2, 3,...
ma sie réwna¢ tym liczbom, ktérym rowna sie funkcya
x2-j-1dla x=0,1223,.. tj mabyty= 125 10,.

§ 13. Czasami jednak bytoby do$¢ trudno podaé dzia-
fania, ktdre trzeba wykonaé na zmiennej x, aby otrzymac vy.

Prz. 12. Niech y réwna sie wartosciom, ktore otrzy-
muje sinx czyli y = sinx. Nie znaczy to, ze mamy jakie$
dziatanie »sin«c wykonaé na zmiennej x, bo takiego dzia-
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tania arytmetycznego nie ma, tylko przez »sinx« rozu-
miemy wynik pewnej konstrukcyi geometrycznej (zob.
Wstep, 8 7) i mierzenia algebraicznego, gdy jest dany kat x.

Prz. 13. Niech E(x) [od stowa entier = caty, francuski
wyraz, czytaj gntje zmiennej X] oznacza najwiekszg liczbe
catkowitg, zawartg w liczbie x (przytem na zmienng X
nadawac bedziemy tylko wartoSci dodatnie). A wiec przez
E(f) bedziemy rozumieli liczbe 0, E(f) = 0, bo zero jest
najwiekszg liczbg catkowita w liczbie f zawartg; po-
dobnie jest

E(D=1 E(i)=1 E(*5)= 1 E(*8)=I, E(1lev)=1,
E (1-99999)=1, E(@)= 2,..... E(50) = 50,........
Niech zmienna y réwna sie E(x):

y= EX.

Sprébujmy to wyrysowaé. Wezmy kartke t. zw\ milimetro-
wego papieru i uwazajmy zmienne X, y za odcietg i rze-
dng dowolnego punktu

na tym papierze (fig. 11).

Na lewym brzegu kartki

narysujmy o$ y, na dol-

nym o$ x; niech centy-

metr jest jednostkag dtu-

gosci. Dla x = 0 jest

y=0 x= 01, y= 0

Xx= 02 y=0; x= 0§,

y=0;.;x=09, y=o0

i oznaczmy skosnym

krzyzykiem te punkty,

ktére maja powyzsze

spotrzedne. Widoczne zer

Fig. 1L gdybysmy gesciej ryso-

wali punkty, to, jak dtugo

X jest mniejsze od 1, to jest y= o; te punkty datyby od-
cinek prosty lezacy na osi X, ktérego jeden koniec jest
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w poczatku spétrzednych, a drugiego narysowaé nie mo-
zna, bo juz dla x= 1ljesty= 1i jak dlugo jest x wieksze
od 1, a mniejsze od 2, tak diugo jest y= 1, ale E(2) = 2;
dla x*>2, a mniejszego od 3 jest y= 2. Wyrysujmy to,
o ile mozemy; dostaniemy schodki. Zmienna y ma diugo
statg warto$¢, a potem nagle skacze o jednostke.

Tu takze nie moznaby poda¢ dziatania arytmety-
cznego na X ktdreby zezwolito wyrachowa¢ E(x). Dlatego
uogollniajac nasze znakowanie, powiemy: przez f(x) chcemy
odtagd rozumie¢ liczbe nie tylko bedaca wynikiem dziata-
nia f, wykonanego na zmiennej X, ale takze liczbe nale-
zacg do wartosci na x; w kazdym wypadku musi by¢
podany przepis, jak znales¢ f(x), gdy jest dane x; przepis
moze zawiera¢ konstrukcye geometryczne np. dajace sinx,
cos x, albo moze to byé przepis tego rodzaju jak w prz. 13.
albo wprost moze nim by¢ tabelka np.

dla x jest f(x):

od 0 do | 0
od + do 1 1
od 1 do 1§ —1
od 1| do 3 —15
od 3 do 4 0

Niech czytelnik sprébuje dla tej funkcyi wyrysowaé
obrazek, jak zrobiliSmy w prz. 13. Tutaj f(]) t zn. war-
to$¢ funkcyi dla x= £ jest f(i)= 0, f(E)= 1, f(08)=1,
f@7)= —15 f(w= 0.

Wspomniemy jeszcze, ze w prz. 3 nie moglibysmy
tak fatwo poda¢ dziatan arytmetycznych, ktéreby trzeba
wykonac¢ na ilosci sekund, aby obliczy¢ promien fali ko-
listej; obecnie napiszemy r= f(t), gdzie r oznacza ilo$¢
centymetréw, ktére ma promien, gdy mija t-ta sekunda.

W podanej tabelce, jak i w prz. 13. moze funkcya
by¢ stalg, nie zmienia¢ sie np. gdy jest y = E (X), to stale
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jest y= 10, gdy x zmieniamy od liczby 10 do np. liczby
10”0 albo do liczby I0W» byle n* dojs¢ do liczby 1L
§ 14. W przykifadzie 13. wyrysowaliémy obrazek da-
nej funkcyi t. zn. dana jest funkcya y = f(x) i uwazajac
X, Y za wspétrzedne punktu, rysujemy krzywa, dla ktorej
rzedna y i odcieta x zwigzane sg zwigzkiem y = f(x);
zwigzek ten nosi nazwe réwnania krzywej wyrysowanej
t. j. kazdy punkt na krzywej ma spétrzedne speiniajace
réwnanie y = f(x) i na odwrdt, gdy narysujemy punkt,
ktérego spdtrzedne
spetniajg  rownanie
y = f(x), to lezy na

krzywej.

Krzywda, ktorej
réwnanie jest y=f(x),
nazywaé¢ bedziemy
obrazem funkcyi
y= f(x). _

Prz. 14. Narysuj-
my obraz dla funk-
cyi y= x—E (X.
Wezmy znéw kartke
milimetrowego  pa-
pieru (fig. 12). Gdy

X jest mniejsze od 1, to wedlug przykt. 13. jest E(x) = 0,
a wiec jest y= x t. zn. punkty x, y lezg na prostej wy-
chodzacej z poczatku spétrzednych, nachylonej do osi x

pod katem 45° ale nagle dla x= 1 jest E(I) = I, wiec
jesty= 1—1=0; gdy x jest mniejsze od 2, a wieksze
od 1, to jest E(x) = I, wiec jest y= x—1, teraz wiec

lezg punkty X, y na rownolegtej prostej do tamtej, ale wy-
chodzacej z punktu x= 1, y= 0; dla x= 2 jest E(2) = 2,
a stad jest y= 2—2= 0, znéw spada i to ciggle sie
powtarza.

Prz. 15 Wyrysujmy obraz funkcyi y= sinx. Otz
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dla x= Ojesty = 0; x= "y =1, x=x, y= 0Oi dotad y

nie byto ujemne. Dla x = 3—Ejest y= —1, x=2xy=0

i obecnie y nie jest dodatnie. Dostaniemy krzywa, jak
na fig. 13.

§ 15. W ostatnim przyktadzie krzywa nie ma przerw;
ciagnac po niej otéwkiem, nie trzeba skaka¢, jest ciagta,
kiedy w prz. 13. i 14. sg skoki, nieciggtosci w punkcie

X = 1, 2, 3,...; moéwi sie czesto, ze funkcya prz. 13. i 14.
ma nieciggtos¢ w punkcie x = 1, 2, 3,... (zamiast dla
liczby x = 1, 2, 3,...), kiedy funkcya z prz. 15. jest ciagta
w kazdym punkcie.

Wyjasnimy sobie, jak mozna podzieli¢ funkcye na
dwie kategorye.

Wezmy prz. 15. Niech x = dl to sinEr: I; wezmy

liczbe x mato rézng od o juzto mniejszg od niej, juzto
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wiekszg od niej np. x= 7 f 000001 Ilub x= {‘—0*00001
i spytajmy sig, o ile S|e sinus (wstawa) rozni dla tego x

od sin A czyli utwdérzmy roéznice

sm x — sin —
Na mocy wzoru:
. . . oc— @
sina—sinp= 2sin— cosj§
u Li

otrzymujemy:

Widzimy z ostatniej figury, ze im blizszg liczby

jest odcieta, to tem blizsza rzednej sin 2. 1 jest rzedna,
bo skokéw nie ma. Czy moge wiec znale$¢ liczby x tak
blisko liczby Tr, zeby powyzsza réznica rzednych:

sin X —sin ~
wzieta bez znaku t. j.

. m

sinx —sm ¢

byta mniejsza od liczby wymyS$lonej naprzéd np.
e = 00000000001 ? Oczywiscie, ze tak mozna zrobic,
0 czem nas poucza rzut oka na figure, a zresztg pouczy
nas o tem nastepujacy rachunek, Chcemy, aby bylo
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mniejsze od dowolnie wybranej, ale dodatniej liczby
s = 0-0000000001. Otdz sinus jest co do bezwzglednej war-
tosci mniejsze od bezwzglednej wartosci kata np.

sin| = 0-47873... i |sin||< || |=|
sin(—#%) = —0-24721... |sin(—]) |< |—£|= % itd,
jest wiec
X
sin < A2

wiadomo dalej, Zze bezwzgledna warto$¢ cosinusa jest mniej-
sza od jednosci albo conajwyzej rowna jednosci; jest wiec:

/% + f\ /*+ £\

przeto jest:

X —

2sin cos <2. A=
2 2 1 X 2

T

gdy obierzemy x tak blisko liczby @ izby byto:

T
x 2 < £ = 00000000001
wtedy rdznica sinuséw:
sinx —sin < £ = 0-0000000001
przyczem x moze by¢ kazdg liczbg np. od £ — 0-00000000009

do d.—-f— 0*00000000009 (a wiec takze moze by¢ x = Oéﬁ

zresztg wtedy rdznica wynosi zero).
Gdyby mi kto$ podat jeszcze mniejsze dodatnie s niz
obecne, tobym znéw mogt wynale$¢ takie — jak sie wy-
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razimy — bliskie sgsiedztwo liczby izby dla kazdej
liczby x tego sasiedztwa bylo:

sinx —sin—Q
u

Wezmy teraz funkcye z prz. 13; jest y = E (x). Niech
jest x= 1], to E(I£)= I; wezmy liczbe x dos¢ bliska
liczby 1], to bedzie E(X)= 1, byle x nie bylo mniejsze
od liczby 1, a nie doszto do liczby 2 czyli gdy jest |x—1] [
mniejsze od 4, to napewne E (x)=1.

Réznica wartosci funkcyi dla liczby 1* i dla liczby
X ze sasiedztwa jest E(x) —E(I*") = 1—1= 0; byleby byto
x —H |<C}, to réznica wartosci funkcyi dla x i \\ jest
zerem, a wiec jest co do bezwzglednej wartosci mniejsza
od kazdej liczby dodatniej s, choéby byta tak matg, jak
nam sie ja podoba pomyslec.

Funkcya ta jest ciggta w punkcie a= H (zamiast
litery x piszemy a, bo litery x na co inne uzyliSmy).

Wezmy atoli warto§¢ a= 2 na zmienng niezalezng
i X dos¢ bliskie liczby 2; jakie jest E(x)? Aby na to od-
powiedzie¢, to rzut oka na fig. 11 do prz. 13. kaze nam
odrdzni¢, czy x jest mniejsze od liczby 2, czy tez wieksze.
Jezeli bowiem jest x<2, to jest E(x)=1, byleby x nie
byto mniejsze od liczby 1; jezeli jest znbw x">2, to jest
E ()= 2, byleby x nie dochodzito do liczby 3. Rdznica

EX—E@
jest wiec albo rowna 1—2= —1, gdy jest x < 2, albo
jest rowna 2—2= 0 gdy jest x>2. Oto6z gdy jest x<2,
to chocbySmy nie wiedzie¢, jak blisko liczby 2 obrali X,
to roznica funkcyi E(x) —E(2) nie moze by¢ mniejsza co
do bezwzglednej' Wartosci od dowolnie matej liczby e bo
jest stale rowna 1 co do swej bezwzglednej wartosci; dosé
wybra¢ 7Fedfr&s$8HfoiOka na figure przyktadu 13-go wy-
kazuja z/fjjtu-jeai®ofej*nieciggtosc.
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We wypadku funkcyi z prz. 15 powiadamy, Ze funk
cya jest ciggta (w danym punkcie a albo) dla danej liczby
a, a w ostatnim razie, Ze jest tamze nieciaggta; ale ta funk-
cya y= E(X) jest ciggta dla a= 1|.

Teraz zrozumiemy nastepujgce okreslenie: Niech be-
dzie dana funkcya y —f(x); powiadamy, Ze ona jest
ciggta dla x = a, jezeli do kazdej dowolnej dodatniej
liczby £ mozna znales¢ takg dodatnig liczbe h, iz, gdy
tylko jest \x —a | << h, to jest \f(x)—f(a) \<Cs.

Prz. 16. Niech jest y= 7x + 5 i badajmy ciagtos¢
tej funkcyi dla a=10; mamy wiec zbadaé, czy mozna
znale$¢ takie dodatnie h, zeby byio

| 7x-f5 —(7.10+ 5)|< ¢ czyli | 7(x—10) |[< ¢
f(x) f@

gdy jest [x—10|< h. Stad |7(x —10)|< 7h; gdy wiec
pomysleliSmy sobie pewng liczbe dodatnig s, to obierzmy

tak h, zeby byto 7h = s czyli h= wtedy jest:

| 7(x—10) |< 7h= e
0 co chodzito. Gdy wezme e= 00001 = , to biore
h= TriéT i wtedy f(x) dla x= 10 sinhnr?  — ool oB/Y

10 + Trroin» 10+ 8Pout? réznia sie od f(a) co do bezwzgle-
dnej wartosci o mniej niz s.

Prz. 17. Niech jest y = x2+ x + 1 i badajmy ciggtos¢
tej funkcyi dla liczby a; spytajmy, czy mozna znales¢
takg dodatnig liczbe h, iz, gdy jest | x—a | <C h, to jest:

| »+ x+ 1)- (a»+ a+ i)|< ¢
f(x) f@
czyli (e—a*)+ (x—a)|<<£, gdzie £ jest dowolng liczba.
Czyli ma byé |(x—a) (x+ a+1) |< e A jest:
x N0 -fa"l-l) = |x—a' |[xFa+t-11<hjx-{a—-Ffl [<<
h{Ix I+ lal+ 1}
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Tu x zmienia sie od (a—h) do (a-f-h); chodzi nam
0 wyznaczenie liczby h — ot6z kontentujmy sie, co nam
wystarcza, liczhg h << 1; tedy jest x < |a|-f- 1, przeto jest:

{Ix|— a|—1}<dh{ a|$4-4—a|44}= 2h{a |- 1<

1 niech to bedzie mniejsze od £ czyli ma by¢

PR

h< 1

i zarazem

Wtedy jest:
| f)—f(@) | < s

Mozemy powiedzieé, ze ta funkcya (jak i z prz. 16, 15)
jest ciggta dla kazdego a. Podobnie tatwo sie przekona,
ze funkcya y = cosx jest ciggta. Ciggte funkcye dajg
wszystkie wielomiany 7x-|-5, xs+ x-|-1 itd. dowolnych
stopni np. 3x10-f 7x8— 1; nazywamy je funkcyami wy-
miernemi catkowitemi — one nie majg mianownika z liczba x;
np. funkcya y= fx7—0*25x4-f }/3 jest réwniez funkcyg
wymierng i catkowitg, cho€ liczby szczegdlne (t. zw. spol-
czynniki) sg utamkami (f, 025) lub liczbg niewymierng

(I'3), atoli nie zachodzi tu wyraz jak np. - Iub jx, 3x..,
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ROZDZIAL III.

O granicach.

8 16. Przyktad | Wezmy pod uwage jakgkolwiek
funkcye zmiennej niezaleznej x np.

y=f(X)= 2x+ 3

1 nadawajmy zmiennej x kolejno coraz wigksze wartosci
liczebne takie, aby bezwzgledna warto$¢ roznicy kazdej
z tych liczb i liczby np. 3 byla mniejsza od dodatnigj
liczby S*® réwnej np. 00028. Nadawajmy wiec stosownie
do tego zmiennej x wartosci np. nastepujace: 2'9973,...
29985,... 2'9996,... z wyjatkiem liczby 3, to oznaczajac
kazda z nich przez x, wyrazimy w piSmie rzeczong ich
wiasno$¢ zapomoca nieréwnosci:
|x —3|< £= 0'0028.

Dla powyzszych wartosSci zmiennej niezaleznej x, jak
to tatwo obliczy¢, otrzymamy nastepujacy szereg wartosci
na y: 8'9946,... 8'9970,... 89992;... to jest liczby wzra-
stajgce, zblizajgce sie widocznie do liczby 9, a nadto
wszystkie one posiadajg te wiasnos¢, Ze bezwzgledna war-
to$¢ roznicy kazdej z nich i liczby 9 jest mniejszg od do-
datniej liczby s réwnej np. 00055 dowolnie naprzdd danej.

B litera grecka — delta.
ZASADNICZE POJECIA. 3
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Oznaczajagc kazdg z nich przez y, wyrazamy w pismie
powyzszg ich wiasno$¢ zapomocg nierownosci:
ly —9|<C£= 00055,

W powyzszym przyktadzie spostrzegamy wiec rzecz
nastepujgca. Jezeli obierzemy zupetnie dowoli dodatuig bar-
dzo mala liczbe e réwng np. 0*0055, to mozna bedzie za-
wsze znale$¢ inng dodatnig liczbe, zalezng od niej 8 w na-
szym przypadku réwnag np. 0-0028 taka, ze gdy zachodzi
nierdwnosc¢:

|[x _ 3j< 8= 0-0028.
to zachodzi réwnocze$nie koniecznie nieréwnosc:

iy —9]|0 = 0-0055.
Innemi stowy gdy w powyzszym przyktadzie nadajemy
zmiennej x wartosci rosnace, zblizajace sie dowolnie do
liczby np. 3 z wyjatkiem tejze, to dla funkcyi y otrzymu-
jemy z rachunku wartosci takze rosnagce zblizajagce sie
do liczby 9.

Obierzmy teraz inng dowolnie matg dodatnig liczbe s
rébwng np. 0-000031 i zadajmy, aby speiniata sie nierdw-
no$¢ nastepujaca:

|y —9|< 0 000031,
t. j. aby funkcya y przyjmowata wartosci np. 8-999970,...
...8-999976,... 8-999982,  Zachodzi pytanie, czy mozna
zmiennej niezaleznej x nadawaé takie wartosci blizkie
liczby 3, aby powyzsza nieréwno$¢ istotnie zachodzita.
Tak jest rzeczywiscie, albowiem, aby funkcya y przyjmo-
wata wyzej podane wartosci, wystarczy nadawac zmien-
nej x wartosci np. 2"999985,... 2'999988,... 2*999991,...,
t. j. liczby posiadajagce te wiasnos¢, ze bezwzgledna war-
tos¢ réznicy kazdej z nich i liczby 3 jest mniejsza od
liczby 8 réwnej np. 0"000016. A wiec majac dang dowol-
nie matg dodatnig liczbe s mozna zawrsze znale$¢ zalezng
od niej liczbe 8 taka, ze gdy zachodzi nieréwnosé:
[x —3j< 8§
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to koniecznie zachodzi takze rownoczesnie nieréwnosé:
y—9IK; £

Liczba 9 w naszym przyktadzie nazywa sie granica (limes
pisze sie lim.) funkcyi y dla wartosci zmiennej x zblizajg
cych sie rosnagc do liczby 3, co zaznaczamy w piSmie
w nastepujacy sposob:

lim@2x -f-3)= 9,

Xr= 3
gdzie litera xr oznacza, ze zblizamy sie do liczby 3 przez
wartosci rosngce.

8 17. Nadawajmy teraz zmiennej niezaleznej x w na-
szym przyktadzie liczby kolejno malejgce, zblizajgce sie
do liczby 3 z wyjatkiem tejze, a wiec np. liczby 3,00079,...
... 3'00068,... 3-00013,... 3'00004... t. j. takie, ze bezwzgle-
dna warto$¢ roznicy kazdej z tych liczb x i liczby 3 jest
mniejszg np. od liczby S= 00008, czyli takie, ze zachodzi
nierownos¢:

). |[x —31<8 = 0-0008.

Nadajgc te wartoSci zmiennej niezaleznej x obliczymy
wartosci funkcyi y nastepujace: 9900158,... 9'00136,...
... 900026,... 900008,... t. j. otrzymamy wartosci funkcyi
zblizajagce sie kolejno do liczby 9 i posiadajgce te wia-
snos¢, ze bezwzgledna warto$¢ réznicy kazdej z tych liczb
y i liczby 9 jest mniejszg od liczby dodatniej s rownej np.
0'0016. Jezeli wiec damy sobie dowrolnie matg liczbe do-
datnig e np. 0'0016 i zadamy, aby bezwzgledna warto$é
réznicy funkcyi y i liczby 9 byla mniejsza od tej dowol-
nie matej liczby s, to jest, aby zachodzita nierdwnosc¢:

@. jy — 9 j<CE= 040016,
to widzimy, ze zawsze mozna znale$¢ taka druga liczbe &

zalezng od liczby s, ze gdy chcemy, aby zachodzita nie-

réwnos¢ (2), to koniecznie roéwnoczesnie musi zachodzié
3
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nierownos$¢ (1). Liczbe 9, jak poprzednio, nazywamy gra-
nicg funkcyi y, gdy zmiennej niezaleznej nadajemy war-
tosci coraz bardziej malejace, zblizajace sie dowolnie blizko
do liczby 3 z wyjatkiem tejze, co zaznaczamy w piSmie
w podobny sposéb jak poprzednio:

lim(2x-J-3)= 9,
xm= 3

gdzie litera xm oznacza, ze zblizamy sie do liczby 3 przez
wartosci malejace.

W pierwszym przypadku nadawaliSmy zmiennej nie-
zaleznej x wartosci kolejno rosnace, zblizajagce sie do
liczby 3, z wyjatkiem tejze, wtedy wartosci funkcyi y
zblizaly sie rosngc do granicy 9. W drugim przypadku
nadawalismy zmiennej niezaleznej wartosci kolejno male-
jace, zblizajace sie do liczby 3, z wyjatkiem tejze i otrzy-
mywalismy na wartosci funkcyi y liczby malejace wieksze
od granicy 9 i zblizajace sie do niej. Zblizalismy sie wiec
do liczby 3 pierwszym razem przez liczby rosngce, w dru-
gim przypadku przez liczby malejace, czyli jak krotko
bedziemy mowi¢, zblizaliSmy sie do liczby 3 najpierw od
strony lewej, w drugim przypadku od strony prawej.
W pierwszym przypadku bedziemy nazywaé granice lewo-
stronng, w drugim granice prawostronng. W naszym przy-
ktadzie obie te granice byty rowne liczbie 9. Poniewaz
w przyktadzie powyzszym granica lewostronna i prawo-
stronna s sobie rowne, to bedziemy mowié krotko, bez
odréznienia, ze funkcya powyzsza posiada granice 9 dla
wartosci x réwnej 3.

Z powyzszych rozwazahn dochodzimy wiec do naste-
pujacego wniosku. Aby liczba 9 byta granicg funkcyi da-
nej y= f(x), gdy zmiennej niezaleznej x nadajemy war-
tosci kolejno czyto rosnagce, czyto malejace, zblizajace sie
do liczby 3, z wyjatkiem tejze, to jest rzeczg konieczng,
aby majac dang dowolnie matg dodatnig liczbe e mozna
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byto znale$¢ inng, zalezng od niej liczbe dodatnig £ taka,
ze gdy wartosSci x sg takie, iz jest:

X —3|<< &
to koniecznie musi by¢ réwnoczesnie:

ly—9|< s

Obliczmy teraz warto$¢ funkcyi powyzszej dla war-
tosci zmiennej x = 3. Widaé, ze jest wtedy 2.3-J-3= 9,
a wiec, ze granica tej funkcyi, gdy zmienna x zbliza sie
jakkolwiek do liczby 3, réwna sie wartosci funkcyi dla
x = 3, ktéra to wiasnos$é posiadaja, jak zobaczymy, funk-
cye ciagte.

§. 18. Prz. 2. WeZmy teraz pod uwage funkcye E (X)
rozwazang w poprzedzajgcym rozdziale. Gdy zmiennej nie-
zaleznej x nadajemy kolejno wartoSci rosngce, zblizajgce
sie do liczby 2 od strony lewej np. 1'95764,... 196895,...
... 1*98729,... T99057,..., z wyjatkiem liczby 2, a wiec
takie, ze bezwzgledna warto$¢ roznicy kazdej z nich
i liczby 2 jest mniejsza od liczby dodatniej np. S= 00424,
t. j. ze:

|x —2|<CS= 00424,
to na y otrzymujemy wartoéci: 1,... 1,... 1,.. 1,..., to
jest takie, ze bezwzgledna warto$¢ réznicy kazdej z nich
i liczby 1 jest mniejsza od dowolnie matej dodatniej liczby s
réwnej np. 0000001, bo jest tu przypadkowo zerem, czyli, ze:

ly —1|<s = 000000L.

Liczba 1 jest w tym przypadku, jak poprzednio, granicg
lewostronng funkcyi E (x) dla wartosSci x zblizajgcych sie
do liczby 2 od strony lewej t. j. rosngc, co wyrazimy
w piSmie:

limEX) = 1

Xr= 2

Nadawajmy nastepnie zmiennej niezaleznej x wartosci
malejace, wieksze od liczby 2, z wyjatkiem liczby 2, czyli
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zblizajgce sie do liczby 2 od strony prawej np. 2-19857,...
...2-08694,... 2-00236,... 2-00051,..., a wiec takie, ze bez-
wzgledna warto$¢ réznicy kazdej z nich i liczby 2 jest
mniejsza od liczby dodatniej 8 rownej np. liczbie 0-19857 t. j.

X —2|<8 = 0-19857.

Funkcya y = E (x) bedzie wtedy otrzymywata kolejno war-
tosci: 2,... 2,... 2,... 2,... a wiec takie liczby, ze bez-
wzgledna warto$¢ réznicy kazdej z nich i liczby 2 bedzie
mniejszg od dowolnie danej liczby dodatniej s réwnej np.
0-000015, bo tu jest przypadkowo zerem, czyli ze mamy:

|y —2]|< e= 0000015.

Liczba 2 jest w tym przypadku granicg prawostronng
funkcyi E (), gdy zmiennej niezaleznej x nadajemy Kko-
lejno wartosci malejace, wieksze od liczby 2, z wyjatkiem
tejze, czyli gdy zblizamy sie do liczby 2 od strony pra-
wej. Zaznaczamy to w pismie, jak poprzednio:

limE(X) = 2

Xxm= 2
W przyktadzie tym widzimy, ze granica lewostronna jest 1,
a granica prawostronna jest 2, a wiec sg nierébwne, a war
to$¢ funkcyi dla x = 2 wynosi E (2) = 2. Jak wiemy z roz
dziatu drugiego funkcya ta jest dla x = 2 nieciagla.

8 19. Prz. 3. Weimy jeszcze pod uwage funkcye
y= x—E(x) i obliczmy wartosci dla tej funkcyi, gdy
zmiennej niezaleznej x nadajemy wartosci kolejno rosnace,
zblizajgce sie do liczby np. 2 z wyjatkiem tejze, a wiec
np. 1-78574,... 1-85641,... 1-92364,..., dla ktérych mamy:

IXx—21< 8§

gdzie$ ma wartos¢ np. 0-21427. Nadajac te wartosci zmiennej
niezaleznej x czyli zblizajac sie od strony lewej do liczby 2,
obliczymy kolejno, ze y= x—E(x) bediie sie réwnac:
1-78574— 1=0-78574,..- 185641 — 1= 08564L .192364—1=
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= 0*92364,a wiec bedziemy otrzymywac¢ wartosci zbli-
zajace sie rosnac do liczby 1, czyli, ze:

ly—1]<s,
gdzie e jest liczbg dowolnie matg réwng np. 0*24586. Liczba
1 jest wiec granicg lewostronng fankcyi rozwazanej y dla
Xr= 2, t j.
Iim[x—EX)]= 1
xXr= 2

Nadawajmy nastepnie zmiennej niezaleznej x wartosci ma-
lejace, zblizajgce sie do liczby 2 od strony prawej, z wy-
jatkiem tejze np. 2*00574,... 2*00086,... 2*00004,..., t j.
liczby takie, ze mamy:

kK—2k §
gdzie $ réwna sie np. 0*00575. Wtedy obliczymy na y =
= X — E(x) wartosci nastepujgce: 0*00574,... 0*00086,...
... 0*00004,... dla ktérych mamy:
ly—0j<£,
gdzie dowolnie mata dodatnia liczba s moze sie réwnac
np. 0*00586. Widzimy wiec, Ze granica prawostronnag funk-
cyi y jest liczba O, t. j.
lim[x —E (x)]= 0.
Xm==2
Nadajmy teraz zmiennej niezaleznej x liczbe 2 tj. x = 2,
a wtedy otrzymamy, zey = x—E((X)= 2—E (2)= 2- 2= 0.
Spostrzegamy wiec, Zze dla badanej funkcyi granica lewo-
stronna réwna sie 1, granica prawostronna 0, a wartos¢
jej dla x ==2 jest O.

8. 20. Prz. 4. Wezmy jeszcze pod uwage funkcye po-
przednio rozwazang y = E(Xx) i nadawajmy zmiennej nie-
zaleznej x wartosci np. nastepujace: 1*45825,... 1*46689,...
... 1*4892,... a wiec wartosci rosngce zblizajgce sie od strony
lewej do liczby 1*5 z wyjatkiem tejze t. j. takie, Zze mamy:

[x — 1*5|<C§
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gdzie, jak poprzednio, 8 jest liczbg dodatniag. Nadajac te
wartosci zmiennej x, otrzymamy na y kolejno wartosci:
1...1...1.. t j. takie, Ze mamy:

ly—11<&
gdzie s jest naprzod dowolnie dang liczbg dodatnia, gdyz
tu przypadkowo wartosé tej réznicy jest 0. Widzimy wiec,
ze gdy zmiennej niezaleznej x nadajemy wartosci rosngce
zblizajace sie do liczby 15 z wyjatkiem tejze, to funkcya
y przybiera stale wartos¢ 1 i ma granice 1.

Nadajac nastepnie zmiennej niezaleznej x wartosci
malejace czyli zblizajgce sie od strony prawej do liczby
15 z wyjatkiem tejze, np. 159246,... 1-56281,... 1*50732,...
...1-50003,... otrzymamy na y wartosci: 1,... 1,... 1,...
1.... a wiec takze stale wartos¢ 1 Dajac zmiennej x war-
tosé 1'5, otrzymamy na y wartos¢ 1. Z tego rozwazania
wynika, ze, gdy funkcya dana y przybiera wartos¢ stala,
dla réznych wartosci zmiennej niezaleznej x, to granica
jej dla pewnej wartosci zmiennej x réwna sie jej stalej
wartosci, jakkolwiek sie zblizamy do tej warto$ci zmiennej x.

8. 21. Po tych przyktadach przystapimy teraz do ogol-
nego okreslenia granicy funkcyi y = f(x), gdy zmiennej
niezaleznej x nadajemy wartosci, czyto rosngce, czy ma-
lejace, zblizajgce sie do pewnej obranej liczby a, z wy-
jatkiem tejze. MOowimy mianowicie, Ze funkcya f(x) zbliza
sie do granicy A, gdy zmienna niezalezna zbliza sie jak-
kolwiek do wartosci a, gdy jest rzeczg mozliwg dla ka-
zdej dowolnie matej dodatniej liczby £ znales¢ odpowiednia,
zalezng od niej, dodatnig liczbe S i takg, ze mamy:

If(x)— A|<£E
dla kazdej wartosci zmiennej niezaleznej x, dla ktdrej jest:
X —a <<§
przyczem nie wolno za x podstawi¢ liczby a, [bo gdy ba-
damy granice funkcyi, to nas nie obchodzi jej wartos¢
dla x = a, tylko te wartosci, ktére funkcya przyjmuje,
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gdy zmiennej niezaleznej x nadajemy wartosci nieco mniej-
sze od a i nieco wieksze od al.

Powyzsze okreslenie wyraza w sposéb Scisty rzecz
nastepujaca. Zmiennej niezaleznej x zawsze mozna nada-
wacé wartosci tak blizkie liczbie a, aby odpowiadajace
wartosci funkcyi y roznity sie od liczby A tak malo, jak
sie nam podoba, gdyz liczba s zalezna jest tylko od naszej
woli. Aby zaznaczy¢, ze liczba A jest granica funkcyi vy,
gdy zmienna niezalezna x zbliza sie do liczby a, piszemy:

limf(x)= A.
X = a
8. 22. Obliczmy teraz granice funkcyi y = gdy

zmienny tuk AM dazy do O (fig. 14). Niechaj a bedzie

miarg tuku AM * dodatniego, mniejszego od c¢wiartki ob-
wodu kota t j. a< T nakreslonego promieniem réwnym
jednosci, to wtedy sin« i tga sa dodatnie i mamy MP = sina,

*) gdy promien jest jednostka; wtedy kat AOM mierzy w ra-
dyanach tasama liczba, co luk.
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AT = tga, gdzie diugosci MP i AT sa mierzone promie-
niem OA wzietym za jednostke. Porownajmy nastepnie ze
sobg pola tréjkgtow OMA, OAT i wycinka kota OAM, to
widocznem jest z figury, ze pole wycinka kota OAM jest
wieksze od pola tréjkata OMA, a mniejsze od pola troj-
kata OAT, t j. mamy nastepujgce nieréwnosci:

pole A OMA << pole wycinka OAM <; pole OAT.

Zastepujac pola przez ich wyrazenia, otrzymamy z po-
wyzszych nieréwnosci nastepujace:

(OA.MP<]OA. luk AM< \OA.AT.

Dzielagc powyzsze nierownosci przez czynnik JOA otrzy-
mamy:
MP < tuk AM AT

lub:
sina< a< tga.

Wykazemy teraz, ze stosunek tuku a do jego wstawy
sina t j. . daZy do jednosci, gdy tuk a dazy do zera.

Nalezy w tym celu rozrézni¢ dwa przypadki, a mianowi-
cie zat6zmy najpierw, ze tuk a jest dodatni i mniejszy od

2, to wtedy na mocy powyzszej nieréwnosci otrzymamy:

. sina
SINa<; a<<
COS a

Powyzsze nieréwnosci nie ulegng zadnej zmianie, jezeli
ich wyrazy podzielimy przez sina, a wtedy otrzymamy:

1< Ehd < coba
Otéz gdy tuk a dgzy do zera przez wartosci dodatnie, to
jak wiadomo, cos a dazy wtedy do 1. Stosunek zas$ g— |,

jak widzimy, zawiera sie stale miedzy 1 i wielkoscig, ktéra
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ttakze dazy do jednosci, gdy a dazy do zera, czyli ze takze
>X

tten stosunek Sy musi dazy¢ do 1, gdy luk a dazy do O

przez wartosci dodatnie.
Zalozmy nastepnie, ze tuk a jest ujemny i potézmy:

a= — a',

gdzie tuk a' jest dodatnim. Wtedy mamy:

sina sin (— a') —sina’ sina'
Otéz gdy a dazy do zera przez wartosci ujemne, to a'
L
dazy do zera przez wartosci dodatnie, stosunek ﬁa‘T ma

wiec granice 1 wedtug poprzedniego rozwazania. A wiec

stosunek — ma takze granice 1, gdyz stale réwna sie
stosunkowi Mamy wiec w kazdym przypadku:
Iiml—-—- =
'm sina/
a= 0.

Poniewaz powyzszy stosunek dazy do 1, gdy a dazy

s . |( sin a
do zera, to odwrotno$¢ tego stosunku t. j. stosunek —-—

dgzy do granicy, ktéra jest odwrotnoscig jednosci, t. j.
dazy takze do 1, gdyz odwrotnoscig jednosci jest jednosc.
A wiec mamy takze:

a= 0.

W praktycznych rachunkach nie popetnimy wiec wiel-
kiego btedu, gdy weZmiemy zamiast sina tuk a, jezeli ten
tuk jest bardzo maty albo odwrotnie.

http://rcin.org.pl



— 44 —

Jezeli funkcya f(x) jest ciagta dla wartosci zmiennej
X = a, to wedtug okreslenia ciagtosci znaczy to, ze:
fx)—f@) Kk &
gdy tylko:
x —a <<8
Innemi stowy, gdy zmienna x zbliza sie do wartosci a, to
f(x) zbliza sie do wartosci f(a), tak, Ze mozemy napisac:
limf (x) = f(a);
X= a
to znaczy, ze warto$¢ funkcyi dla x= a t j. f(a) jest

granica funkcyi, gdy zmienna niezalezna x dazy do war-
tosci a.
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ROZDZIAL V.

O pochodnej i rézniczkowaniu.

8. 231 Przyktad I. Narysujmy krzywa na Kkartce
z osiami x, y, jak na fig. 15 i wezmy na niej dwa punkty
A, B. Pytamy, gdzie wiecej przyrasta rzedna, gdy o tak

Fig. 15.

samo dtugi kawatek wzdtuz osi x sie posuniemy czyli
gdzie szybcej przyrasta rzedna: czy w punkcie A, czy

1) § 23 czesciowo nie jest Scisty i ma stuzy¢ do tego, by naj-
pierw wytworzy¢ w czytelniku pojecie intuicyjne.
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w punkcie B? Jak to osadzi¢ ? po jakiej liczbie zaleznej
od krzywej moznaby to osgdzi¢ — czem to mierzy¢?

Ot6z wyrysujmy w punkcie A (fig. 15) prosta, ktdra
sie z krzywa styka w punkcie A, t zw. styczng L; ta
prosta L tworzy kat a z osig x; w drugim punkcie B wy-
rysujmy styczng M do krzywej; ta styczna tworzy kat b
z osig x. Widaé, ze tam, gdzie rzedna szybcej przyrasta,
wiekszy kat tworzy styczna z osig x (fig. 16).

Wezmy inng krzywg (fig. 17); w punkcie C ubywa
rzednej, jak i w punkcie D; tylko predzej ubywanie na-

stepuje w punkcie C jak w punkcie D; jezeli wyrysujemy
styczng N w punkcie C, ktéra tworzy z osig x kat c, zas
styczna P w punkcie D narysowana tworzy kat d z osig X;
tam, gdzie rzednej ubywa predzej, tam mniejszy kat- two-
rzy styczna z osig x. Wida¢, ze katy a, b, ¢, d, ktére two-
rzg styczne do krzywej z osig X, sg w pewnym zwigzku
ze szybkoscig przyrastania lub ubywania rzedne;.
Zajmijmy sie teraz pierwszym wypadkiem, gdzie rze-
dna przyrasta i mierzmy szybkos$¢ przyrastania rzednej
nie wprost katami a, b, ale ich funkcyami trygonometry-
cznemu a mianowicie wezmy liczby tga, tgb. U nas katy
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d, b sa ostre (z pierwszego kwadrantu), wiec jest tg b >>tg &
bo jest b>>a.

W miejscu, gdzie rzedna szybcej przyrasta, jest tan-
gens kata, utworzonego przez styczng do krzywej z osig X,
wiekszy.

PrzejdZzmy do drugiego wypadku. Zamiast mowic
0 ubywaniu rzednej bedziemy mowili o przyrastaniu rze-
dnej, tylko obecnie przyrastanie rzednej moze by¢ doda-

tnie lub ujemne; a wiec zamiast powiedzie¢: w punkcie C
szybcej ubywa rzednej, niz w punkcie D, powiemy: w punk-
cie C powolniej przyrasta rzedna niz w punkcie D i w obu
punktach przyrosty rzednej sg ujemne. Poniewaz katy c, d
sg rozwarte i kat ¢ jest mniejszy od kata d, wiec tgc,
tgd sa ujemne i bezwzgledna warto$¢ liczby tgc jest
wieksza od bezwzglednej wartosci liczby tgd: tgc Jtad
przeto jest tgc<tgd. Z tego widzimy, ze praktycznie jest
wzig¢ tg a, tgb, tgc, tgd za szybkosci przyrastania rze-
dnej; jezeli bowiem w jednym punkcie krzywej rzedna
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przyrasta szybcej niz w drugim, to w pierwszym tangens
kagta, utworzonego przez styczng w tym punkcie do krzy-
wej z osig, jest wiekszy niz w drugim, a znak tego tan-
gens bedzie wskazywat, czy przyrost ma znak dodatni
czy ujemny.
Jak te liczby tga, tgb, tgc, tgd z krzywej wyra-
chowac?
Prz. 2. Wezmy krzywa z prz. 1. Nie umiemy ryso-
wacé stycznej a chcemy obliczy¢ szybkos$¢ przyrastania
rzednej czyli tga. Jak
to zrobi¢? Niech punkt
A (fig. 18) ma odcietg
X, rzednag f(x) czyli
y= f(x) jest rowna-
niem tej krzywej albo
krzywa narysowana
jest obrazem funkcyi
y = f(x). Wezmy nad-
to dos¢ blizki punkt M,
majacy odcieta nieco
wiekszg od x, wiec od-
cietg x -f- maia liczba
h; przeto ten punkt M
ma rzednag f(x-j-h);
przez punkty A, M poprowadzmy linig prosta, ktéra z osig x
tworzy kat g i obliczmy tgg; oczywiscie tg g bedzie szyb
koscig przyrastania rzednej, ale nie dla krzywej, tylko
dla prostej AM; mozna zamiast o szybkosci przyrastania
rzednej moéwi¢ tez o szybkosci wznoszenia sie krzywej,
bo jedno z drugiem zigczone. Oczywiscie tgg nie bedzie
szybkoscig wznoszenia sie krzywej tylko szybkosécig wzno-
szenia sie prostej AM; ale gdy punkt M jest dos¢ blizki
punktowi A, to tgg mozna przyblizenie uwaza¢ za szyb-
kos¢ przyrastania rzednej (wznoszenia sie krzywej) w punk-
cie A i przyblizenie bedzie tem lepsze, im blizej punktowi A
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tezy punkt M t zn. im blizej punktowi A lezy punkt M,
tem mniej sie rézni tgg od tga. Trzeba wiec wyrachowac
tgg — jak to zrobie? Rzut oka na fig. 19. wykazuje, Ze jest

f(*+ h)-f(x)

a wiec
f(x-fh)—f(x)

jest szybkoscig wznoszenia sie prostej AM a nie krzywej
czyli jest szybkoscig przyrastania rzednej. Mozna to takze

tak wyrachowacé: niech odcieta x przyrasta o licztte h, to
rzedna przyrasta o tyle, o ile rzedna dla odcietej (x -f- h)
rézni sie od rzednej dla odcietej x t j. rzedna wzrosnie
o f(x h) — f (x); aby wiec powiedzie¢, ile razy szybciej
przyrasta rzedna niz odcieta, to musimy utworzy¢ ulamek:
f(x+ h)— f(x)
h
czyli podzieli¢ przyrost rzednej przez przyrost odciete;j.
Ale wiemy, ze ten utamek jest tylko szybkoscig przyra-
stania rzednej na prostej, ktérgsmy zastgpili krzywa; im

ZASADNICZE POJECIA. 4
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mniejsze h, tem jest 6w utamek blizszy szybkosci przyra-
stania rzednej na krzywej w punkcie A (lub jak sie moéwi:
wt punkcie x), a wiec granica tego utamka dla h= 0 (gdy
X uwazamy za stale w rachunku) bedzie dawtala tg a.
Prz. 3. Wezmy funkcye y = x2 gdy na papierze mi-
limetrowym wyrysujemy do tego obraz, to dostaniemy taka
krzywa, jak na fig. 20.; dla x= 0 jest y= 0; x= 0%,

y= 001, x= 05 y= 025 x= 1, y= 1, x= — 0%,
y= 001; x= —05, y= 025; x= —1, y= 1, x= 2
y=4, x= —2, y=4..... Obliczmy dla tej krzywej

szybkos¢ przyrastania rzednej (co dla funkcyi samej ozna-
cza¢ bedzie szybko$¢ przyrastania funkcyi) dla x = 1 Tu
jest ()= 12= 1; nadto utwérzmy f(L-f-h)= (@-f-h)2=
= I+ 2h+ h2 a teraz uwazajmy utamek:

f(l+ h)-f(1) _ @-f+2h-f-hd—1 _2h-j-h2__ Q , u
h h h +

Ten utamek nie daje szybkosci przyrastania funkcyi (rze-
dnej) dla odcietej x = 1, bo zalezy jeszcze od h; dla h= 0,1
ma ten utamek warto$é¢ 2%, dla h= 00l ma ten utamek
wartos¢ 2'01 itd. Chcac tedy znales¢ szybkos¢ przyrasta-
nia funkcyi (rzednej) dla odcietej x = 1, trzeba szukaé
granicy tego utamka dla h= 0; ot6z dwumian (2 -f-h), im
mniejsze jest h, zbliza sie coraz bardziej do liczby 2; jest
bowiem (2-f- h) funkcya wymierna i catkowita wzgledem h
(8 15.), przeto ciggta wzgledem h (§ 22.), wiec jej granica
dla h= 0 réwna sie wartosci funkcyi, jakg ma dla h= 0

czyli Km@+ hy= 2+ 0= 2.
(h= 0
Szybkos$¢ przyrastania rzednej (funkcyi) dla wartosci
x = 1 jest 2.

Wyrachujmy te szybkos¢ ogdlnie t. zn. nie przyjmu-
jac pewnej szczegllnej wartosci dla odcietej x. Otoz jest
tu f(x)= x2 f(x-j-h)= (x-f h2= xs-]-2x h-j-h2 przeto
utamek:
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f(x 4-h)—f(x) _ (x2+ 2xh-]-h3—x2_ 2xh-f-h2__ 0 j I

~h = h _ e

Przez punkt A o spotrzednych x, x2i punkt M o spot-
rzednych x-]-h, (x-]-h)2 narysujmy prosta AM, ktéra
z osig x tworzy kat g i jest

tgg= 2x+ h.

Grdy za h bede brat coraz mniejsze liczby, to punkt M
bedzie coraz blizszy punktowi A i przez to prosta AM

w nowem potozeniu bedzie coraz to blizsza stycznej; jak
powiadamy: prosta AM kreci sie naokoto punktu A. Jej
potozenie zalezy od wyboru liczby h, przyczem punkt A
jest staty, nieruchomy czyli x mamy tu uwazaé za stale.
Na tg g otrzymalismy funkcye wymierng i catkowitg zmien-
nej h, a wiec ciagta i dla h= 0, przeto jej granica dla
h= 0 i warto$¢ dla h= 0 sg sobie réowne:

lim@2x-fh)= 2x -{-0= 2x.

(h=0)

4*
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Szybkos$¢ przyrastania rzednej (funkcyi) dla warto-
$ci x na odcieta (zmienng niezalezna) wynosi 2x t. zn. jest
rézna dla réznych punktéw. Dla x = 0 wynosi ta szyb-
kos¢ 2.0= 0 czyli tu styczng do krzywej jest o$ x; dla
x = 05 jest szybkos¢ réwna 2.0'5=1 czyli styczna two-
rzy kat 45° z osig x itd.; dla x = 0'5 rosnie funkcya (rze-
dna) powolniej niz dla x= 1

Szybkos¢ przyrastania funkcyi (wynoszaca tu 2Xx)
jest znéw funkcya zmiennej x — nazwano ja funkcyg po-
chodng czyli krétko pochodngbo pochodzi z danej funk-
cyi, kiedy dana funkcya (tu y = x23 nazywa sie pierwotna.
A wiec przez (funkcye) pochodng funkcyi danej (pierwo-
tnej) y = f(x) rozumiemy granice utamka

f(x + h)-f(x)
h

dla h= 0 (o ile taka granica istniegje).

Prz. 4. Obliczmy pochodng (czyli szybkos¢ przyra-
stania) funkcyi y= 4x3— 7x2-)-9x — 1. Dla x= 0O jest
y= —1, x=5 y= 369; x= 10, y= 3389 albo kiadac
4x3— 7x2-39x — 1= f(x) mamy f(0) = — 1, f(5)= 369,
f(10) = 3389 itd. Utworzmy utamek:

{4(x+h)s—7(x-f-h)2+9 (x+h)—1} — {4x8—7x2+ 9 x —1}
h

t. zn. badamy ile razy szybcej przyrasta funkcya, niz
zmienna niezalezna. Ten utamek po wyrachowaniu jest
réwny:

12x2+ 12x h-j-4h2— 14x — 7h 9.
Mamy teraz obliczy¢ granice tego wielomiana dla h= 0,
uwazajgc X za stale; ot6z jest to funkcya wymierna i cat-
kowita wzgledem zmiennej h, wiec jest ciagta, przeto jej
granica dla h= 0 jest réwna wartosci tej funkcyi, gdy
potozymy w niej h= 0, a wiec granica bedzie:

12x2— 14x + 9.
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Pochodng funkcyi y = 4x3— 7x2-f 9x — 1 jest wiec
funkcya 12x2— 14x-f-9.

Te funkcye, ktora jest pochodng funkcyi y, ozna-
czamy przez y' [czytaj y prim — znaczy y pierwsze];
jest wiec:

y'= 12x2— 14x -j- 9.

Dla x= 0 jest y= — 1, y'=9; dla x= 1 jest y= 5,
y'= 7 itd.; poniewaz dla x= 0 jest y'= 9, a dla x= 1|
jest y'= 7, wiec ta funkcya szybcej rosnie przy wartosci
x= 0 niz dla x= 1.

Prz. 5. Obliczmy pochodna (szybkos¢ przyrastania)
funkcyi y = sinx. Otoz jest

sin(x -f- h) — sinx = 2sin

wiec

sin (x -+ h) — sin x
h ~ h

co umyslnie napiszemy tak:

uwazajac tu x za state, obliczmy granice tego wyrazenia
dla h= 0.

Pierwszy czynnik ma granice 1 (§ 22 trzeciego roz-
dziatu), drugi jest funkcya ciagta dla h= 0 i ma wiec
granice cosx; okazemy, ze iloczyn granic l.cosx bedzie
granica iloczynu powyzszego. Otéz granica pierwszego
czynnika jest liczba 1 t zn. do kazdej dodatniej liczby e
(np. s= 00000 — 0001) moge znale$¢ taka dodatniag liczbe
d, iz jest:
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gdy tylko jest h <<d; drugi czynnik ma granice cosx
t. zn. zndéw, ze do kazdej liczby dodatniej np. s istnieje
liczba (innej wielkosci, bo o innej funkcyi mowa) dx [czy-
taj: d ze skaznikiem jeden u dotu] taka, iz jest:

gdy tylko jest h <<dx Pierwsza nier6wnosc¢ jest prawda
dla Ji[<ld, druga dla ti k<dx, obie réwnoczesnie sa
prawda, gdy bedzie i |hj<~d i W kdda; np. niech ma
by¢ |h;<<03 i |h k<008 — wiec jakie musi by¢ ]Jh ?
nie moze wystarcza¢ powiedzenie, ze ma by¢ |h!<<03,
bo np. h= 02 spetnia nieréwnos¢ |h |<<0'3, ale nie spetnia
drugiej nieréwnosci (hKO”MOS, bo jest OMO-0S; gdy h
tak obierzemy, iz jest |h |<<0'08, to obie nieréwnosci sa
spetnione czyli |h musi by¢é mniejsze od mniejszej z liczb
0'3, 008 albo ogolnie musi by¢ |hj mniejsze od mniejszej
z liczb d, dj.

A wiec gdy jest 'h mniejsza od mniejszej z liczb
d, dj, to jest réwnoczesnie prawda:

— 1 <Cz; cos (X -j-q) —cosXx <<s
Otéz moge dalej napisac:

i (! qcos —l.cosx
(h

t)

http://rcin.org.pl



55 —

sin(!)

(*)

poniewaz cos| x -f-” j nigdy co do bezwzglednej wartosci

h
.COos X + COS(X+ |) —cOsx

nie jest wieksze od liczby 1, przeto jest

sin . Ihv
("

COS( 1.COs X +

X+ 2
(" i)
+ COS(X+!) Cos X ,

a wiec jest mniejsze od e-f-s= 2s, gdy jest |h| mniejsza
od mniejszej z liczb d, dj czyli granicg iloczynu

|
I ir), cos|x ~) jest 1.cosx = cos X,

jest wiec
y' = COoS X.

Prz. 6. Niech jest y= cosx i obliczmy pochodng
(szybko$¢ przyrastania) tej funkcyi. Mamy wiec wyliczy¢

utamek:
oS (X +h) — cos x

/a-If€i

Wedtug wzoru cosa—cosfi= —23in|a—7—'k .sih 5

bedziemy mieli:
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cos (x - h)— cosx sin()sin(x + 1)

h
sin

esin(x + [),

(1)

granica pierwszego czynnika jest 1 (8. 22), drugi czynnik,
jako funkcya ciggta, ma granice sinx; znoéw, jak w prz. 5.

mozna wykazaé¢, ze iloczyn ma, jako granice, iloczyn
granic swych czynnikéw t zn. tu bedzie granica sinx,
wiec jest
y'= — sinx.
Gdy zmiennej x nadawac¢ bedziemy wartosci od O
do T, to sinx ma wartos¢ nie ujemna, przeto pochodna
bedzie miata wartosci nie dodatnie t j, ujemne lub zero
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czyli szybko$¢ przyrastania funkcyi jest ujemng lub ze-
rem; wyrysujmy obraz dla funkcyi y = cosx; x= 0,y= 1;

x= ", y= 0; x—k, y= — 1 otrzymamy krzywa, jak na

fig. 21.; gdy wezme dwa punkty na osi x, ktérych odciete
sg X, x-f-h, potozone miedzy 0 i tt, to do nich nalezne
wartosci funkcyi sa cosx, cos(x-j-h) i jest cos(x + h)
mniejsze od cosx, gdy jest h]>0 — krzywa sie nie wznosi,
ale opada, funkcya maleje. Gdy za$ jest x>>~, to funkcya
ros$nie, szybkos¢ przyrastania krzywej jest dodatnia; ot6z
gdy jest x~>7u a mniejsze od 2tt, to sinx jest ujemng
liczbg, przeto y'= — sinx jest dodatnie.
Prz. 7. Niech jest
X2+ 7
y =ir=5-"

tu wolno na x nadawac¢ wszelkie liczby, tylko nie pie¢;
dla x = 5 mielibySmy y, a utamka o mianowniku zero-
wym arytmetyka nie zna. Obliczmy pochodng tej funkcyi;
w tym celu tworzymy utamek:

(x-fFh)2f7 x2 7 {(x+h)8f-7}(x—5)-(x+h —5)(x27)
(x+h)—5 x—5 (x-f-h—5)(x —5)
— h
_ X3F2hx8rhX+7x-5x210hx-5h235—x%x3hx25x27x-7h+35
— h(x+h-5) (x-5)

a ze licznik i mianownik mozna skroéci¢ przez h, wiec

2x2f-hx— 10x— 5h—x*—7 x2fhx— 10x— 7— 5h
(x-f-h— 5)(x— 5) (X-j-h— 5)(x—5)

Licznik ostatniego utamka jest funkcyg wymierng i cat-
kowita wzgledem zmiennej h, jest wiec funkcya ciagia,
a jako taka, ma granice dla h= 0, ktéra sie rowna war-
tosci funkcyi dla h= 0; granica licznika réwna sie:
x2— 10x — 7; granicg mianownika jest (x — 5)2
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A jaka jest granica utamka? czy jest nig utamek
z granic licznika i mianownika ?. Sprébujemy wykazac
ogolnie, ze granica utamka rowna sie utamkowi z granic
licznika i mianownika, jezeli tylko granica mianownika
nie jest zero. Niech bowiem ogdlnie jest:

f(h)
. <p(h) ’
gdzie licznikiem jest pewna funkcya, ktéra ma granice a

dla h= 0:
limf(h)= a
(h=0)

a mianownik <p(h) jest funkcya, ktéra ma granice b dla
h= 0:

lim9()= b

(h= 0

przyczem b moze by¢ jakakolwiek liczba, byle rézng od
zera. Do kazdej dodatniej liczby s moge znales¢ takg do-
datnig liczbe d, iz jest:

If(h)—a < e gdy jest |h < d,
i podobnie moge znale$¢ takie dodatnie dI? iz jest:
1?7(h)— b Kk s gdy jest |h|< di}

wiec dla h mniejszych co do bezwzglednej wartosci od
mniejszej z liczb d, dx jest réwnoczes$nie:

If(h) —a]<s; 19(h)— b]<s.
Poniewaz b jest rézne od zera (jak wyzej zatozyliSmy),
wiec wolno utworzy¢é utamek ~ i uwazajmy roznice:
f(h)_a__ f(h)b —<p(h)a _ f(h)b —ab + ab — 9(h)a
9(h) b ?(h)b 9(h).b

(f(h)—a)b-f-a{b— 9(h)}
9(h)b
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licznik:
Kf(h) —a}b-f-a{b— <ph)} Kk
f(h)—allb 4—a| b—o(h);<"(jb -I- als,

a mianownik nie zbliza sie do zera, wiec gdy liczby d, dj
sgq dos¢ mate, to juz moge znales¢ liczbe dodatnig A taka,
iz jest (9(h) p>A. Caly utamek jest wiec co do bezwzgle-
dnej wartosci mniejszy od liczby
(Ibl + labs
Albi

bo jezeli jest

©(h) ,>> A,_ to i <

P 7> A7 © g0 1S A

Jak widzimy utamek mozna zrobi¢ tak matym co do bez-
wzglednej wartosci, jak chcemy czyli jest

f(hy a

W naszym przykiadzie mianownik ma granice (x — 5)2
co mogtoby by¢ zerem dla x= 5, ale wlasnie na. x nie
wolno nadawaé¢ wartosci 5; przeto jest:

x2— 10x — 7
Y= (x—5p

Prz. 8. Niech jest y = tgx; jak wiemy jest tgx =
cjn v oin Vv

. 8, iec jest y = — —; aby obliczy¢ dlI
cosx (8. 8., a wiec jest y Toex aby obliczy¢ a

tej funkcyi pochodna, obliczmy utamek:

sin (x + h) sin x
cos(x-f-h) cosx __ sin(x+ h)cosx — sinx cos (x -(-h)
h hcosx cos(x + h)

ale jest sinacos[i— sinficosa= sin(a— fi), wiec utamek
ma wartosc
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sinh
sin h _ h
h cos x cos (x -j- h) cos x cos (x -f- h)’

licznik ma granice 1 dla h= 0 (8 22), mianownik jest
funkcya ciagta i ma wiec granice dla h= 0 réwna
cosx cos (X + 0)= cos2x, wiec wedtug twierdzenia z po-

przedzajacego przykiadu utamek ma granice oS x czyli

pochodna:

Prz. 9. Niech po prostych szynach (nie zakrzywio-
nych) porusza sie wagon; liczmy od poczatku szyn odle-
gtos¢ wagonu np. wagon jest od poczatku szyn odlegty
na 158 cm lub 127 cm lub 200 cmm — niech ta odlegtos¢
og6lnie wynosi scm (od stowa tacinskiego spatium = prze-
strzen); liczmy tez czas w sekundach od chwili kiedy ru-
szyt — od tej chwili mineta moze 2-ga, 2*5 sekundy etc.
ogolnie t-ta sekunda (od stowa tacinskiego tempus = czas);
otéz s bedzie pewna funkcya zmiennej niezaleznej t:

s= f(t)

np. dla t= 0" jest s= 158cm i stamtad wagon rusza, dla
t= 1" jest s= 173cm, a dla t= 2" jest s= 140cm czyli
mogt sie w pierwszej sekundzie wagon oddali¢ od poczatku
szyn, a potem zblizyt sie do niego. Jezeli wiec znamy te
funkcye f(t) (t. zn. wiemy, jaka wartos¢ f (f) nalezy do
konica t-tej sekundy), to znamy tez caly ruch, bo wiemy,
gdzie wagon byt o kazdym czasie. Niech np. s= 2 t2—-1;
to dla t= 0" jest s= lcm i stad wagon wyruszyt; dla
t= 1" jest s= 3cm; t= IE", s= 5]cm; t= 2", s= 9cm;
t= 3", s= 19cm itd.; wagon w tym wypadku oddala sie
od poczatku szyn i nie cofa sie (fig. 22.). W czasie od 2-giej
do 3-ciej sekundy przebyt wagon droge 19— 9=10 cm;
gdyby przez te sekunde pedzit jednostajnie, to predkos¢

http://rcin.org.pl



o 1" 2" 3"
lcm 3cm 9cm 19 cm
pocz.
9cm 19 — 9cm
Fig-. 22.
jego wynositaby 10; niech t= 2\= to s= 2.(fR-j-1=

= 13]cm; w ciggu pot sekundy, trwajgcej od konca 2-giej

do konca 2-giej i \ sekundy, przebiegt wagon droge:

13*— 9= 4~cm; gdyby w ciagu tej potowy sekundy pedzit
4

jednostajnie, toby predkos$¢ jego wynosita j = 4{x2 = 9

2
(dtugos¢ drogi nalezy podzieli¢ przez ilos¢ sekund, do prze-

bycia tej drogi potrzebnych) — juz wypadta inna pred-

kos¢. Niech t= 2]", to s= IIf cm; w ciagu |-ciej sekundy,

trwajgcej od 2-giej do 2-giej i £ sekundy przebyt droge

I1f —9= 2fcm; gdyby wagon sie poruszat jednostajnie
28

W .ciggu tego czasu, toby predko$é wynosita —2=2fx3 = 85§

3
znéw inna — dochodzimy do wniosku, ze predkos¢ taka

bytaby zalezna od tego, jak wielki przecigg czasu zaczy-
najacy sie z korncem drugiej sekundy, bierzemy pod uwage.
Obliczmy ogo6lnie predkos¢ ruchu wagonu w chwili
konczenia sie t-tej sekundy; wezmy czas bardzo kréciutki,
wynoszacy h sekund (np. h ==" sek.), niech on trwa od konca
t-tej sekundy do konca (t-fh)-tej sekundy; dla chwili t"
jest s= f(t), dla chwili (t-f-h)" jest s= f(t-}p-h), droga
w tym czasie przebyta réwna sie wiec
[f(t+ h)—f ()] cm.
Gdyby to byt ruch jednostajny, tobysmy diugos¢ drogi,
przebytej od t-tej sekundy do (t+ h)*tej sekundy, podzielili
przez ilos¢ h sekund, ktory na przebycie drogi uptynat, czyli
f (t-f-h) — f(t)
h
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bytoby predkoscig; ulamek ten nietylko zalezy od t ale
i od h, jak widzielismy w przyktadzie; poniewaz jednak
ruch jednostajnym nie jest, wiec ulamek powyzszy nie
daje predkosci; tylko im mniejsze jest h, tem lepiej po-
wyzszy utamek sie zbliza do liczby, ktéra uznamy jako
predkos¢ ruchu. Gdybysmy za predkos$¢ ruchu ten utamek
przyjeli, tobySmy milczkiem ruch od t-tej sekundy do
(t-j-h)-tej sekundy zastgpili w mysli ruchem jednostajnym
0 predkosci rownej utamkowi powyzszemu. Widacé, Ze pred-
koscia ruchu nazwa¢ mozemy granice tego utamka dla
h= 0, gdy t uwazamy za stale czyli predkoscig ruchu
jest pochodna s' funkcyi s.
Gdy jest s= 2121, to jest:

{2+ h )»+ 1}-{2t*+ 1} =
h 1
a stad w granicy dla h= 0 jest:
s'= 41

Dla t=Isek. jest s'’= 4, dla t= 2" jest juz s'= 8 —
wieksza predkos$¢ niz przedtem, dla t= 3" jest s'= 12
itd. — co sekunde predkos$¢ zwieksza sie o te samag ilosS¢ (4).
Gdyby nagle wagon w pewnej chwili przestat poruszaé
sie ruchem coraz to szybszym (ruchem przyspieszonym),
a poruszat sie od tej chwili ruchem jednostajnym, toby
musiat sie porusza¢ nadal z predkoscig s', jakg mial w tej
chwili, o ktérej byta mowa.

W tym przyktadzie wida¢, ze predkos¢ ruchu jest
zmienna, ze im diuzej wagon sie porusza, to tem predzej
pedzi; jego predkosé jest coraz to wieksza czyli wagon
przyspiesza ruch. Co to wiec jest przyspieszenie ruchu?
Wagon przyspiesza ruch t zn. predkos¢ swa zwieksza
1 im predzej zwieksza sie predkosé, tem wieksze bedzie
przyspieszenie; a wiec powiemy: przyspieszeniem jest pred-
kos¢, z jaka sie zmienia predkos¢ ruchu czyli pochodna
predkosci ruchu; a ze predkos$¢ ruchu jest pochodng funk-
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cyi s, wiec przyspieszenie jest pochodng pochodnej funk-
cyi s czyli, jak sie moéwi, jest druga pochodng funkcyi s
i oznaczamy ja znakiem s" i dlatego tez méwimy, ze s
jesl; pierwszg pochodng funkcyi s.

W naszym przypadku jest s'= 41, aby obliczyé
przyspieszenie, obliczmy

4(t—h)— 4t
h

i granicg dla h= 0 musi by¢ znéw 4, bo sie tu nic nie
zmienia; przyspieszenie ruchu wynosi 4, jest wiec state —
predkos¢ wiec co sekunde jednostajnie sie zwieksza o 4
i dlatego ruch ten zowiemy jednostajnie przyspieszonym.

Prz. 10. Wezmy inny przyktad; niech s==20t—47;
dla t= O jest s= 7; t= |, s= 27, t= 2, s= 47 itd. Aby
obliczy¢ pochodng s', utwérzmy utamek

{20(t+ hy+ 73}-{20t+ 7 }_
IT -Ju

i granicg dla h= 0 jest liczba 20, wiec s'= 20. Obliczmy
druga pochodng s" t. j. pochodna pochodnej; utwérzmy
wiec utamek:
20 20 O
h - h

jego granicg dla h= 0 jest wiec liczba 0. Przyspieszenie
wynosi zero czyli ruch nie ma przyspieszenia, ma stalg

predkosé réwnag 20 — ruch jest jednostajny.
Nadto widzimy, ze pochodna statej jest réwna zeru.
Prz. 1l. WeZmy funkcye y = sinx; jej pierwsza po-

chodna wedtug przykt. z obecnego rozdziatu jest
y'= COSX

stad druga pochodna (wedtug prz. 6. jest y" = — sinx;
mozemy szuka¢ dalej pochodnej drugiej pochodnej czyli
trzeciej pochodnej; wezmy utamek:
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[sin(x+ h)]—[—sinx] _ sinx—sin(x+ h)
E h

z czego widzimy, ze bedzie granicg dla h= 0 liczba
(— cosx); a Ze trzecig pochodng oznaczamy przez y',
wiec jest y'" = — cosx.

Podobnie tatwo stwierdzi¢, Ze czwarta pochodna, ktorg
oznaczamy przez ylV, bedzie yIV = sinx.

Prz. 12. Niech bedg szyny (fig. 23.), a na nich maty woz;
odlegtos¢ w metrach jego od s$rodka szyn A oznaczymy

przez s, przyczem ta liczba bedzie dodatnig, gdy wdzek
znajduje sie po prawej stronie srodka A, a bedzie liczbg
ujemng, gdy woézek znajduje sie po lewej, stronie srodka A;
czas bedziemy liczyli w sekundach od chwili, kiedy woézek
przechodzi przez A z lewej strony na prawa.

Wézek niech sie tak porusza, iz jest s= 2sin(31),
gdzie t jest ilosciag sekund od chwili dopieroco opisane;j.

Otéz tak sie wystowiliSmy, ze mozemy-pytac¢ sie o to,
gdzie byt woézek o chwili t= — 1" t zn. na sekunde przed
chwilg 0", albo o chwili t= — 2" t j. na dwie sekundy
przed chwilg 0" itd.

Dla t= 0 jest s= 0 czyli wézek znajduje sie w punk-
cie A; dla rosngcego t rosnie s, az zmienna t przybierze

warto$é 3t= ~ czyli t= wtedy jest s= 2sin |[Mj= 2;
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woézek znajduje sie w miejscu B odlegtem na 2m na prawo
od punktu A; od miejsca B cofa sie wézek ku A; gdy jest

1Y
31= & czyli t= to wozek znow jest w Srodku A; gdy
zmienna t bardziej rosnie, to sinus staje sie ujemne czyli

3
wozek idzie na lewo poza punkt A az, gdy 31= 2t czyli
Li

3U /3 T\
t= -g- = — wtedy jest s= 2sin(— = — 2 czyli wdzek
jest w miejscu C, odlegtem o 2m na lewo od punktu A;
odtad s jest nadal ujemne, ale maleje co do bezwzglednej
wartosci czyli odtad wozek zbliza sie ku punktowi A,

ktory osigaga w chwili 3t= 27c czyli t= - jest bowiem
[0}

s= 2sin(2 ®= 0. Odtad wodzek idzie na prawo od punktu

A i jak wida¢ (z powodu wiasnosci funkcyi sinus), caty

ruch sie powtérzy od A ku B, od B ku A, od A ku C, od

C ku A i znéw to samo. Powiadamy, Ze ruch jest peryo-

) . 2X .
dyczny i powtarza sie co okres czasu > ; najwieksze od-

dalenie woézka od Srodka A wynosi obecnie 2 m i nazywa
sie obszernoscig drgania — a ruch wézka ruchem drgaja-
cym, bo podobny ruch wykonuja ciata drgajace.

Jaka jest predko$¢ ruchu? Obliczmy wiec (jak
wiemy z przykt. 9.) pochodng s'; utworzmy wiec najpierw
utamek:

2sin[3(t+ h)]— 2sin3t ¢ sin(31-f 3h)—sin31
h 4 h

., /3143h—3t\ /3143h—31
gsm - cos _t

/ , 3h

., '3 _
sin —|cos(«_'_¥2

=4 "2

ZASADNICZE POJECIA.
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co napiszemy tak:

wiec w granicy dla h= 0 mamy:
s'= 6cos31

W chwili t= 0 w miejscu A ma wobzek predkosé

m
s'= 6¢0s(3.0)= 6; w punkcie B t. j. o chwili t= g jest

5= 6cos[3.w =0 — predkosé wabzka réwna sie zeru,
\ o /

co mozna przewidzie¢, bo odtad wozek sie cofa ku $rod-
kowi A. Napowrdét w punkcie A ma wobzek predkosé

predkos¢ jest wiec ujemna.

Zapytajmy, coby to znaczyto. Wyobrazmy sobie, ze
wozek znajduje sie gdziekolwiek na szynach i ze ma pred-
kos¢ np. 15; czy tyle poda¢ wystarcza? czy znamy juz
ruch woézka w tej chwili, o ktérej mowa? czyz nie zapy-
tamy, czy wozek pedzi na lewo, czy na prawo od punktu A?
Zamiast mowic¢: »wozek pedzi na prawo z predkoscig T5«
powiemy: »wbézek pedzi z predkoscig -f-1'5«; zamiast mo-
wic¢: »wOzek pedzi na lewo z predkoscig 1*5« powiemy:
»woOzek pedzi z predkoscia — 1*5«.

Jezeli sie wiec uméwimy nadawaé¢ znak -f- lub —
predkosci [czytelnik studyujgcy mechanike matematyczng
zauwazy Ze obecna umowa jest szczegolnym przypadkiem
znacznie ogo6lniejszej umowy], zrozumiemy, ze woézek, znaj-
dujacy sie w punkcie A i pedzacy na lewo, ma predkosé

— 2. W miejscu C jest s'= 6¢cosj3.~ = 0 czyli pred-

kos¢ jest zerem, bo odtgd woédzek zmienia kierunek i idzie
na prawo itd.
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#
Jakie jest przyspieszenie ruchu? Trzeba obliczyé¢
druga pochodng s" czyli pochodng pochodnej s'; a Ze jest
s'= 6cos3t, wiec utwdérzmy utamek:

6cos[B3(t+ h)] —6cos31 cos(31-f3h)— cos31
h h ~

przeto granicg dla h= 0 bedzie:
s"= — 18sin31

Dla t= 0 w punkcie A jest s" = 0 czyli nie ma przy-
spieszenia, predkos$¢ ruchu w tem miejscu bardzo powoli sie

zmienia. Dla t= ~ w punkcie B jest s" = — 18sin(") =

= — 18. Co to znaczy, Ze przyspieszenie jest ujemne? Po-
niewaz przyspieszenie jest pochodna pochodnej pierwszej,
wiec bedzie dodatnie, gdy pochodna pierwsza nie maleje,
a jest ujemne, gdy pierwsza pochodna nie rosnie. Ot6z od
A do B predkos$¢ malata do zera, a od B ku A maleje da-
lej, bo przyjmuje wartosci ujemne; a wiec wolzek przy-

u
spiesza swoj ruch na lewo. Dla t= - w punkcie A jest

o
. 1z . .
s"= — 18sinft= 0; dla t= — w punkcie C jest s" =
u
— — 18s i n = 18 czyli predkos¢ rosnie, bo w punk-

cie C byta zerem, a odtad jest dodatnig czyli ruch bedzie
przyspieszony na prawo.

8. 24. Ot6z co to jest rézniczkowanie? Stowo rézniczko-
wanie pochodzi od dawnego, nieco humorystycznie brzmia-
cego stowa: rézniczka. Rézniczkg zmienn zaleznej x
dla funkcyi y==f(x) jest dowolny przy ktéry ma

5%
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granice zero; oznacza sie go takze znaczkiem dx, gdzie
litera d pochodzi od stowa taciriskiego differentia (réznica),
bo h= dx jest réznica dwoch wartosci na zmienng nie-
zalezng, wartosci x i (x-fh). (Niechaj czytelnik dx nie
uwaza za iloczyn dx x). Rézniczka funkcyiy, ktorg ozna-
czymy znéw znakiem dy, nazywamy iloczyn pochodnej
funkcyi i rézniczki zmiennej niezaleznej x:

dy = y'dx
tak, iz stad jest:

=v'
dx

t. zn. pochodna funkcyi y réwna sie ilorazowi rozniczki
funkcyi y przez rézniczke zmiennej niezaleznej x i dlatego

na pochodng funkcyi y uzywamy znaku dy zamiast y\
Wobec tego jest:
Egs—l-rl)—(): COS X; _q(cos x) = — sinx Itd.
dx dx

Ot6z przez rozniczkowanie funkcyi rozumiemy obliczenie
jej pochodnej pierwszej; »zrozniczkujmy funkcye po raz
drugi« znaczy »obliczmy jej druga pochodna« itd.
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ROZDZIAL V.

O ciggach.

§. 25. Przyktad |I. Wezmy na prostej liczbowej (8. 1)
punkt A, ktory jest obrazem geometrycznym liczby 0,
drugi punkt B, bedacy obrazem liczby trzeci C, bedacy
obrazem liczby f, czwarty D, bedacy obrazem liczby f,
piaty E, bedacy obrazem liczby £ itd.

Wymieniamy pewne punkty A, B, C, D, E itd. w pe-
wnym porzadku, wymieniamy tez liczby 0, & -, f, £ itd.
w pewnym porzadku czyli powiadamy, ktérg liczbe chcemy
uwazac jako pierwsza, drugg, trzecig itd.; krotko bedziemy
mowili, Ze liczby 0, i, f, f, £ itd. tworza ciag liczb, Ze
punkty A, B, C, D itd. tworza na prostej liczbowej cigg
punktéw albo moéwi¢ bedziemy, ze jest dany ciag liczb
lub cigg punktéow t. zn. wiemy, ktoéra liczba (wzgl. punkt)
jest pierwszg czyli na pierwszem miejscu, a ktéra jest
druga, trzecia, na czwartem miejscu itd. Punkty czy liczby,
ktére tworzg cigg, bedziemy nazywali wyrazami ciggu.
Poznalismy tu cigg liczb i punktéw, podobnie méwié¢ mo-
zemy o ciggu bryt mineralogicznych, trojkatéw, przyrza-
dow fizycznych itd.

Np. ciag liczb:

bbb Hotib I
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sktada sie ze siedmiu wyrazow; cigg taki nazywamy cig-
giem, ztozonym ze skonczonej ilosci wyrazow albo krétko
ciggiem skonczonym. Cigg liczb:

— 10, — 5, — 100, 0, 1000

jest skonczony. Ale sa ciagi, ktérych wyrazéw moge tyle
wymieni¢, ile mi sie podoba, a wszystkich nie wymienie
np. ciag liczb:
Rt EhH2 R

(dajemy w tym celu kropki), ale wtedy musimy oczywi-
Scie wiedzie¢, jaki jest wyraz na dziesigtem miejscu, jede-
nastem,... piecdziesigtem... setnem... itd. miejscu, wogole
na ~-tem miejscu, gdzie za liczbe n moge podstawic liczbe
1 2, 3 4,... 10,... 50... 100... 1,000000... wogole jaka-
kolwiek dodatnig liczbe catkowitg. Taki cigg nazywamy
nieskonczonym.

W podanym przyktadzie pierwszym wyrazem jest

4
liczba drugim f, trzecim f = 6:_).’ , czwartym -— —,
o-j-1 441
. 5 . 20 100
piatym g ~ ... dwudziestym setnym e,
og6lnie n-tym wyrazem jest liczba U X Na 283-ciem
miejscu bedzie liczba Uh na tysigcznem itd. »Nie-

skonczony cigg liczb jest dany« t. zn. ze musze mie¢ dane
prawo, recepte, przepis, wedtug ktérego moge obliczy¢, jaka
liczba jest na tem lub owem miejscu. W obecnym przykia-

dzie widzimy, ze na ~-tem miejscu jest liczbha — -*).

Prz. 2. Uwazajmy na prostej liczbowej cigg punktéw
nieskonczony (fig. 24):

Ax, A2, A3, Ad,...., An,....

¥ Odtad bedziemy sig¢ zajmowali tylko ciggami nieskornczonymi.
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(czytaj A pierwsze, A drugie, A trzecie.... An-te....), ktore
maja by¢ obrazami geometrycznymi nieskonczonego ciggu
liczb:

h 1>ecee> —

tak, iz punkt An jest obrazem liczby Jezeli punkt O

jest obrazem liczby O, to wida¢, zZe zaden z punktéw AT
A2 A3j... nie lezy poza odcinkiem OAx i ze tych punktow

S 1| 1 i
(@) A5A4 A3 A2 Ai

Fig. 24.

ku punktowi O coraz to gesciej, ale zaden z punktéw Au
A2 As, ... nie jest punktem O, bo nie mozemy znale$¢ tak

wielkiej liczby na n, aby byto ~ = 0; odcinki OA™ OA2
OA3 ... OANn>... sg coraz to krétsze i wynosza:

OA: ma dtugosc 1
OA2 » » &
OAg » » n

OAn ma dtugos¢ ~

i im dalszy wyraz ciagu liczb wezme, to tem mniejszy
bedzie i coraz to blizszy zeru to znaczy, ze, gdybym po-
myslat sobie liczbe dodatnig s nie wiedzie¢ jak mata, np.
s =—0*00.000,000.381 to zawsze znajde takie miejsce w ciagu
(tu miejsce 100.000,000.381-wsze) iz od tego miejsca wszy-
stkie dalej stojgce wyrazy (a wiec na 100.000,000.382-giem,
100.000,000.383-ciem itd. miejscu) sg mniejsze od s. Wyrazy
ciggu liczb zblizajg sie coraz bardziej do zera czyli po-
wiemy, Ze cigg dany magranice i granica jego jest liczba zero.
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Oznaczmy pierwszy wyraz ciggu przez wx drugi
przez w2 trzeci przez w3 itd., n-ty przez wn; wiec u nas:

AMoDW2 ¢ T dyem) wa b

Prz. 3. Uwazajmy ciag:
— 0%, — 001, — 0001, — 00001, ......

ot6z tu jest: wx= — 01l = —~ T, w2= —001l= — =

= ~Tol"Ws=~ 0001= —looo= ~ kp'wd=—0000i =
1 1 1

— 10000 — 104" * ' wn— 10n' ......

Wyrazy tego ciggu rosng i coraz bardziej zblizajag
sie do zera tak, iz gdybym wzigt dowolng dodatnig liczbe e
np. £ 0'00041, to moge znales¢ takie miejsce N-te (tu
N = 3), iz wszystkie wyrazy stojgce na (N -j-1)-wszem (tu
4-tem), (N -f- 2)-giem (tu 5-tem) itd. miejscu sa mniejsze od s
co do bezwzglednej wartosci.

Ten cigg ma granice zero.

Przez® lim wn rozumiemy granice ciggu, ktorego

(n= o0)

n-tym wyrazem jest wn A wiec jest:

lim\n)= 0, (prz' »
(n= o0)

ml—io» )= Joz 3
(n= o00)
Prz. 4. Uwazajmy ciag nieskonczony liczb:

i-) i"»\ -7 i-?....

b znak oo powiada, ze n rosnie nieograniczenie.
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Wyrazy, stojace na nieparzystych miejscach, sa:

Li=®O2t=03....

a wiec na n-tem nieparzystem miejscu jest 4)n Na pa-
rzystych miejscach sg wyrazy:

it |

a wiec na -tem parzystem miejscu jest wyraz — (4)n

Na 25-tem miejscu w danym ciagu jest wiec wyraz
(D13 bo 25-ty wyraz jest 13-tym wyrazem nieparzystym;
na 18-tem miejscu jest wyraz — (£)9 bo liczba 18 jest 9-tg
liczbg parzysta.

Wyrazy danego ciggu sa coraz to mniejsze co do
bezwzglednej wartosci i zblizajg sie coraz to wiecej do
zera. Do kazdej dodatniej liczby s mozemy znales¢ takie
miejsce N-te, iz gdy miejsce n-te jest tylko dalsze od
N-tego (n>>N) to juz jest:

wn|
a wiec
limwn= 0.
(n = o00)
Czesto zamiast mowié, Ze ciag wx, w2, w3,  ma

granice zero, moéwi sie, Zze w, staje sie nieskonczenie matg.

W pierwszej potowie XIX wieku duzo rozprawiano
0 nieskonczenie matych, cho¢ ich nie okreslano. Czytelnik
niech sie wystrzega przed tem, aby innego znaczenia nie
nadawat stowom »nieskonczenie maty«, niz to znaczenie,
ktore podalismy.

Mozemy powiedzie¢, ze ™ staje sie nieskoriczenie mate
(czyli moze by¢ tak male, jak nam sie podoba); to samo
mozna powiedzie¢ o liczbie A b T — V>gdy n rosnie

nieograniczenie.
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Ogo6lnie cigg: Wj, w2, ws,..., wn,...... ma granice
zero, jezeli do kazdej dowolnej dodatniej liczby e mozna
znale$¢ takie miejsce N, iz dla wszystkich miejsc n>»N
(dalszych od N-tego) jest:

w. < E
8. 26. Prz. 5. Uwazajmy na prostej liczbowej punkty

(fig. 25):
Bx, B2, B3,..., Bn

B2B3B4 A
— -
Fig. 25.

[Iye)

ktére sa obrazami liczb

tak, iz punkt Bn jest obrazem geometrycznym liczby

n _Ir_11 ; niech punkt O jest obrazem liczby O, punkt A obrazem

liczby 1. Poza odcinek OA nie wychodzi zaden z punktéw:

Bi, B2, B3,....
ale wida¢, ze ich coraz gesciej ku punktowi A; albowiem
odcinki BjA, B2A, B3A,..., BnA,... sg coraz krotsze i mia-
nowicie:

odcinek BjJA ma dlugos¢ 1—£= £

» B2A  » » 1— =3
» B3A » » 1—f =i
Bn A r
’ nf-1 n-f1

a wiec dhlugosci odcinkéw stajg sie nieskonczenie mate.
Uwazajmy drugi ciag liczb:
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powstaly z danego w ten sposob, ze od kazdego wyrazu
danego ciggu odjeliSmy liczbe 1 Wyrachowujac, otrzymu-
jemy jako drugi cigg liczby:

i i) 0 Qs> AL
ten ciag, jak wiemy, ma granice zero.
Powiemy, ze dany ciag:

> B
ma granice 1:
limd h)=1
(n= o00)

czyli zblizajg sie coraz bardziej do liczby 1.
Prz. 6. Uwazajmy cigg nieskonczony:
12 3 45,...., n,......
wyrazy rosng i nie mozna znalesé liczby, aby nowy ciag
powstaty w ten sposdb, ze od kazdego wyrazu odejmiemy
te samg liczbe, miat granice zero.
Wezmy bowiem liczbe dos¢ wielka np. 1,000.000, to
przeciez w nowym ciggu bedg wyrazy:
1,000.008 — 1,000.000= 8, ......
100.000,000.000 — 1,000.000 = 99.999,000.000

i jak wida¢, wyrazy tego ciggu nie zblizajg sie do zera.
Prz. 7. Uwazajmy ciag:

» L

przyczem wszystkie wyrazy, od 3-go poczawszy, sg rowne
liczbie 2; utwdrzmy drugi ciag:
1—2, H—-2,2-2,2—-2,2—2,.....

czyli ciag: _1, —i, O, 0, 0’--

w ktorym wszystkie wyrazy, od 3-go poczawszy, sg
réwne zeru.
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Do kazdej dodatniej liczby e mozna znale$¢ takie
miejsce N = 2, iz kazdy wyraz tego nowego ciggui, stojacy
na miejscu N+ 1= 3-ciem, N -{-2==4-tem,___ jest co do
bezwzglednej wartosci mniejszy od s, bo jest zerem; ciag
ten ma wiec granice zero, a dany ma granice 2.

Prz. 8. Uwazajmy ciag:

1,2,1,2 1,2, 1,2,.... 1,2, 1 2,....

tak, iz na parzystem miejscu jest liczba 2, na nieparzy-
stem jest liczba 1. Gdyby$smy utworzyli ciag:

1—1,2- 1, 1- 1,....

czyli ciag:
0, 10,....
albo ciag:
2,2—2,1—2,
czyli ciag:
- 10 -1,

to widaé¢, ze zaden z nich nie ma granicy zero; a,ni liczba

1 ani liczba 2 nie moze byé granicg danego ciggui, ale tez

i zadna inna liczba granica by¢ nie moze. Mamy juz drugi

przyktad (prz. 6), ze ciag moze byé pozbawiony granicy.
Prz. 9. Uwazajmy ciag nieskonczony:

71 72 73
wi=y =7, w2= ~ = 24i, w3= ""3 = 57,
74 710
W= 1.2.3.4'...... WO0= 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 ........
n
........ Wn 123_ n

Okazemy, ze cigg ten ma granice zero, cze.goby sie
czytelnik nie spodziewat moze wobec wyrachowanych
trzech pierwszych wyrazéw; oczywiscie bedzie tak, ze
z poczatku wyrazy rosna, a potem malejg do zera; wita-
Snie to wykazemy.
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Wida¢, ze jest
w, = wx.i; w3= w2. wid= w3.t; wb= w4.£;
W6= w5. w7= w6.-f= w6, w8= w7.f
czyli jest
w2>w 1, w3> w2 wid>w 3; wh>w 4, wb>w 5;
bo utamki i, i, i, i, i sg niewlasciwe; wyraz w7 jest

rowny wyrazowi w6 i to sg wyrazy najwieksze i jest, jak
tatwo wyrachowac:

w7= wb= 163ff-f,
ale wyraz w8 jest juz mniejszy od wyrazu w7 bo f- jest
utamkiem wiasciwym Dalej jest:
Wg= Wg. = W7.
otoz jest wiec jest
L h-t<t b= ()2
a stad jest
W9< w7.(E)%
podobnie wida¢, zZe jest:
W10= W9-T(T5W1ll==w 10'tV> WI2— Wu = ==
a ze jest
i i
wiec jest:
W< wo.£< w7.(1)21= w7.(])8
wWu  Wio e W7.(E)3. = w7.(E)4

wl<<wn . w7.(14. = w7.(E)kb......
czyli jest:

wg << W7.(])2 wyktadnik 2= 9—- 7

wll< w7.(i)3* » 3= 10-7

wu<w 7 (f¥ » 4=11 — 7

wi2 w75 » 5= 12—7

przeto ogodlnie jest:

Wn< W7.(]-)n- 7
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Wiadomo dalej, Zze im do wyzszej potegi podniesiemy
utamek witasciwy (]), tem mniejszy sie staje utamek i mo-
zna go uczyni¢ tak matem, jak sie nam podoba, przez od-
powiednio wielki wyktadnik potegowy n.

Do kazdej liczby dodatniej e obierzemy takie N, aby
dla liczb n>>N byto:

W7.()n7<s,
a wtedy tembardziej jest wnO dla n>>N, a ze liczba
wn nie jest ujemna, wiec jest limwn= 0, co chcieliSmy
udowodnié. (n = o00)
Ciag nieskonczony:

wP w2 w8 w4, ...... , Wn, .......
ma granice a t. zn., Ze ciag:
Wj—a W a W3 a,..., wn a—

ma granice zero; przez limwn rozumiemy granice ciagu,
(n= co)
ktérego n-tym wyrazem jest wn, wiec, jezeli granica jest
liczba a, to napiszemy:
limwn= a
(n= 00)
Prz. 10. Uwazajmy ciag dodatnich utamkéw dzie-
sietnych:
6-3, 6-30, 6-306, 6-3063, 6'30630, 6-306306, 6-3063063,.........

w ktorym drugi wyraz powstal z pierwszego przez docze-
pienie (po prawej stronie) cyfry 0 do niezmienionego pier-
wszego wyrazu; trzeci wyraz powstat z drugiego przez
dalsze doczepienie (po prawej stronie) cyfry 6 itd. Kazdy
wyraz powstaje wiec z poprzedniego przez doczepienie
jednej cyfry z cyfr 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 po prawej
stronie do niezmienionego wyrazu poprzedniego. Wyraz
piaty jest rowny czwartemu, ale szésty jest wiekszy od
piatego itd. czyli wyrazy rosng lub zostajg tej samej wiel-
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kosci, ale nigdy nie malejg. Ogélny przepis bedzie polegat
na tern, iz grupa cyfr 306 ma sie stale powtarza¢ po so-
bie czyli, jak sie méwi, 306 ma by¢ peryodem, co ozna-
czamy znakami 6*2306; trzynastym wyrazem ciggu bedzie

liczba:
6-306 306 306 306 3

TTYY

4x3 = 12+ 1= 13
trzydziestym piatym wyrazem jest liczba:
6 306 306 306...... 306 30
12 3 If
11x3 = 33 +2 = 35
a sto czterdziestym czwartym wyrazem bedzie liczba:
6-306 306 306...... 306 306
1 2 3 47 48
48 X 3= 144

Wiadomo z arytmetyki, ze dany ciag liczb jest cig-
giem przyblizenn dziesietnych przez niedomiar na jedno,
dwa, trzy, cztery,  sto.... miejsc dziesietnych pewnej
liczby czyli coraz bardziej sie zblizajg do pewnej liczby,
tatwej do obliczenia, a mianowicie do liczby 6fff = 612A;
dany cigg zawiera najwiekszy utamek dziesietny na jedno
miejsce dziesietne, a mniejszy od liczby 6”7, najwiekszy
utamek dzies. na dwa miejsca dziesietne a mniejszy od
liczby 67 -, najwiekszy utamek dziesietny na trzy miejsca
dzies. a mniejszy od liczby 62~ itd., jest bowiem:

6*3 <C < 6'4, bo jest i¥t — tvV— iWo>
6-30< B6A V < 6-31, bo jest

IVIT= TiwWo5
podobnie jest*

6-306 < 6-307; 63063< 6 < 6-3064......
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Stad jest:
6 N —6-3< 64—6-3= 01
6¥t—6-30< 631 - 6-30= 001
6¢f t— 6-306 < 6*307 — 6-306 = 0001
6i¥r —6-3063< 63064 — 6-3063 = 0-0001 itd.

czyli dany ciag przyblizen dziesietnych przez niedomiar
liczby 673 ma za granice te liczbe 6T34, bo ciag nowy:

6-3— 6134, 6-30 — 6XYT, 6-306 — 6TH, .......
ma co do bezwzglednej wartosci wyrazy mniejsze od wy-

razéw ciggu trzeciego:
0-1, 001, 0001, ......

ktéry ma granice zero, przeto tembardziej drugi ciag ma
granice zero, a dany ciag ma granice réwna 6134.
Wezmy inny ciag:
31, 314, 3141, 3-1415, 3-14159,.......

utworzony z kolejnych przyblizeri dziesietnych przez nie-
domiar liczby T, ma witasnie liczbe iz jako granice; jest
bowiem liczba 7 mniejsza od kazdej z liczb:
32, 3-15, 3*142, 31416, 3-14160,.......

ktére powstaty z danego ciggu w ten sposob, zeSmy dodali
liczbe 1 do ostatniego miejsca dziesietnego (czyli 01, 001,
0-001,...)- Jest wiec:

MT—31<3*2 —31 = 01

tt—3*14< 3*15—3*14= (001

T—3-141 < 3-142 — 3-141 = 0*001

77— 3*1415 < 3*1416 — 3*1415= 0*0001

tt— 3-14159 < 3-14160 — 3-14159 = 0-00001

a wiec ciag:
31 — 77, 34— 7, 3141 — 77, 3-1415— 77, 3-14159 — 77

ma granice zero czyli dany ciag ma granice T77.
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Mozemy wiec ogélnie powiedzie¢: ciag kolejnych przy-
blizen dziesietnych przez niedomiar liczby a ma te liczbe a
jako granice.

Jak powiedzieliSmy wyzej, kazdy cigg przyblizen
dziesietnych przez niedomiar zawiera najwieksze utamki
dziesietne na jedno, dwa, trzy,...... miejsc dziesietnych,
a mniejsze od danej liczby. Np. utamki dziesietne na jedno
miejsce dzies.:

0o, 01,..., 09, 10, 11, 1-2, 13, 14, 15 16, 1*7

sa mniejsze od liczby ~3 t. zn. od liczby dodatniej, ktorej
kwadrat jest mniejszy od liczby 3, bo np. jest 1*72= 2*89<!3,
ale juz utamek 1*8 jest wiekszy od liczby B, bo jest
r 82= 3*24]>3; utamki na dwa miejsca dziesietne: 0*00,...,
010,.... 100, 101, 102,.... 1410, 111, 112,.... 120....
1-30.... 140.... 1-50.... 1-60.... 1-70, 171, 172, 173 sa
mniejsze od liczby /3 bo jest 1*732= 2*9929<<3, a juz
utamek 174 jest wiekszy od liczby /3 bo jest 1*742=
= 31)276 ~>3; podobnie utamki na trzy miejsca dzies.:
0-000,..., 1-000, 1-010,..., 1-500... 1-600... 1700... 1*730,
1*731, 1-732 sa mniejsze od liczby ~3, bo jest 1*7322=
= 2999824 < 3, a juz utamek 1-733 jest wiekszy od liczby
A3, bo jest 17332= 3*003289 3 itd.; podobnie sie okaze,
ze utamki dzies. na 4 miejsca dzies.: 00000,... 11000,...
... 1"2000... 1'6000... 1"7Q00... 1*7320 sg mniejsze od liczby
/3, a utamek 1*7321 jest wiekszy od liczby 73; utamki
dziesietne na 5 miejsc dzies.: 0*00000,...... , 1*00001.......
...1*10000.... 1*50000.... 1*70000.... 1*73200, 173201,....
1-73202, 173203, 1*73204, 1*73205 sa mniejsze od liczby
/3 a utamek 1*73206 jest juz wiekszy od liczby 73 itd.
Przyblizeniami kolejnerni przez niedomiar na 1-no, 2-a, 3-y,
4, 5,... miejsc dziesietnych liczby |3 sa te najwieksze
utamki z pos$rod utamkow mniejszych od liczby 3, a wiec
to utamki:
1*¥7, 1*73, 1*732, 1-7320, 1*73205,......

ZASADNICZE POJECIA. g
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a granica tego ciggu jest liczba }/3 Liczba y3 jest wieksza
od wszelkich liczb tego ciggu, a mniejsza od wszystkich
liczb nastepujacego ciagu

1-8 1-74, 1733, 1-7321, 1-73206......

Ale i naodwrot — jak wiadomo z arytmetyki (z teoryi
liczb niewymiernych) — jezeli utworzymy nieskoriczony
cigg utamkéw dziesietnych na 1, 2, 3, 4, 5,... miejsc dzie-
sietnych, a nieujemnych (dodatnich Ilub réwnych zeru)r
ktére oznaczymy przez:

Uj, U2, U3, U4, U5,..., Un,.....

utworzonych w ten spos6b, ze kazdy nastepny utamek
powstal z poprzedniego przez doczepienie jednej z cyfr
0,1 2 3 4,5 6, 7, 8 9 na konncu do niezmienionego po-
przedniego utamka (np. 00, <01, 0-013, 00135, 001357,...),
to ciag ten jest ciggiem kolejnych przyblizen dziesietnych
przez niedomiar pewnej liczby (wymiernej lub niewymier-
nej), ktéra bedzie granica tego ciggu; o tym ciagu wiemy
wiec, ze na pewme ma granice.
8 27. Prz. Il. Uwazajmy ciag liczb:

wWx= 4*6; w2= 4*72; w8= 4-731; w4= 4-7319; w5= 4 73204;..

nie mozna tego ciggu uwraza¢ za ciag przyblizen dziesie-
tnych przez niedomiar pewnej liczby, bo juz drugi wyraz
(jak i dalsze) nie powrstat z pierwszego przez doczepienie
cyfry do konca pierwszego wyrazu, ale przez zmiane i do-
czepienie etc. (Liczbg catkowitg tych wyrazow jest zawsze
liczba 4, cyfry dziesietne utworzyliSmy z cyfr dziesietnych
kolejnych przyblizen dzies. przez niedomiar liczby 3 przez
odjecie liczby 1 od ostatniego miejsca; zob prz. 10, 7- 1= 6,
73— 1= 72, 732— 1= 731, itd).

Dany ciag jest nigdy nie malejacy, a kazdy wyraz
jest mniejszy od liczby np. 5. Pytamy, czy ma granice;
damy dowdd na to, ze granice posiada; jego mysl prze-
wodnia bedzie na tem polegata, zeby przy pomocy danego
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ciagu wytworzy¢ nowy, drugi ciagg, o ktérem na pewne
wiemy, Ze posiada granice i potem wykazemy, ze dany
cigg ma te sama granice, co drugi.

Wyszukajmy najwiekszy utamek dziesietny na jedno
miejsce, ktéoremu przynajmniej jeden wyraz danego ciggu
sie rowna albo od ktérego jeden (co najmniej) wyraz jest
wiekszy; utamki 00, 0+, 02,..., 10,..., 20,... 30,... 40,
4*1, 4'2, 43, 44, 45, 46, 47 sa albo réwne jednemu wy-
razowi albo mniejsze od jednego wyrazu danego ciggu;
utamek 47 jest z pomiedzy nich najwiekszym; taki uta-
mek musi istnie¢ (mogliSmy by¢ tego pewni), bo szukany
utamek musiat by¢é mniejszy od liczby 5; utamek 4-8 jest
juz wiekszym od wszystkich wyrazéw ciagu.

Najwiekszym utamkiem na 2 miejsca, ktory jest co
najmniej jednemu wyrazowi ciagu réwny lub mniejszy
od (co najmniej) jednego wyrazu ciggu, jest utamek 4-73,
a juz utamek 474 jest wiekszy od wszystkich wyrazéw
ciggu; podobne wiasnosci bedg miaty utamki 4-732, 4-7320,
4-73205 itd. Utworzmy drugi ciag

Ui = 47, u2= 473; ud= 4-732; ud= 47320; uS= 4-73205;...

powiadamy, Ze kazdy z tych utamkoéw powstat z poprze-
dniego przez proste doczepienie jednej z cyfr 0, 1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9 na koncu; jezeli bowiem mamy wyszukany
utamek na 3 miejsca dzies 4-732 o podanej wiasnosci, to
utamek na 4 miejsca nie moze sie zaczynac¢ od cyfr 4-731.
ani od cyfr 4-733., boby inaczej utamkiem na 3 miejsca
dzies. o podanej wilasnosci byt utamek 4731 albo uta
mek 4733

Ten drugi cigg jest wiec ciggiem kolejnych przybli-
zen dzies. przez niedomiar pewnej liczby, ktérg oznaczymy
przez g, wobec tego liczba g bedzie tez granica tego dru-
giego ciggu.

Ta granica g nie moze by¢ mniejsza od zadnego wy-
razu drugiego ciagu, ale poniewaz do liczby g wyrazy

6*
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tego ciggu sie zblizajg, to, choébySmy wzieli liczbe doda-
tnig e nie wiedzie¢, jak mata, to znajdzie sie taki utamek
drugiego ciggu u”, stojgcy na N-tem miejscu, iz jest
g— E£<UX,

a do wyrazu u"™ znajdzie sie w pierwszym ciggu wyraz
Wm, stojacy na M-tem miejscu, ktéry nie jest mniejszy od
liczby u* (albo jej réwny albo od niej wiekszy), bo taka
miat wiasnos¢ utamek Un; jest wiec tembardziej

g—e< wm,
a stad
g— wM< g

a ze wyrazy po wM nie sg mniejsze od wM, wiec mamy:
......... < g—wM3< g—wM+2< g— wmM+1< g— Wn< £

lub moga by¢ znaki réwnosci = zamiast znaku
Jest wiec
g—wn<s

gdy jest n>-M. Trzeba by¢ tu ostroznym, liczba g —wn
(moznaby przypusci¢) jest mniejsza od liczby dodatniej s
bo moze jest ujemna; trzeba sie bedzie upewni¢ o tem, ze
réznice g — wn nie sg nigdy ujemne.

Zalézmy, ze sg ujemne, ze jest g<Cwn; w kazdym
razie (nawet gdyby nie byto g<<wn) mozemy w drugim

ciagu znale$¢ tak daleko stojgcy wyraz um, iz jest

mniejsze od réznicy wn— g:
jgs< w,—g;
liczba um-f- jest juz wieksza od liczby g; z dwoch

liczb um+ -L, wn wiekszych od liczby g pierwsza by-

taby blizsza liczby g:
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g< Um+ < w,,

ale wiemy, ze juz liczba um+ ma by¢ wieksza od

wszystkich wvrazéwr danego ciagu, a wiec jest

B
Uit+Y O “ ~>Wn’
czyli przypusciwszy, iz jest g<<w, wypadto nam, zZe jest
réwnoczes$nie:
i 1 7/ 1A

CO jest sprzecznoscia.

Jest wiec g — w,, nieujemne dla n~*>M, a wiec

_ lg—w. I g—wn,
przeto jest
lg— wn]<e

gdy jest n M czyli ciagg dany ma granice g.

Kazdy wiec ciagg dodatnich liczb nie malejgcych
a mniejszych od pewnej statej liczby (tu 5), ma granice.

W obecnym przyktadzie tatwo wlyrachowra¢ te gra-
nice — o0g6lnego sposobu na wyrachowanie granic nie
znamy.

Ciag

46, 4’72, 4-731, 4 7319, 4 73204,......

jak wykazaliSmy, ma te samg granico, co ciag:
4-7, 4-73, 4-732, 47320, 4 73205,......
a ciag drugi napiszmy tak:
3+ 1-7, 3+ 173, 3+ 1-732, 3+ 17320, 3+ 173205,......

ma wiec, jak tatwo widzie¢, granice 3+ |3.

Prz. 12. W poprzednim przykitadzie byty dwa ciagi,
ktére maja wspolng granice. Zapytajmy, czy jeden ciag
moze mie¢ dwie nieréwne liczby jako granice.
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Uwazajmy ciag:

w,= 21, w2= 2-101, w3= 2-101001, w4= 2-1010010001,
Wg= 2-101001000100001...,
wn= 2-101001000100001........ 100... 01, .......

I-no  dna trzy cztery n—1
Z0 zra  zera zera zer

jest ciagiem rosngcym, ktérego wyrazy sg mniejsze od
liczby 3, ma wiec granice, ktéra oznaczymy przez ¢g; do
kazdej wiec dodatniej, dowolnie matej liczby e mozna zna-
les¢ takie miejsce N-te w ciggu, iz dla wszystkich miejsc
po6zniejszych niz N-te (n>>N) jest g— wn]<>. Niech ten
ciag ma druga liczbe, rézna od liczby g, jako granice —
oznaczymy ja przez G; do liczcby £ mozna wiec znalesé
takie miejsce M-te (wogdle bedzie moze inne, niz N te), iz
jest G— w,|<s dla miejsc n>-M. WezZmy wyrazy sto-
jace na miejscach dalszych, niz miejsce N-te i M-te — to
dla n >N i réwnoczesnie n*>M jest réwnoczesnie:

IG— wnl<s, [g— wn]<e.

Wezmy roéznice liczb G i g, ona jest stala, chocby
drobna, ale mozna obrac¢ liczbe dodatniag s tak mata, izby byto

lo — G |>2s.
Ale jest
g—G=g—w, -f-w, — G,
wiec jest
lgo—GlI< Ig— wul+ lwn —GlI< 25
bo jest
lo—wni< e lwWnN—GlI= IG—w, I< ¢

otrzymalismy wiec, Ze jest réwnoczesnie:

lg—G[>2s

19-G1<2;
co jest niemozliwe. Przypuszczenie nasze, ze jaki$ ciag
ma dwie nieréwne sobie liczby, jako granice, prowadzi do
sprzecznosci.
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Prz. 13. Uwazajmy ciag:

> 'Qy, 3 T7 ...
i drugi cigg juz nam znany:
wx= i, w2="f, w3= f, wd= i, ...

powstat on z pierwszego przez proste skreslenie trzech
poczatkowych wyrazéw; drugi cigg ma granice 1, a pier-
wszy ma te samg granice, bo chodzi tu tylko o do$¢ da-
lekie wyrazy.

A wiec dwa ciggi, rdznigce sie tylko o kilka pier-
wszych wyrazOw maja oba albo te samg granice albo oba
nie majg zadnej granicy; tatwo zrozumieé to uogdlnienie.

Prz. 14. Uwazajmy ciag:
wx= 5% w2= 5*7Sfw3= 5*711; w4= 5*7101; wb= 5*70999;

w6= 5*709977; w7= 5*7099761,.......

Ciag ten jest nigdy nierosngcy, a kazdy wyraz jest
dodatni. (Cyfrg catkowitg jest stale 5, za$ cyfry dzies. wy-
tworzyliSmy w ten sposéb, zeSmy do cyfr dziesietnych ko-

lejnych przyblizen dzies. liczby |5_:
%7, 1*70, 1*709, 1*7099, 170997, 1*709975, 1*7099759,.......

dodali liczbe 2 na ostatniem miejscu).

Udowodnimy, ze ciag ma granice; mys$l przewodnia
dowodu bedzie polegata na tem, aby przy pomocy danego
ciggu wytworzyé nowy, drugi cigg, ktéry napewne ma
granice.

Z pomiedzy utamkéw, na jedno miejsce dzies., a mniej-
szych od wszystkich wyrazéw danego ciggu wezmy naj-
wiekszy; utamki 0*0, 0*1,..., 1*0,.., 2*0,..., 4*0,.., 59,
51, 52 5*3, 5%, 5*5, 5%, 07 sg mniejsze od wszystkich
wyrazéw ciagu, a juz utamek 5% -f-(0*1= 58 nie ma tej
wiasnosci; z pomiedzy ufamkéw na dwa miejsca dzies.,
a mniejszych od wszystkich wyrazéw danego ciggu wezmy
najwiekszy; utamki 0*00, 001,..., 4*00,..., 5*00,..., 5*69,
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5’70, sg mniejsze od wszystkich wyrazow danego ciggu,
a utamek 5*70-f-001 = 5*71 jest wiekszy od pigtego wy-
razu danego ciggu; z pomiedzy utamkéw na trzy miejsca
dzies., a mniejszych od wszystkich wyrazéw danego ciagu
wezmy najwiekszy; utamki 0000,..., 1-000,.., 4'000,...
5-700, 5-701, 5-702, 5*703, 5-704, 5-705, 5-706, 5*707, 5-708,
0*709 sa mniejsze od wszystkich wyrazoéw danego ciagu,
a utamek 5*709 -f- TiBVo = 5*710 jest juz wiekszy od wszy-
stkich wyrazdw ciggu, od pigtego wyrazu poczawszy; po-
dobnie utamki na cztery miejsca dzies. 0*0000,..., 5'0000,...,
5-7090,..., 5*7095, 5*7096, 5*7097, 5*7098, 5-7099 sg mniej-
sze od wszystkich wyrazéw danego ciggu, a utamek

5*7099 -j- = 5*7100 jest wiekszy od wyrazéw ciggu, od

pigtego poczgwszy.

Utworzmy cigg ulamkdéw najwiekszych z pomiedzy
utamkdéw na jedno, dwa, trzy, cztery, piec... miejsc dzies.
mniejszych od wszystkich wyrazéw danego ciggu:

ul= 5, u2= 570, u3= 5*709, u4= 5*70909,.......

twierdzimy, co zaraz wykazemy, Zze cigg ten jest ciggiem
kolejnych przyblizen dzies. pewnej liczby g t. zn. nastepny
wyraz otrzymuje sie z poprzedniego przez doczepienie je-
dnej z cyfr: 0, 1, 2, 3, 4,5 6,7 8 9 po prawrej stronie
bez zmiany poprzedniego wyrazu. Jezeli bowiem liczba
5*70 jest mniejsza od wszystkich wyrazéw danego ciagu,
to liczba 5*700 musi tez by¢ mniejsza od wszystkich wy-
razéw danego ciggu i albo 5*700 jest najwiekszym utam-
kiem na 3 miejsca dzies. z utamkdw mniejszych od wszy-
stkich wyrazéw danego ciagu albo istniejg utamki wieksze
od utamka 5*700 a mniejsze od wszystkich wyrazéw da-
nego ciagu; moga to byé tylko pewne z utamkoéw 5*701,
5%702, 5*703, 5*704, 5*705, 5*706, 5*707, 5*708, 5*709 a juz
nie moze to byé utamek 5*710, boby w takim razie uta-
mek 571 byt mniejszy od wszystkich wyrazéw danego
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ciggu, kiedy utamek 570, jak sie powiedziato, jest naj-
wiekszy z ulamkoéw na 2 miejsca dzies. mniejszych od
wszystkich wyrazéw danego ciagu; widaé wiec, Ze trzeci
wyraz powstat z drugiego przez doczepienie jednej z cyfr
0,123 4,5 6,7, 8 9 do wyrazu drugiego do jego konca
po stronie prawej.

Cigg drugi ma wiec granice g. Wykazemy, Ze dany
cigg ma takze granice g.

Najpierw wykazemy, ze wyrazy wn sg wieksze od
liczby g.

Gdyby tak nie bylo, to albo jest jaki wyraz wm
réwny liczbie g albo od pewmego M-tego miejsca poczawszy
wszystkie wyrazy wn sg mniejsze od g.

W pierwszym wypadku albo wszystkie wyrazy wm=
= wml!l= wm2= ... sq jednakowe i réwne liczbie g
i wtedy dany cigg ma posta¢

W, W2..., Wm= ¢, 0, 0, J,.......
czyli ma granice g; to mogtoby sie zdarzy¢ w innym
przyktadzie, ale tu nie ma miejsca; albo -istnieje wyraz
wp po wyrazie wm mniejszy od liczby g —co (widocznie)
nalezy do drugiego wypadku.

Zatozmy wiec, ze wszystkie wyrazy wn od pewnego
miejsca M-tego poczgwszy sg mniejsze od liczby g (wn<<g,
n> M)

Otdéz wyrazy drugiego ciggu sg coraz to blizsze
liczby g, a wiec znajdzie sie w'tedy wyraz um blizszy ¢
niz wn czyli byloby wn<<um<<g, co by¢ nie moze, bo
utamki um majg by¢é mniejsze od wszystkich wyrazéw
danego ciggu czyli ma byé um<<wn. Jest wiec w,> @
lub wn= g dla n®">M, a nie mniejsze.

W naszym przykiadzie jest w,">g zawsze.

Okazmy teraz, ze dany cigg ma granice g.

Liczby
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sg wieksze od liczby g, ale coraz blizsze tej liczbie, bo jest

1 . 11
U+ 19 =9<U.+ 497 U= g9

weH . < ws 1 _ 1
Hoqoew 9 U2+ g 12 g
1 1 1

U3t 10g—0 < B+ g5 U3T

"F ]1Qn *m f~|Qm 10m1
gdyz liczba g jest mniejsza od wszystkich liczb um.
Wobec tego, gdy s oznacza dodatnig liczbe, chocby
bardzo matg, moge znales¢ liczbe um-f-—¥n blizszg licz-

bie g niz liczba g-j-s czyli jest:
Un+ IQm< S+

ale utamek ulu-j- jest wiekszy od jednego wyrazu w,,

na p-tem miejscu albo mu réwny, wiec jest tem bardziej

wP< g-fs

Wp—g<£,

a ze wyrazy nie rosng, wiec jest

czyli

< wWp+a— 0< wp+3— @< wp+2— g<wp+ti— g<wp—Qg< 3

albo moga zachodzi¢ tu znaki réwnosci = zamiast znaku <<
Jest tedy
wu—g<s,
gdy jest n>>p, a ze rdznice w,,— g nie moga by¢ ujemne,

wiec jest
wn—g= | <y,—g
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tedy jest
[Wh—g < £
dla n>>p, czyli dany cigg ma granice g.
W obecnym przyktadzie tatwo wyrachowac granice.
Drugi cigg napiszmy tak:

4+ 197, 4+ 1-70, 4+ 1-709, 4+ 1-7099,....

ma wiec granice 4+ 3(5, dany wiec cigg ma tez granice
4+ |5
Udowodnilismy wiec twierdzenie: cigg dodatnich liczb
nierosngcych ma granice.
Prz. 15. Uwazajmy ciag:
wt= —3-1, w2= —3-14, w3= —3*1417 wi4= — 31415,
wb= —3*14159,......"
mamy tu ciag nierosnacy. ktdrego wszystkie wyrazy sg
ujemne i wieksze od liczby np. —4. Czy ma granice?
Utworzmy stad drugi cigg, zmieniajac znak wszy-
stkich wyrazéw na przeciwny; otrzymamy ciag:

d,= 31, d2= 314, d3= 3*141, d4= 3*1415, d5= 314159,...

ktérego wyrazy nigdy nie maleja i sg mniejsze od liczby
np. 4 i dodatnie; przeto cigg ten ma granice i nig jest
liczba ~ (bo tak dobraliSmy wyrazy ciggu); do kazdej wiec
liczby dodatniej s mozna znale$¢ takie miejsce N-te, iz dla
miejsc n>>N jest

--d,I<e
a ze jest:
r —dM= |—~+ dn = j—~—(—dn)
o —dn—wu
wiec jest:

(—7)—wu <0 dla n>>N
czyli dany cigg ma granice (—r).
Prz. 16. Uwazajmy ciag:
W= —2"1, w2= —2-081, w3= — 2*(08009,
w4= —2*0800839.......
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ktéry jest nigdy nie malejacym i wyrazy jego sg wszy-
stkie ujemne.

Utworzmy z tego drugi ciag, zmieniajagc znak wszy-
stkich wyrazéw na przeciwny; otrzymamy ciag:

d, = 2*1, d2= 2-081, d3= 2-08009, d4= 2-0800839....... .
nierosngcy o wyrazach dodatnich — posiada wiec granice
i, jak mozna sie przez pierwiastkowanie przekonaé, wy-
razy tego drugiego ciggu réznig sie o 0"1 wzgl. 0-001, wzgl.
0-00001 — od odpowiednich przyblizeA dziesietnych przez
niedomiar liczby 3|§T na jedno, trzy, pie¢,— miejsc dzie-
sietnych. Tak, jak w poprzednim przyktadzio, wlykazuje
sie, ze dany cigg ma granice (—3|'§).

Prz. 17. Uwazajmy ciag:
—1 —09, -0-8, —04, —01, 0, 14, 144, 1442, 1-4422,
1-44224, 1442249, 1-4422496,.......
jest to cigg niemalejacy, ktérego wyrazy sg mniejsze od
liczby np. 2; pie¢ wyrazéw jest ujemnych, jeden zerowy,
pozostate dodatnie. Jak wiemy z prz. 13, wolno odrzucié
pierwszych sze$¢ wyrazOw bez zmiany granicy; ciag
1-4, 1-44, 1-442, 1-4422. 144224, .......
ma juz wyrazy dodatnie niemalejagce mniejsze od liczby 2;
ma wiec granice (jak wiemy) i jest nig liczba 3|3; te samg
granice posiada dany ciag.
Podobnie, gdy jest dany ciag:
1-5 13 13, 09, 04, —14, -144, -1-442, -14422,
—1-44224, —1-442249, —14422496,.......
0 nierosngcych wyrazach, wiekszych od liczby (—2), uwa-
zamy ciag
—1-4, —1-44, —1-442, —1-4422, —1-44224, —1-442249,.......
0 wyrazach juz tylko ujemnych, nierosngcych, wiekszych
od liczby (—2), ma wiec granice (—j/3) i te samg granice
posiada dany ciag.
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Wykazalismy wiec og6lne dwa twierdzenia:

Ciag o wyrazach niemalejgcycli, mniejszych od sta-
tej liczby A, ma granice.

Ciag o wyrazach nierosnacych, wiekszych od statej
liczby A, ma granice.

Prz. 18 Uwazajmy ciag, ktorego ogo6lny wyraz na
/¢-tem miejscu jest

n2—7
n2-j- n-j-1’
Jest wiec
w, = —2, W,= —f, wg= + -jv, Wh= = |, wb=

oczywiscie nie moznaby stad podaé granicy ciggu. Azeby
ja obliczy¢ podzielmy licznik i mianownik przez n2

Wn = —

1+ W+ n*

Granicg licznika jest 1, granicg mianownika 1, a wiec
liczba rézna od zera. Jak w §& 23, mozna udowodni¢, ze
granicg utamka jest 1L [Zamiast funkcyi f(h), <p(h) trzeba
uzy¢ wyrazow 1, m, t j. uwazac cigg, ktérego n-tym
wyrazem jest licznik In, i drugi cigg, ktérego n-tym wy-
razem jest mianownik m,].

Podobnie ciag, ktérego n-ty wyraz jest:

on —§ 3_F

A+ 1 4 1
D

ma granice W
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ROZDZIAL VI.

Wiasnosci funkcyj ciggtych i twierdzenie
$redniej wartosci.

8§ 28. Przyktad |. Uwazajmy funkcye y= x2—4 dla

wartosci na zmienng niezalezng x od x =1 do x= 5; be-
dzie wartosci funkcyi nieskoriczenie wiele i nie mozemy
ich wypisa¢ w ciggu — bedziemy mowi¢, ze wartosci

funkcyi stanowig mnogos¢ liczb i mianowicie dla x= 1
jest y= —3, a dla x= 5 jest y= 25—4= 21; liczby
mnogosci, o ktdrej mowa, sg mniejsze od liczby 21 a wieksze
od liczby —3, raczej niema liczb w rozwazanej przez nas
mnogosci mniejszych od liczby —3 i wiekszych od liczby 21.
Ale wezmy liczbe mniejszg od 21 a dos¢ bliskg np.
2009 — znajdziemy liczbe w naszej mnogosci wiekszg od
liczby 209, a mianowicie dla x =4 99 jest y = 24,9001—4—
= 209001 >»209. GdybySmy wogdle wzieli liczbe mniej-
szg od 21 np. 21—e¢, gdzie s jest dowolnie matg, dodatnig
liczba, to moge znale$¢ liczbe mnogosci wiekszg od 21 —s.
Liczbe 21 nazwiemy gdrnym krancem mnogosci.
Podobnie, gdybySmy wzieli liczbe wiekszg od liczby
— 3, a dostatecznie bliskg . —2999, to moge znales¢
liczbe mnogosci mniejszg od liczby — 2-999; dla x = 1-0003
jest y = 1-00060009 - 4= —2-9993991 < — 2-999. Ogolnie,
gdy wezmiemy liczbe —3 —s, gdzie s oznacza liczbe do-
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datnig, dowolnie matg, to zawsze mozna znale$¢ liczbe
mnogosci mniejsza od liczby —3-f-s. Liczhe —3 nazy-
wamy dolnym krancem mnogosci.

Zauwazmy, ze dla x = 1 funkcya réwna sie dolnemu
krancowi mnogosci rozwazanej, a dla x = 5 funkcya réwna
sie gérnemu krancowi mnogosci rozwazane;j.

Prz. 2. Uwazajmy mnogo$¢ wartosci funkcyi y =
= X —E (X) (zob. Rozdz. Il. prz. 14) dla x od x= 3 do
x = 4; wartosci funkcyi nie sg mniejsze od 0 i sg mniej-
sze od 1L Gdy wezme liczbe 0-j-s= s, gdzie s oznacza
dowolnie matg, dodatnig liczbe, to znajdzie sie wartos¢

funkcyi mniejsza od s np. dla x = 3-j—a jest y = 3]0

—E13f"j= 3"~ —3= “<;s liczha 0 jest dolnym
krancem mnogosci. Gdy wezme liczhe 1—e to znajde

wartos¢ mnogosci wiekszg od 1—e bo dla x= 4 —*

jest m= 4 — —E(@4—-j=4—- —3=1—-> 1=

Liczba 1 jest wiec gdérnym krancem. Dla x = 3 jest
y= 3—E (@)= 3—3= 0, a wiec dla x = B funkcya réwna
sie dolnemu krancowi mnogosci, a nie ma takiego x, aby
dla niego funkcya réwnata sie goérnemu kraficowi mnogo-
§ci, bo dla x= 4 jest y=4—E@= 4—4=0.

Czy kazda mnogo$¢ musi mie¢ gorny i dolny kra-
niec? Wezmy mnogosc¢:

0L - 12 —23 -3,... ,No- N

wprost widoczne, ze ta mnogo$¢ nie ma ani dolnego ani
gérnego kranca. Mnogos¢:

0, 1 2 3..... N
ma dolny kraniec (zero), a nie ma gornego kranca; mno-
go$¢ 0, —1, —2, —3,... —10,... —n,..., ma goérny kra-

niec (zero), a nie ma dolnego kranca. Jezeli atoli wszystkie
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liczby mnogosci nie przewyzszaja pewnej liczby a i nie
sg mniejsze od pewnej liczby b, to udowodnimy, Ze ma
kraniec dolny i goérny. Np. niech mnogo$¢ skiada sie
z utamkow dodatnich i ujemnych wiasciwych  wszystkie
te utamki sg wieksze od liczby —1 i mniejsze od liczby -j-1.

Udowodnimy najpierw, ze istnieje gorny Kkraniec
mnogosci.

Uwazajmy kolejno najwieksze utamki dziesietne na
jedno, dwa, trzy,... miejsca, ktore sg rdwne jakiej liczbie
w mnogosci albo mniejsze od jednej co najmniej liczby
w mnogosci; otrzymamy ufamki

ul, u2 us3.......

kazdy nastepny utamek tego ciggu nie jest mniejszy od
utamka poprzedniego, jak tatwD czytelnik wykaze (8 27).

W naszym przykiadzie mnogosci utamkéw wiasci-
wych dodatnich i ujemnych otrzymamy ciag:

0-9. 099, 0-999,.......

Dostaniemy wiec cigg nie malejacy, ktorego kazdy wyraz
nie jest wiekszy od liczby a, przeto cigg ten (8 27.) ma
granice, ktdrg oznaczymy literg g.

Udowodnimy, ze wiasnie liczba g jest gérnym krancem.

Zadna liczba mnogos$ci nie jest wieksza od g; gdyby
bowiem byto c*>g, gdzie c jest liczbg w mnogosci, tobysSmy
wyszukali utamek u dziesietny na odpowiednia ilos¢ miejsc,
dziesietnych, ktoryby byt mniejszy od liczby ¢ (lub jej
rowny) i byt blizszy liczbie ¢ niz liczba g (u>>g), wte-
dyby utamek u lub od niego wiekszy na te samg ilos¢
miejsc dzies., co utamek u nalezat do ciggu: u,, u2 u§...
ale wtedyby byta znéw liczba g wieksza od utamka u;
doszliSmy wiec do sprzecznosci, czyli zadna z liczb mno-
gosci nie jest wieksza od liczby g.

Niech s jest dowolnie matg, dodatnig liczbg; jak wia-
domo w ciggu
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mozna znale$¢ utamek u, tak blizki liczby g, iz jest wiek-
szy od liczby g—s, ale pamietajgc o tem, jak dobiera-
lismy liczby ul, u2..., widzimy, Ze istnieje albo liczba
w mnogosci rowna liczbie un, albo co najmniej jedna wigk-
sza od liczby un, ale, jak wiemy, nie wieksza od liczby g;
istnieje wiec co najmniej jedna liczba w mnogosci wieksza
od liczby g —s; z tego widzimy, Ze liczba g jest gérnym
krancem mnogosci.

Podobnie uwazajgc kolejno najwieksze utamki dzie-
sietne na 1, 2, 3,... miejsc dzies., ktére sg mniejsze od
wszystkich liczb w mnogosci, wykaze czytelnik tatwo, Ze
istnieje dolny Kraniec.

W przypadku mnogosci utamkow wiasciwych doda-
tnich i ujemnych dostaniemy nastepujacy ciagg najwiek-
szych utamkéw dziesietnych na 1, 2, 3,... miejsc dzies.
mniejszych od wszystkich liczb mnogosci:

1, — 100, — 1000, — 10000,
czyli kazdy wyraz ciagu jest réwny liczbie —1, granicg
jego jest liczba —1 i dolnym kraricem jest liczba —1

8 29. Wszystkie liczby od 1 do 3 nazywaé bedziemy
przedziatem (1, 3) i wogole, jezeli jest a< b, to wszystkie
liczby od a do b nazywamy przedziatem (a, b).

Uwazajmy funkcye y —f(x) i mnogos¢ wartosci tej
funkcyi, jakie ma dla x w przedziale (a, b); jezeli funkcya
jest ciagta dla kazdego x przedziatu (a, b), to mnogosé
jej wartosci ma dolny i gorny kraniec, jak to tatwo udo-
wodnimy.

Funkcya y = f(x) jest ciggtg dla x = a, wiec do liczby
dodatniej, dowolnej e istnieje dodatnia liczha " taka, ze
gdy jest |[x —a|<< to jest:

If(x) —f(a) |<e,
czyli:
) — £<f(x) —f(a)< + s
wiec:
f@—£< f(x)< f(a)-f-£

ZASADNICZE POJECIA. 7
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Wartos¢ wiec funkcyi dla kazdego punktu x naleza-
cego do przedziatu (a—8If a-f-~i) jest zawarta miedzy
liczbami f(a) —s, f(a) + s

Wezmy punkt ¢ przedziatu (a, a-f”); dla niego jest
funkcya ciagta, wiec do liczby e moge znales¢ dodatnig
liczbe takg, iz, gdy jest jx —c|<Q % to jest:

If ) —f(c)I<E,

czyli:

—e<f(X)—f(c)< + s
stad:

fc) —e<f (x)<f(c) + s
ale byio:

f@@—£< f(c)< f(a)-f-s
wiec:

f(c)+ £<f(a) + 2£
f@@—2s< f(c)—£
przeto jest:
f(@—2£<f(X)< f(a)+ 2s
Wezmiemy liczbe d przedziatu (c, ¢ -f- 2, to wykaze
sie, Zze istnieje przedziat (d— 1% d-j- ), w ktérym jest:
f(@—3f< f(x)< f(a)+ 3£
i ide dalej w ten sposdb, az dojde do liczby b np. po n= 100
takich rozumowaniach i w ostatnim przedziale bedzie:
f(@ —100e< f(x)< f(a)-f- 100s.
Wogdle:
f(@—n.e<x<f(X)<<f(@+ n.£
i bedzie w catym przedziale (a, b) stale:
f@—ne<<f(X)<[f(@)+ ne;
istnieja wiec dwie liczby A, B takie, Ze wszystkie liczby
mnogosci sg mniejsze od liczby A i wieksze od liczby B;
istniejag wiec wedtug poprzedniego paragrafu gérny i dolny
kraniec.
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Ale mdgtby kto$ zarzucié, ze nie mozna dojs¢ do
liczby b, bo S "3... stajg sie z koniecznosci coraz
blizszemi zeru tak, iz majg granice zero i po zadnej ilosci
skofAczonej rozumowan nie dosiegniemy liczby \ *, ktéra
jest albo réwng liczbie b albo nawet jest mniejsza od
liczby b; t zn. liczby:

a+ c-|-"2 d-f-63...
maja granice i; przeto liczbha m-f-  jest juz dos¢ blizka
liczby \ i stad w przedziale (m— , m  $m jest:
f(@—mi<f(x)<f(a) + ms.

W punkcie \ jest funkcya ciggta, przeto istnieje taka

dodatnia liczba 8 iz jest:
If(x) —f(£)[<e,
gdy jest |x —E|*<S; jest wiec w przedziale (E— 8, E-j- 8):
f(;)-e<f(x)<f(;) + s

Liczba m-f-  moze by¢ tak blizka liczby ;, iz prze-
dziat (m, m-j- 8m) pada caty w przedziat G— £-{9);
a wiec w przedziale (m, ; -~8) jest:

fH—e<f(x)<f(® + ¢
czyli przekroczyliSmy liczbe e i przekonaliSmy sie, Ze
w przedziale (a, ?+ & jest f(x) mniejsze od wiekszej z liczb:
f(a)-f me, f(?)-f-£
i wieksze od mniejszej z liczb:
f(@—me f(c)—s

P6zniej wykazemy, ze taki punkt i istnie¢ nie moze,
teraz widzimy, Ze, gdyby istniat, to nie moze nam kiopotu
sprawi¢ i fatwo go przekroczy¢ i iS¢ dalej.

Powiemy: Mnogo$¢ wartoSci funkcyi ciggltej w ka-
zdym punkcie przedziatu (a, b) posiada na pewne dolny

# grecka litera, czyt. ksi.
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i gérny kraniec. Niech gornym krancem jest liczba M,
dolnym liczba m.

8 30. Uwazajmy mnogo$¢ wartosci funkcyi nieciaggtej
y = X—E(x) [zob. & 14] dla przedziatu (2, 3); jak widaé
dolnym kraficem jest liczba 0, gérnym liczba 1 Spytajmy,
jaka jest najwieksza liczba mnogosci. Wida¢, ze jej nie ma;
liczba 1 jest gérnym krancem, ale nie ma takiej liczby x,
izby bylo x —E (X)= 1, bo tej wartosci funkcya ta nie
osigga. Mozna poda¢ warto$¢ funkcyi wiekszg od innej,
ale nie mozna poda¢ wartoSci najwiekszej. Trzeba wiec
dobrze odrdzni¢ gorny (dolny) kraniec od liczby najiciek-
szej (najmniejszej w mnogosci. Jezeli istnieje najwieksza
(najmniejsza) liczba w mnogosci, to ona jest zarazem gor-
nym (dolnym) krancem mnogosci; gdy istnieje dolny (gorny)
kraniec, to nie musi by¢ najmniejsza (najwiekszg) liczba
w mnogosci, chyba ze ten kraniec gérny czy dolny jest
liczbg nalezacg do mnogosci.

Udowodnimy, ze we wypadku funkcyi ciggtej w ka-
zdym z punktow przedziatu (a, b) mnogo$¢é jej wartosci
dla x tego przedziatlu ma najwiekszg i najmniejszg liczbe
czyli istnieje takie ;, nalezace do przedziatu (a, b), iz ()
rdbwna sie goérnemu krafcowi M mnogosci i takie rnx, iz
f @) réwna sie dolnemu krancowi m mnogosci.

Udowodnimy pierwsze twierdzenie.

Uwazajmy na prostej liczb (8 1) obraz geometry-
czny A liczby a np. a= —1 (fig. 26.) i obraz B liczby b
np. b= 2; niech punkt C jest $rodkiem odcinka AB; ta-

two widzieé, ze punkt C jest obrazem liczby =

Li

= — liczbe a k nazywaé bedziemy Srodkiem

przedziatu (a, b); a wiec liczba \ jest Srodkiem prze-
dziatlu (—1, 2).

# litera grecka — czytaj eta.
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O

A
-1
—1

— 0O
e
N T

Fig. 26.

Przedziat (a, b) rozdzielmy na dwa przedziaty
[ a+ b\la-j-b,\
la, —2~r \ 2—’ /7 C niljrnmej w Jednym z nich gor-
nym krancem warto$ci funkcyi bedzie liczba M; wigksza
liczba od liczby M gérnym krancem by¢ nie moze, a gdyby
w obu przedziatach czesciowych byt gérny kraniec liczbg
mniejszg od liczby M, to w przedziale catkowitym (a, b)
liczcba M nie mogtaby by¢ gérnym kraficem. Wezmy

wiec ten z przedziatow czesciowych |a, —i|—j > ’

w ktorym goérnym krancem jest znéw liczba M; gdyby
za$ w obu przedziatach czesciowych byta liczha M gor-
nym krancem wartosci funkcyi, to wezmy dowolnie jeden
z nich.

G-dy dany jest przedziat (c, d), to liczbe ¢ nazwijmy
lewym konficem przedziatu, liczbe d prawym Kkoricem tego
przedziatu.

Ten z przedziatdw czesciowych |a, b),

w ktérym liczba M jest gornym krancem wartosci funk-
cyi, oznaczmy krotko (a,, fy); wiec jest albo aj = a,

bi =35£, stad bj —at= b;a’ albo ax= ijf_g, bx= b,
skad jest bx—ax= — i jest albo ax= a albo aj >>a.

Przedziat (ax bj) roztézmy znéw na dwra przedzialy

by fa b )

czesciowe Fax — . CO nhajmniej w je-

dnym z nich bedzie liczba M goérnym krancem wartosci
funkcyi; niech to bedzie przedziat (a2 b2); jest wiec albo
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bi. % b . a

béstazdjjest b2 a2— '~ — N

04 -f-
a2=:a\ b2= A)gj

al%o az2= i”‘_}iajl_, h2= br skqél j'es{ Ho—a2= n Bl

~

= i i jest albo a2= aj albo a2>>ai. W ten sam spo-

s6b postgpmy z przedziatem (a2 b2, jak z przedziatem
(al7 bx) itd.; dostaniemy przedziaty:

@3>~32 (a4 b4? (a5 b9,..., (an, b,......

i jest:
A b2—a2 b a b a
b3 a3= 2 = 8 = 23~7
Uwazajmy cigg”, a2 a3 a4, a5..., an,....... utworzony

z lewych konhcéw przedziatow (al? bj), (a2 b2), (a3 b3),........ ;
widzieliSmy, ze jest a2= ax albo a2 ax a3= a2 albo
a3 a2itd.? czyli, Ze cigg ten jest niemalejgcy i nadto
zaden wyraz nie jest wiekszy od liczby b; ma wiec cigg
ten granice, ktérg oznaczymy przez g.

Twierdzimy, Ze jest wiasnie f(g) = M. Niech bowiem
jest f(g) = K, gdzie liczba K jest mniejsza od liczby M
(bo wiekszg od liczby M by¢ nie moze); otéz dla x = g
funkcya jest ciggta, jak zatozyliSmy, wiec do kazdej do-
datniej liczby 6 mozna znale$¢ takg dodatnig liczbe h, iz,
gdy jest |[x—g|< h, to jest:

If(x)-f(g9)I<£,

“s<f(x)-f(g)< + §

stad:

tedy:
f(g)-s = K-e<f(x)<f(g) + e= K+ s
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W przedziale (g—h, g+ h) wartosci funkcyi sg
mniejsze od K -f-'s; ale moge zawsze obra¢ tak matg liczbe s,
iz liczba K+ s jest mniejsza od liczby M, przeto w prze-
dziale (g—h, g+ h) jest gornym kraficem liczba mniejsza
od liczby M.

Ale moge obra¢ liczbe an tak blizkg liczby g, iz
liczba a, lezy w przedziale (g—h, @), a liczba bn lezy

b
w przedziale (g, g+ h), bo jest bn—an= - -, wiec

bn=a, -|----- , tedy mozna znale$¢ zawsze takg liczbe n,
u

N

iz utamek — jest bardzo maty.

Przedzial (an, bn) lezy wiec w przedziale (g—h,
g+ h); ale w przedziale (an, bn), jak powiedzieliSmy, gor-
nym krancem jest liczha M, przeto w przedziale (g—h,
g+ h) nie moze by¢ gérnym kraicem liczba mniejsza od
liczby M; doszliSmy wiec do sprzecznosci przez przyjecie,
ze jest f(g)= K<<M

A wiec jest f(g) = M czyli gérny kraniec mnogosci
jest liczbg w mnogosci czyli gorny kraniec wartosci funk-
cyi jest zarazem najwiekszg wartos$cig funkcyi.

Podobnie utworzy czytelnik dowod na to, Ze istnieje
liczba k w przedziale (a, b) taka, iz jest f(k) = m, gdzie
m jest dolnym kraricem wartosci funkcyi.

8 31. Uwazajmy funkcye y= x2+ x—6; dla x = |
jesty= 1+1—6= —4, adlax=4 jest y=16 + 4—6= 14;
jezeli wezmiemy przedziat (1, 4), to na lewym koncu prze-
dziatlu funkcya staje sie ujemna, na prawym dodatnia.
Jezeli narysujemy punkt x=1, y= —4 i punkt x= 4,
y=14, to pierwszy z nich padnie pod 0§ x'x, drugi nad
0§ x'x; jezeli je polgczymy tukiem, ale tak, zeby tuk byt
ciggly i by nie odpowiadaty dla zadnego x przedziatu
(1, 4 dwa punkty tego tuku, to tuk ten musi przeciaé sie
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z 0sig Xx'x miedzy x= 1 i x= 4; ten punkt przeciecia
ma rzedng y = 0.

Fakt ten wypowiemy analitycznie w ten sposéb: Je-
zeli funkcya y = f(x) jest ciggta w kazdym punkcie prze-
dziatu (a, b) i na jednym koncu tego przedziatu jest funk-
cya dodatnig, na drugim ujemng, to istnieje co najmniej
jedna warto$¢ ¢ w przedziale (a, b) taka, iz jest f(c)= 0.

Udowodnimy to twierdzenie i niech np. jest f(a)*>0,
f(b)-<0; wypadek kiedy jest f(a)<0, f(b)>>0 zupetnie
podobnie sie dowodzi.

Niechaj jest f(a)*>0, f(b)<<0; uwazajmy liczbe izlf !

czyli t. zw. $rodek przedziatu (a, b) i obliczmy f s
gdy jest f -j = 0, to udowodniliSmy twierdzenie; gdy
za$ jest f Aj>>0, to uwazajmy przedziat ? bj;
gdy jest f (? to uwazajmy przedziat |a, — j?
czyli uwazajmy ten z przedziatow "a, a-~"j, bj

na ktérego lewym koncu jest funkcya dodatnia, a na kté-
rego prawym koncu jest funkcya ujemng — przedziat ten

oznaczymy przez (al? bx); jest wiec albo aj=a,

b—a a+ b, . b—a
Dj Cij - — j £EllbO Rg — 2 > 2-— *nQ ny — 2 *

Dalej rozwazamy S$rodek iluI _ przedziatu (ax bj) i bie-

rzemy ten z przedziatbw (ax, —~g~~), ("®m ®m bj , na

ktérego lewym koncu funkcya jest dodatnig, a na prawym
jest ujemng — oznaczymy ten przedzial (a2 b2); jest wiec
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b—a

b—a
4
w ten sposéb, jak powyzej, postepujemy z przedziatem
(a2 b2 i dostajemy kolejno przedziaty:

(an hiy> (@2>t2), (@3 b3, (a4 b4, (@5 bYH,....... , (an, bn)....
gdzie jest:

Uwazajmy cigg z lewych koncow tych przedziatow:
aj, a2 a3 a4 ag,

jest to cigg niemalejacy, ktérego wyrazy sa mniejsze od
liczby b, ma przeto granice, ktérg oznaczymy przez g.
Udowodnimy, ze wiasnie jest f(g) = O.
Gdyby bowiem byto f(g) rézne od zera, toby byto
albo f(g)<0; w kazdym razie funkcya y= f(x)
jest ciggta w punkcie g, przeto do dowolnej liczby doda-
tniej e mozna znales¢ takg liczbe d, iz, gdy jest:

IX~g|<d iix—g|= d,

to jest:
1f(x)-f(g)I<£,
czyli:
—d<f(x)~f(g)< +d,
a stad:

f(g) —E<f(x)<f(g) + £

Gdy wiec jest f(g) liczbg dodatnig, to moge tak mate z
obra¢, iz jest f(g) —£ dodatnie, przeto w przedziale (g—d,
g-j-d) funkcya ma tylko wartosci dodatnie; gdy jest f(g)
liczbg ujemng, to obierzemy tak male £ iz f(g)-j-£ jest
i nadal liczbg ujemna, a wiec w przedziale (g—d, g -j- d)
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funkcya jest tylko ujemna. Ale moge obrac an tak bliskie g,
iz liczba an jest w przedziale (g—d, @), liczba b, jest

w przedziale (g, g+ d), bo jest bn—an= -- * czyli

bn= an--~ a; mozemy obra¢ n tak wielkie, iz — a

jest do$¢ matg liczbg; ale jest f(an)>>0, f(bn)<0, Kkie-
dysSmy doszli do wniosku, Zze w przedziale (g—d, g-f-d)
ma funkcya wartosci jednego znaku; doszlisSmy do sprze-
cznosci czyli by¢ musi f(g)= 0.

We wypadku funkcyi y= x*-J-x —6 i przedziatu
(1, 4 otrzymujemy kolejno przedziaty: (1, 2£), (If, 2\),
(H, H), (Hih W, (Hi (Ifi 2V)2...... i mozna sie
przekonaé, ze lewe konce tych przedziatow daja ciag:

1 13 13 115 11 11i3
1 TID

majacy granice 2; podobnie cigg, utworzony z prawych
kohcow tych przedziatéw:

3

i, b 2gV? 25V, eee

takze ma granice 2. | jest dla x= 0y= 22-f2—6= 0.
Ze granica powyzszego ciggu bedzie liczba 2 mozna

sie w ten sposéb przekonaé. Przedziat (If, 2$) moge tak

o 221 1
napisac: tl— —

2N X ) \ przedziat (1f]|, 2¥V) moge tak
napisac: (1227%—21—, 2"2]2+1\) wiec moze ogdlnie jest:

+

| i 2k 0 2 2okl
dla k= 1 dostajemy rzeczywiscie (1+ f, 2+ £), a dla

k= 2 przedziat L+ f|, 2+ ). Otéz jest = 1—"

wiec przedziat bedzie (2 — 2+ —" . Otoz dla
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X=2-pi iesty= (2- 276 + (2-pk)_6 =

i .1 ., 1 » 5,1 1—5.2%
22k gik “t 2 22k~ 22k 24k 24k

gdy jest k= 1, 2,..., to jest wiec y liczbg ujemng dla

lewego konca tego przedziatu; dla x= 2-|- jest
y= (2+ 2*k+i) + 2+ 6= 4+ 2" +2
1 5 1

+ 2+ 2™N+i~ 6= 27k+i + 21042 Jest wic liczb{* doda“

tnig. Przedzial powyzszy ma wiec te wiasno$¢, Ze na
jego lewym koncu funkcya jest ujemna, a na prawym
jest dodatnia. Diugos¢ odcinka, ktérego koncami sg obrazy
geom. t. zw. lewego i prawego konca przedziatu wynosi

1 2 1 1
N+ 22k+l 2 H 22k 22k+i +~22S * wiec do zeia,

gdy liczba k coraz bardziej rosnie. Mozemy przedziaty:

2 L 2+ 1 1
T 22kr N 22k+7
wzigé zamiast przedziatdw, o ktérych mowa w dowodzie.
Tu zresztg fatwo znale$¢ te warto$¢ na zmienng nieza-
lezna x, dla ktorej funkcya y staje sie zerem, bo w obec-
nym wypadku otrzymujemy roéwnanie x2-f-x —6= 0
stopnia drugiego, ktérego pierwiastkami sg liczby x = 2,
X= —3
8 32. Uwazajmy znéw funkcye y = x8f~x —6
w przedziale (1, 4); najwiekszg jej wartoscig jest liczba 14
(dla x= 4), a najmniejszg liczha —4 (dla x = 1). Zapy-
tajmy, czy istniejg takie wartosci na zmienng X w prze-
dziale (1, 4), iz funkcya bedzie sie rownata jakiejkolwiek
liczbie posredniej miedzy —4 i -(-14. Czy réwna sie y
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liczbie 10? WeZmy liczbe x = ; poniewaz jest
u
8 << 165 <C 9, wiec jest:

a wiec nalezy do przedziatu (1, 4) i jest:

/U5—1\2 . Y¥5—1 _  65—2jl65+ |
y=\—2~ | + —2 6= 4 1
165 —1 66 |65 [65 1 66

2 4 2+ 2 2 T "
= 16— 6= 10.

Uwazajmy dalej (8 13) funkcye y= E(X) w prze-
dziale (2, 3); otdéz jest E(2)= 2 i jak diugo liczba x jest
mniejszg od liczby 3 i nie mniejsza od liczby 2 jest
EX)=2ale EQ)= 3

Mnogos¢ wartosci funkcyi dla przedziatu (2, 3) sktada
sie z dwu liczb 2, 3, mniejsza (2) jest najmniejszg warto-
Scig funkcyi, wieksza (3) jest najwieksza wartoscig funk-
cyi w przedziale (2, 3).

Gdy whezme liczbe np. 28 posrednig miedzy liczbami
2 i 3, to nie ma liczby x, zawartej w przedziale (2, 3),
zeby bylo E(x) = 248

Otéz udowrodnimy og6lnie nastepujace twierdzenie:
Jezeli funkcya y = f(x) jest ciggla w kazdym punkcie
przedziatu (a, b), jezeli liczbha M jest najwiekszg wartoscig
funkcyi w tym przedziale, liczba m najmniejsza wartoscig
funkcyi, to, gdy jest M"A>m, istnieje liczba ¢ nalezgca do
przedziatu (a, b) taka, iz f(c) réwna sie liczhie C posre-
dniej miedzy liczbami M, m t, zn. ze jest f(c)= C, gdzie
jest m<;C-<M.

Funkcya bowiem jest ciggta, a wiec istniejg liczby
g, k przedziatu (a, b) takie, ze jest f(g)= M, f(k)= m
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i uwazajmy przedziat (g, k), jezeli jest g<<k, lub przedziat
(k, g), jezeli jest g~>k; poniewaz on nie wychodzi poza
przedziat (a, b), wiec funkcya jest ciggta w kazdym punk-
cie tego przedziatlu nowego, ale takze ciggta jest funkcya
z= f(x) —C. Funkcya y= f(x) jest ciggta w dowolnym
punkcie 1 przedziatu (g, k) lub (k, g) t. zn. do kazdej do-
datniej liczby a mozna znale$¢ taka dodatnia liczbe h, iz,
gdy jest x —Ill«<h, to jest f(x)—f(l)I<<s; ot6z jest
£f(x) —C]—[f () —C] = f(x)—f (1) a wiec, gdy jest |[x—11< h,
to jest tez:
[FG)—Cl—[f@Q—Cl(< s

czyli funkcya z= f(x)—C jest ciggla. Dla x= g jest
z= f(gg—C= M—C 0, dla x= k jest z= f(kl—C=
= m—C<0 czyli funkcya z= f(X) —C na jednym koricu
przedziatu (g, k) czy (k, g) jest dodatnia, na drugim ujemna,
a wiec gdzie$ pomiedzy liczbami k, g staje sie conajmniej
raz zerem np. dla liczby x= d t. zn. jest:
z= f(d—C= 0,

czyli f(d)= C, a wiec twierdzenie udowodnione.

8 33. Uwazajmy funkcye ciagta y = x*-(-I i nada-
wajmy na zmienng niezalezng x wartosci od 0 do 5; dla
tych wartoSci funkcya przyjmie tez r6zne wartosci, a naj-
wiekszg z pomiedzy nich przyjmie, jak wida¢, warto$¢ 26,
najmniejszg 1

Powiemy: Gdy x jest w przedziale (0, 5), to najwiek-
sza warto$¢ funkcyi wynosi 26, najmniejsza 1 Wartosci
funkcyi wahajg sie w przedziale (0, 5) od wartosci 1 do 26;
réznice 26 — 1 t. j. miedzy najwiekszg a najmniejszg war-
toscig, jakie funkcya ma w przedziale (0, 5, nazywamy
wahaniem sie funkcyi w przedziale (0, 5 albo z tacin-
skiego oscylacyg. Oscylacya funkcyi y= x2-j- 1 w prze-
dziale (0, 5) wynosi wiec 25.

Uwazajmy przedzialy »czesciowe« przedziatu (0, 5)
np, przedziaty (0, 2), (2, 4), (4, 5).

http://rcin.org.pl



— 110 -

W przedziale (0, 2) najmniejsza warto$¢ badanej funk
cyi wynosi 1, najwieksza warto$¢ wynosi 5, oscylacya
wynosi 5—1=4.

W przedziale (2, 4) najmniejsza wartos¢ funkcyi wy-
nosi m= 5, a najwieksza warto$¢ wynosi 17, stad oscyla-
cya wynosi 17 —5= 12,

W przedziale (4, 5) najmniejsza warto$¢ funkcyi wy-
nosi m= 17, a najwieksza wartos¢ wynosi M= 26, wiec
oscylacya wynosi M—m= 26 - 17= 0.

Widzimy wiec, ze gdy przedziat (0, 5) podzielimy na
przedziaty czesciowe (0, 2), (2, 4), (4, 5), to najwieksza war-
tos¢ funkcyi w przedziatach czeSciowych wynosita 5, 17, 26,
a wiec nie wiecej, niz w przedziale, jak mozemy powie-
dzie¢, catkowitym (0, 5); gdyby bowiem w jednym z prze-
dziatdbw czeSciowych najwieksza warto$¢ funkcyi byta
wieksza niz najwieksza warto$¢ 26 w przedziale catkowi-
tym, toby w przedziale catkowitym najwieksza wartoscia
byta ta liczba wieksza od liczby 26, a nie liczba 26.

Podobnie najmniejsze wartosci funkcyi w przedzia-
tach czesciowych (0, 2), (2, 4), (4, 5) sa 1, 5 17, a wiec
nie mniej, niz najmniejsza warto$¢ funkcyi w przedziale
catkowitym (0, 5); gdyby bowiem w jednym z przedziatéw
czesciowych najmniejsza warto$¢ funkcyi byta mniejsza
liczba, niz najmniejsza warto$¢ 1 w przedziale catkowi-
tym, toby oczywiscie w przedziale catkowitym najmniej-
szg wartoscig byta ta liczba mniejsza od liczby 1, a nie
liczba 1

Jezeli liczba M jest najwiekszg wartoscig funkcyi
w przedziale catkowitym (a, b), to najwieksza wartosé
funkcyi w jakimkolwiek z przedziatdbw czesciowych prze-
dziatu (a, b) nie moze by¢ wieksza od liczby M, jest rowna M,
albo mniejsza od M.

Jezeli liczba m jest najmniejszag wartoscig funkcyi
W przedziale catkowitym (a, b), to najmniejsza wartos$¢
funkcyi w jakimkolwiek z przedziatdw czeSciowych prze-
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dziatlu (a, b) nie moze by¢ mniejsza od liczby m, jest
réowng m albo wiekszg od m.

Oscylacya funkcyi w przedziale (0, 5) wynosi 25,
w przedziatach czesciowych (0, 2), (2, 4), (4, 5) wynosi 4,
12, 9, a nie wiecej niz 25, bo w roéznicach M—m naj-
wieksza warto$¢ funkcyi w przedziale czeSciowym mogtaby
by¢ mniejsza niz najwieksza wartos¢ funkcyi w przedziale
catkowitym, a najmniejsza warto$¢ funkcyi w przedziale
czesciowym mogta by¢ wiekszg niz najmniejsza warto$é
funkcyi w przedziale catkowitym — odjemna mogta zma-
le¢, odjemnik mdgt wzrdés¢, réznica mogta wiec zmaled.

Rozt6zmy przedziat (0, 5 na przedziaty: (O, 1), & 1),
(1, M), (U, 2\ (2, 24), (2i, 3), (3 3]), (3L, 4, & 4]), (41, 5);
najwieksze wartosci funkcyi wynosza: 1], 2, 31, 5, 71, 10,
13], 17, 21{, 26; najmniejsze wartosci funkcyi w tych
przedziatach czesciowych wynosza: 1, 1{, 2, 31, 5, 7}, 10,
131, 17, 211; oscylacye wynoszg wiec: 11—1= 1, 2—11= f-
31-2 =11, 5-31 = If, 71-5 =21, 10-71 = 2%
131—10= 31, 17—131= 3f, 211— 17= 41, 26—211 = 4f.

Wida¢, ze mozna bylo podzieli¢ przedziat (0, 5) na
tak mate przedziaty czesciowe, iz w kazdym z nich oscy-
lacya wynosi mniej niz 5. (Musimy zauwazy¢, Ze oscyla
cya jest albo liczbg dodatnig, gdy jest M>>m, albo zerem,
gdy jest M= m np. dla funkcyi y= E(x) [8 13] w prze-
dziale (21, 2i) jest stale y= 2, wiec M= m= 2 i oscyla-
cya jest réwna zeru).

Czy mozna przedziat (0, 5) na tak male przedziaty
czesciowe podzieli¢, zeby w kazdym z nich oscylacya wy-
nosita mniej niz np. 1? Rozdzielmy przedziat (0, 5) na 50
matych przedziatow: (0, 0*1), (01, 0*2), (O*2, 0*3), (03, 0%),
....... (20, 2*1)— (@40 4*1)— (49 5). Najwieksze wartosci
funkcyi w czesciowych przedziatach sg odpowiednio: 101,
1-04, 1*09, 1*16,— 5*41,  17*81,  26; najmniejsze war
tosci funkcyi w cze$ciowych przedziatach sg odpowiednio:
1, 1*01, 1*04, 1*09— 5— 17 __ 25*01; oscylacye wynosza

http://rcin.org.pl



— 112 —

wiec: 1-01—1= 001, 1-04—101 = 0-03, 1-09—1-04= 0-05,
1-16—1-09= 0-07,... 541—5= 0-41,... 17-81—17= 0-81,...,
26 —25-01 = 0799. Oscylacya wynosi wiec najwiecej w osta-
tnim przedziale czesciowym i wynosi mniej niz 1, o co
nam chodzito.

Czy mozna przedziat (0, 5 podzieli¢ na tak mate
przedziaty czeSciowe, zeby w kazdym z nich oscylacya
wynosita mniej niz np. 01 ? W tym celu podzielmy prze-
dziat (0, 5) na 500 matych przedziatéw (0, 001), (00170'02)
(1, 1-01)... (2, 2-01)... (3, 3-01),... (4, 4-01)... (499, 5).
Najwieksze wartosci funkcyi w tych czeSciowych prze-
dziatach sg: 1-0001, 1-0004,..., 2-0201,...., 5-0401,....,
100601...., 170801,..., 26; najmniejsze wartosci funkcyi
w tych przedziatach wynosza: 1, 10001,... 2... 5... 10...
17... 259001; oscylacye wiec wynoszg: 1-0001—1= 0-0001,
1-0004 — 1-0001 = 00003,........ 2-0201 — 2 = 0-0201,.......
5-0401 —5 = 0-0401,.......... . 100601 — 10 = 0'0601,..........
17-0801 — 17 = 0-0801 ...... 26 —25-9001 = 0-0999; w osta-
tnim czeSciowym przedziale wynosi oscylacya 0'0999 i wie-
cej niz w innych; we wszystkich tych przedziatach wynosi
mniej, niz 0"L

Mozna sie og6lnie zapyta¢, czy mozna przedziat (0, 5)
podzieli¢ na takie czesciowe przedziaty, izby w kazdym
z nich oscylacya wynosita mniej, niz naprzéd dana doda-
tnia liczba s, cho¢by byta bardzo mata.

Udowodnimy ogolne twierdzenie: Jezeli funkcyay= f(x)
jest ciaggta dla kazdej wartosci x przedziatu (a, b) [np. (O, 5],
to do kazdej dodatniej liczby z mozna znale$¢ takie doda-
tnie d, izby w kazdym z przedziatldw czeSciowych (a, a -f- d),
(@ d,a-(-2d), (a+ 2d, a+ 3d),... oscylacya byta mniej-
sza od liczhy e

Dowdd polega na tem, Ze wykazemy, iz niemozebno$é
wyszukania liczby d o wilasnosci opisanej nie jest zgodna
z ciggtoscig funkcyi.

Najpierw udowodnimy, Ze mozna znale$¢ liczbe do-
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datnig hx taka, ze w przedziale (a, a+ hj oscylacya be-
dzie mniejsza od liczby dodatniej s.

PowiedzieliSmy bowiem, ze funkcya y = f(x) jest
ciggta i dla x = a; do liczby dodatniej ~ mozna wiec zna-
les¢ taka dodatnig liczbe hi7 iz dla liczb x:

|[x —a|<<h: i dla liczb |[x —a|= hx
jest:
[f()—f@)]<

Jezeli dla x = xt przedziatu (a, a-j-hj) ma funkcyra
najwiekszg warto$¢ f(xx, dla x = x2 tego samego prze-
dzialu ma funkcya najmniejsza warto$¢ f(x2 w tym prze-
dziale, to jest:

If(x,)—f(a)l<i,

[f(x—f(a)|<i
a stad oscylacya:

fix)—f09= fXi)—f@)-ff@)—Tf(x2
wiec:
[f(xD-F(xDI<F(xD-((a)[ + [f(a)-f(xi)[<j+ | = [,
bo:
[i@—Ff(xs)|= [f(x)—TF ()]
ale réznica
f(X,) — f(X2)

nie moze by¢ ujemna, wiec dla tego przedziatu (a, a-j-hj)
oscylacya wynosi mnigj niz

Poniewaz dalej w punkcie a-j-hj (o ile nie przekra-
cza liczby b) znéw funkcya jest ciggta, wiec mozna
znow znales¢ liczbe dodatnig h2 iz w przedziale (a-f-h2?

ZASADNICZE POJECIA. 8
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S
a -f hx-f-h2 znéw oscylacya wynosi mniej niz — podobnie

znajdziemy dodatnig liczbe h3 iz w przedziale (a-f- hx-f- h2
£

a -f hx-{-h2-f-h3) znéw oscylacya jest mniejsza od  w ten
sposob postepujemy dalej, az osiggniemy liczbe b.

Dlaczegoby ten podziat na przedzialy czeSciowe
(a, a-f-hj, (a+ hj, a-f-h,-f-h8) ... nie byt mozliwy? W ka-
zdym z punktéw a, a-f-hj, a-j-hi+hg, a-J-+*-j-h2-|-h3.
mozna wynales¢ odpowiednie h, tylko mogtoby sie zdarzyc,
iz liczby b nie moznaby osiggng¢ przez to, ze liczby h»
h2 h3... malejg i majg granice zero tak, ze ciag liczb:

a-j-hi, a+hj h2 a Hix-+FH2-Fh37...

ma granice ¢ albo réwng liczbie b albo mniejszg od b.

Ale dla liczby c jest funkcya ciggtag, a wiec mozna
znale$¢ taka dodatnig liczbe h, iz gdy jest |x —c|«<h
lub |[x —c|= h to jest

[f(x)—f@©) < |

dla przedziatu (c—h, c-f-h), oscylacya wynosi wiec mniej
niz u—,jak widzieliSmy.

Poniewaz granicg ciggu powyzszego jest ¢, wiec znaj-
dzie sie taki wyraz np. a -} hx-j- h2+ h8+ ... -f-hn na
n-tem miejscu, iz wyraz ten lezy miedzy ¢c—h i c; przeto

w przedziale
(@ hx-f-h2 -j-hn, ¢ -f-h),

ktory jest czescig przedziatu (c—h, c-j-h), jest oscylacya
£
funkcyi mniejsza od = doszediszy wiec do liczby
a—-fHj —h2-4—.. -]- hn
mozna znale$¢ przedziat
(@-j~hj -f-h2-f-... -f-hn, c -f- h),
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w ktorym oscylacya jest mniejsza od - i ktory to prze-

dziat przekracza liczbe c, czyli liczby h1 h2 h3... nie
muszg mie¢ granicy zero, i przedziatbw od a do b bedzie
skonczona ilosé.

Najmniejszg z liczb hl h2 h3,.. oznaczmy przez d;
jest ona dodatnia, bo zadna z liczb h,, h2 h3 ... nie jest
zerem ani liczbg ujemna i jest ich skonczona ilos¢. Wezmy
przedziat (a, a+d), on nie wychodzi poza przedziat (a, a+hj),

a wiec oscylacya jest mniejsza od  gdyby przedziat

(a, a-j-d) byt krétszy od przedziatu (a, a + hi), to przedziat
(@a+ d, a+ 2d) albo jeszcze jest w przedziale (a, a-j-hj),
albo juz koniec jego a-j-2d lezy w przedziale (a+ hi7
a-j-hj + h2, bo poza ten przedziat przechodzi¢ nie moze,
gdyz liczba d nie jest wieksza od liczby h2 Jezeli przedziat
(a+ d, a+ 2d) nie wychodzi poza przedziat (a, a + hj) to
oscylacya musi w nim by¢ mniejsza od liczby Jezeli

za$ przedziat (a+ d, a+ 2d) czeScig Jezy w przedziale
(@, a+ hx, a czeScig w przedziale (a+ hj, a+ h,+ha), to
oscylacya przedziatu (a+d, a+ 2d) nie moze by¢ wiek-
sza od oscylacyi przedziatu obejmujacego obydwa prze
dziaty (@, a+ hj), (a+ hB a+ I*+ha) t zn. przedziatu
(@ a+ hx+ h2.

Jaka jest wiec oscylacya przedziatu (a, a+ hi+ hg)?

Oznaczmy przez M: i M2 najwieksze wartosci funkcyi
w przedziale (a, a+ hX) i w przedziale (a+ hl a+ ht+h?2),
przez mx i m2 najmniejsze wartosci funkcyi w przedziale
(@ a+ hX) i w przedziale (a+ h?a+ hj+ hj.

Warto$¢ funkcyi w przedziale (3, a+ hx+ h2 nie
moze przekracza¢ wiekszej z liczb MP M2 o ile nie s3
sobie réwne, podobnie nie moze by¢ mniejsza od mniejszej
z liczb nij, m2 czyli najwieksza warto$cig funkcyi w prze
dziale (a, a+ hj + h2) jest wieksza z liczb Mx M2 a gdyby

8*
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sobie byly réwne, to jest nig liczha MX=M 2; najmniejszg
wartoscig funkcyi jest liczba mniejsza z liczb nij, m2
a gdyby byly sobie réwne, to jest nig liczba mt= m2

Wystarczy odrozni¢ dwa wypadki: 1) najwieksza
wartoscig funkcyi w przedziale (a, a-|-hi-|-h2) jest Mn
najmniejszag mx; tem samem jest M2< Mx lub M8= MP
m2>m 1 lub m2= ml;, 2) najwieksza wartoscia funkcyi
w przedziale (a, a+ + h2) jest M2 a najmniejszg m, —
tem samem jest Mi<M 2 za$ m2>m 1 lub m2= ml

Wypadki, kiedy najwiekszg wartoscig jest Mx a naj-
mniejszg m2 lub najwiekszg jest M2 najmniejszg m2 zu-
petnie sie tak zalatwia, jak 2) lub 1).

1) Oscylacya w przedziale (a, a-|-hx-f-h2) jest — —nij

czyli jest mniejsza od gv czyli oscylacya funkcyi w prze

£
dziale (a-f-d, a+ 2d) jest mniejsza od Wypadek za-

fatwiony.

2) Oscylacyag w przedziale (a, a-f-hx+h2) jest M2—nij.

Otdéz jakie sg wzgledem siebie liczby Mx m2? Oczy-
wiscie albo jest Mx<Crai albo Mx=m2 albo M1*>m2

Gdy jest Mx<m2 to liczby Mx m1, M2 m2idg w po-
rzagdku rosngcym nastepujgco:

m,, Mx m2 M2

czyli funkcya w przedziale (a, a-j-hx) jest zawarta mie-
dzy Mt, mx a w przedziale (a-f-hi, a-j-hi-f-h2 zawarta
miedzy liczbami M2 m2 nie przyjmuje wiec funkcya war-
tosci od Mt do m2 a ze w przedziale (a, a-j- hx-f-h2 jest
funkcya ciagta, wiec to by¢ nie moze (8 32).

Gdy jest Mx=m2 to jest M,—m2= 0, przeto jest:

M2- mxM 2—ml+Mx—m2= Mt—m1l+M 2—mX o

czyli oscylacya M2—mx jest mniejsza od s w przedziale
(a, a-J-hx-f-h?, a wiec oscylacya funkcyi w przedziale
(a-j-d, a+ 2d) jest mniejsza od s.

http://rcin.org.pl



— 117 —

Gdy jest Mj*mg, to jest Mx—m2>>0, wiec jest:
M2—m < M2—nii-f-Mj—m2=M j—nij-f-Mg—m2< ~ -f- g

czyli oscylacya M2—mj jest mniejsza od e w przedziale
(a, a-f-hi-f-b2> a wiec oscylacya funkcyi w przedziale
(a-j-d, a-f-2d) jest mniejsza od s.

Uwazajmy dalej przedziat (a+ 2d, a+ 3d); albo on
zostaje w przedziale (a-j-h:, a-j-hi-f-h~ albo poza ten
przedziat wychodzi itd. — wida¢, ze cate dotychczasowe
rozumowanie sie powtorzy.

Udowodnilismy wiec zapowiedziane twierdzenie.

8 34. Uwazajmy #tuk AB, jak na fig. 27., i narysujmy
cieciwe AB; wida¢, ze istnieje styczna do tuku w punkcie
posrednim D réwnolegta do cieciwy AB.

Jezeli réwnanie krzywej jest y= f(x) i punkt A ma
odcietg a, rzedng f(a), punkt B odcietg b, rzedng f(b), kat
nachylenia cieciwy i stycznej do osi X' X oznaczymy przez
a i @ to z powodu réwnolegtosci jest a= i3 a stad tga==tg p.
Z trojkata ABC widaé, Ze jest:

BC= f(h)—f@= AC.tgx= (b—a)tg a,
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nadto wiadomo z 8 23, ze tgfi rowna sie wartosci po-
chodnej funkcyi f(x), ktérg to pochodng mozemy ozna-
czy¢ znakiem f (X)7gdy zmienna niezalezna x bedzie miata
warto$¢ rowng odcietej punktu posredniego D; oznaczmy
przez d odcieta punktu D, wiec tg[i= f (d); przeto z ré-
wnosci tga= tgfi otrzymujemy:

I(b~i(a) = (.(d);

stanowi to t. zw. twierdzenie $redniej wartosci.

Gdyby w przypadku szczeg6lnym punkty A i B le
zaly na osi x'x, to cieciwa AB bytaby odcinkiem osi x'x;
a styczna bylaby réwnolegty do osi x'x czyli a= fi= 0,
a wiec f (d)= 0; miedzy punktami A, B, dla ktérych jest
y = 0, istnieje tedy punkt D, dla ktérego jest y'= 0; sta-
nowi to t. zw. twierdzenie Rolle'go.

Niech np. jest y= x2-)-x —6; jego pochodng obliczy
sie, biorgc granice z utamka:

{(x+ h)2+ (x+ h)—6}—{x2+ x—6}

h
x2-)-2xh-]-h2-f-x + h —6—x2—X-j-6
h
2xh -f-h2-(-h
h
dla h= 0 granicg bedzie:
y'= 2x+ L
Dlax= 2ix= —3jest y= 0 i w punkcie x = —|

miedzy liczbami —3 i 2 jest y'= 2. (—-H-f-1= 0.
Podobnie wezmy punkt A na tej krzywej o odcietej
a= 1 rzednej f(@= f()= 1-F1—6= —4 i punkt B
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0 odcietej b= 4, rzednej f(b)y= f@= 42+ 4—6 = 14
cieciwa AB tworzy z osig x'x kat a taki, iz jest:
o) —fla) . 14—(=4 __18_

tga = Lot =

- i—i T3~ 6

W punkcie D na tuku AB o odcietej d —f narysujmy
styczna, ktora z osig x'x tworzy kat ji taki, iz jest:

tgp=Ff@d=r®=2.]+i =256,
a wiec jest:
tga= tg
styczna w punkcie D jest réwnolegta do cieciwy AB.

8. 35. Udowodnimy Scisle twierdzenie Rolle'go, ktore
opiewa w ten sposéb: Jezeli funkcya y = f(x) ma w ka-
zdym punkcie przedziatu (a, b> okreslong pochodng i jest
f@ —0, f(b)= 0, to istnieje taki punkt d przedziatu (a, b)
miedzy liczbami a i b, iz jest pochodna f (d)= O.

Jezeli c jest dowolng liczbg przedziatu (a, b), to za-
ktadamy, ze istnieje pochodna V(c), a wiec utamek:

f(c + h)—f(c)

dazy do granicy f (c) dla h = 0; poniewaz mianownik
zbliza sie do zera, to i licznik zdaza do zera, bo w prze-
ciwnym razie ulamek rostby nieograniczenie co do bez-
wzglednej wartosci, a wiec do kazdej dowolnie matej do-
datniej liczby e mozna znales¢ taka liczbe dodatnig ¢,
iz jest:
[f(c + h)—f(C)I<£,

gdy jest hl<w];, potézmy c-f-h = x; gdy wiec jest [x—c —
= |h|</], to jest f(X)—f(c) <<eg czyli funkcya jest ciggta
dla x= c¢. Funkcya y= f(X) jest tedy ciggta w catym
przedziale (a, b); — wedtug 8 30. istnieje taka liczba d
przedziatu (a, b), iz f(d) rowna sie M, gdzie M jest naj-
wiekszg wartoscig funkcyi, gdy zmienna niezalezna zmie-
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nia sie od a do b; istnieje tez liczha g przedziatu (a, b)
taka, ze jest f(g) = m, gdzie m jest najmniejsza wartoscig
funkcyi, gdy x zmienia sie od a do b.

Jest albo M= m albo M~>m.

Gdy jest M= m, to poniewaz jest f(a)= 0, f(b)= 0,
wiec jest w catym przedziale (a, b) funkcya y= 0 stale,
tak, iz pochodna jest rdwna zeru w kazdym punkcie (a, b);
twierdzenie w tym wypadku trywialnym udowodnione.

Gdy jest M>>m, to poniewaz jest f(a)= 0, f(b)= O,
jest: 1) M= 0, m<<0, albo 2) M>>0, m= 0, albo 3) jest
M>>0, m<<0.

Np. funkcya y = x8—3x-f-2 dla x =1 ma wartos¢
y= 1-332= 0 idlax= 2 ma warto§¢ y —4—6-f-2= 0,
w przedziale (1, 2) jest zerem lub ujemne, a nigdy doda-
tnie, wiec jest M= 0, za$ m <0 i mianowicie jest m= —
Funkcya za§ y= 3x—x8 ma dla x = 0 warto$¢ y=
= 3.0—@= 0, dlax= 3 wartos¢ y= 9—9= 0, w prze-
dziale (0, 3) nigdy nie jest ujemng tak, iz jest m= 0,
M >0 i mianowicie jest M= 4£. Funkcya y = sinx ma
dla x= 0 wartos¢ y= 0 i dla x= 2- warto$¢ y= 0,
a w przedziale (0, 2 ¢ jest dodatnie i ujemne i przeto jest
M>>0, m<<0 a mianowicie jest M =1, m= —1

1) Gdy jest M= 0, m<”0, to wezmy punkt g, dla
ktérego jest f(g) = m; otdz jest a<<g<”"bh, bo jest f(a)= O,
f(b)= 0. W sasiedztwie punktu g funkcya nie moze by¢
mniejsza od liczby m, moze by¢ jej rowna lub wieksza od
niej; zatozyliSmy, Ze istnieje pochodna funkcyi dla x= g

f'(g), ona jest granicg utamka f(g+h)(—f(g), gdy h dazy

do zera, bedac albo ujemne albo dodatnie.

Pokazemy, ze jest wiasnie f(g) = 0. Niech jest h>>0;
poniewaz w sasiedztwie punktu g funkcya nie jest mniej-
sza od liczby m, wiec rdéznica:

fl@+ h)—f(@) = f(g-fh)—m
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nie moze byé ujemna; poniewaz jest h>0, wiec caly uta-
mek nie moze by¢ ujemny, a granica liczby nieujemnej
nie jest ujemna, jest wiec 0 lub dodatnia, czyli jest:

r(g)z>o.

Niech dalej jest h< 0, to licznik dalej nie jest ujemny,
wiec caly utamek nie jest dodatni, przeto granica nie jest
dodatnia, albo jest zerem albo ujemna:

f'(g)<0.

Jakze pogodzi¢ obie konsekwencye ? Co majg wspol-
nego?

Oto tylko w ten sposdb nie sg sprzeczne, ze jest:

f'(g) = o

Twierdzenie wiec w tym wypadku udowodnione.

2) Niech jest m= 0, M;>0; istnieje liczba d w prze-
dziale (a, b) i taka, Ze jest a<d<;b i f(d)= M Funkcya
w sasiedztwie liczby d nie moze by¢ wieksza od liczby M

Zatozylismy, Ze istnieje pochodna f (d) i udowodnimy,
Zze jest f'(d)= 0. Pochodna f (d) jest granicg utamka

— ——dla h= 0. Niech jest h~>0; licznik
f(d-j-h) —f(d) = f(d-+h) —M

nie jest dodatni i utamek nie jest dodatni, przeto jest:

f(< O

Niech jest h<<0; licznik nadal nie jest dodatni i ula
mek nie jest ujemny, przeto jest f (d) * 0; pogodzi¢ sie da-
dza obie konsekwencye réwnoscig f (d) = 0. Twierdzenie
wiec w tym wypadku udowodnione.

3) Gdy jest M>>0, m«<0, f(d)= M f(g= m zaj-
mujemy sig, jak pod 1) lub 2), punktem g lub d i wyka-
zujemy, ze jest f (d)= 0, f(g)= O

Twierdzenie wiec catkowicie udowodnione.

h
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8 36. Przejdziemy teraz do dowodu twierdzenia $re-
dniej wartosci, ktdre Scisle wystowimy w ten sposéb: Je-
zeli funkcya y = f(x) ma pochodng okre$long w kazdym
punkcie przedziatu (a, b), to istnieje liczba d posrednia
miedzy liczbami a, b (a<<d«<b), iz jest:

f(b) —f(a)
SN f(d).

Utwérzmy utamek: f(bi):;@ i oznaczmy jego war
tos¢ przez H:
f() —f(@ H
b—a

stad jest:
flo)—f@= H.(b—a).

Uwazajmy funkcye:
z= f(X)—f@ —H(Xx—a);
ona jest ciggta, bo jest ciggty funkcya y = f(x) i funkcya
u= Hx; jezeli c jest dowolng liczbg przedziatu (a, b), to jest:
{f—f@—HKx—a)}—{f(c)—f@—H(C—a)}=
= f(x)—f(a) —Hx + Ha—f(c)+ f(a) + Hc —H'a=
= f(x)—f()—Hx+ Hc= f(x) —f(c) —H (x—¢c);
nadto jest:
f)—FfO—HX—0i<CifQ—Ff@Q[|+ HKXx—0)|;
stad widoczne, ze funkcya z jest ciaggta. Funkcya z ma

pochodng w kazdym punkcie x przedziatu (a, b), bo ma
ja funkcya y = f(X). Pochodna z' jest granicg utamka:

{f(x+h) —f(a)—H [(x+h)—a]}—{f(x)—f(a)—H(x—a) }
h
fx+ h)—f(X)
) ]

granicg dla h= 0 jest wiec z'= V(X)) —H.

H;
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Nadto dla x= a jest z= f(a) —f(a) —H(a—a) = O;
dla x= b jest z= fo)—f@ —HObO—a)= H{bO—a) —
—H(b —a)= 0; znajdujemy sie w takich warunkach, iz
mozemy sie powotaé na twierdzenie Rollego; istnieje tedy
liczba d zawarta miedzy liczbami a, b (a<d«<b), iz jest
z'==0t. zn. jest f (d)—H = 0, wiec jest H =1 (d) czyli:

c. b. d u.®
8 37. Wyciggniemy stad wniosek nastepujacy.
Ktadgc zamiast b jakgkolwiek liczbe x przedziatu
(a, b) i zamiast d liczbe ; zawartg miedzy liczbami (a, X)
[a<C*<Cx], co wolno, to otrzymujemy:

f(x) —f@ = f,
X—a

Zatézmy, ze jest stale w przedziale (a, b) pochodna
rowma zeru; z rownosci f())= 0 mamy f(x)—f@ = 0
czyli stale jest f(x) = f(a) t. zn. funkcya réwna sie statej
liczbie f(a).

Whniosek ten wypowie sie stowami: Jezeli w prze-
dziale (a, b) funkcya y = f(x) ma pochodng stale rowng
zeru, to y jest statg w przedziale (a, b).

Niech dalej dwie funkcye:

y = f(x), z= ®(x),
majag w kazdym punkcie przedziatu (a, b) jednakowa po-
chodna:
f()= 9K,

to funkcya y rozni sie od funkcyi z o stalg liczbe,
czyli jest:
y= z+ stala,

% co byto do udowodnienia; temi stowy konhczy sie wiele do-
wodéw u greckiego matematyka Euklidesa (okoto 300 lat przed Chr.).
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Albowiem uwazajmy funkcye:
u= f(x)—9(x);
ona ma pochodng, ktéra jest granicq dla h= 0 utamka:
[f(x-fh)—9(x-fh)] —[f(X)— ()] _
h
_ fx+ h)—1(x) 9(xh) —?2(x).
h h
granicg jest wiec:
uf= f/(x) —9' (),
przeto w catym przedziale (a, b) jest u'= 0; stad wynika,
ze w catym przedziale (a, b) jest u= stata czyli:
f()—9(X) = stata
f(x)= 9(x) -f- stata
y = z+ stala.

Stad mozemy poda¢ wszystkie funkcye, ktére np.
w danym przedziale maja pochodng réwng cosx; wiemy,
ze funkcya y = sinx ma wiasnie pochodna:

y' = CoSX,
a wiec funkcya:
sin x -f- stata,

jest najogdlniejsza funkcyg, ktéra ma pochodng, réwng
cosx np. funkcye:

sinx-|-1j sinx — 1, itd.
majg pochodng, réwng cosX.
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ROZDZIAL VII.

O catkach.

8 38. Przyktad I. Wezmy pod uwage funkcye y = f(x)
np. y = X i obliczmy pewne jej wartosci od x= 0dox= L1
Jezeli narysujemy obraz tej funkcyi, to poniewaz y= x

jest réwnaniem linii prostej, to otrzymamy odcinek linii

prostej OA (fig. 28). Rozwigzemy nastepujace zagadnienie.
Obliczy¢ pole S zawarte miedzy odcinkiem OA, réwno-
legtg do osi yy' AAO i osig x x\ Mozna to fatwo wykonac
zapomocg metody elementarnej, pomnozywszy liczbe wy-
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miarowg podstawy i wysokosci i podzieliwszy ten iloczyn
przez 2. Ale zrobimy to inaczej i w tym celu podzielmy
odcinek OAO0= 1 na n réwnych odcinkdw czesciowych za-
pomocg punktow podziatu PIt P2... Pn x tak, ze OPi=
= PX2= ...= PniAQ i przez punkty podziatu narysujmy
rownolegte do osi yy', ktore przetng odcinek OA w punktach
Qi, Q2 ... 013 WykreSimy nastepnie kolejno z punktéw

Qij Q2ees Qn_i na prawo rownolegte do osi xx', ktore
przetng rzedne PxQn P2Q2 P3Q3... Pn-iQn-i, AAO odpo-
wiednio w punktach Px gx g2... gqn-i- Wezmy teraz pod
uwage prostokaty nastepujgce: OPIiPjO, PiP2giQi, P2P3320Q2
...Pn_iAOgn_iQn-i i oznaczmy wielkosci ich pol kolejno
przez rx r2 r3... rn, gdzie rx= 0. Podstawa kazdego z tych

prostokatéw jest odcinek o dtugosci h= ~, a wysokoscig

jest rzedna, ktdérej ditugos¢ réwna sie wartosci funkcyi
w punktach O, P2 P2... Pni. Widzimy wiec, ze suma r
pdl wszystkich prostokatow lezy catkowicie wewnatrz
pola S i w miare tego, jak bedziemy powiekszali ilos¢
punktéw podziatu, zmniejszajagc réwnoczesnie dlugosé ka-
zdego odcinka czeSciowego, suma tych prostokatow bedzie
sie coraz mniej réznita od liczby S. Albowiem suma pro-
stokatow rézni sie od pola trojkata OAQA o sume réwnych
sobie matych tréjkatow O P”, QiqgiQ.2 ....... QrrigqnriA.
Obliczmy pole kazdego z tych tréjkatéw, to otrzymamy:
OP1IQ1=iOP1PIQl=i.h.f(h) =i.h.h = ih2 QlglQr=
YQI(I:IQ2 = ~APII2(E202 P2l)= ~PIPAP2Q2 PIQI)=
i h(fh)- f(h)= 4h(@2h- h)= 1h.h= 1h2 QX2Q3=
= 4Q202-020Q3—4P2P3PaQs PsMN) = ~AP2Ps(P3Q3 P2Q2“
= 1h(f@Bh)- f(2h))= i h(3h- 2h)= }h2... Qn.ign 1A=
— fQn—gn—egn—+A= Pn_iAO(AGA Pn—HQn—)==I" (uh
—((—Nh) = 4-h.h= £h2 A wiec suma s tych trojkatow
réwna sie:
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s — OPiQi ~h Qiqi ~f"Q2<i2Q3 “t *++H Qn—i<in—A =
= |h*+ ...+ h2= i(h2+ h*-j-..+ h*)= in.h8
Poniewaz h= — to podstawiajagc za h te wartosc,
otrzymamy:

s= &p 1 1
B 2n'

A wiec, gdy liczba n bedzie wzrasta¢ nieogranicze-
nie, to suma tych tréjkatow s= G% bedzie dazyé do zera.

Gdy tedy liczba n ros$nie nieograniczenie, tak aby diugos¢
kazdego odcinka czesciowego dazyta do O, to granica
sumy prostokatow bedzie sie rownaé S.

Oznaczajagc bowiem sume poprzednio rozwazanych
prostokatéw przez r t. j.

otrzymamy:
r= hf(0)+ h.f(h) + hf(2h)+ ... + h.f (n—1)h),
czyli:

Poniewaz tu jest f(0)= 0, , , T

czyli:

tj.:

r=" 1+ 2+ 3+ ...+ (n-1) .
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W nawiasie mamy sume liczb szeregu naturalnego
od 1 do n—1, a wiec bedziemy mie¢:

14243 4—- FHn—1) —
n8&—n
.._2.._.._'

A wiec powyzsza suma r bedzie sie réwnac:

A wiec np. dla n= 100 otrzymamy r= |(I—Tfi=
= |0-99 = 0495; dla n= 1000 bedzie r= |(I—37) =
=|0-999=0-4995; dla n = 10000 otrzymamy |(| —Tr ¥ =
= 10-9999 = 0*%49995 i t. d, a wiec wartosci, jakie otrzy
muje suma r, tworzg cigg rosngcy, a kazdy wyraz jest

mniejszy od a wiec ma granice i tg granicg jest liczba £;
gdy liczba n bedzie wzrasta¢ nieograniczenie, to » bedzie

dazy¢ do zera, a r bedzie dgzyé do wartosci 4. Napiszemy
wiec, ze limr= 4= S
n= oo

Wezmy teraz pod uwage inne prostokaty na tej sa-
mej figurze narysowane w nastepujacy sposob. Przez punkty
Qu O» Os»** Qn-i, A narysujmy rownolegte do osi xx'
na lewo tak, aby sie przecinaty z przedtuZonemi rzednemi
w punktach px p2 ps,... pn, a wtedy otrzymamy prosto-
katy wystajagce ponad pole S: O P~p,, PiP8Q2P2 P2P8QFP3-
Prri AOApn i oznaczmy wielkosci ich pdl kolejno przez
Rt, R2... Rn. Utwérzmy sume R pdl tych prostokatow,
i porbwnajmy ja z polem S, to spostrzegamy, ze pole S
lezy catkowicie wewnatrz tej sumy R i r6znica miedzy
polem S i sumg R wynosi tyle, ile wynosi suma S pol
trojkatow O p”, Q!p2Q2 Q2PsQs»** Qn-iPnA. Poniewaz
trojkat OpiOi przystaje do trojkata OP1QY, trojkat QiP2Q2
do trojkata QtaiOa... tréjkat Qn-iPn A do trojkata Qn_ign_iA,
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wiec pola przystajacych trojkatdw sg sobie rowne, a suma s,
rébwna sie sumie poprzednio rozwazanej s, i gdy liczba 11
wzrasta nieograniczenie, to sx, podobnie jak s, dazy do zera.
A wiec gdy iloS¢ rozwazanych prostokatow bedzie wzra-
sta¢ nieograniczenie tak, aby ich podstawy malaty nie-
ograniczenie, to granicg sumy R bedzie S. Sume pdl pro-
stokatéw R obliczymy w nastepujacy sposdb:

R= R + R2+ ... -fR,,
czyli:
R = h.f(h)-fhf(2h) + hf(3h) + ... + hf(nh)
R= h(f(h)+ f(2h)+ f(3h) + .... + f(nh)).
Poniewaz f(hy= h, f2h)= 2h, f(3h)= 3h,......
f(n.h) = nh, to otrzymamy:
R= h(th+ 2h+ 3h+ ...+ nh)
R= h2(I-f 2+ 3-f...+ n).

W nawriasie mamy:

I+2 + 3+ ...+ n=|(] + n)= “&t2.
Podstawiajac za h warto$¢ otrzymamy:

R— t nl+n 1ln* n\—1/11i 1"

n2' 2 _ 2"n, tni/~ 2V 't'n/e

Gdy za n bedziemy kolejno podstawiali wartosci 1, 2,
3, 4,... 100,... 1000,... 10000,... to otrzymamy na R war-
tosci (1 + H=4(1+ DH=4+.2=1; i(l+i)=i-£=f,
A+ D)=t =1, ... I 1+ Tb) = 11-01= 0-505,.......
i 1+ TAW)—1} 1001 = 0*5005,..., a wiec wartosci two-
rzace cigg malejacy, ktérego wszystkie wyrazy sa wieksze
od 0, bo sg dodatnie, przeto ma granice i tg granica, jak
widaé, jest liczba !, t. j. limR=| = S

n =200

ZASADNICZE POJECIA. 9
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Poréwnajmy teraz ze sobg oba te przypadki. Gdy
liczba n jest skonczong, to S znajduje sie miedzy r i R
t. j. mamy nieréwnosci:

R> S>,
lub:

Gdy liczba n rosnie nieograniczenie, to r i R, miedzy
ktéremi stale znajduje sie S, daza do wspolnej granicy Ir
a wiec i S réwna sie tej granicy. Granica \ nazywa sie
suma lub powszechnie nazywamy jg catkg okreslong funk-
cyiy= f(x)= x od x= 0,do x= 1ioznaczamy jg przez:

i
[f(x)dx,
0

gdzie dx oznacza dlugos¢ podstaw rozwazanych prosto-
katéw, dazacg do zera. A wiec mamy:
i i
S= jf(x)dx = Ixdx =
0 0

W przypadku tak prostym, jak obecny, wydaje sie
powyzsza metoda obliczania pola nie bardzo stosowng,
gdyz metoda geometryi elementarnej daje nam bezposre-
dnio liczbe \ .1.1 = | jako liczbe wymiarowg pola S.

§. 39. Prz. 2. Wezmy teraz pod uwage funkcye y =
= f()= 2x2 1 i narysujmy obraz tej funkcyi (fig. 29).
Rozwigzemy nastepujace zagadnienie. Obliczy¢ pole S za-
warte miedzy tukiem krzywej AOA, réwnolegtemi do osi y
AOBO i AB i osig x x', gdzie OB0O= 1, OB= 2, wiec BOB= 1*
Podzielmy odcinek BOB na n réwnych czesci czyli odcin-
kéw czesciowych zapomocag punktow podziatu Px P2.
Pni i oznaczmy dtugo$¢ kazdego odcinka czesciowego

przez h t. j. h=-. Wykre$lmy nastepnie przez punkty
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podziatu nalezace do nich rzedne, ktore przetng tuk krzy-
wej AOA w punktach QP Q2 ... Qn-i- Wykre$lmy nastep-
nie przez punkty AQ Qx Q2... Qn_! réwnolegte do osi xx'
na prawo tak, aby przeciety rzedne P ~, P2Q2.. Pn_1Qn_1?
AB w punktach gx g2... qn®. Otrzymamy wtedy szereg
prostokatow BoP?jAo, PiPQ2Qi,.*- Pn-iBqnQn-i, ktorych
wielkosci pél oznaczymy, jak poprzednio, przez rx r2

r3... rn. Suma powierzchni tych prostokatéw lezy catko-
wicie na polu S= BOBAAO.

Gdy bedziemy zwiekszali ilos¢ punktow podziatu tak,
aby odcinki czeSciowe malaty, to réznica pola S i sumy r
tych prostokatéw bedzie mniejszg od sumy s matych pro-
stokagtow: A01QIpl, Qiq2QPp2... Q,-iqrApl, z ktérych ka-

* i podobnie przez punkty QI Q2.. A na lewo, aby przeciety
rzedne A, B(, PjQi,... P»—Qn— w punktach p,, p2... pn.
O
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zdy jest wiekszy od pola odpowiedniego matego trojkata:
AQiQi> Qig2Q*>--- Qn-i<inA, ktdrych suma sx jest rdznica
pol S i sumy r. Aby wiec wykazaé, ze rdznica pola S
i sumy r rozwazanych prostokatow® dazy do zera, gdy
ilos¢ punktéw podziatu rosnie nieograniczenie, wykazemy,
ze powyzsza suma s matych prostokatow dazy do zera,
gdy ilo$¢ przedziatéw czesciowych n ro$nie nieograniczenie.
Maty prostokagt ACAPi= AN . AQRi = (PiQi—BQAV);
BOPj = h, P1Q1= 2(I+h)2+1==2(1-f2h + h2-j-1=2 +
-f4h+ 2h2- 1 = 3+ 4h+ 2h2 BOAO= 2 .11 = 2+1= 3
A wiec BoPAPAI—BOAQ = h[3-j-4h-f2h2—3]= h(4h +
2hd= 2h2(2+h). Nastepny maty prostokat Qxq20Q2%2=
QIQ2+QIP2= h (?2Q2—PIQI)j 1M02= 2(1-j- 2H)2-}~1=

2(1+4h + 4h + 1~ 2+ 8h+ 8h2+ | = 3+ 8h+ 8h2
pXxQx= 3+ 4h+ 2h2 a wiec PQ2—PiOi= 3-j- 8h -f-8h2—
—3—4h —2h2= 4h-f-6h2 A wiec QxqXQ2p2= h(4h-|-
-J-6h2) = 2h2(2+3h). Nastepny maly prostokagt QX3Q3p3=
QUBQP3= h(PsCs TP "3x= 21+ 3h)2f1=
2(1+6h+9h2+1 = 2+12h+18h2+1 = 3+ 12h+ 18h2
p2Q2= 3-f8h-f-8h2 a wiec mamy PgOg—P2Q2= 3-|-12h-f-
+ 18h2—3—8h—8h2= 4h+ 10h2

Podstawiwszy te wartosci otrzymamy Q2x3Q3p3=
h(4h + 10h2= 2h2(2+ 5h).

Ostatni maty kwadrat Qn-ignApn= Qn-iqn.Qn-iPn =
= h(AB—Qn-1Pn-i); AB= 2(1+ nh)2+ 1= 2(1+ 2nh+
-j-n2h2+ 1= 2-f4nh + 2n2h2+ 1= 3+ 4nh + 2n2h2
Qn_1Pn 1= 2[I+(n-Hh]21=2[1+2(n-1)h+(n-1)+
+1=2+4(n—Nh+2(n—NAh21=3+4(n—I)h+2(n—1)h2
Mamy wiec AB —Qn—Pn-2= 3+ 4nh+ 2n*h2—3 —
—4(n—I)h—2(n—1)2h2=4h [n—(n—1)]+2h2[n2—(n—1)3=
= 4h+ 2h2(n2—n2+ 2n— 1= 4h-f2h2(2n—1). Pod-
stawiajgc te wartosci otrzymamy: Qn_ignApn= h|4h +
+ 2(2n—1)h2= 2h2[2+ (2n—1)h]. Utwo6rzmy teraz
sume s wszystkich powyzszych matych prostokatow
a otrzymamy:

Inmn +
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s= 2h2(2+ h)+ 2h2(2+ 3h)+ 2h2(2+ 5h) + ...
...+ 2h2[2+ (2n - h] =
2h2[(2+h) + (2+3h) + (2+ 5h)+ ... + 2+ (2n-1) h)]=
2h2[(2+2+2+ .. +2) + (h+3h+5h+... +(2n—1) h)] =
= 2h2[2n+ h(l + 3+ 5+ ...+ (2n—1)]

Obliczmy nastepujaca sume:
1 + 3+ 5+ ...+ 2n—1);
jest to suma szeregu arytmetycznego i réwna sie:

[(I + 2n-1) = |.2n= n2

Otrzymujemy wiec:
s= 2h2(2n+ hn2.

Poniewaz h = przeto podstawiajgc te warto$¢ za h
otrzymamy:

A wiec, gdy n ros$nie nieograniczenie, to suma s pol
mah(/)ch prostokatéw dazy do zera, gdyz suma ta réwna
sie — Gdy tedy bedziemy zwiekszali ilos¢ punktéw po-

dziatu tak, aby odcinki czeSciowe malaty, to suma r du-
zych prostokatéw i pole S beda sie coraz mniej od siebie
réznity, jak to powyzej wykazaliSmy, a gdy liczba n wzro-
$nie nieograniczenie tak, aby odcinki czesciowe malaty
nieograniczenie, to granicg tej sumy r bedzie S. Obliczmy
teraz sume r t. j.:
r=r,+r2+ r3+...+r,,.
Bedziemy mie¢:

r= hf(@)+ hf(@+h)+ hf@d+ 2h)+... + hfld+ (—Dh).
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f(h=2.121=3; f(l+h)= 2(I+h)21=2(1+2h+h2+I=
= 2+4h+2h2 | = 3+4h+2h2=3+2h(2+h); f(I+2h) =
2(1+2h)2r 1 = 2(l1+4h + 4h2+1 = 2-f 8h+ 8h2+ | =
3+ 4h(2-f 2h); f(1+ 3h)= 2(1+ 32| = 2(1+ 6h+
+ 9h2+ I=2 + 12h+ 18h2+ | = 3+ 6h(2 + 3h);........
fll+ (n—Yhl= 2[1+ (n-"Dh]2+ 1= 2[1+ 2(n—1)h+
+ (h—N2hq+ 1= 3+ 4(n—1)h+ 2(n—1)2h2= 3+
+ 2(n-1)h[2+ (n—1)h].

A wiec podstawiajgc te wartosci, otrzymamy:

r=h.3+ h{3+ 2h(2+ h)}+h{3 + 4h(2 + 2h)} +

h{3+6h(2+3h)}+... -j-h{3+2 (n—Dh[2+(n—Dh] }=

h{3+3+2h (2+h) + 3+ 4h (2+2h) + 3+6h (2+3h) + ...
.ot 3+ 2(n—) 2+ (n—Dh]j=

= h{3n+ 2h[2+ h)+ (4+ 4h)+ (6+ 9h)+ ...

eeet Q(—D+ (n—h2h)]j =
= h{3n+ 2h[(2+ 4+ 6+ ...+ 2(n-I)) +

+ (h+ 4h+ 9h+ ...+ (n—I1)2M]}

+

A poniewaz mamy:

2+ 4+ 6+...+ 2(n-1) = 2+ 2(n—1)=
-1 fé) +'02n—2)= 2ne=h oo I)e

Wiemy z Rozdz. I. & 4., Ze:
12+ 22+ 32+ ... (n—I1)2=

Podstawiajgc te wartosci, otrzymamy:

r=hJ3n+ 2h n(n-1) + hn(n—1)2n, 1 \=

)
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on—1
= h13n+ 2h n(n—1)(14 "

r= n—i(3n—}—n

=K13n+ n
4 . 3 .1
=n!3l1l+ n 3n 2n 6

1( 2 4 2 3 2 11
n\3n +i-3n2~S-2n+ n 6) -

il3n+ | n_3+ AiJ=1i("n- 3+gL)=

117 ?2 - JL = 17~ i 1
“n3n n 3n2 3 n 3n-

Pole S jest wieksze od sumy r t. j. od liczby:

3+ M
(2 n 3n2l
Gdy liczba n roénie nieograniczenie, to wartos¢ wy-
. . 17 3 .. . . 17
.2 sie do liczb np. gd
razenia w4 zbliza sig y y np. gay

17 3 1 17 9
n= 100, to mamy r = y —1Q0 + 3,10000= 3  3.TOO

s A = s (17- °09+ °0001)“ 5 169101; gdy
9

. 17
n = 1000, to otrzymujemy r 3 3.1000 1 3.1000000

1| 17—0-009 + 0-000001 ) = 1 16-991001 i t. d. Gdy
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wiec liczba n wzrasta nieograniczenie, to warto$¢ sumy r
zbliza sie do liczby ~17 t. j.

limr=1.17.
n= co

Kre$lagc nastepnie (uw. str. 131.) przez punkty QL Q2
Qs... Qn_i, A réwnolegte do osi xx' na lewo tak, aby sie prze-
ciety z przedtuzonemi do gory rzednemi w punktach p,, p2
[B.. pn, otrzymamy zndéw inny szereg prostokatéw B(P 1QIplr
P.PQX2 P~Osp,,,... Pn—BApnN, ktérych pola oznaczymy
kolejno przez Rx R2 R3/.. Rn. Latwo spostrzedz, ze pole
S jest zawarte w polu R utworzonym przez sume pél Rx
R2... R,,, albowiem pole kazdego prostokgta jest wieksze
od odpowiadajgcej mu czesci pola S o mate trdjkaty A0QXX,
QiQsP2»e«s Qn-iApn. Kazdy z tych matych tréjkatow jest
mniejszym od odpowiadajagcego mu matego prostokata
AQiQiPi, Qiq2QZP2>--- Qn—gnApne WykazaliSmy poprze-
dnio, ze suma s pol tych prostokatow dazy do zera, gdy
liczba n rosnie nieograniczenie, a wiec tem bardziej suma
pol matych trojkatow A0QIpl, QiQ2p2--- Qn-iApu dazy do
zera, gdy n rosnie nieograniczenie.

Widzimy, ze r6znica pol S i R réwna sie sumie sx
powyzszych matych trojkatow, a wiec gdy ilos¢ punktéw
podziatu rosnie coraz bardziej tak, aby odcinki czesciowe
malaty coraz wiecej, to réznica pol S i R dazy do zera.
Obliczmy teraz sume R, mamy tedy:

R = Rx-f-R2-}R3-|-... -f-Rn.

Pole kazdego prostokata réwna sie iloczynowi liczby
wymiarowej podstawy przez wysokos¢, t. j. wartos¢ funk-
cyi w punktach P,, P2... B. Wartos¢ funkcyi w punkcie
Pxrowna si¢ 2(1-|]- h)2-f-1= 3-f-4h -f-2h2 w punkcie P2
2 (1-+2h)24+2= 3-£8h-+8h2 w punkcie P3: 2(I+3h)2+ | =
= 3+ 12h-f-18h2....... w punkcie B: 2(1-(-nh)2-j- 1=
= 3-f-4nh + 2n2h2 Otrzymamy wiec:
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R= h[B3+ 4h+ 2h)-j-(3+ 8h+8h2J+ (3+12h+18h2+ ...
...+ (3+4nh+2nh2]= h[3n+(4h+8h+12h+... +4nh) +
+ (2h2+8h2+18h2+ ... +2nh2)=
= h[3n+ 4h(1+2+ 3+ ... + n)+2h2(l+ 4+9+ ...+ n2]

Wiemy, ze:

1+ 2+ 3+ ..+ n= "D

1+4+9+ ...+ n2= 1+22%32 ...+ n2= n(n+ 1)2n+|
Podstawiajagc te wartosci, otrzymujemy:
R=h 3n+ 4n .[]—(—%I:—I—)—— [—QLI']ZZn /(n 4 B\Iirgi

n+ 1

= h 3n+ 2hn (n+ 1) 1+ h. 2 .

Podstawmy za h jego warto$¢ — a wtedy otrzymamy:

R = i 3n+26.n(n+ 1)(1+1n. 2n6+ 1
8n+ | 16n2+ 18n +2

3n+ 2(n+1). 6n 3n 6n
anls } ,_1_53_9_%?!6_1[18:” 5%;_-________;__}_@2_2_5618 n+2

-—b—  _* 17+ 3+ 1
31 3+ n+ 3n2 3TnAT 3n!
Potézmy np. n= 100, a otrzymamy: R= J17 +
+ f-ilhr + e — £(17 + 009 + 0-0001) = ~ 17 0901;
potézmy nastepnie n = 1000, a otrzymamy: R= £17 +
~+ 4 + i TBDoooo H + (1? + 0009 + 0-000001) =
= i 17-009001 i t. d.
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Spostrzegamy wiec, ze gdy n ro$nie nieograniczenie,
to wartos¢ sumy R zbliza sie do liczby £17 t. j.

limR = £17.
n= 00

Poréwnajmy znéw ze sobg oba przypadki. Gdy liczba n
jest skonficzong, to S znajduje sie miedzy r i R t. j. mamy
nieréwnosci:

R> S> r,
lub:

3 n 3n2 3 n+ 3n2

Gdy liczba n rosnie nieograniczenie, to r i R, miedzy
ktorymi stale znajduje sie S, daza do wspélnej granicy
i 17 a wiec S réwna sie tej granicy. Granice £17 nazy-
wamy tak, jak poprzednio, sumg lub catka okreslong funk-
cyi y= f(x)= 2x2+ 1 od x=1 do x= 2 i oznaczamy
ja przez:

f(x)dx.
|

gdzie dx, jak juz (str. 130.) zaznaczyliSmy w poprzednim
przyktadzie, oznacza dtugo$¢ podstaw prostokatow, dgzacg
do zera. A wiec mamy:

S= If(x)dx —1(@2x2+ )dx= £17.
i i

8 40. Prz. 3. Obliczmy jeszcze pole S zawarte mie-
dzy tukiem krzywej OB, ktdrej réwnaniem jest y = sinX,

osig odcietych i rzedng AB, od x= 0, do x = "~ Nary-
sujmy obraz funkcyi y= sinx (fig. 30.), gdzie OA= 3‘7,
AB = 1 Podzielmy, jak poprzednio, przedziat OA na n
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rownych czesci zapomocag punktéw podziatu PP P2 P3...
Pn—, tak, ze:

OPXx=P1P2~P2P3=<ee= Pn—2A = h = T

Wykre$lmy w punktach P2 P2 P3... Pni rzedne
nalezace do tych punktéw: PiQP P2Q27... Pn-iQn-i. Przez
punkty O, QP Q2 Q3... Qrri wykresimy réwnolegte do
osi xx' na prawo, ktdre przetng sie z odpowiedniemi rze-
dnemi w punktach PI7 gI? g2 ... qn-i- Oznaczmy pole pro-

stokgta OPiPiO przez rl7 prostokagta PiP21Qi przez r2
prostokata P2P392Q2 przez r3... prostokagta PnriAgll iQn_1
przez rn. Suma poél tych prostokatéw r lezy catkowicie
wewnatrz pola S, a réznica pola S i sumy r réwna si¢
sumie trojkatéw O P~ i, Q191Q2 Q2Q3 ... Qn-ign-iB. Wy-
kreslmy z punktow Q,, Q2... Qn-i rownolegte do osi xx'
na lewo tak, aby sie przecinaty z przedtuzonemi rzednemi
w punktach p,, p2 p3... p,. Pole kazdego z powyzszych
matych trojkatéw jest mniejsze od pola odpowiedniego ma-
tego prostokata O P/ pj, Qiq!Q2p2 O MOsP»»« Qn-ign-i Bpn.
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Wykazemy, ze suma tych prostokatow s dazy do zerar
gdy ilos¢ punktow podziatu rosnie nieograniczenie tak, aby
przedziaty czesciowe OPI7 PjP2 ... Pn-iA dazyly do zera.
Mamy wiec:

s= OPIQIpl-f- QigiQ,2P2+ 02°20sP3 + -+ Qm-lgn-IBpn.

Pole prostokagta OPxQxPi= OPj.Pi Qi= hf(h), pro-
stokata Q2p2= Pj P2.qi Q2=Pi P2(P2Q2 Pi Qi) =
h[f(2h)—f(h)j, prostokagta Q32QaPs= Psi8(PsQ3—PaO s"
h[f(3h)—f(2h)].... prostokata Qn_lqniBpil=P ni A (AB—
— Pn—Qn—) = h [f(nh) —f (—2) h)].

Podstawiajac te wartosci otrzymamy:

s= h[f(h)-f- (F(2h) —f (h)) -f (f.(3h) —f(2h)) + ...
... + (f(nh) —f ((n—1)h))].
Poniewaz pierwszy wyraz w nawiasie znosi sie z dru-
gim wyrazem pierwszej réznicy, pierwszy wyraz pierwszej

réznicy z drugim wyrazem drugiej réznicy i t. d. pozo-
staje w nawiasie tylko wyraz f(nh), tak, ze otrzymujemy:

s= h.fh)= hf(n.i.|)=hf(])=

Widoczng jest rzecza, ze, gdy liczba n rosnie nie-
ograniczenie, to s dgzy do 0, a wiec tem bardziej suma
matych trojkatébw dazy do 0, to jest rdznica p6l S i r.
Obliczmy teraz sume pdl prostokatéw OP"O, PiPZiQi> ee*
Pn—2Agn-oj Qn— t. j.:

r=rl+ ri-fr3-f...-frn.

Mamy wiec rx= OPx.f(0)= h.0, r2= PjP2.P ~
hf(h), r3=P2P3.P2Q2= hf(2hr. r,= PnjA.PniQni
hf((n—2h), a wiec otrzymamy:
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r = h[f(0) + f(h)+ f(2h)+ ...+ f((n-1)h)] =
= h[sin O-j-sin h + sin 2h -f-... 4-sin (n—21) h].

Poniewaz sin0= 0, to otrzymamy:
r= hisinh-f~sin2h-f-sin (n—1h].

Aby prawag strone tej réwnosci obliczy¢, uzyjemy nastepu-
jacego fortelu: prawg strone pomnézmy i podzielmy przez

2sin ™, przez co warto$¢ liczebna tej prawej strony sie

nie zmieni, to otrzymamy:

r= f‘h 2sinh-j-2sin 2h f- ... + 2sin(—Dh .sin" —
'2
h
2h Zsinhsin:‘i -|-2sin 2h5ini\i +...+ 2sin(n—N)hsin ’L‘
sin

Poniewaz wiemy, Zze:

Zsinh.sinh—: cosh—cos@, 25in2hsinh—z cos3h cosst1
... 2sin (n—1)h sin= cosz—n__—Bh—cosziI h,

a to na mocy znanego wzoru z trygonometryi:

g a—ii
cos3 cosa= Qanaﬁ sfn—;g'

Podstawiajac te wartosci, otrzymamy:
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Widoczng jest rzecza, ze drugi wyraz pierwszej ro-
znicy znosi sie z pierwszym wyrazem drugiej réznicyr
drugi wyraz drugiej roznicy z pierwszym wyrazem na-
stepnej réznicy i t. d. tak, Ze w nawiasie zostanie tylko
pierwszy wyraz pierwszej roznicy i drugi wyraz ostatniej
réznicy, a wiec otrzymamy:

h

2 h 2n—

. h L. LI_ h
sin 2

Stosujgc powyzszy ogolny wzdr trygonometryi, wy-
razajacy réznice dostaw dwoch katow, przez podwdjny ilo-
czyn wstaw potowy sumy i roznicy katéw, otrzymamy, ze:

2n—1 h 2n—1 h

cosb—cos@(f—h— 2sin 2 2.si'n 2. 2:
= 2sm7 sm——lh
otrzymamy:
h
r 2 pgnt .sin(n_gl)h.
sin2

Podstawmy za h jego wartos¢ ~

o to otrzymamy:
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Gdy liczba n rosnie nieograniczenie, to — dazy do O,
a wiec granicg stosunku 4n jak poprzednio (str. 43.)

okazalismy, jest 1 A wiec dla n= oo mamy:

limr = 2sin =2 sin2
n= 00 '

n= 00

Rozwazajmy teraz prostokaty O P~Pi, PxPiQZP2
P2ZPgPg,... PnriABpn. Oznaczmy ich pola kolejno przez
Rj, R3 R3... Rn, a ich sume przez R. Spostrzegamy, ze
pole S miesci sie catkowicie w sumie pél R, a rdznica
ich rowna sie sumie matych trojkatow: OCPi, QiQ2p2
QXaPs,... Qn xBpn, a kazdy z tych tréjkatéw jest mniej-
szym od odpowiedniego prostokata O P”pj, QiqiQZF2>
Q2q2Q3P3>=+ Qn—iqn-iBpn, a ich suma réwna sie prosto-
katowi OPjQjPi 4s. WykazaliSmy poprzednio, ze suma s
dazy do zera, gdy liczba n rosnie nieograniczenie, pole
prostokata OPJQIpl takze dgzy do zera, gdy liczba n ro-
$nie nieograniczenie, t. j. jego podstawa OPx maleje nieogra-
niczenie, jak rowniez jego wysokos¢ P ~, a wiec tem
bardziej suma p6l powyzszych matych trojkatow dazy
do zera, gdy n rosnie nieograniczenie. Znaczy to innemi
stowy, ze suma pol R i pole S r6znig sie coraz mniej,
gdy n rodnie coraz bardziej. Obliczymy teraz, czemu sie
rbwna R. Mamy:
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R—Ri+ Ra+ R3+ eeeH-Rn—
= OPXP,Q, + PaP2.P2Q2+ P2P3.PsQ3+ e.. + Pn-1A .AB.

OPj= P,P2= P23= ... = Pn-iA = h; P" = f(h),
P2Q2= f(2h), P3Q3= f(3h),... AB= f(nh). Podstawiajgc te
wartos$ci otrzymamy: *

R=hf(h)+ hfh)-fhf@h)-f...-fhf(nh)=
= h[f(h) + f(2h) + f(3h) + + f(nh)] =
= h [sin h -f- sin 2h =-sin 3h ... 4 sin nh].

Pomnozywszy prawg strone powyzszej réwnosci i po-
dzieliwszy przez 2sin-, otrzymamy:

h
R= —2—h 2sin hsin™ -|- 2 sin 2h sin 2sin nh sin
sin 2

Podstawiajgc wr nawiasie wartosci tak samo, jak przy
obliczaniu sumy r, otrzymamy:

h
R = 2h cosB—cos%\l ’fl‘cos——cos—\ T..
Sm?2
f [cos 1h—coszn—ﬂ’h

Widoczng jest rzecza, ze drugi wyraz pierwszej ro-
znicy znosi sie z pierwszym wyrazem drugiej roznicy,
drugi wyraz drugiej «réznicy z pierwszym wyrazem na-
stepnej roznicy it d. tak, ze w nawiasie pozostanie tylko
pierwszy wyraz pierwszej réznicy i drugi wyraz ostatniej
réznicy. Otrzymamy wiec:

http://rcin.org.pl



Stosujac do roznicy stojacej w nawiasie takie samo
podstawienie, jak dla sumy r, otrzymamy:

h 2n-fl h 2n+l h
- 2. om™ h+?2 2 2
R = h .95|n 5 sih 5
Sin2 h
=2—" sm —"h(.ns'f'r%)". nh
sin2

.. . el
Podstawiajagc za h jego wartos¢ e otrzymamy:

R= 2T 7V ,ainli + 4ajSin-
Sinl4i/

Granicg stosunku _4n jest 1, gdy n rosnie nieograni-
Sin(in)
czenie, a granicg liczby — jest 0, a wiec mamy:
limR= 2sin2i-J = 2.~=1.
n= oo

Wiemy, ze pole S]>r a S<<R, t. j.:

m Tz

e G- By <8<2- yh\H’rM 4+45)
Sm\4n) W

ZASADNICZE POJECIA. 10
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Gdy wiec liczba n rosnie nieograniczenie, to ze-
wnetrzne wyrazy powyzszych nierownosci daza do wspél-

nej granicy 2sin2|™j = 1, a wiec i pole S, ktdre stale za-
wiera sie miedzy sumami r i R, réwna sie tej samej granicy,
czyli S= 2sin2 = 1 Granica powyzsza 2sin2 =1

nazywa sie catka okre$long od x = 0 do x = — funkeyi
f(x) = sinx i oznaczamy ja zapomocg znaku:

¥ ¥
If(x)dx = Isinxdx = 1
0 0
Mamy wiec, ze: >
Y
S= Isinxdx = 1
0

8 41. WeZmy teraz ogoélnie pod uwage funkcye cig-
gta f(x), okreslong i skonczong dla wszystkich wartosci
zmiennej niezaleznej x od x = a do x = b wigcznie czyli
w przedziale (a, b), przyczem zatézmy, ze liczby a i b sg
skoAczone i ze a«<b. Podzielmy ten przedzial na skon-
czong ilo$¢ n mniejszych dowolnych przedziatéw i oznaczmy
przez Xj, x2, x3 ... Xxn_i wartosci zmiennej X w punktach
podziatu. Otrzymamy w ten sposdb przedzialy czeSciowe
XX—a= &, Xx2—Xj="2;... b—xn_i = :*® Dana funkcya
ciggta f(x) przyjmuje w przedziale (a, b), jak wiadomo (8. 30.),
dla pewnych warto$ci zmiennej niezaleznej x warto$¢ naj-
wiekszg M i warto$¢ najmniejsza m, obie skonczone (8 29.);
tak samo w przedziale czesciowym (a, xX przyjmuje funk-
cya f(x) warto$¢ najwiekszg Mx i warto$¢ najmniejszg mx;

X W przyktadach 8 38. — 8. 40. byty przedziaty réowne dla uta-
twienia rachunku; tu w ogoélnej teoryi nie muszga by¢ sobie réwne.
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w przedziale (x? x2) wartos¢ najwiekszg M2 i najmniejsza
m2;... w przedziale (xn-i, b) warto$¢ najwiekszg Mn i naj-
mniejszag mn. Ustaliwszy pewien sposdb podziatlu prze-
dziatu (a, b) na przedziaty czesSciowe (a, xj). (XX Xa),...
(xn—+ b), wezmy pod uwage nastepujacg sume:

M (Xj—a) + M2(x2—Xj)+ ... + Mn(b—xn_).= S,

Suma ta Sx ma warto$¢ skoniczong i scisle oznaczona,
gdyz czynniki Mx M2... Mn sg najwiekszemi warto$ciami
funkcyi f(x) w przedziatach czesciowych (a, xX), (X2 x2)...
(xn-i, b), a nadto kazdy z nich jest mniejszym lub co
najwyzej réwnym najwiekszej wartosci M funkcyi danej
f(x) w przedziale (a, b), o ktorej zatozylisSmy, ze jest
skonczong, a wiec i one sg skonczone (8 33). Czynniki
drugie (xx—a), (X2—xX,... (b—xni) majg takze war-
toSci oznaczone i dodatnie, gdyz zatozyliSmy, Ze liczby
a i b sg dane; poniewaz a<<b, przeto réznica (b—a) jest
dodatnig i wiekszg od kazdej z dodatnich rdznic: (x, —a),
(X2—xX),... (b—xn_i), ktérych suma rdéwna sie (b— a).
Kazdy tedy iloczyn ma warto$¢ skonczona, a wiec takze
ich suma Sj. Podzielmy teraz kazdy z poprzednio ustalo-
nych przedziatdbw czesciowych (a, x¥, (X% x2),... (xn-i, b)
na pewng skonczong ilos¢ a, (3,... 1 nowych przedziatow
czesciowych zapomoca punktéw posrednich czyli przez
zageszczanie punktow podziatu. A wiec przedziat (a, xX)
podzielmy na a nowych przedziatdw, zapomoca punktow

@ @ (a)
podziatu xx, x2,... Xxa_x to otrzymamy nowe przedziaty

{a, x(x«) ) ixj(«), x@\ {x(zi)i, Xif\. Oznaczmy najwieksze
i najmniejsze wartosci funkcyi f(x) w tych nowych prze-
) @ @ @ @ (@ @
dziatach przez Mx, M2 ,...Ma im! , m2,...ma. Utwérzmy
nastepujacg sume:
MU o+ ML e e i =<t
10~
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Suma ta g ma warto$¢ skonczong i sciSle oznaczona,
gdyz wszystkie czynniki majg wartosci skonczone i ozna-
czone. Poréwnajmy sume z iloczynem Mx(xx—a). War-
t,.(*) <) ga) - o,
osci Mx’, M2°,... Ma“ sg mniejsze lub co najwyzej réwne
warto$ci Mx (8 33), suma dodatnich réznic (xg«)—a\l_
rébwna sie roznicy (xx—a), a wiec suma jest mniejsza,
lub najwyzej réwng Mx(xx—a) t. j. * * Mj (xx—a)J).

Wezmy teraz pod uwage drugi przedziat czesciowy
(xx x8 pierwszego podziatu i podzielmy go na @ nowych

()

P P
przedziatbw zapomocg punktéw x{) g Xp_ i to otrzy—

[ g’h v
mamy nowe przedziaty \xI7 xx /\XI , \xp | x2/.

Oznaczmy, jak poprzednio, najwieksze i najmniejsze war-
tosci funkcyi f(x) w tych nowych przedziatach przez

YV L O L 4

Utwérzmy nastepujaca sume:

\xq) xJ Mg)\)g >ép +Mp)/\x2—xé)P)|/—

Suma ta ma warto$¢ skornczong i ScisSle oznaczona.
Poréwnajmy ja z iIoczynem M2(x2—xX). Wszystkie war-

tosci |\/|j , M(g Np sg mniejsze lub co najwyzej réwne
Mg, a wiec mamy takze <; M2(x2—xx) i t. d Wezmy
pod uwage ostatni n-ty przedziat (xn_i, b) pierwszego po-
dziatu i podzielmy go na Xnowych podziatdw czesciowych

. ] OIS ®
zapomocag punktéw podzialu xt , x2 XX-i, to otrzy-

® Nieréwnos$¢ pomnozona przez liczhe dodatnig pozostaje nie-
réwnoscig z tym samym znakiem nieréwnosci np. —3 < —2, stad
(-3).+7) <(-2)+7y. bo -21 <-14.
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o M\V/ W W i W v
mamy nowe przedziaty U nx, xx /, Ux , x2 /,...Ux-i, b/.

Oznaczmy najwieksze i najmniejsze wartosci funkcyi f(x)
i 0 ® ®© ™
w tych nowych przedziatach przez Mx, M2,... Mx i mj ,

) ® )
m2,... mx i utwérzmy sume:

07 0 \ ®/ 0 v x); o v
Mi Ui—xniii/+ M8 \x2—Xj ;+ ...+ Mx \b—xx-i/=<Jn.
Suma ta ma warto$¢ skorficzong i oznaczong. Poréwnu-
jac ja z iloczynem M,,(b—xn_1) dochodzimy do wniosku,

® ™ )
ze "M n(b—xn_i), gdyz kazde Mx, M2 Mx jest
mniejsze lub co najwyzej rowne Mn. UskuteczniliSmy wiec
najpierw podziat przedziatu (a, b) na przedziaty czesciowe
(@ xX, 0§, x2,... (xn_i, b), utworzyliSmy sume Sj, nastep-
nie podzielilismy kazdy z poprzedzajacych przedziatdw na
pewng ilos¢ nowych przedziatdw, czyli zagesciliSmy ilos¢
punktow podziatu przedziatu (a, b), otrzymaliSmy w ten
spos6b punkty podziatu postepujace, rosngce w nastepuja-

cym porzadku:

«) <) Q2 P) (P) .
a, , X2 ... Xa ], % Xp_i, X,...
x X X)
Xn—4, , X2 .0 XK=, b

Utworzmy teraz sume nastepujaca:

@/ () a@; @ (_a) \ N €374 . « Vv
M, Ul—af+ M, Ix2—X )+ ..+ Ma (Xj—xax)+
(GG v )., () (Ph (P)/ (), \

+ Mj Ui— x1/+ M, U2- xt /+ ...+ Mp \x2 xp-i /-

(ty w W/ w a)\ Q)i WV
+ M U i—Xn-x )+M2 Ui—X /+...+ MX \b—xx~i )= S2
ktérg mozemy takze napisaé:
a2 eeet+ *Ml= S2
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gdyz sume pierwszego wiersza oznaczyliSmy poprzednio
przez af drugiego przez 42 ... n-tego przez 0. Wykaza-

lismy, ze K a), *2<; M, (x2— cn™ Mn(b-x ni).
A wiec mamy, ze:
S2= (- an (X,— ) -j- M2(x2— Xj)

... -F-Mn(bm-Xn x)= SP
t. j. mamy:
S2n S X

Dzielac kazdy z poprzedzajgcych przedziatow pro-
wadzacych do sumy S2 znéw na pewng ilos¢ przedziatdw
czesciowych, czyli zageszczajac w dalszym ciggu punkty
podziatu przedziatu (a, b), otrzymamy nowg sume S8, o kt4-
rej tak samo wykazaé mozna, ze Ss S2 i tak postepu-
jac dalej wytworzymy coraz nowe sumy S4, S ... Sn...,
i takie, ze:

NS, N Sn— A N Ss< S2< St

A wiec gdy ilo$¢ punktow podziatu bedziemy zwiek-
szali czyli zageszczali nieograniczenie w ten sposob, ze
kazdy z poprzednich przedziatéw bedziemy dzieli¢ na pewna
ilos¢ nowych przedziatéw tak, aby te przedzialy malaty
nieograniczenie, to wytwarzajgc dla kazdego nowego po-
dziatlu odpowiednig sume, utworzymy cigg nierosngcy nie-
ograniczony S S2... Sn,..., ktérego kazdy wyraz nie jest
mniejszym od wartosci m (b —a), gdyz w przedziale (a, b)

. , . @ ™ () (P
wszystkie wartosci MI7 M2.... M,,, Mx, M2 Ma , Mx ,

P a
M&),... Mé)p),... M\‘V Mx) sg zawsze nie mniejsze od

wartosci m, a wiec mamy:

Si® m(b—a), S2 m((p—a),... Sn2?ni(b—a);
albowiem np. Mx m, M22>m,... Mn"*m, a wiec takze:
Mj (xt—a)" m (xx—a), M2(x2—x,)* m(x2—X,),...

.. Mhi(b—Xn-1)"m (b — Xn-3),
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a, wiec takze i suma:

Mx(xj a)+ M2x2—XxX+ ... + Mn(b—xn_i)
2?7 m [xx—a) -f(x2—xX) + ... + (b—xnri)] = m(b—a),
t. j.
S§* mb—a), it d
Dochodzimy wiec do wniosku (str. 93.), Ze ciag nie-
skonczony i nierosnacy St, Sj,... Sn..., ma granice, ktorg

oznaczymy przez S.
Wezmy teraz pod uwage nastepujacg sume:

m, X—a) + m2(x2— X))+ ... -f mn(b —xn-i) = sx;

suma ta § ma warto$¢ skoriczong i $cisle oznaczona, gdyz
wszystkie czynniki wedtug zatozenia majg wartosci skon-
czone. Podzieliwszy kazdy z poprzednio ustalonych prze-
dziatdbw czesciowych (a, x¥), (XI7 x2)... (xn-i, b) na prze-
dzialy czeSciowe poprzednio rozwazane, otrzymamy sumy:

mx boemal m2 Bl 1ef L mEN i
e P /o mBNxEL e+ mb Nxa—xBli)

W/ W Y 00/ x oV X/ ® Vv
mx \ Xj—xn_i /+ m2\x2 X /+ ...-fnrAlb—xx-i /= pne

M,
2,

Kazda z tych sum p,, P2 ... pn ma warto$¢ skonczona
i SciSle oznaczong. Poréwnajmy sume px z iloczynem

o ) . @ () @ .
Ui (Xj—a); kazda z wartosci m1l, m2,... ma jest wiekszg

lub co najmniej rédwng wartosci m1 gdyz ona jest naj-
mniejszg wartoscig funkcyi f(x) w przedziale (a, xX) (8 33.),
a wiec bedzie x mx(xx—a). Tak samo mozna okazac,
Zze suma @S m2(x2—xx,... pn*>mn(b—xn-i). Utwoérzmy
teraz nastepujaca sume:
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/ @ |\ 0 @ (N =)/ Q). \
%@ a)s meax S, ¢ me i —x it
P) (P \ P) (P) [P\ P)/ P) |
+ |—|](.l )\x(j)-xj-fm g( )\X&)—)é ) -f m|c(3 )\x2—x§o)_!/+
b e o +
X/ (X v X/ (X ()()v S ) v
H-mj \Xi—xn_i/+m 2 \x2 Xi /+..-j-mx \b—xx-i | = s2

ktérg mozemy takze napisac:

Pf' R+ eee-}-M= P
gdyz sume pierwszego wiersza oznaczyliSmy przez pl7 dru-
giego przez p2?... ostatniego przez m. WykazaliSmy, ze
pi SS m! (Xj—a), " m2(x2—xX),... p, mn(b—xn-i). Otrzy-
mamy tedy, ze:

S2—pi+ R2-f-eee m”" nix(xj—a) mM2(X2—xX) -(-mee
mn(b—xn_i) = §,

t. j. ze:
S2" S X
Kazdy dalszy z poprzednio rozwazanych podziatéw
daje nam sumy s3 s4... sn..., i takie, ze:
...2>sn s, N os2 sX

A wiec, gdy ilos¢ punktdw podziatu bedziemy zwiek-
szali czyli zageszczali nieograniczenie w sposob poprzednio
rozwazany, to otrzymamy cigg nieograniczony nie male-
jacy s™ s2... sn,..., ktdrego kazdy wyraz nie jest wiekszym
od wartosci M(b—a), gdyz w przedziale (a, b) wszystkie

(©) (© P ? %

wartosci m? m2)... mn, mx,... ma, n® ... mp,... m,",... mx
sa nie wieksze od wartosci M najwiekszej, jakg funkcya
f(x) przyjmuje w przedziale (a, b), a wiec mamy:

s"M (b —a), s2<iM (b—a),... sn  M(b—a);
albowiem np. mj*M, m2AM ,... mn*M (uw. str. 148),
a wiec takze:
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mx(xx—a) < M(xx—a), m2(x2—Xj)* M (x2—x,),...
...m,, (b—Xn-1)* M (b—Xn-i),
a wiec takze i suma:

nui~ a)+ mi(xi—x,)+ ...+ m,(b—x,_i)<

M [(0c—a) -f- (x2 - XY —4—=+-~b—xnH] —M(b a),
t. j. ze:

si® M(b—a), it d

Dochodzimy wiec do wniosku (str. 93.), ze cigg nie
malejacy nieskoficzony §j, s2 ... sU;... ma granice, Kktdrg
oznaczymy przez s. Czy poprzednia granica S réwna sie
granicy s?

Wezmy wiec pod uwage sumy:

S, = Mj (xx—a) + M2(x2—x j Mu(b—xn_i),
§= mj (xx—a)-f m2(xt—xj + ... -f~-mn(b—xn-i),

i utworzmy ich roznice, a otrzymamy:

St—9§ = (Xj —a)(Mx—mx)-j- (x2—xt) (M2—m2) -j-...
. -F- (b — Xn—) (Mn —mn).

Roznice (Mx—mJl), (M2—m2),... (Mn—mn) sg to oscy-
lacye funkcyi f(x) w przedziatach (a, xX, (XX X2),... (xn_x, b)
(8 33). Jezeli uskuteczniamy podziat przedziatu (a, b) na
przedziaty czesciowe coraz mniejsze czyli zageszczamy
ilos¢ punktow podziatu, to wreszcie dojdziemy do prze-
dziatdbw tak matych ~ , ze oscylacye funkcyi w tych prze-
dziatach beda mniejsze od dowolnie matej, danej, dodatniej
liczby s' (str. 112). Przypusé¢my, ze tym przedziatom od-
powiadajg sumy Sni sn, to ich réznica (Sn—s,) bedzie
mniejsza od sumy iloczynow, z ktérych kazdy sktada sie
z dwoch czynnikow, to jest przedziatu ”~ i oscylacyi Oi
funkcyi f(x) w tym przedziale, t. j. Ze:

Sn—R= &A H-"0% - AjOp.
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Poniewaz (>!<>' 02<V, .»» Op<V, a wiec bedzie takze:

eee“npOp £ eeehp) = 7' (b—a)= £
gdzie s jest liczbg dodatnig dowolnie matg, a wiec mamy
(e11 Sn) << £.

Udowodnimy teraz, Ze, gdy ilos¢ punktéw podziatu
rosnie czyli zageszcza sie nieograniczenie w sposob po-
przednio rozwazany, to granice Si s obu sum sg sobie
rowne. WykazaliSmy, Ze cigg SP S2...Sn,... ma granice S,
to znaczy innemi stowy, Ze majagc dang dowolnie mala
dodatnig liczbe s mozna znale$¢ takie S ze gdy wszystkie
przedziaty czesciowe sg mniejsze od tego S, to wtedy
|S—Sn|<CE£ Tak sarno wykazalismy, Ze cigg sx S2...
sn,e.. ma granice s, to znaczy, ze s—sn|<Ce>gdy tylko
przedziaty czeSciowe sg mniejsze od ~ Wykazali$my nastep
nie, Ze w tych samych warunkach |Sn—sn|<T£ A mamy:

S—s= (S—Sn) -~ (Sn—sn) -(- (sn —S),
stad (8 3.):
|S— S.|<;|S — Sn|4— Sn— Sn|-)- |[S— Sn].

Poniewaz bezwzgledna warto$¢ kazdej z trzech ro6-
znic jest mniejsza od liczby dodatniej, dowolnie malej ¢
to jS—s|<<3£= £"; poniewaz za$ granice S i s sg licz-
bami statemi, to moze by¢ tylko S= s, co wiasnie mie-
lismy okaza¢; gdyby bowiem S nie réwnato sie s, to mo-
znaby z powodu dowolnosci obra¢ z" takie, izby bylo
mniejsze od S—s|, ale ma by¢ zawsze |S—s|<<Zz",
tedy S= s

WezZzmy teraz pod uwage sume nastepujaca:

X—a)f(@+ (x2—xj))fq)+ ... + (b—xni)f(xn_i);

0 sumie tej wykazemy, Ze posiada granice, ktérg ozna-
czymy przez |, gdy ilos¢ punktéow podziatu rosnie nie-
ograniczenie tak, ze przedzialy czesciowe dgzg do zera,
1 7e ta granica roéwna sie granicy wspolnej S poprzednich
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dwoch sum. W istocie suma ta jest zawarta stale miedzy
sumami:

Mj (Xi—a) + M2(x2—Xj) + Mu (b—xn-i),
mx(xx—a) + m2(x2—xx) + ... + mn(b—xn_i),
albowiem warto$¢ f(a) zawiera sie miedzy Mx i mlt gdzie
Mx jest wartoscia funkcyi najwieksza, mj wartoscia naj-
mniejsza w przedziale (a, Xi), za$ f(a) jest wartoscig po-
$rednig miedzy temi wartosciami skrajnemi, a wiec takze:
mt (j—a)M(Xj—a)f(a)*M i (xx—a);

z takiego samego powodu mamy:
mM2(X2—xX)" (x2—x,) f (X,)» M2(x 2—XX),

mn((b—xn_i)" (b—xn_i)f(xn_i)* Mn(b—xn-i).

A wiec takze dla kazdego podziatu na przedziaty czeSciowe
bedziemy mieli:

m, (xI—a) + m2(x2—xxX)+ eee+ m,, (b—xn_i)
< X—a)f@ @2=XfX)—4=. 4+ xndHf(xn_.i)»
M! (X —a) -f- M2 (x2—xX) -(-*.* “h Mn (b—xn_i).

Gdy ilos¢ punktéw podziatlu rosnie nieograniczenie
przez zageszczanie, to suma powyzsza zawiera sie stale
miedzy dwiema wskazanemi sumami i granica | sumy uwa-
zanej réwna sie wskutek tego wspdlnej granicy S. Z rozu-
mowania tego dochodzimy wiec do nastepujgcego wniosku.
Jezeli ilos¢ punktdw podziatu przedziatu (a, b) rosnie nieo-
graniczenie przez zageszczanie ich tak, ze przedziaty cze-
sciowe  dagza do zera, to suma:

G a)f@-j- (x2=xXRfQ) + ... + (b—xn_i) f(x,,_i)
posiada granice skonczong i S$cisSle oznaczong |, réwna
granicy S.

8 42. W poprzedzajagcem rozumowaniu podzielilismy
przedziat (a, b) najpierw na pewna $cisle oznaczong skoriczong
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ilos¢ n mniejszych przedziatdw (a, xX), (xx x8),... (xn-i, b)
réownych lub nieréwnych, co jest rzeczg zupetnie obojetna.
Te przedzialy czeSciowe byty punktem wyjscia do wytwa-
rzania dalszych przedziatbw coraz mniejszych przez za-
geszczanie punktow podziatu, a gdy ilos¢ punktéw podziatu
wzrastata nieograniczenie w sposéb rozwazany tak, ze
przedzialy czeSciowe dazyty do zera, to suma

OG—a) f (@) + (x2=X)F X))+ ... + (b—xn_i) f(xn_i)

dazyta do granicy statej SciSle oznaczonej 1= S. ToSmy
ustalili. Nasuwa sie jednak pytanie, co sie stanie z po-
wyzszg sumg, gdy podzielimy przedziat (a, b) zupetnie
inaczej, najpierw na m przedziatow czesciowych rownych
lub nieréwnych zapomoca innych zupetnie punktéw po-
dziatlu yI7 y2... ym i? t. j. na przedziaty (a yxX, (y?y2,...
(yinri, b) zupeinie niezaleznie od poprzedzajgcych prze-
dziatéw, i nastepnie gdy bedziemy zageszczali w sposdb
dowolny nieograniczenie punkty podziatu tak, aby prze-
dzialy czesciowe dazyty do zera.

Wtedy mozna udowodni¢ zupetnie podobnie, jak po-
przednio, ze kazda z sum:

(y,—a) -f- M'a(y2—yx -f-... -f- M'm(b—ym—),
(yx—a) -f m'2(y2—y,) + ... + m'm(b—ym_Xx),

posiada granice S' i s', i ze te granice sg sobie rowne
t.j. S'= s i ze suma:

(yi—a)f@)+ (y2—yXf(yX+ ... + (b—ym.i)f(ymi)

stale zawiera sie miedzy powyzszemi dwiema sumami, i ze
jej granica I' réwna sie ich wspolnej granicy S' t.j. I'=S".

Pytanie, jaki zachodzi zwigzek miedzy granicami lii';
udowodnimy, ze I= 1" W tym celu wezmy pod uwage
nowy sposéb podziatu przedziatu (a, b) na przedziaty cze-
Sciowe, skombinowany z obu poprzedzajacych, przez na-
fozenie jednego na drugi. Wezmy tedy najpierw pod uwage
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pewien podziat pierwszego sposobu taki, Ze przedziaty
czesciowe sg juz tak male, ze odpowiadajgca mu np.
suma Sn czyni juz zado$¢ nierownosci |S —S,, |<<s, gdzie
£ jest liczba dodatnig dowolnie wzietg. WeZzmy teraz z dru-
giego sposobu podziatu przedziatlu (a, b) takie przedziaty
<i, ze najwiekszy z tych przedziatdw jest mniejszym od
najmniejszego z poprzednich przedziatow ~ i takim, ze
odpowiadajgca mu suma np. S'n czyni zado$¢ nierow-
nosci |S'—S'n|*<s, gdzie s jest liczbg dodatnig dowol-
nie mala.

Nat6zmy teraz na siebie te dwa podziaty, to wtedy
pomiedzy kazdemi dwiema po sobie nastepujgcemi warto-
Sciami Xi pierwszego podziatu na przedzialy czesciowe "
znajdowac sie bedzie przynajmniej jedna warto$¢ yk dru-
giego podziatlu na przedziaty 8§'i.

Wypiszmy obok siebie te wartosci pierwszego i dru-
giego podziatlu razem:

a VY, ¥Y2--. YK x,7ykti,... yi, x2, yi+i,... h

Mamy wiec trzeci, nowy podziat przedziatu (a, b) na
przedziaty czesciowe i mozemy go uwaza¢ albo za naste-
pujacy po pierwszym ustalonym podziale na przedziaty
albo za nastepujagcy po drugim ustalonym podziale na
przedziaty czeSciowe S'i. Uwazajmy go najpierw za na-
stepujacy po pierwszym ustalonym sposobie i wezmy pod
uwage sumy:

M' (y,—a) + M" (y,—yX-f ... +M<k+D(xx—yK)-f

] Mik+2) (Yk+i—XX) + oo -f M) (x2—yi) + ...== 2,
m' (Yi—a) + m" (y.—yi)+ me+ (xx—yk) +

-f Mkt (YKH1—XX + e + m@EUx2—yi)+

gdzie M, M",.s Mk+X Mk+2>... MEL ... i m', m", .

mk+x), mk+2),.. m(+D.. oznaczajg wartosci najwieksze i naj-
mniejsze w przedziatach (a, y¥), (y% y2),... (yk, XD, (xx yk+i)...
(yi, x2, (x2 yi+ 1 Biorgc pod uwage np. sume 2 spo-
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strzegamy, Ze wedtug zatozenia co do przedziatbw  maimy
|2 —S|<£, albowiem to jest podziat nastepujacy po po-
dziale na przedzialy &, z ktdrego otrzymaliSmy sume Sn
czynigcg zado$¢ nierownosci |S—Sn|<Cs, a wiec tem bar-
dziej |S—2j<e. Poniewaz okazaliSmy, ze S= I, to be-
dzie takze zachodzita nieréwno$¢ 2 —1 -0O

Uwazajagc nowy spos6b podziatu za dalszy cigg dru-
giego sposobu podziatlu na przedziaty 8'i otrzymamy ana-
logicznie |2 —S' |<Cs, gdyz to jest podziat nastepujacy po
podziale na przedziaty S'if z ktérego otrzymaliSmy sume
S'n, czynigcg zado$¢ nierdbwnosci |S'—S'n|<CS a wiec
tem bardziej |S'—2 jO Poniewaz okazaliSmy, Ze S'= I,
to bedzie takze zachodzi¢ nierdbwno$¢ 12 —r|<e.

Utworzmy teraz sume posrednia nastepujaca:

(y—a)f(a) + (y,—yDf(yD+ ... + (xx=yKf(yKk +
-F Ykt i—X)F X)) + e + (x2—yj) f(yO-f..... ,

to suma ta znajduje sie, jak tatwo wykazaé, stale miedizy
powyzszemi dwiema sumami, a jej granica I" czyni za-
dos$¢ nieréwnosci |2 —1"i0O .
Mamy wiec takie trzy nieréwnosci:
|2 —1|<s, [2—r|Ce, |2—1"|< &

Bioragc pod uwage pierwszg i drugg otrzymamy, Ze
| —P |< 2e Poniewaz za$ liczby | i I' sg state to moze
by¢ tylko I= V (str. 154.), co mieliSmy okazac.

DoszliSmy wiec do nastepujacego wniosku. Jez;eli
wjakikolwiek sposéb podzielimy przedziat (a, b) i bedziemy
zwiekszali nieograniczenie ilos¢ punktow podziatu tak, aby
wszystkie przedziaty czesciowe dazyty do zera, to suma:

(Xji—a) f (@) - (x2—x®) f (x¥) + (b—xn_i)f (X, %)

bedzie posiadata granice skonczong i S$cisle oznaczona,
ktérg nazwalismy I.
Granica |, ktorej istnienie wykazaliSmy, nazywa sie
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catkg okreslong funkcyi f(x) od x= a do x= b i ozna-
czamy ja w piSmie zapomoca znaku:

b

[f()dx,

a
a czytamy ja: catka od a do b f(x)dx; dx oznacza prze-
dziaty czesciowe &i, dgzace do zera; liczba a nazywa sie niz-
szg granicg catki, liczba b icyzszg granicg. Znak / pochodzi
od litery S stowa tacinskiego summa. Litere x pod znakiem
catki mozna zastgpi¢ jakakolwiek inng literg np. y, a znak

b

If(y)dy

oznacza to samo co poprzednio. Mamy wiec:
b
I = if(x)dx
a
ZatozylisSmy, ze a<<b; jezeli za$ a®>b w ten sam
sposéb, jak poprzednio dowodzi sie istnienia catki okreslo-
nej. Rozwazmy jeszcze sume nieco ogoOlniejsza od poprze-
dzajgcej a mianowicie:
(xx—a) f(a-f 0A) + (x2—X)) f(xx+ 0a&)-j-...
o == (b—Xn—) f (Xn—x¢-j- On™n),

gdzie 0j, 02... On s liczbami dowolnemi zawartemi mie-
dzy 0 i 1D Granica tej sumy réwna sie granicy S sumy
poprzednio rozwazanej, gdyz zatozywszy przedzialy mniej-
sze od suma rézni sie od poprzedzajacej o ilos¢ mniej-
szg od z 22"l ee. - "n)=£E£(b—a).
8. 43. Bezposrednio z definicyi catki okreslonej wynika,

Ze mamy:

h a

f(x)dx + /f(x)dx=0,

a b
B v

‘) przeto (a+ O”i) lezy w przedziale (a, Xj), i t. d.; f(a+QiSj) jest
wiec wartoscig funkcji w pewnym punkcie przedziatu (a, Xj), i t. d.
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gdyz wszystkie odpowiednie elementy obu sum sg sobie
rowne a roznig sie tylko znakiem. Mozemy wiec te row-
no$¢ napisa¢ takze:
b a
If(x)dx= —/f(x)dx.
a b
Ogolniej mozemy okazaé, ze mamy:
b c b
If(x)dx = If(x)dx -f-1f(x)d x.
a a C
Zatézmy, ze liczba ¢ znajduje sie miedzy liczbami a ii b,
t. j. zZe mamy a<c<<b, to w takim razie mozna podzie-
li¢ przedziat (a, b) na przedziaty (a, c) i (c, b) i nastepnie
kazdy z tych przedziatébw dzieli¢ tak, aby liczba ¢ byta
zawsze punktem podziatu. A wiec suma bedzie sie sktadac
z dwoch czesci majgcych odpowiednio granice:
e b
If(x)dx i Ifx)dx.
a C
W tym przypadku jest wiec wzér prawdziwy. Przypu$émy
teraz, ze liczba ¢ nie zawiera sie miedzy liczbami a ii b,
lecz Ze jest np. wiekszg od liczby b t, j. a<b<c i ze
funkcya f(x) jest ciggta od x= a do x= ¢, wtedy be-
dziemy mie¢ na mocy poprzedniego rozwazania:

c b c
If(x)dx = |[f(x)dx-f jfX dx,
a a b
lub:
b c c
dx = [f(x)dx —|f(x)dx.
a a b
Poniewaz okazalismy, Ze:
c b
— Ifxdx = 1f(x)dx,
b c
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przeto otrzymamy:

b c b

[f(x)dx = ff(x)dx -J- If(x)dx.

a a C

Zatézmy teraz, ze w przedziale (a, b) funkcya ciggta
f(x) przyjmuje warto$¢ najwieksza M i warto$¢ najmniej-
szg m, to wartos¢ caiki:
b

[f(x)d x

a

b
zawiera sie miedzy M({p—a) i m(b—a), gdyz fdx=
a

=  --&-(-... = b—a, tak, ze mozemy napisac:
b
If(xX)dx= A(b—a).
a
gdzie A jest wartoscig posrednig funkcyi f(x) miedzy M
i m, ktérg przyjmuje (8 32.) dla pewnej wartosci E zmien-
nej niezaleznej x, zawartej miedzy liczbami a i b, tak, ze
mozemy takze napisac:
b .
[f(x)dx = f()(b—a).
a
Wezmy teraz jeszcze pod uwage funkcye f(x) ciggta
w przedziale (a, b) i niechaj x bedzie liczbg zawartg w tym
przedziale, to catka okreslona

JE()dx

jest wielkoscig zupetnie okreslong i wartos¢ jej zalezy tylko
od granicy wyzszej x. Catka ta jest wiec funkcyg F(x)

zmiennej x. Nie wiemy dotad, czemu sie rowna F(a) i dla-
a

tego okreslamy: F(a)= /f(x)dx= 0, co wolno przyjac,

a
jak dalej zobaczymy. O funkcyi tej F (X) udowodnimy zasa-

ZASADNICZE POJECIA. 11
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dnicze twierdzenie, ze ona jest funkcya ciagta w prze-
dziale (a, b) i posiada pochodng réwng funkcyi danej f(x).
W istocie mamy:

P(x) = /f(x)dx F(x+ h) = /;E;)dx
a wiec: : )
F(x-fh)—F (x)= |1z((f>?)dx —Ixf(x)dx = |)1(‘+(:<)dx f |f(x)dx =
ax fh b x+h "
= |f(X)dX-j Ifeodx = /f(xdx

X a X

A wiec mamy:

x+h
F(x+h)-F(x) = /f(x)dx=f ® [(x+ h)—xj = f(E).h,
gdzie ; zawiera sie miedzy x i x-f-h. Widzimy wiec z tej
réwnosci, ze funkcya F (X) jest funkcya ciagta, gdyz, zmniej-
szajac h do zera, roznice |F (x-f-h) —F (x)  mozna uczyni¢
dowolnie matg (str. 31.). Nastepnie mozemy napisa¢:

F(x+h) —F (x) =
h

Gdy h dazy do zera, granicg lewej strony, jak wiemy,
jest pochodna F'(x). Prawa strona dazy do f(x) z powodu
jej ciagtosci, a wiec otrzymujemy rownos¢:

F(x) = fX),
czyli innemi stowy wykazaliSmy istnienie takiej funkcyi
ciggtej F(x), ktorej pochodng jest dana funkcya ciggta
f(x). Kazda inna funkcya ciagta, posiadajaca te samag po-
chodng f(x), rézni sie od funkcyi F (x), jak wiemy, o stalg
dowolng C (8 37). Kazda takag funkcye, ktorej pochodna
rowna sie danej funkcyi f(x), nazywamy catkg nieokre-
$long funkcyi f(x) i oznaczamy jg znakiem:

[ f(x)dx,

http://rcin.org.pl



— 163

gdzie opuszczamy granice catkowania. Mamy wiec:
ff X)dx= ff(x)dx + C
a

Naodwrét, gdy znajdziemy w jakikolwiek sposéb pewng
funkcye 4>(x), ktorej pochodng jest funkcya dana f(x), to
mozemy napisac:

If(x)dx = <>(x)-f-C.
a
Aby obliczy¢ w tym przypadku warto$¢ statej C nalezy

zauwazy¢, ze mamy (str. 161.):
a 7

If (x)dx= 0.

A wiec otrzymamy, biorgc obustronnie granice dla x= a:
a
If(x)dx= <>@-f-C= 0,
a
tj.
= — <)
Podstawiajgc te warto$¢ za C otrzymujemy:

th Qdx= (X)—P(a);

twierdzenie zasadnicze, dozwalajgce nam obliczy¢ wartosé
catki okreslonej od a do x, gdy znamy przynajmniej jedna
funkcye ciggla <(x), czyli catke nieokreslong

[ f(x)dx,

ktérej pochodng jest dana funkcya ciggta f(x), stojaca pod
znakiem cafki.

# Usprawiedliwi¢ to okres$lenie mozna w ten sposob:
a
[t (X)dx = lim [(X—a)f i = 0,
a X=a

poniewaz t(?) ma wartosé skoriczong (8 5, (X—a= h); 8 29).

]1*
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ROZDZIAL VIII.

O catkowaniu.

8. 44. Pierwsza metoda catkowania jest ta, ktéra wy-
nika bezposrednio z definicyi catki okre$lonej, rozwazanej
w poprzedzajgcym rozdziale. Najprostszg jest rzeczg za-
stosowacé te definicye, przyjawszy, Ze podzielilismy prze-
dziat dany (a, b) na n rownych czesci, jak to zrobilismy
w przykiadzie 1, 2 i 3 poprzedniego rozdziatu, tak, ze
b—a= n.h, idla kazdego przedziatu obra¢ wartos¢ funk-
cyi w jego punkcie krancowym. Wtedy otrzymamy:

b
ff(x)dx= limh[f(ath)-}f(@-f-2h)-|-...-f-f(a-f- n h)j
a h=0

Mozna jednak zatozy¢ takze inny sposob podziatu
przedziatu (a, b) na przedzialy czesSciowe, nieraz bardziej
dogodne i dajgce prostsze rachunki, niz w poprzednim
przypadku, a wiec np. mozna zamiast b—a = nh, jak
poprzednio, potozy¢ b—agll gdzie zaktadamy, ze gq>»l
i gdy n rosnie nieograniczenie, to q dgzy do 1 Otrzymamy
wtedy, ze b—a= aqu—a= a(qgn—1)= a(q—1 Sm——_—i.

Podzieliwszy (qn—1) przez q—1, otrzymamy b—a =
=a(@ D{l-f-g-fg2f-..+qnx}= a(q—1-j-a(a—1).q+
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+ a(q—1q2- f-a (g —I)gn_1 A wiec dtugosci odpowie-
dnich przedziatéw rownajg sie S,= a(q—1), &= a(q—1Iq,
8= a(@—1qg2... = a(g—1q,~1

Obliczmy warto$¢ funkcyi w kazdym przedziale dla
punktu poczatkowego przedziatu, t. j. f(a), f(a+ *) =
f(a-jraq—a)= f(aq), f(ag-ff)= f(aq-f~ag8—aq)=
f(aq9,... f(agn_l), to otrzymamy:

| f(X)dx —\f (a) -- "2f (aq)-f-f)3f (aqd +—.. ++nf(agn ¥ =

a(—Df@ + a(@—nqf(ag) + a(@—1q2f(agd-f ...
..-a(@—Dhgnlf(agn-1=

a(g—D{f(@-fqf(@ag+ gq2f(aqld+... -f g“ 1f(agn-1}.

Metoda jednak powyzsza w wielu bardzo przypad-
kach jest praktycznie niewykonalna, albowiem natrafiamy
nieraz przy tych rachunkach na takie trudnosci, miano-
wicie przy oznaczaniu wartosci pewnych sum, Ze do po
konania ich potrzeba wiasnie znajomosci catki nieokreslo-
nej <xx) funkcyi danej f(x). Zalety, jakie daje dowolno$é
w obiorze sposobu podziatu przedziatu (a, b) na przedziaty
czesciowe malejace nieograniczenie i w wyborze wartosci
funkcyi, sa pozorne. Metoda ta z powodu swej ogromnej
ogolnosci nie daje nam prostego i pewnego $rodka do po-
konania trudnosci, polegajacej na nieznajomosci funkcyi
pierwotnej ‘K(x). Dlatego lepiej jest oprze¢ sie na znanych
nam juz wynikach z rachunku rézniczkowego i przypom-
nie¢ sobie to, cosSmy tam otrzymali (Rozdz. IV.). Powt6-
rzymy wiec tutaj te wyniki, gdyz one pozwolg nam po-
zna¢ catki wyrazajace sie zapomoca najprostszych funkcyj.
A wiec otrzymalisSmy np.:

d /x34 3.x! dsinx COSX dcosx _ .
dXi3j 3 X' ~dIT dx X
dtgx_ 1 dcotgx 1
dx Cos* X 7 dx sin2x
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Ze zwigzkéw tych otrzymujemy bezposrednio na mocy
rozwazan poprzedniego rozdziatu, oznaczajac przez C stalg
dowolna:

[x2dx =y + C; jcosxdx = sinx-|- C;
fsmxdx = —cos x-1-C; J/532x dx = tgx-(- C;
f sin2x dx= —cotgx + C
W rozdziale poprzedzajacym otrzymalismy wzér:
If (x)dx = 4>(x)- <>@),
a

gdzie <I>X) jest funkcyg pierwotng czyli catkg nieokre-
$long /f(x)dx, funkcyi podcatkowej f(x). Przypusémy, ze
mamy obliczyé catke okreslong od x= a do x= b funk-
cyi y= x2 t j.

b

/x2dx.

a

Aby wiec obliczy¢ te catke, to wedtug powyzszego twier-
dzenia trzeba najpierw znac jej funkcye pierwotng czyli
catke nieokreslona a te daje nam bezposrednio ra-
chunek rézniczkowy, a mianowicie znajdujemy w powyz-
szej tabeli, ze:

>(x) = /Ix*dX =y + C

A wiec, aby obliczy¢ warto$¢ danej catki okreslonej, to
trzeba najpierw utworzy¢ wedtug wzoru ‘P(b) t. j. /x2dx

dla x = b czyli %(3--|-C, nastepnie utworzy¢ <t@) t. j. (x2dx
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dla x = a czyli %3——|—C, nastepnie utworzy¢ réznice <>b)

b3 , ~ /a3 . b3—a3
3
A wiec w ten sposéb otrzymujemy:
b
b3—at

Ifdx= b)) — (@ 3

Obliczmy nastepnie warto$¢ catki okreslonej funkcyi

y=sinx od x= 0 do x= " t j.:

Isin x d x.
0

Trzeba najpierw zna¢ funkcye pierwotng <P(x) funkcyi
podcatkowej czyli jej catke nieokreslong. Rachunek réz-
niczkowy daje nam, jak to uwidoczniliSmy w powyzszej
tabeli, ze:

H(x) = Isinxdx= —cosx+ C.

Aby wiec obliczy¢ warto$¢ danej catki okreslonej,
trzeba najpierw obliczyé wartos¢ catki nieokreslonej dla

Xx= "™t j./sinxdx dla x= skad otrzymamy <& =
LA
— —cos - -f- C= C, nastepnie obliczy¢ jej warto$¢ dla

x= 0, t. j. $(0), dla ktdrego otrzymamy (—cos0Q)-f-C=
= —1-fC. A wiec bedzie:

2

jsinxdx= € —P$0)=C—(—1+ O= 1
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Wezmy jeszcze pod uwage funkcye y=cosx iobliczmy

catke okreslong tej funkcyi od x = X do K—7eTj’ 1
+¥
lIcos x d x.
T
~Y
Wiemy na podstawie poprzedzajacego rozdziatu (str. 160.), Ze:
r. T
Y 0 2
icosxdx = lcosxdx + /cosxdx.
\ -‘F i j;: 0

Obliczmy v_viec najpierw pierwsza catke t. j.:
0
1cos x d x.

—T
Funkcya pierwotna <P(x) funkcyi podcatkowej cos x réwna
sie sinx, a wiec bedziemy miec:
0
lcosxdx= *P0)— | ~)= sin0—sin —" , =

7z

~7 =0 —(-sm|) = 8in| = I
Tak samo obliczymy, Ze catka okre$lona:

+y
f cosxdx = &(~)—4A0)= sinf —sin0= 1—0= 1
0
A wiec otrzymujemy:
v 0 sy
fcosxdx = /cosxdx -f- fcosxdx = |+ | = 2

TC TC 0

J ~T
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Wezmy teraz pod uwage funkcye y = cos2* *obliczmy

jej catke okre$long od x= 0 do x= - t j.:

:/ co32x
ZnalezliSmy w rachunku roznlczkowxm,, Ze -

—_—= — >
dx C0S2X
to jest, ze funkcyg pierwotng 4>(x) funkcyi danej f(x)=

= jest tgx f-C, to znaczy Ze <H(x) = tgx+ C

Mamy wiec:

4~

{ e x X = <RY—PO)= tg; —1g0= tg45°—0=
= tg45°: 1

Wezmy teraz pod uwage funkcye y= f(X)= 2x34*
-f-3x2+ | i obliczmy jej pochodng y'. Trzeba w tym celu
utworzy¢ réznice f(x+h) —f(x), t j. 2(x+h)3f3 (x-fh)2+
+1—(2x3j-3x*+l). Wykonawszy naznaczone potegowania
otrzymamy f(x+h) —f(x)= 2(x8 3x2h-j-3xh2 h3-
-f 3'(x24-2hx4-h24-1-(2x34-3x24-1)= 2x346xXxM | +
+ 6xh2+ 2h34-3x24-6hx4-3h2-f 1—2x3- 3x2—1=
= (6x8+ 6x)h4- (6x4-3)h24 2h3 Otrzymujemy wiec, ze
f(x+h) —f ()= (6x24 6x)li4- (6Xx+ 3)h2+ 2h3 Utworzmy

nastepnie iloraz oM T (©x2:6)h _, (0x43)h2

4 2M3-=(6x24-6x)4-(6x + 3).h-]-2h2 Gdy h zdaza do

zera, to lewa strona tej rownosci dgzy do granicy y', zwa-
nej pochodna, prawa za$ strona dazy do granicy (6 x24 6 x)
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A wiec pochodng danej funkcyi y= 2x3-j-3x2-f-1
jest y'= 6x2+ 6x.

Dajmy sobie teraz funkcye f(x) = 6x2-(-6x i obliczmy
jej catke okreSlong od x= 1 do x= 2 t j.

2

1(6x2+ 6x)dX.
i

Jedng z funkcyj pierwotnych tI>(x) tej funkcyi jest, jak
wykazaliSmy: 2x3+ 3x2+ 1, a wiec otrzymamy:
2

[f(x)dx = ‘BR—<>()= 2.23+3.22+1-(2.133.12f-) =
=28+ 34—21—31=16+12—2—3= 23,
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ROZDZIAL IX.

W skazéwki do dalszego ksztalcenia sie.

8. 45. Rozdziat ten zawiera wskazéwki i wykaz dziet
naukowych dla czytelnika, pragnacego ksztatci¢ sie dalej
samodzielnie w matematyce.

Najprzdd podajemy dzieta matematyczne w jezyku
polskim, nastepnie w jezyku niemieckim, a na korncu dzieta
w jezyku francuskim.

Wymieniamy dzieta poswiecone arytmetyce, algebrze,
geometryi elementarnej i geometryi analitycznej i analizie
matematycznej, ktdrej czescig jest rachunek rézniczkowy
i catkowy. Nasza naukowa literatura matematyczna jest
bardzo ubogg w poréwnaniu z innymi jezykami. Wskaza-
nem jednak jest zapoznac sie z nastepujgcemi dzietami®.

* S. Zaremba, prof. Uniw. Jagiell. »Zarys pierwszych
zasad teoryi liczb catkowitych«. W Krakowie, naktadem
Akademii Umiejetnosci, 1907, cena 4 korony. Skiad gtowny
w ksiegarni Spotki wydawniczej polskiej. Dzietko to, jak
wskazuje tytut, jest poswiecone arytmetyce liczb catko-
witych. Czytelnikowi nieobeznanemu z zasadami arytme-

) Dzieta, opatrzone gwiazdkami nie nadajg'sie do pierwszego
czytania, lecz do dalszych study6éw, natomiast dzieta nie opatrzone
gwiazdkami nalezy najpierw przestudyowac.
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tyki teoretycznej nalezy gorgco poleci¢ przestudyowanie
tego dzietka.

M. A. Baraniecki. »Arytmetyka«, wyktad szczeg6towy,
wydanie drugie. Warszawa 1894. Wydane przez A Cza-
jewicza i S. Dicksteina z zapomogi Kasy im. J. Mianow-
skiego.

E. Pascal. »Rachunek nieskonczonosciowy«, przetozyt
S. Dickstein, 3 czesci. Cze$¢ |. Rachunek rozniczkowy,
czes¢ Il. Rachunek catkowy, cze$¢ Ill. Rachunek warya-
cyjny i Rachunek réznic skoriczonych. Warszawa, wydaw-
nictwo redakcyi »Prac matematyczno-fizycznych«. 1896.

* E. Pascal. »Repertoryum matematyki wyzszej«, prze-
tozyt S. Dickstein. Tom 1. Analiza, tom Il. Geometrya.
Warszawa, wydawnictwo »Wiadomosci matematycznych«
1900—1901. Dzieto to obejmuje zarys prawie wszystkich
gtownych teoryj matematyki wspdiczesnej. Jest to dzieto
informacyjne, rodzaj encyklopedyi, ktore zawiera definicye
i pojecia zasadnicze, twierdzenia bez dowoddw, wzory
i obszerne wskazoéwki bibliograficzne.

T. Lopuszanski. »Z podstaw teoryi funkcyj«. W Kra-
kowie, gtowny skiad w ksiegarni Spotki wydawniczej pol-
skiej, 1903, cena 2 korony. Dzietko poswiecone zasadniczym
pojeciom teoryi funkcyj, godne polecenia, zwitaszcza, jezeli
czytelnik nie posiada znajomos$ci obcych jezykdw.

* Dr. WE Zajgczkowski. »Zasady algebry wyzszej«.
We Lwowie, naktadem ksiegarni Gubrynowicza i Schmidta,
1884. Jest to jedyne prawie z nowszych dziet w jezyku
polskim o algebrze wyzszej.

J. Sochocki. »Rozwigzywanie réwnan liczebnych.
Warszawa 1884, cena 60 kop. Wydane przez A. Czajewi-
cza i S. Dicksteina z zapomogi Kasy im. J. Mianowskiego.

* S. Dickstein. »Pojecia i metody matematyki«. War-
szawa, wydawnictwo redakcyi »Prac matematyczno-fizy-
cznych. 1891. Dzielo godne przestudyowania.

Dr. P. Dziwinski. »Wyktady matematyki«. Wydaw-
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nictwo Biblioteki politechnicznej we Lwowie, 2 tomy,
1902—1908, cena tomu I. 30 koron. Dzieto obszerne, po-
Swiecone dla stuchaczy Politechniki, obejmuje oprocz in-
nych dziatbw matematyki, geometrye analityczna, zasady
algebry wyzszej, rachunek rozniczkowy i catkowy, liczne
bardzo ¢wiczenia i wiadomosci bibliograficzne

WH1. Folkierski. »Zasady rachunku rézniczkowego i cat-
kowego«. Wydanie drugie, tom I. Warszawa 1904, cena
2 rb. 40 kop. Wydane przez A Czajewicza i S. Dicksteina
z zapomogi Kasy im. J. Mianowskiego.

Czytelnik pragnacy zapoznac sie z zasadami geome-
tryi elementarnej, moze przestudyowac:

G. H. Nieweglowski. »Geometryax. Wydanie drugie.
Paryz — Lwow, 1869. Dzieto obszerne, poswiecone geome-
tryi elementarnej.

Z geometryi analitycznej mozna poleci¢ do przestu-
dyowania:

Dr. F. Schur. »Podrecznik geometryi analitycznej«.
Przektad z niemieckiego przez T. topuszanskiego, War-
szawka 1901, wydane przez A. Czajewicza i S. Dicksteina
z zapomogi Kasy im. J. Mianowskiego.

J. Szczepanski. »Kurs uzupetniajagcy matematyki ele-
mentarnej i poczatki analizy wyzszej«. Warszawa 1906,
cena 1 rb. 60 kop. Wydane z zapomogi Kasy im. J. Mia-
nowskiego.

Obszerniejszem dzietem, poswieconem geometryi ana-
litycznej, jest:

Dr. Wk Zajgczkowski. »Geometrya analityczna«. War-
szawa 1884. Biblioteka matem.-fizyczna, wydawana pod
redakcyg M A. Baranieckiego z zapomogi Kasy im. J. Mia-
nowskiego. Dzielo to godne jest przestudyowania, zawiera
geometrye analityczng ptaska i przestrzenng i liczne éwi-
czenia i wskazéwrki do nich.

Czytelnikowi, pragnacemu studyowac teorye funkcyj
analitycznych, nalezy goraco poleci¢ dzieto nastepujace:
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* Dr. J. kniaZz Puzyna, profesor Uniwersytetu Iwow-
skiego. »Teorya funkcyj analitycznych«. 2 tomy, we Lwo-
wie, naktadem autora z zasitkiem Akademii Umiejetnosci
w Krakowie, gtowny skiad w ksiegarni H. Altenberga.
1898—1900. Dzieto nadzwyczaj obszerne i gruntowne, za-
wiera takze nieco z arytmetyki i algebry wyzszej w tomie |I.
Cena 2 tomdéw 30 koron.

8 46. Z literatury niemieckiej goraco poleci¢ nalezy
do przestudyowania dzietka:

* Dr. O. Stolz und Dr. J. A G-meiner. »Theoretische
Arithmetik«. Leipzig, B. G. Teubner, 1900, cena oprawio-
nego egzemplarza 1060 M

H. Weber i J. Wellstein. »Encyklopadie der Elemen-
thar-Mathematik«. 2. Auflage, Leipzig, B. G. Teubner.
I. Bd. Elementare Algebra und Analysis, bearb. von H.
Weber, 1906, cena opr. 960 M. Il. Bd. Elemente der Geo-
metrie, 1907, bearb. von H. Weber, J. Wellstein und W.
Jacobsthal, 1907, cena 12 M. 1Il. Bd. Angewandte Elemen-
tar-Mathematik, 1907, bearb. von H. Weber, J. Wellstein
und R H. Weber, cena 14 M Tom |. obejmuje zasady

arytmetyki, algebry i analizy, tom Il. zasady geometryi,
trygonometrye plaskg i sferyczng, geometrye analityczng
i stereometrye, tom Ill. obejmuje zastosowania matema-

tyki elementarnej do mechaniki, elektrycznosci, nauke
0 maximach i minimach funkcyj, rachunek prawdopodo-
biefAstwa i grafike.

Nastepnie poleci¢ nalezy czytelnikowi do przestu-
dvowrania dzieta ponizej wykazane:

* Dr. O. Stolz und Dr. J. A Gmeiner. »Einleitung
in die Funktionentheorie«. Leipzig, B. G. Teubner, 1905,
cena opr. 15 M. Réwniez:

* Dr. O. Stolz. »Grundzuge der Differential- und In-
tegralrechnung«. 3. Theile, Leipzig, B. G. Teubner. I. Theil.
Reele Veranderliche und Funktionen, 1893, cena opr. 9 M.
Il. Theil. Complexe Veranderliche und Funktionen, 1896,
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cena opr. 9 M. Il1l. Theil. Die Lehre von den Doppelinte-
gralen, 1899, cena opr. 9 M. Dzietlo to traktuje z calg
Scistoscia naukowa swoj przedmiot, dlatego godne prze
studyowania.

* U. Dini. »Grundlagen fiir eine Theorie der Funktio-
nen einer veranderlichen reellen Grosse«, deutsch bearb.
von Dr. J. Liiroth und A. Schepp. Leipzig, B G. Teubner,
1892, cena broszury 12 M

E. Cesdro. »Elementares Lehrbuch der algebraischen
Analysis und der Infinitesimalrechnung«, deutsche Ausgabe
von G. Kowalewski, 1904, cena opr. 15 M

Godne polecenia sa takze dzietka:

A Harnack. »Die Elemente der Differential- und
Integralrechnung«. Leipzig, B. G. Teubner, 1881, cena brosz.
7-60 M.

A Genocchi. »Differentialrechnung und Grundziige der
Integralrechnung«. Herausgegeben von G. Peano Deutsche
Ubersetzung von G. Bohlmann und A. Schepp, Leipzig, B.
G. Teubner, 1899, cena opr. 12 M

J. A Serret und G. Scheffers. »Lehrbuch der Diffe-
rential- und Integralrechnung«. 3. Auflage, Leipzig, B. G.
Teubner, neubearbeitet von Dr. G. Scheffers. 3. Béande.
I. Bd. Differentialrechnung, 1906, cena opr. 13 M Il. Bd.
Integralrechnung, 1907, cena opr. 13 M. Ill. Bd. Differen-
tialgleichungen und Variationsrechnung.

Z geometryi nalezy poleci¢:

* D. HiJbert. »Grundlagen der Geometrie«. Leipzig,
B. G. Teubner, 2. Auflage, 1903, cena brosz. 520 M

Z geometryi analitycznej:

H. Ganter i E. Rudio. »Die elemente der analytischen
Geometrie«. 2. Theile, 3. Auflage, cena opr. 6 M

Dr. O. Dziobek. »Lehrbuch der analytischen Geome-
trie«. 2. Bénde, 1900—1902, Braunschweig, Verlag von A
Graffs Buchhandlung, cena opr. 12 M

Z algebry wyzszej godne polecenia sg dziela:
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* Dr. J. Petersen. »Theorie der algebraischen Gleichun-
gen«. Kopenhagen, A. T. Horst und Sohn, 1878, cena 10 M..

* J. A Serret. »Handbuch der hoheren Algebrax..
Deutsch bearb. von G. Wertheim, 2. Auflage, Leipzig, B.
G. Teubner, 1878—79, cena brosz. 19 M

* Dr. E. Netto. »Vorlesungen tber Algebra«. 2 Béande,,
Leipzig, B G. Teubner, 1896—1900, brosz. 28 M.

* H. Weber. »Lehrbuch der Algebra«. 2. Auflage,-,
2 Bénde, Braunschweig, Verlag von Pr. Vieweg und Sohn,,
1898—99, brosz. 22 M.

Z teoryi funkcyj godne polecenia sg dzieta:

H. Burckhardt. »Einfihrung in die Theorie der ana-
lytischen Funktionen einer complexen Verdnderlichen..
3. Auflage, 1908. Leipzig, Verlag von Veit et Comp.r,
brosz. 6 M.

8 47. Z literatury francuskiej godne polecenia sg na-
stepujgce dzieta, odnoszace sie do matematyki elementarne;j::

J. Tannery. »lLecons d’Arithmétique théorique et pra-
tique«. 3. Edition, 1904. Paris, Armand Colin, brosz. 5 fr..

C. Bourlet. »Lecons d’Algébre élémentaire«. 4. Edition,,
1906, ta sama ksiegarnia co poprzednio, cena brosz. 750 fr..

J. Hadamard. »Lecons de Géométrie élémentaire«..
2. Edition, ta sama ksiegarnia, cena brosz. 16 fr. 2 tomy..

B. Niewenglowski et L. Gerard. »Cours de Géométrie?
élémentaire«. Paris, Gauthier-Villars, 1900, 2 tomy.

E. Rouché et Ch. de Comberousse. »Traité de Geome-
trie«. 7. Edition, Paris, Gauthier-Villars, 1900. Jest to ob-
szerne dzielo traktujgce o geometryi elementarnej, 2 tomy,,
godne przestudyowania.

C. Bourlet. »Lecons de Trigonométrie rectiligne«. Pa-
ris, Armand Colin, 2. Edition, 1905, brosz. 6 fr.

B. Niewengtowski. »Cours d’Algébre«. 5. Edition, 1902..
Paris, Armand Colin, 2 tomy brosz. 16 fr. Dzieto to za-
wiera algebre wyzsza, a takze rachunek rézniczkowy i cat-
kowy w zarysie.
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E. Pruvost et D. Piéron. »Lecons d’Algébre«. Paris,
Félix Juven Editeur. 2. Edition, 1898, 2 tomy. Co do tresci
dzieio poprzednie i to sg do siebie zblizone, oba godne
przestudyowania.

Z geometryi analitycznej nalezy poleci¢ dzieta na-
stepujace:

’* B. Niewengtowski. »Cours de Géométrie analytique«.
3 tomy. Tom |. Sections coniques, 1894; tom Il. Constru-
ctions de curbes planes, compléments relatifs aux coniques,

1895; tom Ill. Géométrie dans lespace, 1896. Paris, Gau
thier-Villars.
C Briot et J. C. Bouquet. »Lecons de Géométrie ana-

Iytique«. 19. Edition revue par Appel, Paris, Ch. Delagrave,
1907, brosz. 873 fr.

Z analizy matematycznej, ktdrej czeScig jest rachu-
nek rozniczkowy i catkowy, nalezy poleci¢ czytelnikowi
do przestudyowania nastepujgce obszerne i gruntowne
dziela, odznaczajgce sie Scistoscig naukowa, jakotez zale-
tami dydaktycznemi:

G. Humbert. »Cours d’Analyse«. Paris, Gauthier-Vil-
lars, 1902—1904, 2 tomy brosz. 32 fr.

J. de la Vallée - Poussin. »Cours d’Analvse infinité-
simal«. Paris, Gauthier - Villars, 1903, 1 tom str. 372,
brosz. 12 fr.

J. Tannery. »Lecons dAlgébre et d’Analyse«. Paris,
Gauthier-Villars, 1906. 2 tomy. 24 fr. Tom |. zawiera al-
gebre (teorye liczb niewymiernych), tom Il. zawiera sze
regi, rdzniczkowanie, catkowania i réwnania algebraiczne
z licznem zastosowaniem teoryi i ¢wiczeniami.

J. Tannery. »Introduction a la théorie des fonctions
d’une variable«. 2. Edition, Paris, librairie scientifiqgue A
Hermann, 1904. Dotychczas wyszedt tom I. Dzieto to za-
wiera teorye liczb niewymiernych, mnogosci, granice, sze-
regi, iloczyny nieskonczone, funkcye elementarne, pochodne.

ZASADNICZE POJECIA lg
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Znajomos¢ tego dzieta jest niezbedna, jezeli sie chce pra--
cowacé naukowo.

E. Goursat. »Cours d’Analyse mathématique«. Paris,g
Gauthier-Villars, 1902—1905. (Cours de la Faculté de Scien-.-
ces de Paris). 2 tomy brosz. 40 fr.

* C. Jordan. »Cours d’Analyse de I'Ecole Polytechni-
que«. 2. Edition, 1893—1896. Paris, Gauthier-Villars, 3 tomyy
brosz. 49 fr.

* Ch. Méray. »Lecons nouvelles d’Analyse infinitési4-
male et ses applications géométriques«. Paris, Gauthier--
Villars, 1894—1898. 4 tomy brosz. 40 fr.

* E. Picard. »Traité d’Analyse«. Paris, Gauthier-ViU-
lars, 1901—1905. (Cours de la Faculté des Sciences dee
Paris). Dotychczas wyszty 3 tomy, czwarty tom jesfct
W przygotowaniu.

Z teoryi funkcyj analitycznych mozna poleci¢ dzieto:):

* E. A Fouet. »Lecons élémentaires sur la théoriee
des fonctions analytiques«. Paris, Gauthier-Villars, 2. Edii-
tion, 1907. 2 tomy.

Jezeli czytelnik pragnie nieco gruntowniej pracowac¢
w matematyce, to nalezy mu radzi¢, aby koniecznie poznait
jezyk niemiecki i francuski, gdyz najwazniejsze dzieta sag
wydawane przewaznie w tych jezykach. Zaznajomienie sieg
z tymi jezykami takie, aby médz czyta¢ ze zrozumienierm
dzieta matematyczne, nie nastrecza nieprzezwyciezonyclh
trudno$ci. Przy dobrej woli i ochocie mozna stosunkowco
dos¢ predko dojs¢ do pewnej biegtosci w uzywaniu tyclh
jezykow.
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93,
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Mnogos¢ liczb 94.
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Najmniejsza liczba mnogosci 100,
najwieksza » » 100,

nieréwnosci 2,
nieskonczenie mala 73.

O.

Obraz funkcyi 26,
obszerno$¢ drgania 65,
odcieta punktu 16,
oscylacya funkcyi 109.

P.
Peryod 79,
pochodna 52,
prawy koniec przedziatu 101,
predko$¢ ruchu 60,
prosta liczbowa 1,
przedziat liczb 97,
przyblizenia dziesietne 79.

R
Radyan 10,
réwnanie prostej 17,
rézniczka 67,
rézniczkowanie 67,
ruch drgajacy 65,
ruch jednostajnie przyspieszony
63,

ruch jednostajuy 18,
rzedna punktu 17.

S.
Sinus 12,
state wielkos$ci 20,
stopien 9,

suma kwadratéow 7,

suma liczb od 1 do n 5.
S

Srodek przedziatu 100.
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Tangens kata 13,

trojkat prostokatny 14,

trygonometrya 11,

twierdzenie Rollego 118, 119, ,

twierdzenie o $redniej wartososci
118, 122.

W.

Wahanie si¢ funkcyi 109,
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y = E(X) 24,
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