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PRZEDMOWA.

Obok podręczników &asad analizy wyższej czyli ra ­
chunku różniczkowego i całkowego, podręczników znako­
mitych i bardzo obszernych, jakie posiadamy w języku 
polskim, są także podręczniki mniejsze, również dla sa­
mouków przeznaczone — spis ich podajemy w ostatnim 
rozdziale książki niniejszej; mimo to wydajemy tę książkę 
dlatego, ze się różni od istniejących, bo różni się metodą 
wykładu. Brak niewielkiej książki polskiej, wprowadzają­
cej czytelnika w początki analizy matematycznej w sposób 
dydaktyczny a przytem o ile możności ścisły, od dawna 
dawał się odczuwać. Wiadomo bowiem, że studenci opu­
szczający szkołę średnią nie są przeważnie na tyle przy­
gotowani, by mogli czytać podręczniki wyższej analizy 
w języku polskim, a tem mniej w językach obcych. Nadto 
jest pewna grupa ludzi inteligentnych, nie zajmujących się 
zawodowo matematyką, a mimo to ciekawych, co to jest 
różniczka, względnie pochodna i całka.

Mając to na uwadze napisaliśmy książeczkę, w któ­
rej podajemy kilka pojęć naczelnych rachunku różniczko­
wego i całkowego, a mianowicie określamy, co to jest 
wielkość zmienna  i stała, funkcya, jej ciągłość i granica , 
co to jest pochodna i różniczka, granica ciągu i całka 
funkcyi. Nie chcieliśmy więcej wiadomości nagromadzać,
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VI

przyjmowaliśmy bowiem, że czytelnik nie ma wielkiej 
i obszernej znajomości matematyki elementarnej. Żaden 
zawodowy matematyk tez się nie zdziwi, że tak nie dużo 
podaliśmy materyału na tylu stronach, a to w myśl przy­
słowia: non multa , secl m ultum . Owszem, jeżeli ten tomik 
będzie dobrze przyjęty, to wydamy drugi tomik, który 
pierwszy dopełni. Chodziło nam przedewszystkiem o formę 
wykładu bardzo trudnych a zasadniczych pojęć, które po­
dajemy. Wykład nasz jest indukcyjny; podajemy przy­
kłady, które są tak dobrane, aby w czytelniku wytworzyły 
pojęcie intuicyjne, następnie formułujemy pojęcie ścisłe, 
określone, i znów podajemy przykłady. Dajemy pojęcia 
a jak najmniej »regułek«, »formułek« i »wzorów« — jesteśmy 
bowiem zdania, że nigdzie tak łatwo nie może panować 
nauka mechaniczna i czynić takich spustoszeń umysło­
wych, jak w matematyce nie odpowiednio wykładanej.

Książkę tę w pierwszym rzędzie chcielibyśmy widzieć 
w rękach naszej, uczącej się młodzieży, zamierzającej oddać 
się naukom ścisłym t. j. matematyce, przyrodoznawstwu 
i technice, młodzieży, która już w klasie VI. gimnazyalnej 
a V. szkoły realnej z niniejszej książeczki korzystać może. 
Sądzimy nadto, że po dokładnem jej przerobieniu może 
czytelnik z łatwością zabrać się do studyowania podręczni­
ków, których spis podajemy w ostatnim rozdziale.

A u to ro w ie .
W październiku 1909 r.
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SPROSTOWANIA.

Str.: Wiersz:
4 7 z dołu po literze b winno być: gdzie b jest liczbą do­

datnią.
7 12--15 z góry obok nawiasu po słowie: »jedynek« dodać: »po 

jednej na końcu każdego wiersza«.
8 4--11 obok nawiasu po słowie: »jedynek« dodać jak 

wyżej.
9 6-- 5  z dołu słowa: »o promieniu równym przyjętej przez 

nas jednostce« opuścić.
12 14 z góry zamiast: (— 2 r. +  0-8) ma być: (2 -  — 0’8).
12 4 z dołu zamiast -+- f  winno być +  [ |.
12 3 » zamiast: »sin a =  +  §« winno być: »sin a =  

=  +  J! =  +  l w przybliżeniu«.
13 4 z góry zamiast — J winno być — f |.
13 5 » zamiast: »cos a =  — f« winno być: »cos a =  

=  — II w przybliżeniu«.
13 20 * zamiast: »tga =  — l , lo* winno być: »tga =  

=  — \ l w przybliżeniu«.
13 4 z dołu zamiast: »ctg a =  — fi« winno być: »ctga =  

=  — ]» =  — y =  -  1̂  w przybliżeniu«.
14 i 15 — zamiast: (3, y czytaj: ¡3°, y° i odtąd stale tak samo.
15 7,8,10,11 z góry zamiast: *przez* czytaj: *razy«.
45 — Figura 15 winna mieć numer 16-tej.
46 — Figura 16 winna mieć numer 15-tej.
49 8 z góry po słowie: »rzędnej« dodaj: »na prostej AM«.
66 2 z dołu po słowie: »kierunek« dodaj słowo: »ruchu«.
75 11 z góry po słowie: »czyli« dodaj: »wyrazy«.

100 12 » po słowie: »najmniejszej« winien być nawias
zamykający: )
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Str.: Wiersz:
105 12 z dołu zamiast: »i« ma być: »lub*.
105 8 » zamiast: »— d« winno być: »— ć«; zamiast:

»+ d «  winno być: »+£«.
106 9 » zamiast: »x =  0« winno być: »x =  2«.
115 3 z góry po słowie: »przedziałów« dodaj: »częściowych«.

Na figurze 27. punkt o współrzędnych a, f(a) 
należy oznaczyć literą A.

134 7 z dołu opuścić wyraz: ponieważ.
W rozdziałach VI-tym i następnych zamiast »twierdzenie średniej 

wartości« winno być »twierdzenie o średniej wartości«.
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ROZDZIAŁ I.

Wstęp.

Rozdział niniejszy zawiera kwestye luźne, ze sobą 
niepowiązane, a będące przygotowaniem do rachunku róż­
niczkowego i całkowego. Czytelnik, który poznał nieco 
dokładniej matematykę elementarną, dobrze zrobi, jeżeli 
mimo to rozdziału tego nie pominie.

§ 1. Prosta liczbowa. Jak wiadomo, rozpoczyna się 
arytmetykę od teoryi liczb szeregu naturalnego: 1, 2, 3,
4, 5, 6, . . . ,  potem przechodzi się do teoryi ułamków, które 
wraz z liczbami całkowitemi tworzą liczby wymierne; na­
stępnie przechodzi się do liczb niewymiernych, a stąd do 
liczb względnych t. j. dodatnich i ujemnych; liczby te 
obejmujemy nazwą (mniej szczęśliwie obraną, ale history­
czną) liczb rzeczywistych.

Uzmysłowieniem tych liczb jest tak zwana prosta 
liczbowa.

Uważajmy prostą nieograniczoną i naznaczmy jeden 
z jej punktów literą O (fig. 1), przez co rozpadnie się na 
dwie strony, stronę lewą i stronę prawą. Weźmy po stronie 
prawej tak punkt A, żeby odcinek OA był równy jednostce 
długości, którą obraliśmy. Punkt O uważajmy za obraz

ZASADNICZE POJĘCIA 1
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B' A' O A B 
--- 1--- 1--- 1------- 1--- 1--- i------- 1-------1-----—I-------1------- 1---

- 2  — lf  - 1  - i  - i  O +1 + ą  +2
Fig. 1.

liczby O, punkt A za obraz liczby 1; weźmy inny punkt B 
i wymierzmy odcinek OB przy jednostce OA, mierzy go 
liczba a (np. 2), to punkt B uważamy za obraz (geome­
tryczny) liczby + 2  lub —2 zależnie od tego, czy punkt B 
leży po stronie prawej czy lewej punktu O. Na figurze 
naznaczyliśmy kilka punktów i liczby, których są obra­
zami. Widzimy, jak to wiadomo z arytmetyki, źe do każdej 
liczby rzeczywistej istnieje punkt na tej prostej, jako jej 
obraz i do każdego punktu prostej liczba rzeczywista, któ­
rej jest obrazem.

Widać, że jeżeli uważamy dwie liczby a, b (np. —3, 
—H  albo —2, 0 albo —1, |  albo 0, 2 albo 3, 4), to obraz 
liczby większej leży na prostej tej na prawo od obrazu 
liczby mniejszej.

Stąd też pochodzi zwyczaj mówienia »to lub owo 
dzieje się w punkcie 3« zamiast »to lub owo dzieje się 
dla liczby 3«.

§ 2. 0 nierównościach. Liczba 5 jest większa od liczby 
|/7 i napiszemy 5 >  f l  lub |/ 7 << 5, co nazywamy nieró­
wnością.

Często mówimy: liczba a =  3 spełnia nierówność 
a <1/29 t. zn. źe gdy w nierówności a < ^ 2 9  podstawimy 
liczbę 3 za a, to otrzymamy prawdziwą nierówność 
3<CV29; albo mówimy: liczby a =  7, b =  15 nie spełniają 
nierówności a < b  t. zn. gdy w nierówności a <<b podsta­
wimy liczbę 7 za a i liczbę 15 za b, to otrzymamy nie­
prawdziwą nierówność 7 < < l-5.

Przypomnijmy sobie dalej z arytm etyki następujące 
kwest ye.

Jeżeli od t. zw. obu stron nierówności 7 << 12 odej­
miemy tę samą liczbę np. 3, to otrzymamy nierówność
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7 — 3 <<12 — 3 czyli nierówność 4 <<9 ze znakiem nierów­
ności (tu < 0  tak samo ustawionym (a nie odwróconym na 
z n a k » ;  podobnie jest 7 — 20<<12  — 20 czyli —13<< — 8 
itd. Jest 6I3Iir < 6 ,4, bo jest 6f^ = 6 ^ < 6 4 = 6 ^  =  6TWfr, 
więc jest 6yVt — 6‘3<<6-4,— 6’3. Mówimy krótko: Równe 
liczby odjęte od liczb nierównych dają różnice nierówne 
z tym  samym znakiem nieróivności.

Jeżeli zaś od liczby 5 odejmę raz 4, drugi raz 12, 
to oczywiście wtedy, gdym odjął więcej, muszę otrzymać 
na resztę mniej; mogę to tak napisać: od liczb równych
5 =  5 odejmuję nierówne liczby 4 -< 12  i na resztę otrzy­
muję nierówne liczby 5 — 4 = 1 ,  5 — 12 =  — 7 ale znak 
nierówności trzeba odwrócić 1 >> — 7, swoją rozwartością 
znak nierówności ma być zwrócony na lewo, a nie na 
prawo.

Podobnie, gdy jest 12 =  |/2, 1<C 2, to }2 — 1 >»}2 — 2.
Ogólnie powiemy: Nierówne liczby odjęte od liczb 

równych, dają na w ynik reszty nierówne z odwróconym  
znakiem nierówności.

Często będziemy używali nierówności 3 << 4 •< 7 << 
}50<< 100, t. zn. że jest 3 <  4, 4 < 7 ,  7 < ]'50, j 5 0 <  100
i zamiast powtarzać^liczby 4, 7, ] 50 piszemy jednym cią­
giem 3<C4<<7<<150<; 100.

Wiemy, że jest 4 <<10; a w jakim stosunku są od­
wrotności obu stron czyli liczby T̂ ?  Otóż jest i  
podobnie jest 20,1 < 3 0 f  czyli ^  << 2| 4, a stąd T jhr^-sir»  
gdy jednak weźmiemy nierówność — 4 << 2, to — -J- nie jest 
większe od 1-. Powiemy więc: Gdy obie strony nieróicno- 
ści są dodatnie, to ich odwrotności są również sobie nie­
równe z odwróconym znakiem  nierówności.

Często piszemy:
a <  b lub a b 

t. zn. a jest albo mniejszą liczbą od b albo równą; znak 
składa się z dwóch znaków << = ;  powiemy krótko:

Liczba a co najicyżej równa się liczbie b.
1*
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Wzór a b czytamy, że liczba a jest większa od 
liczby b lub jej równa czyli: Liczba a co najm niej równa 
się liczbie b.

§ 3. Bezwzględna wartość. Liczby — ]2, — 10, 0, -j-5, 
- j-7 mają bezwzględne wartości ( 2, 10, 0, 5, 7. Oznaczać 
ją będziemy, biorąc liczbę w dwie pionowe kreski; 
a więc jest
| - / 2 | = ] / 2 ;  | — 10 | =  10, 10 | =  0, | +  5 | =  5, | + 7  | = 7 .

Można napisać też | — 10 | <<20 t. j. 10 <<20.
Jakie liczby wolno podstawiać za x, aby było

f x — 1 | < 0-1

Oczywiście liczba x =  5 nie spełnia tej nierówności, 
bo jest |5  — l | =  | 4 | =  4 i jest 4>>0'1. Ale np. niech 
x =  1-001, to jest 1001 — 1 ! =  ! 0*001 = 0  001 <<0 1 ; albo 
niech x =  0'99, to jest | 0*99 — 1 | =  | — 0'01 | = 0 '01< <01: 
widać, że liczby, które wolno podstawić za x mają być 
dość bliskie liczby 1.

Zauważmy, że jest | 0 3 — l -5 | =  | — 12 | =  1*2 i po­
dobnie | 1*5 — 03 | =  | 1-2 | =1*2 czyli jest | 0‘3 —T5 | =  
j 1*5 — 03 | . Podobnie jest | 7 — 4 | =  | 4 — 7 | , a ogólnie 
jest ¡ a  — b | =  | b — a | .

Jeżeli jest | a | << 2, to liczba a może być równa
liczbom 1, 1 -̂, f , __  ale także —1, —lł ,  — £-,—  czyli
liczba a ma być zaw arta między liczbą — 2 i 2 ; w yra­
zimy to wzorem

— 2 < a <  +  2.

Ogólnie: jeżeli jest | a | << b, to jest także
— b < > • <  -j- b

Stąd np. jest
— b —(— c << a —|— c << —(- b —(- c

albo
— b — c << a — c<< +  b — c

itd.
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Uważajmy sumę algebraiczną

( +  5) +  (— 7) +  (— 1) =  5 — 7 — 1 =  — 3
otóż jest

I (+ 5 )  +  ( - 7 )  +  ( - l )  | =  | 5 - 7 - 1  | =  | — 3 | = 3
1 utwórzmy obok tego sumę bezwzględnych wartości ka­
żdego dodatnika z osobna:

I + 5  | +  | - 7  | +  | - 1  | = 5  +  7 +  1 =  13 
więc jest:

|(+5) +  ( - 7 ) +  (— 1)1 =  1 5 - 7 - 1 1 < | + 5 |  +  |— '7 I +  (— 1|, 

bo jest 3 <<13.
Podobnie: |9 — 3 | <1 I 9 | +  | — 3 1f bo jest 6 < 1 2 , 

ale jest | —2—3 | =  | —5 | =  5 =  —2 | +  | —3 | =  2 +  3 =  5, 
podobnie |5  +  8 | =  | 5 |  +  | 8 | = 1 3  czyli: Bezwzględna 
iccirtość sumy kilku  dodatników je st mniejsza lub równa 
sumie bezwzględnych wartości każdego dodatnika z osobna 
(ale nigdy od niej większa).

Weźmy: j (— 3).(— 5) | =  | +  15 | =  15, a nadto 
iloczyn bezwzględnych wartości obu czynników z osobna 
| — 3 | =  3, | — 5 | =  5, więc

| ( - 3 ) . ( - 5 )  j =  | — 3 | . | — 5 | ; 
podobnie jest

| ( - 2 ) . ( + 3 )  | =  | - 2  | . | + 3  | , 
bo jest 6 =  2 .3

czyli ogólnie jest: Bezwzględna wartość iloczynu dwu lub 
kilku  liczb je st równa iloczynowi bezwzględnych wartości 
każdego czynnika z osobna.

§ 4. Suma liczb szeregu naturalnego od I do n i suma 
ich kwadratów od I 2 do n2.

1). Obliczmy sumę s = l  +  2 +  3 +  4, oczywiście jest 
także s =  4 +  3 +  2 +  l i dodajmy s do s w ten sposób
2 s =  (1 +  4) +  (2 +  3) +  (3 +  2) +  (4 +  1) =  5 +  5 +  5 +  5;
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tych piątek jest tyle, ile wzięliśmy liczb szeregu natural­
nego, aby je zesumować; możemy więc napisać 

_ 4 .( l  +  4 ) _ 4 . 5 _  
s -  2 “ 2 U'

Obliczmy podobnie: 
s =  1 + 2  +  3 +  4 +  5 +  6 +  7 +  8 +  9 +  10, 

dodajmy do tego:
s== io  +  9 +  8 +  7 +  6 +  5 +  4 +  3 +  2 + l ;

będzie:
2 s =  11+ 11+ 11+ 11+ 11+ 11+ 11+ 11+ 11+ 11;

dlaczego muszą zachodzić same jedenastki ? oto pierwsza 
i ostatnia liczba dają na sumę liczbę 11; druga jest od 
pierwszej większa o 1, ale znów przedostatnia jest mniej­
sza od ostatniej o 1 czyli suma drugiej liczby i przedosta­
tniej da znów sumę 11 itd. Będzie więc

s  =  1 0  ( 1  +  1 -0 )  =  5 5  

Li

Ogólnie obliczmy:
s =  1 +  2 +  3 +  4 +  5 + . . .  +  (n — 1) +  n;

dodajmy s =  n +  (n — 1) + .......+ . . . +  2 +  1,
stąd: 2 s =  (1 +  n) +  (1 +  n) + .......+  (1 +  n) +  (1 +  n)

i tych nawiasów jest n, więc
2 s =  n (l +  n), a stąd:

„ _ n (1 +  n)
S _ ' 2 *

Np. obliczmy s = l  +  2 +  3 +  4 +  5 +  6 +  7; tu

7 ( ! + 7) 7 -8 oq n u r n =  7, więc jest s = ---- ^----- =  =  Obliczmy

s =  1 + 2  +  3 +  4 +  . . . . +  (m — 1); tu jest n =  m — 1,
(m — 1) (m — 1 +  1) m (m — 1) 

więc jest s = ------------ 0 -------- = ------ C)------•

-  6 —
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Obliczmy s — 2 —|— 4 —(— 6 -f- 8 —{- . . . .  —j— 2 (ni — l)j otóż 
czynnik wspólny 2 weźmy przed nawias:

s =  ^ [1 —|— 2 —{— 3 —j— —  +  (m — 1)]
i teraz stosujmy powyższy wzór, kładąc n =  m — 1; będzie

_  (m — 1) (m — I-) -1) _
9

m (m — 1).

2). Obliczmy sumę kwadratów liczb szeregu natu­
ralnego:

S =  13 —1— 22 —}— 32 —J— 42 —|—__ +  n 2.
W tym celu obliczmy najpierw jako przykład:

S =  l 2 +  22 +  32 +  42 +  52,
otóż jest:

l 3 =  1
2S =  (1 —{— l)3 =  13 —|— 3 .1 2.1 — 3 .1 .1  —j— 1,
33 =  (2 -j— l)3 == 23 —f— 3 . 22.1 —f— 3 .2 .1  —j— 1,
43 =  (3 +  l)3 =  33 +  3 .3 2. l  +  3 .3 .1  +  l,
53 =  (4 —|— l)s =  43 —J— 3 .42.1 —)— 3 .4 .1  —f— 1,
6» =  (5-|-1)» =  53- f  3 .52. 1 +  3 .5 .1  +  1,

i dodajmy to, będzie:

13+  23+  33+  43+  53+  63 =  ( l3 +  23 +  33 +  43 +  58) +  
+  3 ( l2 +  2* +  32 +  42 +  52) +  3 (1 +  2 +  3 +  4 +  5) +  
+  1 +  1 +  1 +  1 +  1 +  1, ale l 3 +  23 +  3!, +  43 +  53 obu­
stronnie można odjąć tak, iż zostaje:

63 =  3 . S +  3 (1 +  2 +  3 +  4 +  5) +  6, a więc:
5.(1 +  5) . ,

Równości 6 
i tyleż 

jedynek.

63 =  3 S +  3.

;a stąd: 

<czyli:

6J
3 .5 .( 1 + 5 )

2

3 S =  216 — 45
S =  165 : 3 =  55

-  6 =  3 S

6 =  165
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Obliczmy teraz ogólnie:
S =  l 8- f  22+  32 +  48 +  n2 

w tym celu ułóżmy: 

l 3 =  1
23 =  (1 +  l)3 =  l 3 +  3 .1 '2 +  3 .1  +  1,
33 =  (2 +  l)3 =  23- f 3 . 2 2 +  3 . 2 - f  1,
43 =  (3 —J— l)s =  33 —j— 3 . 32 —{— 3 .3  —f- 1,
5a =  (4 — l)3 =  43 —j— 3. 42 —j— 3 .4  —|— 1,

— 8 —

n3 =  [ (n - l )  +  l ]3 =  ( n - l ) 3+ 3 . ( n - l ) 2+ 3 . ( n - l ) + l ,
(n +  l )3 =  (n +  l )3 =  n3 +  3 n2 +  3 n - f  1,

dodając otrzymujemy:

18_^23- f 33+ ... .+ n 3H -(n + l)3 =  [ l3+ 2 3-j-33+....(n—l)8+ n 3] +  
+  3 [ l i +  2! +  3! +  . . . - | - ( n - l ) i +  n 2] +

+  3 fl +  2 +  3 +  4 +  . . . ( n - l ) + n ]  +  1 +  1 + . . . .  +  1.
(n +  1)

Obustronnie można odjąć:
l 3 +  23 +  33 +  . . .  +  n s,

to zostaje:

(n +  l)« =  3S +  3 . | ( l  +  n) +  n +  l,

stąd:

(n +  l) ł —  ^ n  ̂ —  —  n — 1 =  3 S  

czyli: #

3S  =  n 3 +  3 n 2 +  3n  +  l — — n — 1,

2 n3 +  6 n2- |- 6 n +  2 — 3n — 3 n 2 — 2n — 2
- 2 ,

QO 2 n3- f -3 n2- |-n  _  n (2 n2-f-3n +  1).
6  2 ~  2 ’
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ale jest 2 n2 -j- 3 n +  1 =  (2 n - f -1) (n - f -1), jak łatwo się 
przekonać, więc jest:

n(n +  l)(2n  +  l)
6 '

Obliczmy np. S =  18 — 28 —|— 32 —j— 4“ —|— 5*; tu jest 
n =  5, więc jest

s  =  5 (5 + 1 )0 0  +  D  =  5.6.11 =  55
6 6

§ 5. Uważajmy iloczyn 7 .h  gdzie na h nadawać mo­
żemy różne wartości np. h =  10, h =  0,l , h =  100 etc. 
Dla h =  01  jest 7h =  0‘7, dla h =  0-001 jest 7h  =  0007; 
dla h =  0-000.0001 jest 7 h =  0 0000007; dla h =  — 0-001 
jest 17 h | =  0-007, dla h =  — 0 000001 jest | 7 h | =  0-000007 
czyli im bliższą zeru liczbę podstawimy za h (t. j. im 
mniejszą co do bezwzględnej wartości), to tem mniejszą 
wartość co do bezwzględnej wartości ma iloczyn 7 h. Jaką 
np. liczbę trzeba podstawić za h, aby było 7 h =  0-00024 =
=  TołfoTF? otóż Jest I 7 h I =  I 7 I • I h I (według § 3), 
więc ma być:

7 h | =  TirłlhnT czyli: | h | =
a więc ma być

albo: h =  Txr̂ 00, albo: h =
Te same własności ma oczywiście iloczyn 3 li lub 

20 h itd.
§ 6. Radyan. Jak wia.domo, kąt mierzymy w elemen­

tarnej geometryi na stopnie t. z. z wierzchołka kąta, jako 
środka rysujemy koło o promieniu równym przyjętej przez 
nas jednostce i obwód koła dzielimy na 360 równych czę* 
ści; przez dwa sąsiedne punkty podziału rysujemy pro­
mienie ze środka koła i kąt zawarty między nimi nazy­
wamy 1 stopniem (1°) (figura 2 w powiększeniu). Następnie 
badamy, ile takich stopni, względnie jego części mieści się
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na danym kącie. Jednostką kąta jest tu stopień, np. kąt 
może się równać 38'594°.

Ale jak długości można mierzyć na metry lub łokcie, 
tak samo możemy kąty mierzyć i w innych jednostkach. 
Otóż taką nową jednostką będzie radyan\ jest to kąt, na 
którym mieści się łuk koła wielkości promienia (fig. 3). 
Jednostka kąta jest obecnie większą niż 1°.

Zapytajmy, ile radyanów ma prosty, półpełny 
i pełny kąt.

Zauważmy najpierw, że jeżeli kąt obejmuje łuk równy 
dwom promieniom, to kąt ma dwa radyany; kąt, obejmu­
jący łuk równy 3, 4, 5 ,... promieni, ma 3, 4, 5 ,... radya­
nów; .kąt, obejmujący łuk długości -J-, ... promienia, 
ma też ... radyana. Ogólnie: kąt, obejmujący 
łuk równy b promieni, ma też b radyanów. Tasama liczba, 
która mierzy łuk w promieniach, mierzy odpowiedni kąt 
w radyanach.

Aby odpowiedzieć na nasze pytanie, trzeba się więc 
zastanowić, jak wielki łuk leży na kącie prostym, półpeł- 
nym i pełnym. Otóż obwód koła wynosi 2 -  (bo tu wzię­

Fig-. 3.
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liśmy r =  1), tedy na kącie prostym leży łuk koła równy
2  7T 7w TT—-  =  — promieni, a więc kąt prosty ma — radyanów.rt £ &

Kąt 45° (połowa kąta prostego) ma ~ radyanów.

Na kącie półpełnym leży połowa obwodu, mająca
2 TC
—  =  77 promieni, więc kąt półpełny ma n radyanów.
£

Kąt, złożony z trzech kątów prostych, mający 270° 
t: 3~( =  3.90°) ma też 3. ^ radyanów.
u u

Kąt pełny ma 2 77 radyanów.

Jeżeli powiemy: kąt — lub ~ itd., to mamy na myśli4: £

kąt mający ~ radyanów (45°) lub ^  radyanów (90°) itd.

Obliczmy powierzchnię wycinka kołowego, utworzo­
nego przez promienie tworzące ze sobą kąt a radyanów; 
łuk tego wycinka ma a promieni. Powierzchnia wycinka
, . , łuk x  promień . . a . l  a kołowego równa ---------^--------- wynosi więc

przyczem jednostką powierzchni jest kwadrat zbudowany
na promieniu.

Jeżeli jednostką powierzchni jest 1 cm2, to trzeba łuk
i promień wyrazić w cm.; otóż niech promień ma r cm,
tedy łuk ma (a .r) cm, więc powierzchnia wycinka koło-

. a r  . r  a r 2 9 
wego wynosi —-— =  c

§ 7. Z łrygonometryi. (Fig. 4). Narysujmy koło i w niem 
dwie proste przez środek A prostopadłe do siebie, z któ­
rych poziomą nazwiemy osią cosinusów, a pionową osią 
sinusów; część od A ku B nazwiemy dodatnią osią cosi­
nusów, od A ku C dodatnią osią sinusów. W punkcie B 
rysuję styczną do koła jakoteż i w punkcie C. Styczną 
w B nazywamy osią tangensów, styczną w C osią cotan­
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gensów; część od B ku D nazwiemy dodatnią osią tangen- 
sów, część od C do D dodatnią osią cotangensów.

Będziemy uważali kąty, których jedno ramię leży 
wzdłuż AB, drugie ramię albo powstało przez obrót w kie­
runku naznaczonym przez strzałkę jako dodatni, albo w kie­
runku ujemnym. Uważajmy ramię AE; możemy albo uwa­
żać kąt ostry BAE, który ma np. 0-8 radyanów (powiemy,

że ma -(- 0-8), albo 
¿  kąt wypukły BAE 

powstały stąd, że ra ­
mię ruchome obró- 
ciło się w kierunku 
ujemnym, ma więc 
(—2 —-|-0*8) radya­
nów, a powiemy, 
że ma — (2 - —08) 
radyanów. Trzeba 
dobrze zrozumieć, 
że kąt nie może 
być ani dodatni ani 
ujemny, tylko przez 
umowę możemy go 
mierzyć liczbą do­
datnią lub ujemną.

Uważajmy (fig. 5) kąt mający a radyanów; ramię 
drugie jest prostą AE. Punkt M przecięcia się drugiego 
ramienia z kołem rzutujmy prostopadle na oś sinusów, 
rzutem będzie punkt N, odcinek AN (zawsze od A) wy­
mierzmy przy promieniu jako jednostce np. wypadnie 
liczba £ i oznaczmy ją znakiem -{-• lub — zależnie od 
tego, czy punkt N leży na dodatniej osi sinusów czy nie; 
tu wypadnie wziąć liczbę -f-f, tę liczbę nazywamy sinu­
sem tego kąta, co piszemy: sina =  -f-f.

Punkt M przecięcia się drugiego ramienia z kołem 
rzutujemy następnie prostopadle na oś cosinusów^ rzutem
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będzie punkt P; odcinek AP (zawsze od A) wymierzmy 
przy promieniu jako jednostce i liczbę tę opatrzmy znakiem 
-(- lub *— zależnie od tego, czy rzut P leży na dodatniej osi 
cosinusów czy nie; tu wypadnie (około) — f; liczbę tę na­
zywamy cosinusem danego kąta i piszemy cos a =  — f.

Dotąd rzutowaliśmy dla sin a i cos a; obecnie bę­
dziemy osie przecinali, a mianowicie: drugie ramię AE 
doprowadzamy do prze­
cięcia z osią tangensów 
(tu trzeba je przedłużyć £  
wstecz) w punkcie R, 
wymierzamy odcinek BR 
(zawsze od B) i liczbę 
znalezioną opatrujemy 
znakiem -f- lub —, zale 
żnie od tego, czy punkt 
R leży na dodatniej osi 
tangensów, czy nie; licz­
bę tę oznaczymy tg a; 
tu będzie tg a =  — 1 ^ .

Drugie ramię AE 
doprowadźmy do prze­
cięcia z osią cotangen­
sów w punkcie S, wy­
mierzmy odcinek CS (zawsze od C na tej osi) przy pro­
mieniu, jako jednostce i liczbę znalezioną opatrzmy zna­
kiem -f- lub — , zależnie od tego czy punkt S leży na 
dodatniej osi cotangensów, czy nie; liczbę tę nazywamy 
cotangensem danego kąta i oznaczamy ją przez ctg a; tu 
jest c tg a  =  —

Trzeba jeszcze dodać, co czytelnik z łatwością uspra-
7- 3 TT

wiedliwri: sin0 =  0, sin~ =  +  l, sin7r =  0, sin =  — 1,

x 3 -s in 2 -  =  0, cos0 =  +  l, cos~ =  0, cos- =  — 1, cos-^-:: =  0,
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IZcos 2 TT =  — 1, tg 0 =  0, tg ^  nie istnieje, bo nie ma punktu
£

przecięcia drugiego ramienia idącego wzdłuż AC i osi tan-
3 71gensów, tg tt =  0, t g - ^  nie istnieje, tg 2 77 =  0, ctgO nie

77 3 77istnieje, ctg — =  0, ctg -  n ie. istnieje, ctg —- =  0, ctg 2 77
— u

nie istnieje.
Obracając drugie ramię z położenia AB w kierunku 

dodatnim możemy śledzić jak się zmieniają sin, cos, tg,
ctg kąta; podobnie, 
gdy kąt dość bliski 

010%! zera, a ujemny np. 
a =  — 01, to sinus 
jego jest ujemny, 
jak się łatwo czy­
telnik opisaną po­
wyżej konstrukcyą 
i mierzeniem al- 
gebraicznem prze­
kona.

Widać dalej, że, 
gdy weźmiemy ką- 

u ty ostre dodatnie,
Fjo-. 6. to ich siQ> cos, tg,

ctg są dodatnie.
§ 8. Dany jest trójkąt prostokątni, którego przeciw- 

prostokątnia wynosi a cm, przyprostokątnie b cm i c cm, 
kąty ostre fi0 i y° (fig. 6). Z jednego wierzchołka trójkąta, 
jako środka zatoczmy koło promieniem równym przeciw- 
prostokątni i umieśćmy osie, jak na fig. 6. Widać, że jest: 

A N MP b
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CŚ MN A P  c 
^ A C  AN MP b * C

c =  b ctg i.

Zrobiwszy podobną figurę na wierzchołku kąta y 
otrzymamy:

c =  a sin y, b =  a cos y, c =  b tg y, b =  c ctg y.
Widać stąd, że: liczba mierząca przyprostokątnię równa  
się liczbie mierzącej przeciwprostokątnię przez sinus kąta  
przeciwległego p rzy  prostokątni albo przez cosinus kąta  
przyległego; liczba mierząca przyprostokątnię równa się 
liczbie mierzącej drugą przyprostokątnię przez tangens 
kąta przeciwległego pierwszej p rzy  prostokątni albo przez  
cotangens kąta przyległego pierwszej p rzy  prostokątni; 
wyrażają to krótko wzory:
b =  a sin p. b =  a cos y. b =  c tg H. b =  c cotg y. 
c =  a sin y. c =  a cos p. c =  b tg y. c =  b cotg ¡3. 
Nadto stąd otrzymujemy:

co wyprowadziliśmy dla kątów ostrych, a jest prawdziwe 
dla dowolnych kątów.

Ostatnie wzory wyrazimy słowami: tangens kąta  
równa się ilorazowi sinusu tego kąta przez jego cosinus. 

Obliczmy jeszcze sin 45°, cos 45°, tg 45°, cotg 45° czyli
IZ IZ IZ IZsin^, cos-, .tg^ , cotg^-. Otóż trójkąt prostokątni mający

jeden z kątów ostrych równy 45°, ma drugi taki sam kąt 
czyli jest równoramienny i niech ramiona mają po 1 cm 
(fig. 7), przeto na mocy twierdzenia Pitagorasa przeciw- 
prostokątnia ma ] 2 cm (| 2 =  | V +  l 2); więc na mocy po­
wyższych wzorów jest:

a cos ¡3 cos $ ’ 
a sin y _ sin y

a sin _ sin fi

sin y
a cos y cos y ’
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tg 45° =  tg- j  =  cotg 45° =  cotg ~ =  1.
4  4

§ 9. Z geometryi analitycznej. Uważajmy punkt na 
kartce papieru; aby jego położenie opisać, trzebaby wie­
dzieć, jak daleko 
leży od brzegów 
kartki. Przy pomo 
cy tej uwagi zro­
zumiemy następu­
jące rozumowanie.

f +

-  J t 0  +■

I11 
>=» 

1 1 1

b  —

\  Miary J

Fig:. 7 . Fig-. 8

Narysujmy prostopadłe do siebie proste x 'x , y 'y ,  
przecinające się w punkcie O (który nazwiemy początkiem 
spółrzędnycli). Część Ox nazwijmy dodatnią półosią x-ów, 
część Ox' ujemną półosią x-ów; część Oy nazwijmy do­
datnią półosią y-ów (ypsylonów), Ov' ujemną półosią y-ów. 
Weźmy jakikolwiek punkt M (byle nie leżący na osiach) 
i rzutujmy go prostopadle na oś x 'x  i oś y 'y ;  otrzymamy 
(fig. 8) punkty A, B. Przy obranej jednostce odmierzmy 
odcinki OA, OB i liczby otrzymane zaopatrzymy znakiem 
-f- lub — zależnie od tego, czy punkt A, względnie B leży
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n a  dodatniej półosi x-ów, względnie y-ów, czy nie; pierwszą 
liczbę zowieray odciętą, drugą rzędną; u nas odcięta (którą 
oznaczamy literą x) wynosi np. x =  — lf , rzędna (którą 
oznaczamy literą y) wynosi np. y =  — 1 .̂

Czytelnik z łatwością usprawiedliwi, źe wszystkie 
punkty osi x' x mają rzędną y =  o i wszystkie punkty osi 
y 'y  mają odciętą x =  o; przeto początek O współrzędnych 
ma odciętą x =  o, rzędną y =  o. Odciętą i rzędną punktu

obejmujemy jedną nazwą współrzędnych punktu. Dwa 
różne punkty płaszczyzny mają niejednakowe odcięte 
i rzędne.

Ale i na odwrót mając odciętą i rzędną daną mo­
żemy narysować punkt płaszczyzny, który ma tę odciętą 
i rzędną daną; trzeba rysować proste prostopadłe odpo­
wiadające rzutowaniu.

Uważajmy prostą, byle nie prostopadłą do osi x 'x ; 
kąt, jaki tworzy z osią x' x wynosi a°. Weźmy dowolny 
punkt M na tej prostej; jak widać z fig. 9 jest:

ZASADNICZE POJĘCIA. 2
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DC =  OA
OB =  AM =  MC +  CA 
MC =  D C . tg a.

Jeżeli x, y są współrzędnemi punktu M, (o, b) współ- 
rzędnemi punktu D, to jest

y =  x tg a -j- b
i temu równaniu czynią zadość współrzędne x, y każdego 
punktu tej prostej; ale i na odwrót, jeżeli liczby x, y speł­
niają powyższe równanie, to są współrzędnemi punktu, 
leżącego na prostej.

Jeżeli prosta tworzy z osią x 'x  kąt 45°, to ponieważ 
jest tg 4 5 ° = l ,  równanie prostej, w ten sposób nachylonej 
do osi x ' x, jest y =  x -f-b ; jeżeliby nadto ta prosta prze­
chodziła przez początek współrzędnych O, to punktem D 
będzie punkt O czyli b =  o i równanie takiej prostej jest 
y =  x.

Równanie prostej, równoległej do prostej y = x  tg a —j- b, 
będzie y =  x tg a -f- c, bo nachylenie prostej zostaje to samo, 
tylko przez inny punkt na osi y' y, mający współrzędne 
o, c przechodzi prosta.

Prosta, równoległa do prostej y =  x, ma równanie: 
y = x - f c ;  jeżeli ona przechodzi przez punkt (1, o), to 
współrzędne tego punktu muszą spełniać równanie prostej, 
a więc jest o = l - j - c  czyli c =  — 1; a więc równanie pro­
stej będzie y == x — 1.

§ 10. 0 ruchu jednostajnym. Uważajmy pociąg, pędzący 
na torze; mówimy, że pędzi jednostajnie albo z jednakową 
prędkością. Otóż porusza się ruchem jednostajnym, jeżeli 
co sekundę przebiega jednakową drogę np. 1 m, co \  se­
kundy ^ m, co 2 sekundy 2 m etc. czyli w dowolnie wiel­
kich, równych czasach przebiega równe drogi.

Liczbę np. metrów, przebytych w 1 sekundzie, nazy­
wamy prędkością; np. prędkość wynosi 3 t. zn. co sekundę 
owo ciało przebiega 3 metry. Im ciało prędzej pędzi, tem 
większa jest jego prędkość.
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Jeżeli ciało porusza się ruchem niejednostajnym czyli 
co sekundę przebiega nierówne drogi, trzeba prędkość ina­
czej określić, co stanowi treść § 23, rozdziału IV.

W niniejszym rozdziele podaliśmy sporo twierdzeń 
bez dowodów — dowody znajdzie czytelnik w książkach 
zacytowanych w ostatnim rozdziele niniejszej książeczki.

2*
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ROZDZIAŁ II.

O funkeyaeh i ieh ciągłości.

§ 11. Przykład I. Przypomnijmy sobie następujące 
twierdzenie: stosunek długości obwodu koła do jego śre­
dnicy jest dla wszystkich kół jednakową liczbą, która 
nosi nazwę Ludolfiny *) i oznacza się ją literą grecką x.

Prz. 2. Napiszmy jednomian f-a2x; jego spółczynni- 
kiem jest liczba szczególna f.

Prz. 3. Rzućmy na staw kamień — od miejsca, gdzie 
upadł, wylatuje fala kolista, której promień nie jest ciągle 
ten sam, nie jest stały, ale się zmienia; im dłużej sekund 
upłynęło od chwili uderzenia kamienia o wodę, tem więk­
szy jest promień fali kolistej.

Prz. 4. Cena kilograma jabłek jest dziś inna, niż wczo­
raj, przed tygodniem, miesiącem itd.; cena nie jest stała, 
ale zmienia się.

Mamy więc w matematyce dwa rodzaje liczb: jedne 
mają stałą, niezmienną wartość, jak liczba -  i wszystkie 
w ogóle liczby szczególne; nazywają się stałemi. Drugi 
rodzaj to liczby zmieniające swą wartość, zwane krótko 
smiennem i; naznaczać je możemy tylko literami t. j. licz­
bami ogólnemi. W prz. 3 powiemy, źe fala kolista ma pro-

') Ludolf van Ceulen (f 1610) obliczył r: na 35 miejsc dzies.

http://rcin.org.pl



— 21 —

mień, wynoszący x cm, w prz. 4 cena kilograma jabłek 
wynosi z halerzy. Liczby x, z są zmienne, bo dziś np. jest 
z =  10, wczoraj z =  11, przed tygodniem było z =  6 itd. 
Zmienne zwykle oznaczamy końcowemi literami alfabetu.

§ 12. Zmienne podzielimy na dwie kategorye, ale naj­
pierw weźmy przykłady.

Prz. 5. Patrzmy na zegarek; przy końcu każdej se­
kundy, pierwszej, drugiej, drugiej i ćwierć, trzeciej i pół, 
trzeciej i trzy ćwierci od chwili uderzenia kamienia o wodę 
możemy na oko wymierzyć promień fali kolistej (prz. 3). 
Wielkość promienia fali kolistej zależy od ilości sekund, 
które upłynęły od chwili uderzenia kamienia o wodę.

Prz. 6. Cena kilograma jabłek na targu zależy (oprócz 
innych warunków) od ilości jabłek, przyniesionych przez 
kupców na targ.

Prz. 7. Niech jest y =  10 — 2 x, gdzie x, y są zmienne 
t. zn. mogą mieć różne wartości. Jeżeli podstawimy za 
zmienną x =  4,5,6,20, 30, to zmienna y =  2,0, —2,—30,—50 
czyli wartość zmiennej y zależy od wartości, którąśmy 
podstawili za zmienną x. Widać stąd, źe można zmienne 
podzielić na dwie kategorye: na zmienne, których wartość 
mogę przyjmować dowolnie i na zmienne, których wartość 
zależy od tego, jaką wartość przyjęliśmy na pierwszą 
zmienną. Niech czytelnik jeszcze raz przejdzie przykłady 
5-ty, 6-y i 7-my.

Ta zmienna, której wartość od niczego nie zależy, 
jak tylko od naszej woli, nazywa się zmienną niezależną, 
a ta zmienna której wartości po wyborze wartości na 
zmienną niezależną nie można sobie wybrać, ale jej war­
tość jest już nie dowolną, która więc od zmiennej nieza­
leżnej zależy, zowiemy funkcyą zmiennej niezaleznej. 
Np. w prz. 7 mogę na x nadawać wartości 4, 5, 6 według 
mego upodobania, ale potem wartości na y nie są już do­
wolne, są więc wyznaczone, określone przez wybór war­
tości na zmienną niezależną x i jest y == 2, 0, —2.
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Odnośnie do prz. 5, 6 i 7-go powiemy, że wielkość 
promienia fali kolistej jest funkcyą ilości sekund, które 
upłynęły od początku naszego doświadczenia, — źe cena 
jabłek jest funkcyą ilości jabłek, przyniesionych do sprze­
daży przez kupców — źe wreszcie wartość dwumianu y 
jest funkcyą zmiennej x.

Prz. 8. Na płaszczyźnie narysujmy krzywą (fig. 10); 
oczywiście rzędna dowolnego punktu krzywej jest funkcyą 
odciętej; inna jest rzędna dla odciętej 5, inna dla odciętej 107.

Prz. 9. Temperatura ciała (gorączka) chorego jest 
rozmaita wedle wyboru chwili, w której temperaturę mie­
rzono — temperatura ciała jest funkcyą chwili w dniu.

Prz. 10. Zmienne x, y niech są takie, iż jest y =  3 x-f-5; 
dla x =  —2, —1, 2, 7, 8 |, 10 jest y =  —1, 2, 11, 26, 30, 35. 
Na zmiennej x trzeba tu wykonać następujące działania 
arytmetyczne: zmienną x pomnożyć przez 3 i dodać do ilo-

20 j xczynu 5, aby dostać na wypadek y. Gdy jest z =  ^ , 

to inne działania trzeba wykonać na zmiennej x, aby
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otrzymać zmienną z; znów jest inaczej, gdy jest t =  x 8—1; 
tu trzeba zmienną x podnieść do trzeciej potęgi (czyli 
przez siebie pomnożyć trójkrotnie) i odjąć liczbę jeden. 
Powiemy to ogólnie: wszystkie działania, które trzeba 
w pewnym wypadku wykonać na zmiennej x, oznaczymy 
krótko literą np. f (od słowa funkcya), a przez f(x) rozu­
mieć będziemy wynik działań f, które wykonaliśmy na 
zmiennej x; otóż zmienna y równa się wynikowi działań f 
wykonanych na zmiennej x czyli y =  f(x), czytamy to:

y roivna się funkcyi f  zmiennej x .

Funkcya z inaczej zależy od zmiennej x ; inne działania 
trzeba wykonać na zmiennej x i w odróżnieniu oznaczymy 
je literą 9 [grecka litera — czytaj fi], a więc z =  <p (x). 
Zmienna t jest wynikiem odmiennych działań wykonanych 
na zmiennej x, działań, które oznaczymy literą grecką ^ 
[czytaj psi], przeto jest t =  ^ (x) [CZY t  równa się funk­
cyi ^ zmiennej xj. Zdajmy sobie dokładnie sprawę, co 
znaczy równość:

y  =  f ( x ) .
Otóż znaczy, że są trzy zmienne x, y, f(x), z których je­
dna x jest zmienną niezależną, nadto dana jest funkcya 
f(x) t. zn. wiemy, jakie wartości otrzymamy, gdy za x te 
lub owe wartości podstawiamy i wynik przedstawia f(x), 
a zmienna y ma mieć te wartości, które przedstawia f(x).

Prz. II. Niech jest y =  x 2-[- l;  funkcya x 2-|-l daje 
dla x =  0, 1, 2, 3 ,... wartości 1, 2, 5, 10—  i zmienna y 
ma być taką funkcyą zmiennej x, że dla x =  0, 1, 2, 3 ,... 
ma się równać tym liczbom, którym równa się funkcya 
x 2 -j- 1 dla x =  0, 1, 2, 3 ,... t. j. ma być y =  1, 2, 5, 10,...

§ 13. Czasami jednak byłoby dość trudno podać dzia­
łania, które trzeba wykonać na zmiennej x, aby otrzymać y.

Prz. 12. Niech y równa się wartościom, które otrzy­
muje sin x czyli y =  sin x. Nie znaczy to, że mamy jakieś 
działanie »sin« wykonać na zmiennej x, bo takiego dzia-
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łania arytmetycznego nie ma, tylko przez »sinx« rozu­
miemy wynik pewnej konstrukcyi geometrycznej (zob.. 
Wstęp, § 7) i mierzenia algebraicznego, gdy jest dany kąt x.

Prz. 13. Niech E(x) [od słowa entier =  cały, francuski 
wyraz, czytaj ąntje zmiennej x] oznacza największą liczbę 
całkowitą, zawartą w liczbie x (przytem na zmienną x 
nadawać będziemy tylko wartości dodatnie). A więc przez 
E (f) będziemy rozumieli liczbę 0, E (f) =  0, bo zero jest 
największą liczbą całkowitą w liczbie f  zawartą; po­
dobnie jest

E ( l ) =  1, E ( l i)  =  l, E(l*5) =  1, E (l* 8 )= l, E(1tV )= 1 , 
E (1-99999) = 1 ,  E (2) =  2 ,........  E(50) =  50,........
Niech zmienna y równa się E(x):

y =  E (x).
Spróbujmy to wyrysować. Weźmy kartkę t. zw\ milimetro­
wego papieru i uważajmy zmienne x, y za odciętą i rzę­

dną dowolnego punktu 
na tym papierze (fig. 11). 
Na lewym brzegu kartki 
narysujmy oś y, na dol­
nym oś x; niech centy­
metr jest jednostką dłu­
gości. Dla x =  0 jest 
y =  0; x =  01, y =  0; 
x =  0-2, y =  0; x =  OS, 
y =  0;...; x =  09, y =  o 
i oznaczmy skośnym 
krzyżykiem te punkty, 
które mają powyższe 
spółrzędne. Widoczne żer 

Fig. 11. gdybyśmy gęściej ryso­
wali punkty, to, jak długo 

x jest mniejsze od 1, to jest y =  o; te punkty dałyby od­
cinek prosty leżący na osi x, którego jeden koniec jest

http://rcin.org.pl



— 25 —

w początku spółrzędnych, a drugiego narysować nie mo­
żna, bo już dla x =  1 jest y =  1 i jak długo jest x większe 
od 1, a mniejsze od 2, tak długo jest y =  l, ale E(2) =  2; 
dla x^>2, a mniejszego od 3 jest y =  2. Wyrysujmy to,
o ile możemy; dostaniemy schodki. Zmienna y ma długo 
stałą wartość, a potem nagle skacze o jednostkę.

Tu także nie możnaby podać działania arytm ety­
cznego na X, któreby zezwoliło wyrachować E(x). Dlatego 
uogólniając nasze znakowanie, powiemy: przez f (x) chcemy 
odtąd rozumieć liczbę nie tylko będącą wynikiem działa­
nia f, wykonanego na zmiennej x, ale także liczbę nale­
żącą do wartości na x; w każdym wypadku musi być 
podany przepis, jak znaleść f (x), gdy jest dane x; przepis 
może zawierać konstrukcye geometryczne np. dające sinx, 
cos x, albo może to być przepis tego rodzaju jak w prz. 13. 
albo wprost może nim być tabelka np.

dla x jest f(x):
od 0 do | 0
od ł  do 1 1
od 1 do 1 {- —1
od 1 | do 3 —1-5
od 3 do 4 0

Niech czytelnik spróbuje dla tej funkcyi wyrysować 
obrazek, jak zrobiliśmy w prz. 13. Tutaj f ( |)  t. zn. war­
tość funkcyi dla x =  £ jest f(i) =  0, f(£) =  l, f(0’8 ) = l ,  
f (2*7) =  — 1-5, f (tt) =  0.

Wspomniemy jeszcze, że w prz. 3 nie moglibyśmy 
tak łatwo podać działań arytmetycznych, któreby trzeba 
wykonać na ilości sekund, aby obliczyć promień fali ko­
listej; obecnie napiszemy r =  f(t), gdzie r oznacza ilość 
centymetrów, które ma promień, gdy mija t-ta sekunda.

W podanej tabelce, jak i w prz. 13. może funkcya 
być stałą, nie zmieniać się np. gdy jest y =  E (x), to stale
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jest y =  10, gdy x zmieniamy od liczby 10 do np. liczby 
lO ^o albo do liczby lO- f̂W» byle n*e dojść do liczby 11.

§ 14. W przykładzie 13. wyrysowaliśmy obrazek da­
nej funkcyi t. zn. dana jest funkcya y =  f (x) i uważając 
x, y za współrzędne punktu, rysujemy krzywą, dla której 
rzędna y i odcięta x związane są związkiem y =  f(x); 
związek ten nosi nazwę równania krzywej wyrysowanej 
t. j. każdy punkt na krzywej ma spółrzędne spełniające 
równanie y =  f(x) i na odwrót, gdy narysujemy punkt,

którego spółrzędne 
spełniają równanie 
y =  f(x), to leży na 
krzywej.

Krzywdą, której 
równanie jest y=f(x), 
nazywać będziemy 
obrazem funkcyi
y =  f (x).

Prz. 14. Narysuj­
my obraz dla funk­
cyi y =  x — E (x). 
Weźmy znów kartkę 
milimetrowego pa­
pieru (fig. 12). Gdy 

x jest mniejsze od 1, to według przykł. 13. jest E(x) =  0, 
a wrięc jest y =  x t. zn. punkty x, y leżą na prostej wy­
chodzącej z początku spółrzędnych, nachylonej do osi x 
pod kątem 45°, ale nagle dla x =  l jest E (l) =  l, więc 
jest y =  1 — 1 = 0 ;  gdy x jest mniejsze od 2, a większe 
od 1, to jest E(x) =  l, więc jest y =  x — 1, teraz więc 
leżą punkty x, y na równoległej prostej do tamtej, ale wy­
chodzącej z punktu x =  1, y =  0; dla x =  2 jest E(2) =  2, 
a stąd jest y =  2 — 2 =  0, znów spada i to ciągle się 
powtarza.

Prz. 15. Wyrysujmy obraz funkcyi y =  sinx. Otóż
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dla x =  O je s ty  =  0; x =  ^ y  =  l, x =  x, y =  O i dotąd y

3 TCnie było ujemne. Dla x =  —  jest y =  — 1; x =  2 tc, y =  0
Li

i obecnie y nie jest dodatnie. Dostaniemy krzywą, jak 
na fig. 13.

§ 15. W ostatnim przykładzie krzywa nie ma przerw; 
ciągnąc po niej ołówkiem, nie trzeba skakać, jest ciągła, 
kiedy w prz. 13. i 14. są skoki, nieciągłości w punkcie

x  =  1, 2, 3 ,...; mówi się często, że funkcya prz. 13. i 14. 
ma nieciągłość w punkcie x =  1, 2, 3 ,... (zamiast dla 
liczby x =  1, 2, 3,...), kiedy funkcya z prz. 15. jest ciągła 
w każdym punkcie.

Wyjaśnimy sobie, jak można podzielić funkcye na 
dwie kategorye.

7T TTWeźmy prz. 15. Niech x =  —, to s in -  =  l; weźmy¿i u

liczbę x mało różną od —, juźto mniejszą od niej, jużto
Li
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większą od niej np. x =  ^-f-000001 lub x =  ^ — 0*00001
Li i

i spytajmy się, o ile się sinus (wstawa) różni dla tego x 

od sin ^  czyli utwórzmy różnicę

sm x — sin —
Li

Na mocy wzoru:
oc--oc —[~ 3sin a — sin p =  2 sin — cos — ^

u  Li

otrzymujemy:

Widzimy z ostatniej figury, że im bliższą liczby
Li

IZjest odcięta, to tem bliższa rzędnej sin — =  1 jest rzędna, 

bo skoków nie ma. Czy mogę więc znaleść liczby x tak
TT , ,

blisko liczby , zeby powyzsza różnica rzędnych:

sin x — sin ~

wzięta bez znaku t. j.

I . TTsin x — sm g

była mniejsza od liczby wymyślonej naprzód np. 
e =  00000000001 ? Oczywiście, że tak można zrobić,
o czem nas poucza rzut oka na figurę, a zresztą pouczy 
nas o tem następujący rachunek, Chcemy, aby było
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mniejsze od dowolnie w ybranej, ale dodatniej liczby 
s =  0-0000000001. Otóż sinus jest co do bezwzględnej war­
tości mniejsze od bezwzględnej wartości kąta np.
s i n |  =  0-47873... i | s in |  | <  | |  | =  |
sin(— ±) =  — 0-24721... | sin(— |)  | <  | — £ | =  ± itd.,
jest więc

sin <

x
X 2

wiadomo dalej, źe bezwzględna wartość cosinusa jest mniej­
sza od jedności albo conajwyżej równa jedności; jest więc:

/ * + f \ / * + f \
C04  2 j <C 1 albo 008 V 2 /

przeto jest:

2 sin cos
x —

< 2 . 2
TC

.1 =
X 2

gdy obierzemy x tak blisko liczby - ,  izby było:
Ct

TC
X 2 < £  =  00000000001

wtedy różnica sinusów:

sin x — sin < £  =  0-0000000001

przyczem x może być każdą liczbą np. od £  — 0-00000000009

do — -f- 0*00000000009 (a więc także może być x =  %r ¿i 2
zresztą wtedy różnica wynosi zero).

Gdyby mi ktoś podał jeszcze mniejsze dodatnie s niż
obecne, tobym znów mógł wynaleść takie — jak się wy­
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razimy — bliskie sąsiedztwo liczby iżby dla każdej 

liczby x tego sąsiedztwa było:

.sin x — sin —
u O

Weźmy teraz funkcyę z prz. 13; jest y =  E (x). Niech 
jest x =  1| ,  to E(l£) =  l; weźmy liczbę x dość bliską 
liczby 1| ,  to będzie E (x) =  1, byle x nie było mniejsze 
od liczby 1, a nie doszło do liczby 2 czyli gdy jest | x —1|  [ 
mniejsze od 4-, to napewne E ( x ) = l .

Różnica wartości funkcyi dla liczby 1^ i dla liczby 
x ze sąsiedztwa jest E(x) — E(l^) =  1 — 1 =  0; byleby było 
x — H  | <Cł, to różnica wartości funkcyi dla x i \ \  jest 

zerem, a więc jest co do bezwzględnej wartości mniejsza 
od każdej liczby dodatniej s, choćby była tak małą, jak 
nam się ją podoba pomyśleć.

Funkcya ta jest ciągła w punkcie a =  H  (zamiast 
litery x piszemy a, bo litery x na co inne użyliśmy).

Weźmy atoli wartość a =  2 na zmienną niezależną 
i x dość bliskie liczby 2; jakie jest E(x)? Aby na to od­
powiedzieć, to rzut oka na fig. 11 do prz. 13. każe nam 
odróżnić, czy x jest mniejsze od liczby 2, czy też większe. 
Jeżeli bowiem jest x < 2 ,  to jest E ( x ) = l ,  byleby x nie 
było mniejsze od liczby 1; jeżeli jest znów x ^ > 2, to jest 
E (x) =  2, byleby x nie dochodziło do liczby 3. Różnica

E (x) — E (2)
jest więc albo równa 1 — 2 = — 1, gdy jest x < 2, albo 
jest równa 2 — 2 =  0 gdy jest x > 2 .  Otóż gdy jest x < 2 ,  
to choćbyśmy nie wiedzieć, jak blisko liczby 2 obrali x, 
to różnica funkcyi E(x) — E (2) nie może być mniejsza co 
do bezwzględnej' Wartości od dowolnie małej liczby e, bo 
jest stale równa 1 co do swej bezwzględnej wartości; dość 
wybrać ?j5fedfr&s$8 HfoiOka na figurę przykładu 13-go w y­
k azu ją  ź^fjjtu-jeai^ofej^nieciągłość.
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We wypadku funkcyi z prz. 15 powiadamy, źe funk 
cya jest ciągła (w danym punkcie a albo) dla danej liczby 
a, a w ostatnim razie, źe jest tamże nieciągła; ale ta funk- 
cya y =  E (x) jest ciągła dla a =  1|.

Teraz zrozumiemy następujące określenie: Niech bę­
dzie dana funkcya y  — f  (x );  powiadamy, źe ona jest 
ciągła dla x  =  a, jeżeli do każdej dowolnej dodatniej 
liczby £ można znaleść taką dodatnią liczbę h, iz, gdy 
tylko jest \ x — a | << h, to je st \ f ( x ) — f  (a) \ <C s.

Prz. 16. Niech jest y =  7x  +  5 i badajmy ciągłość 
tej funkcyi dla a = 1 0 ; mamy więc zbadać, czy można 
znaleść takie dodatnie h, żeby było

| (7 x - f  5) — (7 .10 +  5) | <  e, czyli | 7 (x — 10) | <  e,
f(x) f (a)

gdy jest | x — 10 | <  h. Stąd | 7 (x — 10) | <  7 h; gdy więc 
pomyśleliśmy sobie pewną liczbę dodatnią s, to obierzmy

tak h, żeby było 7h =  s czyli h =  wtedy jest:

| 7 (x — 10) | <  7 h =  e
o co chodziło. Gdy wezmę e =  00001 =  , to biorę
h =  TrłóT i wtedy f(x) dla x =  10 sinhnr? — o o l o7>y“r 
10 + Tnroinr» 10 + 8̂0 out? różnią się od f(a) co do bezwzglę­
dnej wartości o mniej niż s.

Prz. 17. Niech jest y =  x 2 +  x +  1 i badajmy ciągłość 
tej funkcyi dla liczby a; spytajmy, czy można znaleść 
taką  dodatnią liczbę h, iż, gdy jest | x — a | <C h, to jest:

| (x» +  x +  l ) -  (a» +  a +  i ) | <  e, 
f (x) f (a)

czyli (x> — a*) +  (x — a)|<<£, gdzie £ jest dowolną liczbą. 
Czyli ma być | (x — a) (x +  a + 1 )  | <  e. A jest:

(x 0̂ - f- a "I- 1) =  | x — a ' | x —j— a + -1 1 << h j x —(— a —{-1 [ <<

h { Ix I +  I a I +  1} •

— 31 —
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Tu x zmienia się od (a — h) do (a-f-h); chodzi nam
0 wyznaczenie liczby h — otóż kontentujmy się, co nam 
wystarcza, liczbą h << 1; tedy jest j  x j  <  | a | -f- 1, przeto jest:

{ I x | — a | — 1} <d h { a | —f— 1 —|— a | —j— 1} =  2 h { a -|- 1 <
1 niech to będzie mniejsze od £ czyli ma być

h <  2— - r
2 { | a |+ l )

i zarazem
h <  1.

Wtedy jest:
| f (x) — f (a) | <  s.

Możemy powiedzieć, że ta funkcya (jak i z prz. 16, 15) 
jest ciągła dla każdego a. Podobnie łatwo się przekonać, 
że funkcya y =  cosx jest ciągła. Ciągłe funkcye dają 
wszystkie wielomiany 7 x - |-5 , x s +  x - | - l  itd. dowolnych 
stopni np. 3 x 10- f  7 x 8— 1; nazywamy je funkcyami wy- 
miernemi całkowitemi — one nie mają mianownika z liczbą x; 
np. funkcya y =  f x 7 — 0*25 x4 - f  ]/3 jest również funkcyą 
wymierną i całkowitą, choć liczby szczególne (t. zw. spól- 
czynniki) są ułamkami (f, 025) lub liczbą niewymierną

1 3,—

(]'3), atoli nie zachodzi tu wyraz jak np. -  lub jx ,  )x ..„
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ROZDZIAŁ III.

O g r a n i c a c h .

§. 16. Przykład I. Weźmy pod uwagę jakąkolwiek 
funkcyę zmiennej niezależnej x np.

y =  f (x) =  2 x +  3

1 nadawajmy zmiennej x kolejno coraz większe wartości 
liczebne takie, aby bezwzględna wartość różnicy każdej 
z tych liczb i liczby np. 3 była mniejszą od dodatniej 
liczby S *) równej np. 00028. Nadawajmy więc stosownie 
do tego zmiennej x wartości np. następujące: 2'9973,...
2 9985,... 2'9996,. . .  z wyjątkiem liczby 3, to oznaczając 
każdą z nich przez x, wyrazimy w piśmie rzeczoną ich 
własność zapomocą nierówności:

| x — 3 | <  £ =  0'0028.

Dla powyższych wartości zmiennej niezależnej x, jak 
to łatwo obliczyć, otrzymamy następujący szereg wartości 
na y: 8'9946,...  8'9970,... 8‘9992; ... to jest liczby wzra­
stające, zbliżające się widocznie do liczby 9, a nadto 
wszystkie one posiadają tę własność, źe bezwzględna war­
tość różnicy każdej z nich i liczby 9 jest mniejszą od do­
datniej liczby s równej np. 0’0055 dowolnie naprzód danej.

Ł) litera grecka — delta.
ZASADNICZE POJĘCIA. 3
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Oznaczając każdą z nich przez y, wyrażamy w piśmie 
powyższą ich własność zapomocą nierówności:

| y — 9 | <C £ =  0 0055.
W powyższym przykładzie spostrzegamy więc rzecz 

następującą. Jeżeli obierzemy zupełnie dowoli dodatuią bar­
dzo małą liczbę e równą np. 0*0055, to można będzie za­
wsze znaleść inną dodatnią liczbę, zależną od niej 8, w na­
szym przypadku równą np. 0-0028 taką, że gdy zachodzi 
nierówność:

| x _  3 j <  8 =  0-0028. 
to zachodzi równocześnie koniecznie nierówność:

i y  — 9 | O  =  0-0055.
Innemi słowy gdy w powyższym przykładzie nadajemy 
zmiennej x wartości rosnące, zbliżające się dowolnie do 
liczby np. 3 z wyjątkiem tejże, to dla funkcyi y otrzymu­
jemy z rachunku wartości także rosnące zbliżające się 
do liczby 9.

Obierzmy teraz inną dowolnie małą dodatnią liczbę s 
równą np. 0-000031 i żądajmy, aby spełniała się nierów­
ność następująca:

| y — 9 | < 0  000031, 
t. j. aby funkcya y przyjmowała wartości np. 8-999970,...
...8-999976,... 8-999982,__  Zachodzi pytanie, czy można
zmiennej niezależnej x nadawać takie wartości blizkie 
liczby 3, aby powyższa nierówność istotnie zachodziła. 
Tak jest rzeczywiście, albowiem, aby funkcya y przyjmo­
wała wyżej podane wartości, wystarczy nadawać zmien­
nej x wartości np. 2"999985,...  2'999988,... 2*999991,..., 
t. j. liczby posiadające tę własność, że bezwzględna war­
tość różnicy każdej z nich i liczby 3 jest mniejszą od 
liczby 8 równej np. 0"000016. A więc mając daną dowol­
nie małą dodatnią liczbę s można zawrsze znaleść zależną 
od niej liczbę 8 taką, że gdy zachodzi nierówność:

| x  — 3 j <  8,
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to koniecznie zachodzi także równocześnie nierówność:

y — 9 1 < ; £.

Liczba 9 w naszym przykładzie nazywa się granicą (limes 
pisze się lim.) funkcyi y dla wartości zmiennej x zbliżają 
cych się rosnąc do liczby 3, co zaznaczamy w piśmie 
w następujący sposób:

lim (2 x -f- 3) =  9,
Xr =  3

gdzie litera xr oznacza, że zbliżamy się do liczby 3 przez 
wartości rosnące.

§. 17. Nadawajmy teraz zmiennej niezależnej x w na­
szym przykładzie liczby kolejno malejące, zbliżające się 
do liczby 3 z wyjątkiem tejże, a więc np. liczby 3,00079,...  
. . .  3‘00068,...  3-00013,... 3'00004... t. j. takie, że bezwzglę­
dna wartość różnicy każdej z tych liczb x i liczby 3 jest 
mniejszą np. od liczby S =  0 0008, czyli takie, że zachodzi 
nierówność:

(1). |x  — 3 1 < 8  =  0-0008.

Nadając te wartości zmiennej niezależnej x obliczymy 
wartości funkcyi y następujące: 9‘00158,... 9'00136,...  
. . .  9’00026,...  9,00008,... t. j. otrzymamy wartości funkcyi 
zbliżające się kolejno do liczby 9 i posiadające tę wła­
sność, że bezwzględna wartość różnicy każdej z tych liczb 
y i liczby 9 jest mniejszą od liczby dodatniej s równej np. 
0'0016. Jeżeli więc damy sobie dowrolnie małą liczbę do­
datnią e np. 0'0016 i żądamy, aby bezwzględna wartość 
różnicy funkcyi y i liczby 9 była mniejszą od tej dowol­
nie małej liczby s, to jest, aby zachodziła nierówność:

(2). jy  — 9 j <C£ =  0-0016,

to widzimy, że zawsze można znaleść taką drugą liczbę & 
zależną od liczby s, że gdy chcemy, aby zachodziła nie­
równość (2), to koniecznie równocześnie musi zachodzić

3*

http://rcin.org.pl



— 36 —

nierówność (1). Liczbę 9, jak poprzednio, nazywamy gra­
nicą funkcyi y, gdy zmiennej niezależnej nadajemy war­
tości coraz bardziej malejące, zbliżające się dowolnie blizko 
do liczby 3 z wyjątkiem tejże, co zaznaczamy w piśmie 
w podobny sposób jak poprzednio:

lim (2 x -J- 3) =  9,
xm =  3

gdzie litera xm oznacza, że zbliżamy się do liczby 3 przez 
wartości malejące.

W pierwszym przypadku nadawaliśmy zmiennej nie­
zależnej x wartości kolejno rosnące, zbliżające się do 
liczby 3, z wyjątkiem tejże, wtedy wartości funkcyi y 
zbliżały się rosnąc do granicy 9. W drugim przypadku 
nadawaliśmy zmiennej niezależnej wartości kolejno male­
jące, zbliżające się do liczby 3, z wyjątkiem tejże i otrzy­
mywaliśmy na wartości funkcyi y liczby malejące większe 
od granicy 9 i zbliżające się do niej. Zbliżaliśmy się więc 
do liczby 3 pierwszym razem przez liczby rosnące, w dru­
gim przypadku przez liczby malejące, czyli jak krótko 
będziemy mówić, zbliżaliśmy się do liczby 3 najpierw od 
strony lewej, w drugim przypadku od strony prawej. 
W pierwszym przypadku będziemy nazywać granicę lewo­
stronną, w drugim granicę prawostronną. W naszym przy­
kładzie obie te granice były równe liczbie 9. Ponieważ 
w przykładzie powyższym granica lewostronna i prawo­
stronna są sobie równe, to będziemy mówić krótko, bez 
odróżnienia, że funkcya powyższa posiada granicę 9 dla 
wartości x równej 3.

Z powyższych rozważań dochodzimy więc do nastę­
pującego wniosku. Aby liczba 9 była granicą funkcyi da­
nej y =  f (x), gdy zmiennej niezależnej x nadajemy war­
tości kolejno czyto rosnące, czyto malejące, zbliżające się 
do liczby 3, z wyjątkiem tejże, to jest rzeczą konieczną, 
aby mając daną dowolnie małą dodatnią liczbę e, można
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było znaleść inną, zależną od niej liczbę dodatnią £ taką, 
że gdy wartości x są takie, iż jest:

| x — 3 | << &,
to koniecznie musi być równocześnie:

| y — 9 | <  s.
Obliczmy teraz wartość funkcyi powyższej dla war­

tości zmiennej x =  3. Widać, że jest wtedy 2 .3 -J- 3 =  9, 
a więc, że granica tej funkcyi, gdy zmienna x zbliża się 
jakkolwiek do liczby 3, równa się wartości funkcyi dla 
x =  3, którą to własność posiadają, jak zobaczymy, funk- 
cye ciągłe.

§. 18. Prz. 2. Weźmy teraz pod uwagę funkcyę E  (x) 
rozważaną w poprzedzającym rozdziale. Gdy zmiennej nie­
zależnej x nadajemy kolejno wartości rosnące, zbliżające 
się do liczby 2 od strony lewej np. 1 ’95764,... 1‘96895,... 
... 1*98729,... T99057,. . . ,  z wyjątkiem liczby 2, a więc 
takie, że bezwzględna wartość różnicy każdej z nich
i liczby 2 jest mniejszą od liczby dodatniej np. S =  00424, 
t. j. że:

| x — 2 | <C S =  0 0424,
to na y otrzymujemy wartości: 1 ,... 1 ,... 1 ,... 1 ,.. .,  to 
jest takie, że bezwzględna wartość różnicy każdej z nich
i liczby 1 jest mniejszą od dowolnie małej dodatniej liczby s 
równej np. 0’000001, bo jest tu przypadkowo zerem, czyli, że:

|y  — 1 |< s  =  0000001.
Liczba 1 jest w tym przypadku, jak poprzednio, granicą 
lewostronną funkcyi E (x) dla wartości x zbliżających się 
do liczby 2 od strony lewej t. j. rosnąc, co wyrazimy 
w piśmie:

lim E (x) =  1. 
xr =  2

Nadawajmy następnie zmiennej niezależnej x wartości 
malejące, większe od liczby 2, z wyjątkiem liczby 2, czyli
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zbliżające się do liczby 2 od strony prawej np. 2-19857,... 
...2-08694,... 2-00236,... 2-00051,..., a więc takie, że bez­
względna wartość różnicy każdej z nich i liczby 2 jest 
mniejszą od liczby dodatniej 8 równej np. liczbie 0-19857 t. j.

x — 2 | < 8  =  0-19857.

Funkcya y =  E (x) będzie wtedy otrzymywała kolejno w ar­
tości: 2 ,... 2 ,... 2 ,... 2 ,... a więc takie liczby, że bez­
względna wartość różnicy każdej z nich i liczby 2 będzie 
mniejszą od dowolnie danej liczby dodatniej s równej np.
0-000015, bo tu jest przypadkowo zerem, czyli że mamy:

| y — 2 | <  e =  0 000015.

Liczba 2 jest w tym przypadku granicą prawostronną 
funkcyi E (x), gdy zmiennej niezależnej x nadajemy ko­
lejno wartości malejące, większe od liczby 2, z wyjątkiem 
tejże, czyli gdy zbliżamy się do liczby 2 od strony p ra­
wej. Zaznaczamy to w piśmie, jak poprzednio:

limE(x) =  2. 
xm =  2

W przykładzie tym widzimy, że granica lewostronna jest 1, 
a granica prawostronna jest 2, a więc są nierówne, a war 
tość funkcyi dla x =  2 wynosi E (2) =  2. Jak wiemy z roz 
działu drugiego funkcya ta jest dla x =  2 nieciągłą.

§. 19. Prz. 3. Weźmy jeszcze pod uwagę funkcyę 
y =  x — E(x) i obliczmy wartości dla tej funkcyi, gdy 
zmiennej niezależnej x nadajemy wartości kolejno rosnące, 
zbliżające się do liczby np. 2 z wyjątkiem tejże, a więc 
np. 1-78574,... 1-85641,... 1-92364,..., dla których mamy:

I x — 2 1 <  8,
gdzieś ma wartość np. 0-21427. Nadając te wartości zmiennej 
niezależnej x czyli zbliżając się od strony lewej do liczby 2, 
obliczymy kolejno, że y =  x — E(x) będiie się równać:
1-78574— 1=0-78574,..- 1 85641 — 1 =  0 8 5 6 4 L, . 1 9 2 3 6 4 — 1 =
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=  0 *9 2 3 6 4 ,a więc będziemy otrzymywać wartości zbli­
żające się rosnąc do liczby 1, czyli, źe:

|y — 1 |<S,

gdzie e jest liczbą dowolnie małą równą np. 0*24586. Liczba
1 jest więc granicą lewostronną fankcyi rozważanej y dla 
x r =  2, t. j.

lim [x — E (x)] =  1. 
xr =  2

Nadawajmy następnie zmiennej niezależnej x wartości ma­
lejące, zbliżające się do liczby 2 od strony prawej, z wy­
jątkiem tejże np. 2*00574,... 2*00086,... 2*00004,..., t. j. 
liczby takie, źe mamy:

| x — 21 <  S,
gdzie $ równa się np. 0*00575. Wtedy obliczymy na y =  
=  x —  E (x ) wartości następujące: 0*00574,... 0*00086,... 
... 0*00004,... dla których mamy:

|y — 0 j< £ ,

gdzie dowolnie mała dodatnia liczba s może się równać 
np. 0*00586. Widzimy wiec, źe granicą prawostronną funk- 
cyi y jest liczba 0, t. j.

lim [x — E (x)] =  0.
Xm == 2.

Nadajmy teraz zmiennej niezależnej x liczbę 2 t. j. x =  2, 
a wtedy otrzymamy, źe y =  x— E (x) =  2—E (2) =  2— 2 =  0. 
Spostrzegamy więc, źe dla badanej funkcyi granica lewo­
stronna równa się 1, granica prawostronna 0, a wartość 
jej dla x ==2 jest 0.

§. 20. Prz. 4. Weźmy jeszcze pod uwagę funkcyę po­
przednio rozważaną y =  E (x ) i nadawajmy zmiennej nie­
zależnej x wartości np. następujace: 1*45825,... 1*46689,... 
... 1*4892,... a więc wartości rosnące zbliżające się od strony 
lewej do liczby 1*5 z wyjątkiem tejże t. j. takie, źe mamy:

| x — 1*5 j  <C 8,
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gdzie, jak poprzednio, 8 jest liczbą dodatnią. Nadając te 
wartości zmiennej x, otrzymamy na y kolejno wartości:
1.... 1,... 1,... t. j. takie, źe mamy:

|y — 1 1 < £>
gdzie s jest naprzód dowolnie daną liczbą dodatnią, gdyż 
tu przypadkowo wartość tej różnicy jest 0. Widzimy więc, 
że gdy zmiennej niezależnej x nadajemy wartości rosnące 
zbliżające się do liczby 1‘5 z wyjątkiem tejże, to funkcya 
y przybiera stale wartość 1 i ma granicę 1.

Nadając następnie zmiennej niezależnej x wartości 
malejące czyli zbliżające się od strony prawej do liczby 
15 z wyjątkiem tejże, np. 159246,... 1-56281,... 1*50732,... 
...1-50003,... otrzymamy na y wartości: 1,... 1,... 1,...
1.... a więc także stale wartość 1. Dając zmiennej x war­
tość 1*5, otrzymamy na y wartość 1. Z tego rozważania 
wynika, że, gdy funkcya dana y przybiera wartość stałą, 
dla różnych wartości zmiennej niezależnej x, to granica 
jej dla pewnej wartości zmiennej x równa się jej stałej 
wartości, jakkolwiek się zbliżamy do tej wartości zmiennej x.

§. 21. Po tych przykładach przystąpimy teraz do ogól­
nego określenia granicy funkcyi y  =  f(x), gdy zmiennej 
niezależnej x nadajemy wartości, czyto rosnące, czy ma­
lejące, zbliżające się do pewnej obranej liczby a, z wy­
jątkiem tejże. Mówimy mianowicie, źe funkcya f (x ) zbliża 
się do granicy A, gdy zmienna niezależna zbliża się jak­
kolwiek do wartości a, gdy jest rzeczą możliwą dla ka­
żdej dowolnie małej dodatniej liczby £ znaleść odpowiednią, 
zależną od niej, dodatnią liczbę S i taką, źe mamy:

| f (x) —  A | < £
dla każdej wartości zmiennej niezależnej x, dla której jest:

x — a << S,

przyczem nie wolno za x podstawić liczby a, [bo gdy ba­
damy granicę funkcyi, to nas nie obchodzi jej wartość 
dla x =  a, tylko te wartości, które funkcya przyjmuje,
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gdy zmiennej niezależnej x nadajemy wartości nieco mniej­
sze od a i nieco większe od a].

Powyższe określenie wyraża w sposób ścisły rzecz 
następującą. Zmiennej niezależnej x zawsze można nada­
wać wartości tak blizkie liczbie a, aby odpowiadające 
wartości funkcyi y różniły się od liczby A  tak mało, jak 
się nam podoba, gdyż liczba s zależna jest tylko od naszej 
woli. Aby zaznaczyć, że liczba A jest granicą funkcyi y, 
gdy zmienna niezależna x  zbliża się do liczby a, piszemy:

lim f (x) =  A. 
x =  a.

§. 22. Obliczmy teraz granicę funkcyi y =  gdy

zmienny łuk AM dąży do 0 (fig. 14). Niechaj a będzie

miarą łuku A M *) dodatniego, mniejszego od ćwiartki ob­

wodu koła t. j. a <  —, nakreślonego promieniem równymu
jedności, to wtedy sin« i tg a są dodatnie i mamy MP =  sina,

*) gdy  promień jest jednostką; wtedy kąt AOM  mierzy w  ra- 
dyanach tasama liczba, co luk.
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AT =  tg a, gdzie długości MP i AT są mierzone promie­
niem OA wziętym za jednostkę. Porównajmy następnie ze 
sobą pola trójkątów OMA, OAT i wycinka koła OAM, to 
widocznem jest z figury, że pole wycinka koła OAM jest 
większe od pola trójkąta OMA, a mniejsze od pola trój­
kąta OAT, t. j. mamy następujące nierówności:

pole A  OMA << pole wycinka OAM < ; pole OAT.

Zastępując pola przez ich wyrażenia, otrzymamy z po­
wyższych nierówności następujące:

¿ O A .M P < | O A . łuk AM <  \ O A . AT.

Dzieląc powyższe nierówności przez czynnik |OA otrzy­
mamy:

MP <  łuk AM AT
lub:

sin a <  a  <  tg a.

Wykażemy teraz, że stosunek łuku a do jego wstawy
OL ,

sina t. j. dąży do jedności, gdy łuk a dąży do zera.

Należy w tym celu rozróżnić dwa przypadki, a mianowi­
cie załóżmy najpierw, że łuk a jest dodatni i mniejszy od

2 , to wtedy na mocy powyższej nierówności otrzymamy:

sin a
sin a < ;  a <<

COS a

Powyższe nierówności nie ulegną żadnej zmianie, jeżeli 
ich wyrazy podzielimy przez sina, a wtedy otrzymamy:

1 <  T5T-T <  1sin a COS a

Otóż gdy łuk a dąży do zera przez wartości dodatnie, to 

jak wiadomo, cos a dąży wtedy do 1. Stosunek zaś g;— , 

jak widzimy, zawiera się stale między 1 i wielkością, która
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ttakźe dąży do jedności, gdy a dąży do zera, czyli że także
>X

tten stosunek —----  musi dążyć do 1, gdy luk a dąży do 0
Si li y.

przez wartości dodatnie.
Załóżmy następnie, że łuk a jest ujemny i połóżmy:

a. =  —  a ',

gdzie łuk a ' jest dodatnim. Wtedy mamy:

sina sin (— a') — sina' sin a' ‘

Otóż gdy a dąży do zera przez wartości ujemne, to a'
CL

dąży do zera przez wartości dodatnie, stosunek —— T ma 
 ̂ sina'

więc granicę 1 według poprzedniego rozważania. A  więc 

stosunek —  ma także granicę 1, gdyż stale równa się

stosunkowi Mamy więc w każdym przypadku:

lim I —----  =  1.
sin a /

a =  0.

Ponieważ powyższy stosunek dąży do 1, gdy a dąży
i sin a

do zera, to odwrotność tego stosunku t. j. stosunek —-—

dąży do granicy, która jest odwrotnością jedności, t. j. 
dąży także do 1, gdyż odwrotnością jedności jest jedność. 
A  więc mamy także:

a =  0.

W  praktycznych rachunkach nie popełnimy więc wiel­
kiego błędu, gdy weźmiemy zamiast sin a łuk a, jeżeli ten 
łuk jest bardzo mały albo odwrotnie.
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Jeżeli funkcya f(x ) jest ciągłą dla wartości zmiennej 
x =  a, to według określenia ciągłości znaczy to, źe:

| f (x) — f (a) | <  e,
gdy tylko:

| x — a << 8.

Innemi słowy, gdy zmienna x zbliża się do wartości a, to 
f (x ) zbliża się do wartości f(a), tak, źe możemy napisać:

lim f (x) =  f (a); 
x  =  a

to znaczy, źe wartość funkcyi dla x  =  a t. j. f (a) jest 
granicą funkcyi, gdy zmienna niezależna x dąży do war­
tości a.
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ROZDZIAŁ IV.

O pochodnej i różniczkowaniu.

§. 231). Przykład I. Narysujmy krzywą na kartce 
z osiami x, y, jak na fig. 15 i weźmy na niej dwa punkty 
A, B. Pytamy, gdzie więcej przyrasta rzędna, gdy o tak

Fig. 15.

samo długi kawałek wzdłuż osi x  się posuniemy czyli 
gdzie szybcej przyrasta rzędna: czy w punkcie A, czy

1) § 23 częściowo nie jest ścisły i ma służyć do tego, by  n a j­
pierw  wytw orzyć w  czytelniku pojęcie intuicyjne.
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w punkcie B ? Jak to osądzić ? po jakiej liczbie zależnej 
od krzywej moźnaby to osądzić — czem to mierzyć?

Otóż wyrysujmy w punkcie A (fig. 15) prostą, która 
się z krzywą styka w punkcie A, t. z w. styczną L; ta 
prosta L tworzy kąt a z osią x; w drugim punkcie B w y­
rysujmy styczną M do krzywej; ta styczna tworzy kąt b 
z osią x. Widać, że tam, gdzie rzędna szybcej przyrasta, 
większy kąt tworzy styczna z osią x (fig. 16).

Weźmy inną krzywą (fig. 17); w punkcie C ubywa 
rzędnej, jak i w punkcie D; tylko prędzej ubywanie na­

stępuje w punkcie C jak w punkcie D; jeżeli wyrysujemy 
styczną N w punkcie C, która tworzy z osią x kąt c, zaś 
styczna P w punkcie D narysowana tworzy kąt d z osią x; 
tam, gdzie rzędnej ubywa prędzej, tam mniejszy kąt- two­
rzy styczna z osią x. Widać, że kąty a, b, c, d, które two­
rzą styczne do krzywej z osią x, są w pewnym związku 
ze szybkością przyrastania lub ubywania rzędnej.

Zajmijmy się teraz pierwszym wypadkiem, gdzie rzę­
dna przyrasta i mierzmy szybkość przyrastania rzędnej 
nie wprost kątami a, b, ale ich funkcyami trygonometry­
cznemu a mianowicie weźmy liczby tg a, tgb. U nas kąty
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¿i, b są ostre (z pierwszego kwadrantu), więc jest tg b >> tg a> 
bo jest b>>a.

W  miejscu, gdzie rzędna szybcej przyrasta, jest tan- 
gens kąta, utworzonego przez styczną do krzywej z osią x, 
większy.

Przejdźmy do drugiego wypadku. Zamiast mówić
o ubywaniu rzędnej będziemy mówili o przyrastaniu rzę­
dnej, tylko obecnie przyrastanie rzędnej może być doda­

tnie lub ujemne; a więc zamiast powiedzieć: w punkcie C 
szybcej ubywa rzędnej, niż w punkcie D, powiemy: w punk­
cie C powolniej przyrasta rzędna niż w punkcie D i w obu 
punktach przyrosty rzędnej są ujemne. Ponieważ kąty c, d 
są rozwarte i kąt c jest mniejszy od kąta d, więc tgc, 
tg d są ujemne i bezwzględna wartość liczby tg c jest 
większa od bezwzględnej wartości liczby tgd: tgc j  | tgd 
przeto jest t g c < t g d .  Z tego widzimy, że praktycznie jest 
wziąć tg a, tgb, tgc, tgd  za szybkości przyrastania rzę­
dnej; jeżeli bowiem w jednym punkcie krzywej rzędna
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przyrasta szybcej niż w drugim, to w pierwszym tangens 
kąta, utworzonego przez styczną w tym punkcie do krzy­
wej z osią, jest większy niż w drugim, a znak tego tan­
gens będzie wskazywał, czy przyrost ma znak dodatni 
czy ujemny.

Jak te liczby tg a, tgb, tgc, tgd z krzywej wyra­
chować?

Prz. 2. Weźmy krzywą z prz. 1. Nie umiemy ryso­
wać stycznej a chcemy obliczyć szybkość przyrastania

rzędnej czyli tg a. Jak 
to zrobić? Niech punkt 
A  (fig. 18) ma odciętą 
x, rzędną f(x ) czyli 
y =  f (x) jest równa­
niem tej krzywej albo 
krzywa narysowana 
jest obrazem funkcyi 
y =  f (x). Weźmy nad­
to dość blizki punkt M, 
mający odciętą nieco 
większą od x, więc od­
ciętą x -f- mała liczba 
h; przeto ten punkt M 
ma rzędną f(x - j-h ); 

przez punkty A, M poprowadźmy linię prostą, która z osią x 
tworzy kąt g i obliczmy tgg; oczywiście tg g będzie szyb 
kością przyrastania rzędnej, ale nie dla krzywej, tylko 
dla prostej AM; można zamiast o szybkości przyrastania 
rzędnej mówić też o szybkości wznoszenia się krzywej, 
bo jedno z drugiem złączone. Oczywiście tg g  nie będzie 
szybkością wznoszenia się krzywej tylko szybkością wzno­
szenia się prostej AM; ale gdy punkt M jest dość blizki 
punktowi A, to tgg  można przybliżenie uważać za szyb­
kość przyrastania rzędnej (wznoszenia się krzywej) w punk­
cie A  i przybliżenie będzie tem lepsze, im bliżej punktowi A
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łeźy punkt M t. zn. im bliżej punktowi A  leży punkt M, 
tem mniej się różni tgg  od tg a. Trzeba więc wyrachować 
tg g  — jak to zrobię? Rzut oka na fig. 19. wykazuje, źe jest

f ( *  +  h ) - f ( x )

a więc
f (x - f  h) — f (x)

jest szybkością wznoszenia się prostej AM a nie krzywej 
czyli jest szybkością przyrastania rzędnej. Można to także

tak wyrachować: niech odcięta x przyrasta o liczttę h, to 
rzędna przyrasta o tyle, o ile rzędna dla odciętej (x -f- h) 
różni się od rzędnej dla odciętej x t. j. rzędna wzrośnie
o f (x h) — f (x); aby więc powiedzieć, ile razy szybciej 
przyrasta rzędna niż odcięta, to musimy utworzyć ułamek:

f (x +  h) — f (x) 
h

czyli podzielić przyrost rzędnej przez przyrost odciętej. 
Ale wiemy, że ten ułamek jest tylko szybkością przyra­
stania rzędnej na prostej, którąśmy zastąpili krzywą; im

ZASADNICZE POJĘCIA. 4
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mniejsze h, tem jest ów ułamek bliższy szybkości przyra­
stania rzędnej na krzywej w punkcie A (lub jak się mówi: 
wt punkcie x), a więc granica tego ułamka dla h =  0 (gdy 
x uważamy za stałe w rachunku) będzie daw^ała tg a.

Prz. 3. Weźmy funkcyę y =  x 2; gdy na papierze mi­
limetrowym wyrysujemy do tego obraz, to dostaniemy taką 
krzywą, jak na fig. 20.; dla x =  0 jest y =  0; x =  0*l, 
y =  0’01; x =  0'5, y =  0’25; x =  1, y  =  1; x =  — 0*1, 
y  =  001; x =  — 0'5, y =  025; x =  — 1, y  =  1; x =  2, 
y =  4; x = — 2, y =  4 .. . . .  Obliczmy dla tej krzywej 
szybkość przyrastania rzędnej (co dla funkcyi samej ozna­
czać będzie szybkość przyrastania funkcyi) dla x  =  1. Tu 
jest f (1) =  12=  1; nadto utwórzmy f (1 -f- h) =  (1 -f-h)2 =  
=  l +  2 h +  h2, a teraz uważajmy ułamek:

f ( l  +  h ) - f ( l )  _  (1 -f- 2 h -f-h2) — 1 __2 h -j- h2___Q , u
h h h +  ‘

Ten ułamek nie daje szybkości przyrastania funkcyi (rzę­
dnej) dla odciętej x  =  1, bo zależy jeszcze od h; dla h =  0,l 
ma ten ułamek wartość 2*1, dla h =  0‘01 ma ten ułamek 
wartość 2’01 itd. Chcąc tedy znaleść szybkość przyrasta­
nia funkcyi (rzędnej) dla odciętej x  =  1, trzeba szukać 
granicy tego ułamka dla h =  0; otóż dwumian (2 -f-h), im 
mniejsze jest h, zbliża się coraz bardziej do liczby 2; jest 
bowiem (2 -f- h) funkcyą wymierną i całkowitą względem h 
(§ 15.), przeto ciągłą względem h (§ 22.), więc jej granica 
dla h =  0 równa się wrartości funkcyi, jaką ma dla h =  0 

czyli Km (2 +  h) =  2 +  0 =  2.
(h =  0)

Szybkość przyrastania rzędnej (funkcyi) dla wartości 
x =  1 jest 2.

Wyrachujmy tę szybkość ogólnie t. zn. nie przyjmu­
jąc pewnej szczególnej wartości dla odciętej x. Otóż jest 
tu f (x) =  x 2, f (x -j- h) =  (x - f  h)2 =  x s -|- 2 x  h -j- h2, przeto 
ułamek:
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f (x —j-h)— f(x ) _ (x2+ 2xh-|- h2)—x 2__2xh-f-h2___0 j l
~ h  =  h _  e

Przez punkt A o spółrzędnych x, x 2 i punkt M o spół- 
rzędnych x-|-h, (x-|-h)2 narysujmy prostą AM, która 
z osią x tworzy kąt g i jest

tg g  =  2 x +  h.

Grdy za h będę brał coraz mniejsze liczby, to punkt M 
będzie coraz bliższy punktowi A i przez to prosta AM

w nowem położeniu będzie coraz to bliższa stycznej; jak 
powiadamy: prosta AM kręci się naokoło punktu A. Jej 
położenie zależy od wyboru liczby h, przyczem punkt A 
jest stały, nieruchomy czyli x mamy tu uważać za stałe. 
Na tg g otrzymaliśmy funkcyę wymierną i całkowitą zmien­
nej h, a więc ciągłą i dla h =  0, przeto jej granica dla 
h =  0 i wartość dla h =  0 są sobie równe: 

lim (2 x - fh )  =  2 x -{-0 =  2 x.

(h =  0)
4*
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Szybkość przyrastania rzędnej (funkcyi) dla warto­
ści x na odciętą (zmienną niezależną) wynosi 2 x t. zn. jest 
różna dla różnych punktów. Dla x =  0 wynosi ta szyb­
kość 2.0 =  0 czyli tu styczną do krzywej jest oś x; dla 
x =  0'5 jest szybkość równa 2 .0 '5 = 1  czyli styczna two­
rzy kąt 45° z osią x itd.; dla x =  0'5 rośnie funkcya (rzę­
dna) powolniej niż dla x =  1.

Szybkość przyrastania funkcyi (wynosząca tu 2 x) 
jest znów funkcyą zmiennej x —  nazwano ją funkcyą po­
chodną czyli krótko pochodnąbo pochodzi z danej funk­
cyi, kiedy dana funkcya (tu y =  x 2) nazywa się pierwotną. 
A więc przez (funkcyę) pochodną funkcyi danej (pierwo­
tnej) y =  f (x) rozumiemy granicę ułamka

f(x  +  h ) - f ( x )  
h

dla h =  0 (o ile taka granica istnieje).
Prz. 4. Obliczmy pochodną (czyli szybkość przyra­

stania) funkcyi y =  4 x 3 — 7 x2- )-9 x  — 1. Dla x =  0 jest 
y  =  — 1; x =  5, y =  369; x =  10, y =  3389 albo kładąc 
4 x 3 — 7 x 2 -J- 9 x — 1 =  f (x) mamy f (0) =  — 1, f (5) =  369, 
f (10) =  3389 itd. Utwórzmy ułamek:

{4 (x + h )s— 7(x-f-h)2+ 9 (x + h )— l }  — {4 x 8— 7x2+ 9 x — 1}
h

t. zn. badamy ile razy szybcej przyrasta funkcya, niż
zmienna niezależna. Ten ułamek po wyrachowaniu jest
równy:

12 x 2 +  12 x h -j- 4 h2 — 14 x — 7 h —(— 9.

Mamy teraz obliczyć granicę tego wielomiana dla h =  0, 
uważając x za stałe; otóż jest to funkcya wymierna i cał­
kowita względem zmiennej h, więc jest ciągła, przeto jej 
granica dla h =  0 jest równa wartości tej funkcyi, gdy 
położymy w niej h =  0, a więc granicą będzie:

12 x 2 — 14x +  9.
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Pochodną funkcyi y =  4 x 3 — 7 x 2- f  9x — 1 jest więc 
funkcya 12 x 2— 14x-f-9.

Tę funkcyę, która jest pochodną funkcyi y, ozna­
czamy przez y ' [czytaj y  prim — znaczy y pierwsze]; 
jest więc:

Dla x =  0 jest y =  — 1, y ' =  9; dla x =  1 jest y =  5, 
y ' =  7 itd.; ponieważ dla x =  0 jest y' =  9, a dla x =  l 
jest y ' =  7, więc ta funkcya szybcej rośnie przy wartości 
x =  0 niż dla x  =  1.

Prz. 5. Obliczmy pochodną (szybkość przyrastania) 
funkcyi y =  sin x. Otóż jest

uważając tu x  za stałe, obliczmy granicę tego wyrażenia 
dla h =  0.

Pierwszy czynnik ma granicę 1 (§ 22 trzeciego roz­
działu), drugi jest funkcyą ciągłą dla h =  0 i ma więc 
granicę cosx; okażemy, że iloczyn granic l.c o s x  będzie 
granicą iloczynu powyższego. Otóż granicą pierwszego 
czynnika jest liczba 1 t. zn. do każdej dodatniej liczby e 
(np. s =  00000 —  0001) mogę znaleść taką dodatnią liczbę 
d, iż jest:

y ' =  12 x 2 — 14 x -j- 9.

sin (x -f- h) — sin x =  2 sin

więc

sin (x —f- h) —  sin x
h ~

co umyślnie napiszemy tak:

h
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gdy tylko jest j  h j  << d; drugi czynnik ma granicę cos x 
t. zn. znów, źe do każdej liczby dodatniej np. s istnieje 
liczba (innej wielkości, bo o innej funkcyi mowa) dx [czy­
taj: d ze skaźnikiem jeden u dołu] taka, iż jest:

gdy tylko jest h j  << dx. Pierwsza nierówność jest prawdą 
dla | łi [ <1 d , druga dla i  ti | << dx, obie równocześnie są 
prawdą, gdy będzie i |hj<^d i | łi | <d da; np. niech ma 
być | h ; << 03 i | h | << 008 — więc jakie musi być ] h j  ? 
nie może wystarczać powiedzenie, że ma być | h ! << 0'3, 
bo np. h =  0‘2 spełnia nierówność | h | << 0'3, ale nie spełnia 
drugiej nierówności (hKO^OS, bo jest O^^O-OS; gdy h 
tak obierzemy, iż jest | h | << 0’08, to obie nierówności są 
spełnione czyli | h i  musi być mniejsze od mniejszej z liczb 
0‘3, 0-08 albo ogólnie musi być | h j mniejsze od mniejszej 
z liczb d, dj.

A więc gdy jest ! h mniejsza od mniejszej z liczb 
d, dj, to jest równocześnie prawdą:

— 1 <Cz ; cos ( x -j- q ) — cos x << s.

Otóż mogę dalej napisać:

“ ( !■)cos — l.cosx

c
(h
[z )
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s i n ( ! )

(!)
. COS X

2

h
+ cos ( X +  | )  — c°sx

ponieważ cos | x -f- ^  j nigdy co do bezwzględnej wartości 

nie jest większe od liczby 1, przeto jest

( ! )sin

( ! )

cos ( x +  2

+ cos

1 . COS X

(x + ! )

. / h v

i i )
+

COS X  ,

a więc jest mniejsze od e -f- s =  2 s, gdy jest | h | mniejsza 
od mniejszej z liczb d, dj czyli granicą iloczynu

- " ( ! )

lir cos | x ~ ) jest 1. cos x =  cos x,

jest więc
y' =  cos x.

Prz. 6. Niech jest y =  cos x i obliczmy pochodną 
(szybkość przyrastania) tej funkcyi. Mamy więc wyliczyć 
ułamek:

cos (x —|— h) — cos x

Według wzoru cos a — cos fi =  — 2 sin | 

będziemy mieli:

a —  . / a -I-Ci
—- —i- .sin r  

2 /
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cos (x —(- h)— cosx 
h

sin

=  - 2  

h

s in (| )s in (x  +  | )

(I)
• s in (x  +  | ) ,

granicą pierwszego czynnika jest 1 (§. 22.), drugi czynnik, 
jako funkcya ciągła, ma granicę sinx; znów, jak w prz. 5.

można wykazać, że iloczyn ma, jako granicę, iloczyn 
granic swych czynników t. zn. tu będzie granicą sinx, 
więc jest

y ' =  — sinx.

Gdy zmiennej x nadawać będziemy wartości od 0 
do TT, to sinx ma wartość nie ujemną, przeto pochodna 
będzie miała wartości nie dodatnie t. j, ujemne lub zero
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czyli szybkość przyrastania funkcyi jest ujemną lub ze­
rem; wyrysujmy obraz dla funkcyi y =  cosx; x =  0, y =  1;

x =  ̂ , y =  0; x — k, y =  — 1 otrzymamy krzywą, jak na

fig. 21.; gdy wezmę dwa punkty na osi x, których odcięte 
są x, x -f-h , położone między 0 i tt, to do nich należne 
wartości funkcyi są cosx, cos(x-j-h ) i jest cos(x +  h) 
mniejsze od cosx, gdy jest h ]>0  — krzywa się nie wznosi, 
ale opada, funkcya maleje. Gdy zaś jest x>>~, to funkcya 
rośnie, szybkość przyrastania krzywej jest dodatnia; otóż 
gdy jest x ^ > 7u a mniejsze od 2 tt, to sinx jest ujemną 
liczbą, przeto y ' =  — sin x jest dodatnie.

Prz. 7. Niech jest
x 2 +  7

y = i r = 5 - ’

tu wolno na x  nadawać wszelkie liczby, tylko nie pięć; 
dla x =  5 mielibyśmy y ,  a ułamka o mianowniku zero­
wym arytmetyka nie zna. Obliczmy pochodną tej funkcyi; 
w tym celu tworzymy ułamek:

(x-fh )2- f 7 x 2+ 7 {(x + h )8-f-7}(x— 5 )- (x + h — 5)(x2+7 ) 
(x + h )— 5 x — 5 (x-f-h—5)(x —5)

— h

_  x 3+2hx8+h2x+7x-5x?-10hx-5h2-35—x 3-h x 2+5x2-7x-7h+35
— h (x+h-5) (x-5 )

a że licznik i mianownik można skrócić przez h, więc

2x2-f-hx—  10x— 5h— x*— 7 x 2- fh x — 10x— 7— 5h 
(x-f-h— 5)(x— 5) (x-j-h— 5)(x— 5)

Licznik ostatniego ułamka jest funkcyą wymierną i cał­
kowitą względem zmiennej h, jest więc funkcyą ciągłą, 
a jako taka, ma granicę dla h =  0, która się równa war­
tości funkcyi dla h =  0 ; granica licznika równa się: 
x 2— 10 x — 7; granicą mianownika jest (x — 5)2.
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A jaką jest granica ułamka? czy jest nią ułamek 
z granic licznika i mianownika ?. Spróbujemy wykazać 
ogólnie, że granica ułamka równa się ułamkowi z granic 
licznika i mianownika, jeżeli tylko granicą mianownika 
nie jest zero. Niech bowiem ogólnie jest:

f (h)
• <p(h) ’

gdzie licznikiem jest pewna funkcya, która ma granicę a 
dla h =  0 :

lim f (h) =  a 
(h =  0)

a mianownik <p(h) jest funkcyą, która ma granicę b dla 
h =  0 :

lim 9 (h) =  b 
(h =  0)

przyczem b może być jakąkolwiek liczbą, byle różną od 
zera. Do każdej dodatniej liczby s mogę znaleść taką do­
datnią liczbę d, iż jest:

I f (h) —  a | <  e, gdy jest | h | <  d,

i podobnie mogę znaleść takie dodatnie d1? iż jest:

I ? (h) — b | <  s, gdy jest | h | <  dl}

więc dla h mniejszych co do bezwzględnej wartości od 
mniejszej z liczb d, dx jest równocześnie:

|f(h ) —  a | < s ; 19 (h) — b | <s.

Ponieważ b jest różne od zera (jak wyżej założyliśmy),

więc wolno utworzyć ułamek ^ i uważajmy różnicę:

f (h )__a ___ f(h )b  — <p(h)a __f(h )b  — ab +  ab — 9 (h)a
9(h) b ? (h )b  9 (h).b

__ ( f (h) — a ) b -f- a { b — 9 (h )}
9 (h)b
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licznik:

| { f (h) —  a }  b -f- a { b — <p(h)}  | <  

f (h )— a 11 b —j— a |. | b — o(h );<^ (jb  -|- a|)s,

a mianownik nie zbliża się do zera, więc gdy liczby d, dj 
są dość małe, to już mogę znaleść liczbę dodatnią A taką, 
iż jest (9 (h) | >> A. Cały ułamek jest więc co do bezwzglę­
dnej wartości mniejszy od liczby

(|b| +  |a|)s 
A  | b i

bo jeżeli jest

I © (h) >> A, to i— t «<
1 r w  1 7 | 9 (h) | A

Jak widzimy ułamek można zrobić tak małym co do bez­
względnej wartości, jak chcemy czyli jest

f (h) a 
lim —

9 (h) b
(h =  0)

W  naszym przykładzie mianownik ma granicę (x — 5)2, 
co mogłoby być zerem dla x =  5, ale właśnie na. x nie 
wolno nadawać wartości 5; przeto jest:

x 2 — 10x — 7
y = (x — 5)2

Prz. 8. Niech jest y =  tgx ; jak wiemy jest tg x  =
c j n  v  o i n  V

(§. 8.), a więc jest y = ---- —; aby obliczyć dla
cosx cosx

tej funkcyi pochodną, obliczmy ułamek:

sin (x +  h) sin x
cos(x-f-h) cosx __ sin (x +  h) cos x — sin x cos (x - (-h)

h h cos x cos (x +  h)

ale jest sin a cos [i — sin fi cos a =  sin (a — fi), więc ułamek 
ma wartość
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sinh
sin h __ h

h cos x cos (x -j- h) cos x cos (x -f- h) ’

licznik ma granicę 1 dla h =  0 (§. 22.), mianownik jest 
funkcyą ciągłą i ma więc granicę dla h =  0 równą 
cos x  cos (x +  0) =  cos2 x , więc według twierdzenia z po­

przedzającego przykładu ułamek ma granicę — czyli
COS X

pochodna:

y ' =  — ---
COS8X

Prz. 9. Niech po prostych szynach (nie zakrzywio­
nych) porusza się wagon; liczmy od początku szyn odle­
głość wagonu np. wagon jest od początku szyn odległy 
na 158 cm lub 127 cm lub 200 cm —  niech ta odległość 
ogólnie wynosi s cm (od słowa łacińskiego spatium =  prze­
strzeń); liczmy też czas w sekundach od chwili kiedy ru­
szył — od tej chwili minęła może 2-ga, 2*5 sekundy etc. 
ogólnie t-ta sekunda (od słowa łacińskiego tempus =  czas); 
otóż s będzie pewną funkcyą zmiennej niezależnej t:

s =  f(t)

np. dla t =  0"  jest s =  158cm i stamtąd wagon rusza, dla 
t =  1" jest s =  173 cm, a dla t =  2" jest s =  140 cm czyli 
mógł się w pierwszej sekundzie wagon oddalić od początku 
szyn, a potem zbliżył się do niego. Jeżeli więc znamy tę 
funkcyę f (t) (t. zn. wiemy, jaka wartość f (t) należy do 
końca t-tej sekundy), to znamy też cały ruch, bo wiemy, 
gdzie wagon był o każdym czasie. Niech np. s =  2 t2 —(— 1; 
to dla t =  0"  jest s =  1 cm i stąd wagon wyruszył; dla 
t =  1" jest s =  3 cm; t =  l£", s =  5|cm; t =  2", s =  9 cm; 
t =  3", s =  19cm itd.; wagon w tym wypadku oddala się 
od początku szyn i nie cofa się (fig. 22.). W  czasie od 2-giej 
do 3-ciej sekundy przebył wagon drogę 19 — 9 = 1 0  cm; 
gdyby przez tę sekundę pędził jednostajnie, to prędkość
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O" 1" 2" 3"
1 cm 3 cm 9 cm 19 cm

pocz.

9 cm 19 —  9 cm

Fig-. 22.

jego wynosiłaby 10; niech t =  2\ =  to s =  2 . ( f )2 -j-1 =  
=  13|cm; w ciągu pół sekundy, trwającej od końca 2-giej 
do końca 2-giej i \ sekundy, przebiegł wagon drogę: 
13^— 9 =  4^ cm; gdyby w ciągu tej połowy sekundy pędził

44-
jednostajnie, toby prędkość jego wynosiła j  =  4 { x 2  =  9

2

(długość drogi należy podzielić przez ilość sekund, do prze­
bycia tej drogi potrzebnych) — już wypadła inna pręd­
kość. Niech t =  2|", to s =  l l f  cm; w ciągu |-ciej sekundy, 
trwającej od 2-giej do 2-giej i £ sekundy przebył drogę 
l l f  — 9 =  2fcm ; gdyby wagon się poruszał jednostajnie

28
w .ciągu tego czasu, toby prędkość wynosiła —̂ = 2 f x 3  =  8-§-,

3
znów inna — dochodzimy do wniosku, źe prędkość taka 
byłaby zależna od tego, jak wielki przeciąg czasu zaczy­
nający się z końcem drugiej sekundy, bierzemy pod uwagę.

Obliczmy ogólnie prędkość ruchu wagonu w chwili 
kończenia się t-tej sekundy; weźmy czas bardzo króciutki, 
wynoszący h sekund (np. h == ^ sek.), niech on trwa od końca 
t-tej sekundy do końca (t - fh )- te j  sekundy; dla chwili t" 
jest s =  f(t), dla chwili (t-f-h )" jest s =  f (t -|— h), droga 
w tym czasie przebyta równa się więc 

[f (t +  h) — f (t)] cm.

Gdyby to był ruch jednostajny, tobyśmy długość drogi, 
przebytej od t-tej sekundy do (t +  h)*tej sekundy, podzielili 
przez ilość h sekund, który na przebycie drogi upłynął, czyli 

f (t-f-h ) — f(t) 
h
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byłoby prędkością; ułamek ten nietylko zależy od t ale 
i od h, jak widzieliśmy w przykładzie; ponieważ jednak 
ruch jednostajnym nie jest, więc ułamek powyższy nie 
daje prędkości; tylko im mniejsze jest h, tem lepiej po­
wyższy ułamek się zbliża do liczby, którą uznamy jako 
prędkość ruchu. Gdybyśmy za prędkość ruchu ten ułamek 
przyjęli, tobyśmy milczkiem ruch od t-tej sekundy do 
(t-j-h)-tej sekundy zastąpili w myśli ruchem jednostajnym
0 prędkości równej ułamkowi powyższemu. Widać, źe pręd­
kością ruchu nazwać możemy granicę tego ułamka dla 
h =  0, gdy t uważamy za stałe czyli prędkością ruchu 
jest pochodna s' funkcyi s.

Gdy jest s =  2 12 —f— 1, to jest:

{ 2 (t +  h ) » + l } - { 2 t*+ l }  =  
h 1 

a stąd w granicy dla h =  0 jest:

s' =  4 1.

Dla t = l s e k .  jest s' =  4, dla t =  2" jest już s' =  8 — 
większa prędkość niż przedtem, dla t =  3" jest s' =  12 
itd. — co sekundę prędkość zwiększa się o tę samą ilość (4). 
Gdyby nagle wagon w pewnej chwili przestał poruszać 
się ruchem coraz to szybszym (ruchem przyspieszonym), 
a poruszał się od tej chwili ruchem jednostajnym, toby 
musiał się poruszać nadal z prędkością s', jaką miał w tej 
chwili, o której była mowa.

W  tym przykładzie widać, że prędkość ruchu jest 
zmienna, źe im dłużej wagon się porusza, to tem prędzej 
pędzi; jego prędkość jest coraz to większa czyli wagon 
przyspiesza ruch. Co to więc jest przyspieszenie ruchu? 
Wagon przyspiesza ruch t. zn. prędkość swą zwiększa
1 im prędzej zwiększa się prędkość, tem większe będzie 
przyspieszenie; a więc powiemy: przyspieszeniem jest pręd­
kość, z jaką się zmienia prędkość ruchu czyli pochodna 
prędkości ruchu; a że prędkość ruchu jest pochodną funk-
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cyi s, więc przyspieszenie jest pochodną pochodnej funk- 
cyi s czyli, jak się mówi, jest drugą pochodną funkcyi s
i oznaczamy ją znakiem s" i dlatego też mówimy, że s' 
jesl; pierwszą pochodną funkcyi s.

W  naszym przypadku jest s' =  4 1; aby obliczyć 
przyspieszenie, obliczmy

4 (t —|— h) — 4 t 
h

i granicą dla h =  0 musi być znów 4, bo się tu nic nie 
zmienia; przyspieszenie ruchu wynosi 4, jest więc stałe — 
prędkość więc co sekundę jednostajnie się zwiększa o 4
i dlatego ruch ten zowiemy jednostajnie przyspieszonym.

Prz. 10. Weźmy inny przykład; niech s == 20 t —|— 7; 
dla t =  0 jest s =  7; t =  l, s =  27; t =  2, s =  47 itd. Aby 
obliczyć pochodną s', utwórzmy ułamek

{2 0 (t +  h) +  7 } - { 2 0 t  +  7 } _
lT - J U

i granicą dla h =  0 jest liczba 20, więc s' =  20. Obliczmy 
drugą pochodną s" t. j. pochodną pochodnej; utwórzmy 
więc ułamek:

20 —  20 _  0 _  

h -  h

jego granicą dla h =  0 jest więc liczba 0. Przyspieszenie 
wynosi zero czyli ruch nie ma przyspieszenia, ma stałą 
prędkość równą 20 — ruch jest jednostajny.

Nadto widzimy, że pochodna stałej jest równa zeru. 
Prz. II. Weźmy funkcyę y =  sinx; jej pierwsza po­

chodna według przykł. z obecnego rozdziału jest

y '  =  COS X

stąd druga pochodna (według prz. 6.) jest y "  = —  sinx; 
możemy szukać dalej pochodnej drugiej pochodnej czyli 
trzeciej pochodnej; weźmy ułamek:
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[— sin (x +  h)] — [— sin x] _  sin x — sin (x +  h)
E _  h

z czego widzimy, że będzie granicą dla h =  0 liczba 
(— cosx); a źe trzecią pochodną oznaczamy przez y '", 
więc jest y '"  = —  cosx.

Podobnie łatwo stwierdzić, źe czwarta pochodna, którą 
oznaczamy przez y IV, będzie y IV =  sinx.

Prz. 12. Niech będą szyny (fig. 23.), a na nich mały wóz; 
odległość w metrach jego od środka szyn A  oznaczymy

C A  B

— 2 2 m 0 2 m + 2  

Fig-. 23.

przez s, przyczem ta liczba będzie dodatnią, gdy wózek 
znajduje się po prawej stronie środka A, a będzie liczbą 
ujemną, gdy wózek znajduje się po lewej, stronie środka A; 
czas będziemy liczyli w sekundach od chwili, kiedy wózek 
przechodzi przez A  z lewej strony na prawą.

Wózek niech się tak porusza, iż jest s =  2 sin (3 1), 
gdzie t jest ilością sekund od chwili dopieroco opisanej.

Otóż tak się wysłowiliśmy, źe możemy-pytać się o to, 
gdzie był wózek o chwili t =  — 1"  t. zn. na sekundę przed 
chwilą 0", albo o chwili t =  — 2'' t. j. na dwie sekundy 
przed chwilą 0"  itd.

Dla t =  0 jest s =  0 czyli wózek znajduje się w punk­
cie A; dla rosnącego t rośnie s, aź zmienna t przybierze

wartość 3t =  ^ czyli t =  wtedy jest s =  2 sin | ^ j =  2;
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wózek znajduje się w miejscu B odległem na 2 m na prawo 
od punktu A; od miejsca B cofa się wózek ku A; gdy jest

TU
3 1 =  7t czyli t =  to wózek znów jest w środku A; gdy

zmienna t bardziej rośnie, to sinus staje się ujemne czyli
3 TC

wózek idzie na lewo poza punkt A aź, gdy 3 1 =  —- czyli
L i

3 7U 7U / 3 TT \
t =  -g- =  —; wtedy jest s =  2 sin ( —  =  — 2 czyli wózek

jest w miejscu C, odległem o 2 m na lewo od punktu A; 
odtąd s jest nadal ujemne, ale maleje co do bezwzględnej 
wartości czyli odtąd wózek zbliża się ku punktowi A,

2 ~
który osiąga w chwili 3 t =  27c czyli t =  jest bowiem

o

s =  2sin(2 7c) =  0. Odtąd wózek idzie na prawo od punktu 
A i jak widać (z powodu własności funkcyi sinus), cały 
ruch się powtórzy od A  ku B, od B ku A, od A ku C, od 
C ku A  i znów to samo. Powiadamy, źe ruch jest peryo-

2 x
dyczny i powtarza się co okres czasu — ; największe od-

o
dalenie wózka od środka A wynosi obecnie 2 m i nazywa 
się obszernością drgania — a ruch wózka ruchem drgają­
cym, bo podobny ruch wykonują ciała drgające.

Jaka jest prędkość ruchu? Obliczmy więc (jak 
wiemy z przykł. 9.) pochodną s'; utwórzmy więc najpierw 
ułamek:

2 sin [3 (t +  h)] —  2 sin 3 t c> sin (3 1 - f  3 h) — sin 3 1
u  .

h h

0 . / 3 1 —|— 3 h — 3t \ / 3 1 —|— 3 h — 31
2 sin -----1—--------- cos -----!—-— -----

=  2

. ' 3 h \ / _  , 3 h 
sin —  cos

= 4  ' 2 ' '  2
( « + ¥

ZASADNICZE POJĘCIA. 5
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co napiszemy tak:
. '3 hin ---

więc w granicy dla h =  0 mamy:
s' =  6 cos 3 1.

W  chwili t =  0 w miejscu A ma wózek prędkość

co można przewidzieć, bo odtąd wózek się cofa ku środ­
kowi A. Napo wrót w punkcie A  ma wózek prędkość

Zapytajmy, coby to znaczyło. Wyobraźmy sobie, że 
wózek znajduje się gdziekolwiek na szynach i źe ma pręd­
kość np. 15; czy tyle podać wystarcza? czy znamy już 
ruch wózka w tej chwili, o której mowa? czyż nie zapy­
tamy, czy wózek pędzi na lewo, czy na prawo od punktu A? 
Zamiast mówić: »wózek pędzi na prawo z prędkością T5« 
powiemy: »wózek pędzi z prędkością -f-1‘5«; zamiast mó­
wić: »wózek pędzi na lewo z prędkością 1*5« powiemy: 
»wózek pędzi z prędkością — 1*5«.

Jeżeli się więc umówimy nadawać znak -f- lub — 
prędkości [czytelnik studyujący mechanikę matematyczną 
zauważy źe obecna umowa jest szczególnym przypadkiem 
znacznie ogólniejszej umowy], zrozumiemy, źe wózek, znaj­
dujący się w punkcie A  i pędzący na lewo, ma prędkość

— 2. W  miejscu C jest s '=  6 cosj 3. ^  =  0 czyli pręd­

kość jest zerem, bo odtąd wózek zmienia kierunek i idzie 
na prawo itd.

7T
s' =  6cos(3.0) =  6 ; w punkcie B t. j. o chwili t =  g jest

s* =  6 cos[ 3. w = 0  — prędkość wózka równa się zeru,
\ o  /

prędkość jest więc ujemna.
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Jakie jest przyspieszenie ruchu ? Trzeba obliczyć 
drugą pochodną s" czyli pochodną pochodnej s'; a źe jest 
s' =  6 cos 3 t, więc utwórzmy ułamek:

6 cos [3 (t +  h)] — 6 cos 3 1 __ cos (3 1 - f  3 h) — cos 3 1
h h ~

przeto granicą dla h =  0 będzie:

s" =  — 18 sin 3 1.

Dla t =  0 w punkcie A jest s" =  0 czyli nie ma przy­
spieszenia, prędkość ruchu w tem miejscu bardzo powoli się

zmienia. Dla t =  ^ w punkcie B jest s" =  — 18 sin ( ^  ) =

=  — 18. Co to znaczy, źe przyspieszenie jest ujemne? Po­
nieważ przyspieszenie jest pochodną pochodnej pierwszej, 
więc będzie dodatnie, gdy pochodna pierwsza nie maleje, 
a jest ujemne, gdy pierwsza pochodna nie rośnie. Otóż od 
A do B prędkość malała do zera, a od B ku A  maleje da­
lej, bo przyjmuje wartości ujemne; a więc wózek przy-

7U
spieszą swój ruch na lewo. Dla t =  -  w punkcie A  jest

Ó
IZ

s" =  — 18 sin7r =  0 ; dla t =  — w punkcie C jest s" =
u

— —  18 s i n =  18 czyli prędkość rośnie, bo w punk­

cie C była zerem, a odtąd jest dodatnią czyli ruch będzie 
przyspieszony na prawo.

§. 24. Otóż co to jest różniczkowanie? Słowo różniczko­
wanie pochodzi od dawnego, nieco humorystycznie brzmią­
cego słowa: różniczka. Różniczką zmienn zależnej x  
dla funkcyi y = = f(x ) jest dowolny przy który ma

5*
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granicę zero; oznacza się go także znaczkiem dx, gdzie 
litera d pochodzi od słowa łacińskiego differentia (różnica), 
bo h =  d x  jest różnicą dwóch wartości na zmienną nie­
zależną, wartości x  i (x - fh ).  (Niechaj czytelnik dx  nie 
uważa za iloczyn d x  x). Różniczką funkcyi y, którą ozna­
czymy znów znakiem dy, nazywamy iloczyn pochodnej 
funkcyi i różniczki zmiennej niezależnej x:

dy =  y ' dx

tak, iż stąd jest:

= v '
dx

t. zn. pochodna funkcyi y równa się ilorazowi różniczki 
funkcyi y przez różniczkę zmiennej niezależnej x i dlatego

dy
na pochodną funkcyi y używamy znaku zamiast y\ 

Wobec tego jest:

d(sinx) d (cos x) .
—i-----=  cos x; —^ ------- - =  — sin x ltd.

dx dx

Otóż przez różniczkowanie funkcyi rozumiemy obliczenie 
jej pochodnej pierwszej; »zróżniczkujmy funkcyę po raz 
drugi« znaczy »obliczmy jej drugą pochodną« itd.
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O c i ą g a c h .

§. 25. Przykład I. Weźmy na prostej liczbowej (§. 1.) 
punkt A , który jest obrazem geometrycznym liczby 0, 
drugi punkt B, będący obrazem liczby trzeci C, będący 
obrazem liczby f, czwarty D, będący obrazem liczby f, 
piąty E, będący obrazem liczby £ itd.

Wymieniamy pewne punkty A, B, C, D, E itd. w pe­
wnym porządku, wymieniamy też liczby 0, •$-, -f, f, £ itd. 
w pewnym porządku czyli powiadamy, którą liczbę chcemy 
uważać jako pierwszą, drugą, trzecią itd.; krótko będziemy 
mówili, źe liczby 0, i,  f, f, £ itd. tworzą ciąg liczb, źe 
punkty A, B, C, D itd. tworzą na prostej liczbowej ciąg 
punktów albo mówić będziemy, że jest dany ciąg liczb 
lub ciąg punktów t. zn. wiemy, która liczba (wzgl. punkt) 
jest pierwszą czyli na pierwszem miejscu, a która jest 
drugą, trzecią, na czwartem miejscu itd. Punkty czy liczby, 
które tworzą ciąg, będziemy nazywali wyrazami ciągu. 
Poznaliśmy tu ciąg liczb i punktów, podobnie mówić mo­
żemy o ciągu brył mineralogicznych, trójkątów, przyrzą­
dów fizycznych itd.

Np. ciąg liczb:

ł> b HS łib I ł;
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składa się ze siedmiu wyrazów; ciąg taki nazywamy cią­
giem, złożonym ze skończonej ilości wyrazów albo krótko 
ciągiem skończonym. Ciąg liczb:

— 10, — 5, — 100, 0, 1000

jest skończony. Ale są ciągi, których wyrazów mogę tyle 
wymienić, ile mi się podoba, a wszystkich nie wymienię 
np. ciąg liczb:

JL 1  JL 4 5 6 7 T? 4> 7? ¥> T> ........

(dajemy w  tym celu kropki), ale wtedy musimy oczywi­
ście wiedzieć, jaki jest wyraz na dziesiątem miejscu, jede- 
nastem,... pięćdziesiątem... setnem... itd. miejscu, wogóle 
na ^-tem miejscu, gdzie za liczbę n mogę podstawić liczbę 
1, 2, 3, 4,... 10,... 50... 100... 1,000000... wogóle jaką­
kolwiek dodatnią liczbę całkowitą. Taki ciąg nazywamy 
nieskończonym.

W  podanym przykładzie pierwszym wyrazem jest

3 4
liczba drugim f, trzecim f  =  6 . , czwartym -—r —,

o -j- 1 4 —f— 1

5 , , . . 20 , 100
piątym q ^ . . .  dwudziestym setnym •••.

ogólnie n-tym wyrazem jest liczba . Na 283-ciem
U X

miejscu będzie liczba U h  na tysiącznem itd. »Nie­
skończony ciąg liczb jest dany« t. zn. że muszę mieć dane 
prawo, receptę, przepis, według którego mogę obliczyć, jaka 
liczba jest na tem lub owem miejscu. W  obecnym przykła­

dzie widzimy, że na ^-tem miejscu jest liczba — -*).

Prz. 2. Uważajmy na prostej liczbowej ciąg punktów 
nieskończony (fig. 24):

Ax, A2, A3, A4 , . . . . ,  A n,.. ..

x) Odtąd będziemy się zajm owali tylko ciągam i nieskończonymi.
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(czytaj A  pierwsze, A  drugie, A  trzecie.... An-te....), które 
mają być obrazami geometrycznymi nieskończonego ciągu 
liczb:

h ! >••••>  —

tak, iź punkt A n jest obrazem liczby Jeżeli punkt O

jest obrazem liczby 0, to widać, źe żaden z punktów A 1? 
A 2, A 3j ... nie leży poza odcinkiem OAx i że tych punktów

— I-------1—I— I-------1--------------------- 1—
O A5 A4 A3 A2 Ai

Fig. 24.

ku punktowi O coraz to gęściej, ale żaden z punktów Au 
A 2, As, ... nie jest punktem O, bo nie możemy znaleść tak

wielkiej liczby na n, aby było ^ =  0 ; odcinki OA^ OA2,

OA3, ... OAn>... są coraz to krótsze i wynoszą:

OA: ma długość 1
OA2 » » -§-
O Ag » » ^

OAn ma długość ^

i im dalszy wyraz ciągu liczb wezmę, to tem mniejszy 
będzie i coraz to bliższy zeru to znaczy, że, gdybym po­
myślał sobie liczbę dodatnią s, nie wiedzieć jak małą, np. 
s ==== 0*00.000,000.381 to zawsze znajdę takie miejsce w ciągu 
(tu miejsce 100.000,000.381-wsze) iź od tego miejsca wszy­
stkie dalej stojące wyrazy (a więc na 100.000,000.382-giem,
100.000,000.383-ciem itd. miejscu) są mniejsze od s. W yrazy 
ciągu liczb zbliżają się coraz bardziej do zera czyli po­
wiemy, źe ciąg dany ma granicę i granicą jego jest liczba zero.
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Oznaczmy pierwszy wyraz ciągu przez wx, drugi 
przez w2, trzeci przez w3 itd., n-ty przez wn; więc u nas: 

1 - 1 - 1 
^1 1 ) W 2 g ’ g )•'■) Wn Q >........

Prz. 3. Uważajmy ciąg:

— 0*1, — 0-01, — 0-001, — 0-0001, ......

otóż tu jest: wx =  — 01 =  —  ̂ T, w2 =  — 0*01 =  — =

=  ~~ ToT ’ W s = ~  0 0 0 1 = —  l o o o = ~  k p ’ w4 = — ooo o i =  
1 1 1

— 10000 — 104’ " * ’ Wn— 10n’ ......
W yrazy tego ciągu rosną i coraz bardziej zbliżają 

się do zera tak, iż gdybym wziął dowolną dodatnią liczbę e 
np. £ =  0'00041, to mogę znaleść takie miejsce N-te (tu 
N =  3), iż wszystkie wyrazy stojące na (N - j-1)-wszem (tu 
4-tem), (N -f- 2)-giem (tu 5-tem) itd. miejscu są mniejsze od s 
co do bezwzględnej wartości.

Ten ciąg ma granicę zero.
P rzez*) lim wn rozumiemy granicę ciągu, którego 

(n =  oo)
n-tym wyrazem jest wn. A  więc jest:

lim \ n ) =  0, (prz' ^
(n =  oo)

iim!—10» ) = °' <prz- 3)
(n =  oo)

Prz. 4. Uważajmy ciąg nieskończony liczb:

i -) i"» \ i -? i -?......

ł) znak oo powiada, że n rośnie nieograniczenie.
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W yrazy, stojące na nieparzystych miejscach, są:

ł, ł = (ł)2, ł = (ł)3,.....
a więc na n-tem nieparzystem miejscu jest (4-)n. Na pa­
rzystych miejscach są wyrazy:

i t  ł > ......

a więc na ^-tem parzystem miejscu jest wyraz — (ł )n.
Na 25-tem miejscu w danym ciągu jest więc wyraz 

(|)13, bo 25-ty wyraz jest 13-tym wyrazem nieparzystym; 
na 18-tem miejscu jest wyraz — (£)9, bo liczba 18 jest 9-tą 
liczbą parzystą.

W yrazy danego ciągu są coraz to mniejsze co do 
bezwzględnej wartości i zbliżają się coraz to więcej do 
zera. Do każdej dodatniej liczby s możemy znaleść takie 
miejsce N-te, iż gdy miejsce n-te jest tylko dalsze od 
N-tego (n>>N) to już jest:

! w n |

a więc
lim wn =  0.
(n =  oo)

Często zamiast mówić, źe ciąg wx, w2, w3, ___ ma
granicę zero, mówi się, źe w„ staje się nieskończenie małą.

W  pierwszej połowie X IX  wieku dużo rozprawiano
o nieskończenie małych, choć ich nie określano. Czytelnik 
niech się wystrzega przed tem, aby innego znaczenia nie 
nadawał słowom »nieskończenie mały«, niż to znaczenie, 
które podaliśmy.

Możemy powiedzieć, że ^  staje się nieskończenie małe

(czyli może być tak małe, jak nam się podoba); to samo
1  1 1  v

można powiedzieć o liczbie ^  lub — > gdy n rośnie

nieograniczenie.
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Ogólnie ciąg: W j, w2, ws ,.. .,  w n, ......  ma granicę
zero, jeżeli do każdej dowolnej dodatniej liczby e można 
znaleść takie miejsce N, iż dla wszystkich miejsc n > »N  
(dalszych od N-tego) jest:

| W„ | <  E.

§. 26. Prz. 5. Uważajmy na prostej liczbowej punkty 
(fig. 25):

Bx, B2, B3,.. .,  Bn

O B2 B 3 B4 A  
---------- 1-----------------1-------1—I—I-------1---

Fig. 25.

które są obrazami liczb

tak, iż punkt Bn jest obrazem geometrycznym liczby 

n ; niech punkt O jest obrazem liczby 0, punkt A  obrazem
n + 1
liczby 1. Poza odcinek OA nie wychodzi żaden z punktów:

B i, B2, B3,....

ale widać, źe ich coraz gęściej ku punktowi A ; albowiem 
odcinki Bj A, B2A, B3 A , ..., Bn A ,... są coraz krótsze i mia­
nowicie:

odcinek BjA ma długość 1— £ =  £
» B2 A » » 1 — =  -J- 
» B3A » » 1 — f  =  i

Bn A » r n
n-f- 1 n - f  1

a więc długości odcinków stają się nieskończenie małe. 
Uważajmy drugi ciąg liczb:

i - i ,  i - i ,  i - i ,  i - i ...... d h - 1’
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powstały z danego w ten sposób, że od każdego wyrazu 
danego ciągu odjęliśmy liczbę 1. Wyrachowując, otrzymu­
jemy jako drugi ciąg liczby:

i- j i ) i") i • • • • > ^ >.....
ten ciąg, jak wiemy, ma granicę zero.

Powiemy, że dany ciąg:

T> £>••• ’ n +  r ......
ma granicę 1:

Iim( d h ) =1 ’
(n =  oo)

czyli zbliżają się coraz bardziej do liczby 1.
Prz. 6. Uważajmy ciąg nieskończony:

1, 2, 3, 4, 5 ,...., n , ......

wyrazy rosną i nie można znaleśó liczby, aby nowy ciąg 
powstały w ten sposób, że od każdego wyrazu odejmiemy 
tę samą liczbę, miał granicę zero.

Weźmy bowiem liczbę dość wielką np. 1,000.000, to 
przecież w nowym ciągu będą wyrazy:

1,000.008 — 1,000.000 =  8, ......
100.000,000.000 — 1,000.000 =  99.999,000.000......

i jak widać, wyrazy tego ciągu nie zbliżają się do zera. 
Prz. 7. Uważajmy ciąg:

1» .....
przyczem wszystkie wyrazy, od 3-go począwszy, są równe 
liczbie 2; utwórzmy drugi ciąg:

1 — 2, H  — 2, 2 - 2, 2 — 2, 2 — 2, ......

czyli ciąg:
-1, -i, 0, 0, 0,..

w którym wszystkie wyrazy, od 3-go począwszy, są 
równe zeru.
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Do każdej dodatniej liczby e można znaleść takie 
miejsce N =  2, iż każdy wyraz tego nowego ciągui, stojący
na miejscu N +  1 =  3-ciem, N -{- 2 == 4-tem,___ jest co do
bezwzględnej wartości mniejszy od s, bo jest zerem; ciąg 
ten ma więc granicę zero, a dany ma granicę 2.

Prz. 8. Uważajmy ciąg:

1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, .. .. 1, 2, 1, 2, . . . .

tak, iż na parzystem miejscu jest liczba 2, na nieparzy- 
stem jest liczba 1. Gdybyśmy utworzyli ciąg:

1 —  1, 2 - 1, 1 - 1, ....
czyli ciąg: 

albo ciąg: 

czyli ciąg:
- 1, 0, - 1,....

to widać, że żaden z nich nie ma granicy zero; a,ni liczba
1 ani liczba 2 nie może być granicą danego ciągui, ale też
i żadna inna liczba granicą być nie może. Mamy j uź drugi 
przykład (prz. 6), że ciąg może być pozbawiony granicy. 

Prz. 9. Uważajmy ciąg nieskończony:

7 1  7 2  7 3

wi =  y  =  7; w2 =  ~  =  24i, w 3 =  ^ ^ 3  =  5>7i,

7 4  7 1 0

W*=  1.2.3.4’ ......  W:0 =  1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 ........

7n
........W n

0, 1, 0, .. ..

2, 2 — 2, 1 — 2, .. ..

1.2.3—  n

Okażemy, że ciąg ten ma granicę zero, cze.goby się 
czytelnik nie spodziewał może wobec wyrachowanych 
trzech pierwszych wyrazów; oczywiście będzie tak, że 
z początku wyrazy rosną, a potem maleją do zera; wła­
śnie to wykażemy.
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Widać, źe jest

w, =  wx. i ;  w3 =  w2. w4 =  w3. t; w5 =  w4 . £;
W6 =  w5. w7 =  w6.-f =  w6; w8 =  w7. f-

czyli jest

w2> w 1; w3> w2; w4> w 3; w5> w 4; w6> w 5;

bo ułamki i ,  i ,  i ,  i ,  i  są niewłaściwe; wyraz w7 jest 
równy wyrazowi w6 i to są wyrazy największe i jest, jak 
łatwo wyrachować:

w 7 =  w6 =  163ff-f,

ale wyraz w8 jest już mniejszy od wyrazu w7, bo f- jest 
ułamkiem właściwym Dalej jest:

Wg =  Wg . =  W 7 .

otóź jest więc jest

, ł-ł<ł.ł = (i)2
a stąd jest

w 9 <  w7. (£)*; 

podobnie widać, źe jest:

W 10 =  W 9 • T(T 5 W 11= = w 1 0 'tV> W 12 —  W u  • • • • 

a źe jest

i i ......
więc jest:

W10 <  W 9 . £ <  w7. ( I )2.1 =  w7. (|)8; 
wu W io • i  w7. (£)3. =  w7. (£)4; 
w12 << wn . w7. (|-)4. =  w7. (£)6......

czyli jest:
Wg < <  w7. ( | )2 wykładnik 2 =  9 —  7 
w10 <  w7. ( i )3 * » 3 =  1 0 - 7  
wu < w 7, ( f )4 » 4 = 1 1  — 7 
wi2 w7 • O«)5 » 5 =  12 — 7 

przeto ogólnie jest:
W n <  W 7 . (|-)n- 7.
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Wiadomo dalej, źe im do wyższej potęgi podniesiemy 
ułamek właściwy (|), tem mniejszy się staje ułamek i mo­
żna go uczynić tak małem, jak się nam podoba, przez od­
powiednio wielki wykładnik potęgowy n.

Do każdej liczby dodatniej e obierzemy takie N, aby 
dla liczb n>>N  było:

W7 . ( ! )n- 7< s ,

a wtedy tembardziej jest wnO  dla n>>N, a źe liczba 
wn nie jest ujemna, więc jest lim wn =  0, co chcieliśmy 
udowodnić. (n =  oo)

Ciąg nieskończony:

w1? w2, w8, w4, ......, wn, .......

ma granicę a t. zn., źe ciąg:

Wj — a, Wg a, W3 a,. .. . ,  wn a, —

ma granicę zero; przez lim wn rozumiemy granicę ciągu,
(n =  co)

którego n-tym wyrazem jest wn, więc, jeżeli granicą jest 
liczba a, to napiszemy:

lim wn =  a.
(n =  0 0 )

Prz. 10. Uważajmy ciąg dodatnich ułamków dzie­
siętnych:

6-3, 6-30, 6-306, 6-3063, 6’30630, 6-306306, 6-3063063,.........

w którym drugi wyraz powstał z pierwszego przez docze­
pienie (po prawej stronie) cyfry 0 do niezmienionego pier­
wszego wyrazu; trzeci wyraz powstał z drugiego przez 
dalsze doczepienie (po prawej stronie) cyfry 6 itd. Każdy 
wyraz powstaje więc z poprzedniego przez doczepienie 
jednej cyfry z cyfr 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 po prawej 
stronie do niezmienionego wyrazu poprzedniego. Wyraz 
piąty jest równy czwartemu, ale szósty jest większy od 
piątego itd. czyli wyrazy rosną lub zostają tej samej wiel-
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kości, ale nigdy nie maleją. Ogólny przepis będzie polegał 
na tern, iż grupa cyfr 306 ma się stale powtarzać po so­
bie czyli, jak się mówi, 306 ma być peryodem, co ozna- 

• •
czamy znakami 6*306; trzynastym wyrazem ciągu będzie 
liczba:

6-306 306 306 306 3

TT Y Y
4 x 3  =  12 +  1 =  13, 

trzydziestym piątym wyrazem jest liczba:

6 • 306 306 306......306 30

1 2  3______ l f

1 1 x 3  =  33 + 2  =  35, 

a sto czterdziestym czwartym wyrazem będzie liczba:

6-306 306 306......306 306

1 2 3 47 48 

48 X  3 =  144.

Wiadomo z arytmetyki, źe dany ciąg liczb jest cią­
giem przybliżeń dziesiętnych przez niedomiar na jedno,
dwa, trzy, cztery,___ sto.... miejsc dziesiętnych pewnej
liczby czyli coraz bardziej się zbliżają do pewnej liczby, 
łatwej do obliczenia, a mianowicie do liczby 6f f f  =  612IAr ; 
dany ciąg zawiera największy ułamek dziesiętny na jedno 
miejsce dziesiętne, a mniejszy od liczby 6^ ^ , największy 
ułamek dzies. na dwa miejsca dziesiętne a mniejszy od 
liczby 6^ - ,  największy ułamek dziesiętny na trzy miejsca 
dzies. a mniejszy od liczby 6^ ^  itd., jest bowiem:

6*3 <C <  6‘4, bo jest i ¥ t  — tV — iW o>
6-30 < 6A V <  6-31, bo jest

lViT =  T iW o 5
podobnie jest*

6-306 ̂  , ■r <  6-307; 6 3063 <  6^  <  6-3064......
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Stąd jest:
6 ^  — 6-3 <  6-4 — 6-3 =  01
6t¥ t — 6-30 <  6 31 -  6-30 =  0*01
6t¥ t — 6-306 <  6*307 — 6-306 =  0001
6i¥r — 6-3063 <  63064 — 6-3063 =  0-0001 itd.

czyli dany ciąg przybliżeń dziesiętnych przez niedomiar 
liczby 6T3T4T ma za granicę tę liczbę 6T3T4r, bo ciąg nowy:

6-3 — 6t3t4t , 6-30 — 6xYT, 6-306 — 6T3T4r, .......

ma co do bezwzględnej wartości wyrazy mniejsze od wy- . 
razów ciągu trzeciego:

0-1, 0 01, 0 001, ......

który ma granicę zero, przeto tembardziej drugi ciąg ma 
granicę zero, a dany ciąg ma granicę równą 6I3i4r.

Weźmy inny ciąg:

3-1, 314, 3*141, 3-1415, 3-14159,.......

utworzony z kolejnych przybliżeń dziesiętnych przez nie­
domiar liczby 7T, ma właśnie liczbę iz jako granicę; jest 
bowiem liczba 77 mniejsza od każdej z liczb:

3*2, 3-15, 3*142, 31416, 3-14160,.......
które powstały z danego ciągu w ten sposób, żeśmy dodali 
liczbę 1 do ostatniego miejsca dziesiętnego (czyli 01 , 0 01, 
0-001,...)- Jest więc:

TT — 3-1 < 3 *2  — 31 =  0*1 
tt — 3*14 <  3*15 — 3*14 =  0*01 
77 — 3-141 <  3-142 — 3-141 =  0*001 
77 — 3*1415 <  3*1416 — 3*1415 =  0*0001 
tt — 3-14159 <  3-14160 — 3-14159 =  0-00001

a więc ciąg:

31 —  77, 3*14 —  77, 3 141 — 77, 3-1415 —  77, 3-14159 —  77,.......

ma granicę zero czyli dany ciąg  ma gran icę 77.
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Możemy więc ogólnie powiedzieć: ciąg kolejnych przy­
bliżeń dziesiętnych przez niedomiar liczby a ma tę liczbę a 
jako granicę.

Jak powiedzieliśmy wyżej, każdy ciąg przybliżeń 
dziesiętnych przez niedomiar zawiera największe ułamki
dziesiętne na jedno, dwa, trzy,......  miejsc dziesiętnych,
a mniejsze od danej liczby. Np. ułamki dziesiętne na jedno 
miejsce dzies.:

00, 01 ,..., 09, 1-0, 11, 1-2, 13, 1-4, 1-5, 16, 1*7

są mniejsze od liczby 3̂ t. zn. od liczby dodatniej, której 
kwadrat jest mniejszy od liczby 3, bo np. jest 1*72 =  2*89<!3, 
ale już ułamek 1*8 jest większy od liczby |/3, bo jest 
r 82 =  3*24]>3; ułamki na dwa miejsca dziesiętne: 0*00,..., 
010 , . . . .  1-00, 1-01, 1-02, . . . .  1-10, 1-11, 1-12, . . . .  1-20 .... 
1-30.... 140.. . .  1-50.... 1-60.... 1-70, 1 71, 172, 1'73 są 
mniejsze od liczby |/3, bo jest 1*732 =  2*9929 <<3, a juz 
ułamek 174 jest większy od liczby ]/3, bo jest 1*742 =  
=  31)276 ̂ >3; podobnie ułamki na trzy miejsca dzies.:
0-000,..., 1-000, 1-010,..., 1-500... 1-600... 1 700... 1*730, 
1*731, 1-732 są mniejsze od liczby 3̂, bo jest 1*7322 =  
=  2'999824 <  3, a już ułamek 1-733 jest większy od liczby 
3̂, bo jest 1 7332 =  3*003289 3 itd.; podobnie się okaże, 

że ułamki dzies. na 4 miejsca dzies.: 00000,... 11000,... 
... 1"2000... 1‘6000... 1"7Q00... 1*7320 są mniejsze od liczby 
j/3, a ułamek 1*7321 jest większy od liczby ^3; ułamki
dziesiętne na 5 miejsc dzies.: 0*00000,...... , 1*00001.......
...1*10000.... 1*50000.... 1*70000.... 1*73200, 1 73201,....
1-73202, 1 73203, 1*73204, 1*73205 są mniejsze od liczby 
j/3, a ułamek 1*73206 jest już większy od liczby 3̂ itd. 
Przybliżeniami kolejnerni przez niedomiar na 1-no, 2-a, 3-y, 
4, 5,... miejsc dziesiętnych liczby |'3 są te największe 
ułamki z pośród ułamków mniejszych od liczby 3̂, a więc 
to ułamki:

1*7, 1*73, 1*732, 1-7320, 1*73205,......
ZASADNICZE POJĘCIA. g
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a granicą tego ciągu jest liczba }/3. Liczba y3 jest większa 
od wszelkich liczb tego ciągu, a mniejsza od wszystkich 
liczb następującego ciągu

1-8, 1-74, 1 733, 1-7321, 1-73206......

Ale i naodwrót — jak wiadomo z arytmetyki (z teoryi 
liczb niewymiernych) — jeżeli utworzymy nieskończony 
ciąg ułamków dziesiętnych na 1, 2, 3, 4, 5,... miejsc dzie­
siętnych, a nieujemnych (dodatnich lub równych zeru)r 
które oznaczymy przez:

Uj, U2, U3, U4, U5, . . ., U n , ........

utworzonych w ten sposób, że każdy następny ułamek 
powstał z poprzedniego przez doczepienie jednej z cyfr 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 na końcu do niezmienionego po­
przedniego ułamka (np. 0 0, <>01, 0-013, 00135, 0 01357,...), 
to ciąg ten jest ciągiem kolejnych przybliżeń dziesiętnych 
przez niedomiar pewnej liczby (wymiernej lub niewymier­
nej), która będzie granicą tego ciągu; o tym ciągu wiemy 
więc, że na pewme ma granicę.

§. 27. Prz. II. Uważajmy ciąg liczb:

wx=  4*6; w2 =  4*72; w8 =  4-731; w4 =  4-7319; w5=  4 73204;..

nie można tego ciągu uwrażać za ciąg przybliżeń dziesię­
tnych przez niedomiar pewnej liczby, bo już drugi wyraz 
(jak i dalsze) nie powrstał z pierwszego przez doczepienie 
cyfry do końca pierwszego wyrazu, ale przez zmianę i do­
czepienie etc. (Liczbą całkowitą tych wyrazów jest zawsze 
liczba 4, cyfry dziesiętne utworzyliśmy z cyfr dziesiętnych 
kolejnych przybliżeń dzies. przez niedomiar liczby |/3 przez 
odjęcie liczby 1 od ostatniego miejsca; zob prz. 10, 7— 1 =  6, 
73— 1 =  72, 732 — 1 =  731, itd).

Dany ciąg jest nigdy nie malejący, a każdy wyraz 
jest mniejszy od liczby np. 5. Pytamy, czy ma granicę; 
damy dowód na to, że granicę posiada; jego myśl prze­
wodnia będzie na tem polegała, żeby przy pomocy danego
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ciągu wytworzyć nowy, drugi ciąg, o którem na pewne 
wiemy, źe posiada granicę i potem wykażemy, że dany 
ciąg ma tę samą granicę, co drugi.

Wyszukajmy największy ułamek dziesiętny na jedno 
miejsce, któremu przynajmniej jeden wyraz danego ciągu 
się równa albo od którego jeden (co najmniej) wyraz jest 
większy; ułamki 00 , 0*1, 02 , . . . ,  10 , . . . ,  2’0, ... 3 0,... 4'0, 
4*1, 4‘2, 43, 4 4, 45, 46, 4-7 są albo równe jednemu w y­
razowi albo mniejsze od jednego wyrazu danego ciągu; 
ułamek 47 jest z pomiędzy nich największym; taki uła­
mek musi istnieć (mogliśmy być tego pewni), bo szukany 
ułamek musiał być mniejszy od liczby 5; ułamek 4-8 jest 
już większym od wszystkich wyrazów ciągu.

Największym ułamkiem na 2 miejsca, który jest co 
najmniej jednemu wyrazowi ciągu równy lub mniejszy 
od (co najmniej) jednego wyrazu ciągu, jest ułamek 4-73, 
a już ułamek 474 jest większy od wszystkich wyrazów 
ciągu; podobne własności będą miały ułamki 4-732, 4-7320, 
4-73205 itd. Utwórzmy drugi ciąg

Ui =  4*7; u2 =  4*73; u3 =  4-732; u4 =  4 7320; u5 =  4-73205;...

powiadamy, źe każdy z tych ułamków powstał z poprze­
dniego przez proste doczepienie jednej z cyfr 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9 na końcu; jeżeli bowiem mamy wyszukany 
ułamek na 3 miejsca dzies 4-732 o podanej własności, to 
ułamek na 4 miejsca nie może się zaczynać od cyfr 4-731. 
ani od cyfr 4-733., boby inaczej ułamkiem na 3 miejsca 
dzies. o podanej własności był ułamek 4731 albo uła 
mek 4 733

Ten drugi ciąg jest więc ciągiem kolejnych przybli­
żeń dzies. przez niedomiar pewnej liczby, którą oznaczymy 
przez g, wrobec tego liczba g będzie też granicą tego dru­
giego ciągu.

Ta granica g nie może być mniejsza od żadnego w y­
razu drugiego ciągu, ale ponieważ do liczby g wyrazy

6*
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tego ciągu się zbliżają, to, choćbyśmy wzięli liczbę doda­
tnią e, nie wiedzieć, jak małą, to znajdzie się taki ułamek 
drugiego ciągu u^, stojący na N-tem miejscu, iż jest

g — £ < U X,

a do wyrazu u^ znajdzie się w pierwszym ciągu wyraz 
Wm , stojący na M-tem miejscu, który nie jest mniejszy od 
liczby u* (albo jej równy albo od niej większy), bo taką 
miał własność ułamek Un ; jest więc tembardziej

g — e <  wm ,
a stąd

g — wM <  s,

a że wyrazy po wM nie są mniejsze od wM, więc mamy:

......... <  g — W M+3 <  g — W M + 2 <  g — W M +1 <  g — Wm <  £,

lub mogą być znaki równości =  zamiast znaku 
Jest więc

g — w n< s

gdy jest n>-M . Trzeba być tu ostrożnym, liczba g — wn 
(możnaby przypuścić) jest mniejsza od liczby dodatniej s, 
bo może jest ujemna; trzeba się będzie upewnić o tem, że 
różnice g — wn nie są nigdy ujemne.

Załóżmy, że są ujemne, że jest g <C wn ; w każdym 
razie (nawet gdyby nie było g < < w n) możemy w drugim

ciągu znaleść tak daleko stojący wyraz um, iż jest

mniejsze od różnicy wn — g:

j g s <  w„ — g;

liczba um -f- jest już większa od liczby g; z dwóch

liczb um +  - L ,  wn większych od liczby g pierwsza by­

łaby bliższa liczby g:

— 84 —
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g <  Um +  <  w „ ,

ale wiemy, źe już liczba um +  ma być większa od 

wszystkich wvrazówr danego ciągu, a więc jest

, 1 ^

Uii* + Y Ó “ ^>Wn’

czyli przypuściwszy, iż jest g<<w „ wypadło nam, źe jest 
równocześnie:

i 1 /  . 1 ^

co jest sprzecznością.
Jest więc g — w„ nieujemne dla n^>M, a więc

| g — W „ | =  g — W n ,
przeto jest

|g — wn| < e

gdy jest n M czyli ciąg dany ma granicę g.
Każdy więc ciąg dodatnich liczb nie malejących 

a mniejszych od pewnej stałej liczby (tu 5), ma granicę.
W  obecnym przykładzie łatwo wTyrachowrać tę gra­

nicę — ogólnego sposobu na wyrachowanie granic nie 
znamy.

Ciąg
4-6, 4’72, 4-731, 4 7319, 4 73204,......

jak wykazaliśmy, ma tę samą granico, co ciąg:

4-7, 4-73, 4-732, 4 7320, 4 73205,......

a ciąg drugi napiszmy tak:

3 +  1-7, 3 +  1-73, 3 +  1-732, 3 +  1 7320, 3 +  1 73205,......

ma więc, jak łatwo widzieć, granicę 3 +  | 3.
Prz. 12. W  poprzednim przykładzie były dwa ciągi, 

które mają wspólną granicę. Zapytajmy, czy jeden ciąg 
może mieć dwie nierówne liczby jako granice.
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Uważajmy ciąg: 

w, = 2 1 , w2 =  2-101, w3 =  2-101001, w4 =  2-1010010001,
Wg =  2-101001000100001...,

wn =  2-101001000100001........100... 01, .......
I-no dwa trzy cztery n — 1
zero zera zera zera zer

jest ciągiem rosnącym, którego wyrazy są mniejsze od 
liczby 3, ma więc granicę, którą oznaczymy przez g; do 
każdej więc dodatniej, dowolnie małej liczby e można zna- 
leść takie miejsce N-te w ciągu, iż dla wszystkich miejsc 
późniejszych niż N-te (n>>N) jest g —  wn|<>. Niech ten 
ciąg ma drugą liczbę, różną od liczby g, jako granicę — 
oznaczymy ją przez G; do liczby £ można więc znaleść 
takie miejsce M-te (wogóle będzie może inne, niż N te), iż 
jest G — w „| < s  dla miejsc n>-M . Weźmy wyrazy sto­
jące na miejscach dalszych, niż miejsce N-te i M-te — to 
dla n > N  i równocześnie n^>M jest równocześnie:

| G — wn | < s ,  [g  — wn|<e.

Weźmy różnicę liczb G i g, ona jest stała, choćby 
drobna, ale można obrać liczbę dodatnią s tak małą, iżby było

| g — G |>2s.
Ale jest 

więc jest 

bo jest
| g — W ni <  e, I wn — G I =  I G — w„ I <  e; 

otrzymaliśmy więc, źe jest równocześnie:

I g — G | > 2 s
| g - G | < 2 ;

co jest niemożliwe. Przypuszczenie nasze, że jakiś ciąg 
ma dwie nierówne sobie liczby, jako granice, prowadzi do 
sprzeczności.

g — G =  g — w„ -f- w„ —  G,

| g —  G I <  I g — wu I +  I W n — G I <  2 s,
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Prz. 13. Uważajmy ciąg:

1> "§> O, y, 3, T? .......
i drugi ciąg już nam znany:

wx =  i ,  w2 = ' f , w3 =  f, w4 =  i , .......
powstał on z pierwszego przez proste skreślenie trzech 
początkowych wyrazów; drugi ciąg ma granicę 1, a pier­
wszy ma tę samą granicę, bo chodzi tu tylko o dość da­
lekie wyrazy.

A więc dwa ciągi, różniące się tylko o kilka pier­
wszych wyrazów mają oba albo tę samą granicę albo oba 
nie mają żadnej granicy; łatwo zrozumieć to uogólnienie. 

Prz. 14. Uważajmy ciąg:
wx=  5*9; w2 =  5*7Sfw3 =  5*711; w4 =  5*7101; w5 =  5*70999; 

w6 =  5*709977; w7 =  5*7099761;.......
Ciąg ten jest nigdy nierosnący, a każdy wyraz jest 

dodatni. (Cyfrą całkowitą jest stale 5, zaś cyfry dzies. wy­
tworzyliśmy w ten sposób, żeśmy do cyfr dziesiętnych ko-

3 —
lejnych przybliżeń dzies. liczby |5:

1*7, 1*70, 1*709, 1*7099, 1 70997, 1*709975, 1*7099759,.......
dodali liczbę 2 na ostatniem miejscu).

Udowodnimy, że ciąg ma granicę; myśl przewodnia 
dowodu będzie polegała na tem, aby przy pomocy danego 
ciągu wytworzyć nowy, drugi ciąg, który napewne ma 
granicę.

Z pomiędzy ułamków, na jedno miejsce dzies., a mniej­
szych od wszystkich  wyrazów danego ciągu weźmy naj­
większy; ułamki 0*0, 0*1,..., 1*0,..., 2*0,..., 4*0,..., 5*0, 
51, 5*2, 5*3, 5*4, 5*5, 5*6, o* 7 są mniejsze od wszystkich 
wyrazów ciągu, a już ułamek 5*7 -f- 0*1 =  5*8 nie ma tej 
własności; z pomiędzy ułamków na dwa miejsca dzies., 
a mniejszych od wszystkich wyrazów danego ciągu weźmy 
największy; ułamki 0*00, 0 0 1 ,..., 4*00,..., 5*00,..., 5*69,
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5’70, są mniejsze od wszystkich wyrazów danego ciągu, 
a ułamek 5*70 -f- 0’01 =  5*71 jest większy od piątego wy­
razu danego ciągu; z pomiędzy ułamków na trzy miejsca 
dzies., a mniejszych od wszystkich wyrazów danego ciągu 
wreźmy największy; ułamki 000 0 ,..., 1-000,..., 4'000,...
5-700, 5-701, 5-702, 5*703, 5-704, 5-705, 5-706, 5*707, 5-708,
o*709 są mniejsze od wszystkich wyrazów danego ciągu, 
a ułamek 5*709 -f- Ti5Vo =  5*710 jest juz większy od wrszy- 
stkich wyrazów ciągu, od piątego wyrazu począwszy; po­
dobnie ułamki na cztery miejsca dzies. 0*0000,..., 5'0000,. . . ,
5-7090,..., 5*7095, 5*7096, 5*7097, 5*7098, 5-7099 są mniej­
sze od wszystkich wryrazów danego ciągu, a ułamek

5*7099 -j- =  5*7100 jest większy od wyrazów ciągu, od

piątego począwszy.
Utwórzmy ciąg ułamków największych z pomiędzy 

ułamków na jedno, dwa, trzy, cztery, p ięć... miejsc dzies. 
mniejszych od wszystkich wyrazów danego ciągu:

u1 =  5*7, u2 =  5*70, u3 =  5*709, u4 =  5*7099,.......

twierdzimy, co zaraz wykażemy, że ciąg ten jest ciągiem 
kolejnych przybliżeń dzies. pewnej liczby g t. zn. następny 
wyraz otrzymuje się z poprzedniego przez doczepienie je­
dnej z cyfr: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 po prawrej stronie 
bez zmiany poprzedniego wyrazu. Jeżeli bowiem liczba 
5*70 jest mniejsza od wszystkich wyrazów danego ciągu, 
to liczba 5*700 musi też być mniejsza od wszystkich wy­
razów danego ciągu i albo 5*700 jest największym ułam­
kiem na 3 miejsca dzies. z ułamków mniejszych od wszy­
stkich wyrazów danego ciągu albo istnieją ułamki większe 
od ułamka 5*700 a mniejsze od wszystkich wyrazów da­
nego ciągu; mogą to być tylko pewne z ułamków 5*701, 
5*702, 5*703, 5*704, 5*705, 5*706, 5*707, 5*708, 5*709 a już 
nie może to być ułamek 5*710, boby w takim razie uła­
mek 5*71 był mniejszy od wszystkich wyrazów danego
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ciągu, kiedy ułamek 5'70, jak się powiedziało, jest naj­
większy z ułamków na 2 miejsca dzies. mniejszych od 
wszystkich wyrazów danego ciągu; widać więc, źe trzeci 
wyraz powstał z drugiego przez doczepienie jednej z cyfr
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 do wyrazu drugiego do jego końca 
po stronie prawej.

Ciąg drugi ma więc granicę g. Wykażemy, źe dany 
ciąg ma także granicę g.

Najpierw wykażemy, że wyrazy wn są większe od 
liczby g.

Gdyby tak nie było, to albo jest jaki wyraz wm 
równy liczbie g albo od pewmego M-tego miejsca począwszy 
wszystkie wyrazy wn są mniejsze od g.

W pierwszym wypadku albo wszystkie wyrazy wm =
=  wm_|_! =  wm+2 = ....... są jednakowe i równe liczbie g
i wtedy dany ciąg ma postać

w„ w2, . . . ,  wm =  g, g, g, g ,.......
czyli ma granicę g; to mogłoby się zdarzyć w innym 
przykładzie, ale tu nie ma miejsca; albo - istnieje wyraz 
wp po wyrazie wm mniejszy od liczby g — co (widocznie) 
należy do drugiego wypadku.

Załóżmy więc, że wszystkie wyrazy wn od pewnego 
miejsca M-tego począwszy są mniejsze od liczby g (wn<<g, 
n >  M).

Otóż wyrazy drugiego ciągu są coraz to bliższe 
liczby g, a więc znajdzie się w^tedy wyraz um bliższy g 
niż wn czyli byłoby wn<<um<<g, co być nie może, bo 
ułamki um mają być mniejsze od wszystkich wyrazów 
danego ciągu czyli ma być um << wn . Jest więc w„ >  g 
lub wn =  g dla n^>M, a nie mniejsze.

W naszym przykładzie jest w„^>g zawsze.
Okażmy teraz, że dany ciąg ma granicę g.
Liczby

, 1 , 1  , 1
u i  i ? u 2 “ r  j q 2  > . “ r  j q 3  > ■ • • •
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są większe od liczby g, ale coraz bliższe tej liczbie, bo jest

U1 +
1

— g < u . +
1 -  Uj = 1

10 10 10

U2 H-
i

-  g <  u2 +
1 1

10* 102 U 2 = 10*

U3 +
1

— g <  U3 +
1

-  u3 =
1

108 10a 10*

"""f- ] Qm *-*m_f~ |Qm I0m 1

gdyż liczba g jest mniejsza od wszystkich liczb um.
Wobec tego, gdy s oznacza dodatnią liczbę, choćby

bardzo małą, mogę znaleść liczbę um -f- —!̂ n bliższą licz­

bie g niż liczba g -j-s  czyli jest:

Um +  lQm <  S +

ale ułamek ulu -j- jest większy od jednego wyrazu w,, 

na p-tem miejscu albo mu równy, więc jest tem bardziej

wP <  g - f  s
czyli

Wp — g < £ , 
a że wyrazy nie rosną, więc jest

. . . <  W p + 4  —  g < W p + 3  —  g <  W p + 2  —  g < W p + 1  —  g < Wp  —  g <  3

albo mogą zachodzić tu znaki równości =  zamiast znaku <<. 
Jest tedy

wu — g < s ,
gdy jest n>>p, a że różnice w„ — g nie mogą być ujemne, 
więc jest

wn — g =  | <v„ — g
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tedy jest
| Wn — g <  £

dla n>>p, czyli dany ciąg ma granicę g.
W obecnym przykładzie łatwo wyrachować granicę. 
Drugi ciąg napiszmy tak:

4 +  1*7, 4 +  1-70, 4 +  1-709, 4 +  1-7099,....
3

ma więc granicę 4 +  (5, dany więc ciąg ma też granicę

4 +  | 5.
Udowodniliśmy więc twierdzenie: ciąg dodatnich liczb 

nierosnących ma granicę.
Prz. 15. Uważajmy ciąg: 

wt =  — 3-1, w2 =  — 3-14, w3 = — 3*1417 w4 = — 31415,
w5 =  — 3*14159,...... '

mamy tu ciąg nierosnący. którego wszystkie wyrazy są 
ujemne i większe od liczby np. — 4. Czy ma granicę?

Utwórzmy stąd drugi ciąg, zmieniając znak wszy­
stkich wyrazów na przeciwny; otrzymamy ciąg:

d, =  31, d2 =  3‘14, d3 =  3*141, d4 =  3*1415, d5 =  314159,...
którego wyrazy nigdy nie maleją i są mniejsze od liczby 
np. 4 i dodatnie; przeto ciąg ten ma granicę i nią jest 
liczba ~ (bo tak dobraliśmy wyrazy ciągu); do każdej więc 
liczby dodatniej s można znaleść takie miejsce N-te, iż dla 
miejsc n >> N jest

- - d „ ! < e
a że jest:

r  — dM j =  | — ~ +  dn =  j — ~ — (— dn)
— dn — wu

więc jest:
(— 77) — wu < 0  dla n>>N 

czyli dany ciąg ma granicę (— r).
Prz. 16. Uważajmy ciąg:

Wj =  — 2"1, w2 =  — 2-081, w3 =  — 2*08009, 
w4 =  — 2*0800839.......
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który jest nigdy nie malejącym i wyrazy jego są wszy­
stkie ujemne.

Utwórzmy z tego drugi ciąg, zmieniając znak wszy­
stkich wyrazów na przeciwny; otrzymamy ciąg:

d, =  2*1, d2 =  2-081, d3 =  2-08009, d4 =  2-0800839........
nierosnący o wyrazach dodatnich — posiada więc granicę
i, jak można się przez pierwiastkowanie przekonać, wy­
razy tego drugiego ciągu różnią się o 0"1 wzgl. 0-001, wzgl.
0-00001 —  od odpowiednich przybliżeń dziesiętnych przez

3 ,__
niedomiar liczby |9  na jedno, trzy, pięć,—  miejsc dzie­
siętnych. Tak, jak w poprzednim przykładzio, wTykazuje

3 , —

się, że dany ciąg ma granicę (— | 9).
Prz. 17. Uważajmy ciąg:

— 1, — 0-9, -0 -8 , — 0-4, — 01, 0, 1-4, 1-44, 1442, 1-4422,
1-44224, 1 442249, 1-4422496,.......

jest to ciąg niemalejący, którego wyrazy są mniejsze od 
liczby np. 2; pięć wyrazów jest ujemnych, jeden zerowy, 
pozostałe dodatnie. Jak wiemy z prz. 13., wolno odrzucić 
pierwszych sześć wyrazów bez zmiany granicy; ciąg

1-4, 1-44, 1-442, 1-4422. 1 44224,.......
ma już wyrazy dodatnie niemalejące mniejsze od liczby 2;

3 —
ma więc granicę (jak wiemy) i jest nią liczba | 3; tę samą 
granicę posiada dany ciąg.

Podobnie, gdy jest dany ciąg:
1-5, 1-3, 1-3, 09, 0-4, —14, -1 4 4 ,  -1-442, -1 4 4 2 2 ,

— 1-44224, —1-442249, —14422496,.......
o nierosnących wyrazach, większych od liczby (—2), uwa­
żamy ciąg
— 1-4, —1-44, —1-442, —1-4422, —1-44224, —1-442249,.......
o wyrazach już tylko ujemnych, nierosnących, większych
od liczby (—2), ma więc granicę (— j/ 3) i tę samą granicę 
posiada dany ciąg.
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Wykazaliśmy więc ogólne dwa twierdzenia:
Ciąg o wyrazach niemałejącycli, mniejszych od sta­

łej liczby A, ma granicę.
Ciąg o wyrazach nie rosnących, większych od stałej 

liczby A, ma granicę.
Prz. 18. Uważajmy ciąg, którego ogólny wyraz na 

/¿-tem miejscu jest
_  n2 — 7 

""  n2 -j- n - j-1 ’
Jest więc

W , =  — 2, w, =  — f ,  W g  =  +  - jV , w4 =  =  i, w5=  . . . ;  

oczywiście nie moźnaby stąd podać granicy ciągu. Ażeby 
ją obliczyć podzielmy licznik i mianownik przez n2:

W n  =  —

i + — +n n*
Granicą licznika jest 1, granicą mianownika 1, a więc 

liczba różna od zera. Jak w §. 23., można udowodnić, że 
granicą ułamka jest 1. [Zamiast funkcyi f(h), <p(h) trzeba 
użyć wyrazów 1„, m„ t. j. uważać ciąg, którego n-tym 
wyrazem jest licznik ln , i drugi ciąg, którego n-tym wy­
razem jest mianownik m„].

Podobnie ciąg, którego n-ty wyraz jest:

.. o 3 — — on — 9 n
W n = =

4 l l +  1 4 1 
1)

ma granicę ■[
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ROZDZIAŁ VI.

W łasności funkcyj ciągłych  i twierdzenie 
średniej wartości.

§. 28. Przykład I. Uważajmy funkcyę y =  x 2— 4 dla 
wartości na zmienną niezależną x od x = l  do x =  5; bę­
dzie wartości funkcyi nieskończenie wiele i nie możemy 
ich wypisać w ciągu — będziemy mówić, że wartości 
funkcyi stanowią mnogość liczb i mianowicie dla x =  1 
jest y = — 3, a dla x =  5 jest y =  25— 4 =  21; liczby 
mnogości, o której mowa, są mniejsze od liczby 21 a większe 
od liczby — 3, raczej niema liczb w rozważanej przez nas 
mnogości mniejszych od liczby —3 i większych od liczby 21.

Ale weźmy liczbę mniejszą od 21 a dość bliską np. 
20*9 — znajdziemy liczbę w naszej mnogości większą od 
liczby 209, a mianowicie dla x = 4 ‘99 jest y =  24,9001—4 — 
=  209001 >»209. Gdybyśmy wogóle wzięli liczbę mniej­
szą od 21 np. 21— e, gdzie s jest dowolnie małą, dodatnią 
liczbą, to mogę znaleść liczbę mnogości większą od 21 — s. 
Liczbę 21 nazwiemy górnym krańcem mnogości.

Podobnie, gdybyśmy wzięli liczbę większą od liczby
— 3, a dostatecznie bliską np*. — 2 999, to mogę znaleść 
liczbę mnogości mniejszą od liczby — 2-999; dla x =  1-0003 
jest y =  1-00060009 -  4 =  — 2-9993991 <  — 2-999. Ogólnie, 
gdy weźmiemy liczbę — 3 — s, gdzie s oznacza liczbę do-
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datnią, dowolnie małą, to zawsze można znaleść liczbę 
mnogości mniejszą od liczby — 3 -f- s. Liczbę — 3 nazy­
wamy dolnym krańcem mnogości.

Zauważmy, że dla x =  1 funkcya równa się dolnemu 
krańcowi mnogości rozważanej, a dla x =  5 funkcya równa 
się górnemu krańcowi mnogości rozważanej.

Prz. 2. Uważajmy mnogość wartości funkcyi y =  
=  x — E (x) (zob. Rozdz. II. prz. 14.) dla x od x =  3 do 
x =  4; wartości funkcyi nie są mniejsze od 0 i są mniej­
sze od 1. Gdy wezmę liczbę 0-j-s =  s, gdzie s oznacza 
dowolnie małą, dodatnią liczbę, to znajdzie się wartość

funkcyi mniejsza od s np. dla x =  3 -j- ^  jest y =  3 -j- “u ¿i

— E 13 -f- ^ j =  3 -f- ^  — 3 =  “ < ; s; liczba 0 jest dolnym 

krańcem mnogości. Gdy wezmę liczbę 1 — e, to znajdę 

wartość mnogości większą od 1 — e, bo dla x =  4 — “

jest >■ =  4 — -  — E (4 — - j  =  4 — -  — 3 =  1 — -  >  1 —■ s.

Liczba 1 jest więc górnym krańcem. Dla x =  3 jest 
y =  3 — E (3) =  3 — 3 =  0, a więc dla x =  B funkcya równa 
się dolnemu krańcowi mnogości, a nie ma takiego x, aby 
dla niego funkcya równała się górnemu krańcowi mnogo­
ści, bo dla x =  4 jest y =  4 — E (4) =  4 — 4 =  0.

Czy każda mnogość musi mieć górny i dolny k ra­
niec? Weźmy mnogość:

0, 1, -  1, 2, — 2, 3, - 3 , ......., n, -  n ,........
wprost widoczne, że ta mnogość nie ma ani dolnego ani 
górnego krańca. Mnogość:

0, 1, 2. 3........ . n ,.......
ma dolny kraniec (zero), a nie ma górnego krańca; mno­
gość 0, — 1, — 2, — 3 ,... — 10,... — n ,. . . ,  ma górny kra­
niec (zero), a nie ma dolnego krańca. Jeżeli atoli wszystkie
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liczby mnogości nie przewyższają pewnej liczby a i nie 
są mniejsze od pewnej liczby b, to udowodnimy, źe ma 
kraniec dolny i górny. Np. niech mnogość składa się 
z ułamków dodatnich i ujemnych właściwych wszystkie 
te ułamki są większe od liczby —1 i mniejsze od liczby -j-1.

Udowodnimy najpierw, źe istnieje górny kraniec 
mnogości.

Uważajmy kolejno największe ułamki dziesiętne na 
jedno, dwa, trzy ,... miejsca, które są równe jakiej liczbie 
w mnogości albo mniejsze od jednej co najmniej liczby 
w mnogości; otrzymamy ułamki

Ul, u2, u3, .......
każdy następny ułamek tego ciągu nie jest mniejszy od 
ułamka poprzedniego, jak łatwTo czytelnik wykaże (§. 27).

W naszym przykładzie mnogości ułamków właści­
wych dodatnich i ujemnych otrzymamy ciąg:

0-9. 0-99, 0-999,.......
Dostaniemy więc ciąg nie malejący, którego każdy wyraz 
nie jest większy od liczby a, przeto ciąg ten (§. 27.) ma 
granicę, którą oznaczymy literą g.

Udowodnimy, że właśnie liczba g jest górnym krańcem.
Żadna liczba mnogości nie jest większa od g; gdyby 

bowiem było c^>g, gdzie c jest liczbą w mnogości, tobyśmy 
wyszukali ułamek u dziesiętny na odpowiednią ilość miejsc, 
dziesiętnych, któryby był mniejszy od liczby c (lub jej 
równy) i był bliższy liczbie c niż liczba g (u>>g), wte- 
dyby ułamek u lub od niego większy na tę samą ilość 
miejsc dzies., co ułamek u należał do ciągu: u,, u2, u8, ... 
ale wtedyby była znów liczba g większa od ułamka u; 
doszliśmy więc do sprzeczności, czyli żadna z liczb mno­
gości nie jest większa od liczby g.

Niech s jest dowolnie małą, dodatnią liczbą; jak wia­
domo w ciągu

ui, u„ u3, u4, .......
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można znaleść ułamek u„ tak blizki liczby g, iż jest więk­
szy od liczby g — s, ale pamiętając o tem, jak dobiera­
liśmy liczby u1; u2, . . . ,  widzimy, źe istnieje albo liczba 
w mnogości równa liczbie un, albo co najmniej jedna więk­
sza od liczby un, ale, jak wiemy, nie większa od liczby g; 
istnieje więc co najmniej jedna liczba w mnogości większa 
od liczby g — s; z tego widzimy, źe liczba g jest górnym 
krańcem mnogości.

Podobnie uważając kolejno największe ułamki dzie­
siętne na 1, 2, 3 ,... miejsc dzies., które są mniejsze od 
wszystkich liczb w mnogości, wykaże czytelnik łatwo, źe 
istnieje dolny kraniec.

W przypadku mnogości ułamków właściwych doda­
tnich i ujemnych dostaniemy następujący ciąg najwięk­
szych ułamków dziesiętnych na 1, 2, 3 ,... miejsc dzies. 
mniejszych od wszystkich liczb mnogości:

czyli każdy wyraz ciągu jest równy liczbie —1, granicą 
jego jest liczba —1 i dolnym krańcem jest liczba —1.

§. 29. Wszystkie liczby od 1 do 3 nazywać będziemy 
przedziałem  (1, 3) i wogóle, jeżeli jest a <  b, to wszystkie 
liczby od a do b nazywamy przedziałem  (a, b).

Uważajmy funkcyę y — f(x) i mnogość wartości tej 
funkcyi, jakie ma dla x w przedziale (a, b); jeżeli funkcya 
jest ciągła dla każdego x przedziału (a, b), to mnogość 
jej wartości ma dolny i górny kraniec, jak to łatwo udo­
wodnimy.

Funkcya y =  f (x) jest ciągłą dla x =  a, więc do liczby 
dodatniej, dowolnej e istnieje dodatnia liczba ^  taka, źe 
gdy jest | x — a | << to jest:

1*0, — 1-00, — 1-000, — 1-0000,

czyli:

więc:

|f(x) — f(a) |< e ,

— £ < f (x )  — f ( a ) <  +  s, 

f (a) — £ <  f (x) <  f (a) -f- £.
ZASADNICZE POJĘCIA. 7
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Wartość więc funkcyi dla każdego punktu x należą­
cego do przedziału (a — 8lf a-f-^i) jest zawarta między 
liczbami f(a) — s, f(a) +  s.

Weźmy punkt c przedziału (a, a - f ^ ) ;  dla niego jest 
funkcya ciągłą, więc do liczby e mogę znaleść dodatnią 
liczbę taką, iż, gdy jest jx — c | <0 %, to jest:

1 f ( X)  — f(c ) |< £ ,
czyli:

— e < f  (x) — f ( c )<  +  s;
stąd:

f(c) — e < f  (x )< f(c )  +  s,
ale było:

f (a) — £ <  f (c) <  f (a) -f- s,
więc:

f(c) +  £ < f (a )  +  2 £ 
f (a) — 2 s <  f (c) — £,

przeto jest:
f (a) — 2 £ < f  (x) <  f (a) +  2 s.

Weźmiemy liczbę d przedziału (c, c -f- S2), to wykaże 
się, źe istnieje przedział (d — r%, d -j- S2), w którym jest:

f (a) — 3 £ <  f (x) <  f (a) +  3 £
i idę dalej w ten sposób, aż dojdę do liczby b np. po n =  100 
takich rozumowaniach i w ostatnim przedziale będzie:

f (a) — 100 e <  f (x) <  f (a) -f- 100 s.
Wogóle:

f (a) — n . e << f (x) << f (a) +  n . £

i będzie w całym przedziale (a, b) stale:
f (a) —  n e << f (x) < [  f (a) +  n e;

istnieją więc dwie liczby A, B takie, źe wszystkie liczby 
mnogości są mniejsze od liczby A i większe od liczby B; 
istnieją więc według poprzedniego paragrafu górny i dolny 
kraniec.

— 98 —
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Ale mógłby ktoś zarzucić, że nie można dojść do 
liczby b, bo S2, ^3, . . .  stają się z konieczności coraz 
bliższemi zeru tak, iż mają granicę zero i po żadnej ilości 
skończonej rozumowań nie dosięgniemy liczby \ *), która 
jest albo równą liczbie b albo nawet jest mniejszą od 
liczby b; t. zn. liczby:

a +  c - |-^ 2, d -f- ó3, ...
mają granicę i; przeto liczba m -f- jest już dość blizka 
liczby \  i stąd w przedziale (m — , m $m) jest:

f (a) — m i < f  (x) < f ( a )  +  ms.

W punkcie \  jest funkcya ciągła, przeto istnieje taka 
dodatnia liczba 8, iż jest:

]f(x) — f(£ ) |< e , 
gdy jest | x — Ę | *< S; jest więc w przedziale (£ — 8, Ę -j- 8): 

f ( ; ) - e < f ( x ) < f ( ; )  +  s.

Liczba m -f- może być tak blizka liczby ;, iż prze­
dział (m, m -j- 8m) pada cały w przedział (Ę, — £. -{- $); 
a więc w przedziale (m, ; -f~ 8) jest:

f ($) — e < f ( x ) < f ( ®  +  e,
czyli przekroczyliśmy liczbę ę i przekonaliśmy się, źe 
w przedziale (a, ? +  &) jest f(x) mniejsze od większej z liczb:

f(a )-f  me, f (?) -f- £, 
i większe od mniejszej z liczb:

f (a) — m e, f (c) — s.

Później wykażemy, że taki punkt i; istnieć nie może, 
teraz widzimy, źe, gdyby istniał, to nie może nam kłopotu 
sprawić i łatwo go przekroczyć i iść dalej.

Powiemy: Mnogość wartości funkcyi ciągłej w ka­
żdym punkcie przedziału (a, b) posiada na pewne dolny

*) grecka litera, czyt. ksi.
7*
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i górny kraniec. Niech górnym krańcem jest liczba M, 
dolnym liczba m.

§. 30. Uważajmy mnogość wartości funkcyi nieciągłej 
y =  x — E(x) [zob. §. 14.] dla przedziału (2, 3); jak widać 
dolnym krańcem jest liczba 0, górnym liczba 1. Spytajmy, 
jaka jest największa liczba mnogości. Widać, że jej nie ma; 
liczba 1 jest górnym krańcem, ale nie ma takiej liczby x, 
iżby było x — E (x) =  1, bo tej wartości funkcya ta nie 
osiąga. Można podać wartość funkcyi większą od innej, 
ale nie można podać wartości największej. Trzeba więc 
dobrze odróżnić górny (dolny) kraniec od liczby najicięk- 
szej (najmniejszej w mnogości. Jeżeli istnieje największa 
(najmniejsza) liczba w mnogości, to ona jest zarazem gór­
nym (dolnym) krańcem mnogości; gdy istnieje dolny (górny) 
kraniec, to nie musi być najmniejszą (największą) liczbą 
w mnogości, chyba że ten kraniec górny czy dolny jest 
liczbą należącą do mnogości.

Udowodnimy, że we wypadku funkcyi ciągłej w ka­
żdym z punktów przedziału (a, b) mnogość jej wartości 
dla x tego przedziału ma największą i najmniejszą liczbę 
czyli istnieje takie ;, należące do przedziału (a, b), iż f (;) 
równa się górnemu krańcowi M mnogości i takie rt x), iż 
f (-/}) równa się dolnemu krańcowi m mnogości.

Udowodnimy pierwsze twierdzenie.
Uważajmy na prostej liczb (§. 1.) obraz geometry­

czny A liczby a np. a =  — 1 (fig. 26.) i obraz B liczby b 
np. b =  2; niech punkt C jest środkiem odcinka AB; ła­

two widzieć, że punkt C jest obrazem liczby =
Li

=  — liczbę a k nazywać będziemy środkiem

przedziału  (a, b); a więc liczba \  jest środkiem prze­
działu (—1, 2).

*) litera grecka — czytaj eta.

http://rcin.org.pl



— 101 -

A O C B 
- I -----------1------1------1-----------1-
— 1 ł  1 2 

Fig. 26.

Przedział (a, b) rozdzielmy na dwa przedziały 
/ a +  b \ / a - j - b , \
la, —2 ~ r  \ 2—’ / ’ C° niljrnmej w Jednym z nich gór­

nym krańcem wartości funkcyi będzie liczba M; większa 
liczba od liczby M górnym krańcem być nie może, a gdyby 
w obu przedziałach częściowych był górny kraniec liczbą 
mniejszą od liczby M, to w przedziale całkowitym (a, b) 
liczba M nie mogłaby być górnym krańcem. Weźmy

więc ten z przedziałów częściowych |a, —i|—j > ’

w którym górnym krańcem jest znów liczba M; gdyby 
zaś w obu przedziałach częściowych była liczba M gór­
nym krańcem wartości funkcyi, to weźmy dowolnie jeden 
z nich.

G-dy dany jest przedział (c, d), to liczbę c nazwijmy 
lewym końcem przedziału, liczbę d prawym  końcem tego 
przedziału.

Ten z przedziałów częściowych |a, b ) ,

w którym liczba M jest górnym krańcem wartości funk­
cyi, oznaczmy krótko (a,, fy); więc jest albo aj =  a,
, a -f-b  . . b — a a-f-b
bi == —g—, stąd bj — at =  ——- , albo ax =  —j —, bx =  b,

skąd jest bx — ax =  — i jest albo ax =  a albo aj >> a.

Przedział (ax, bj) rozłóżmy znów na dwra przedziały
< • ( -“t- bj\ /a. —I— bj \ . . .częściowe la x, — —— 1, I— ----- , b j ;  co najmniej w je­

dnym z nich będzie liczba M górnym krańcem w7artości 
funkcyi; niech to będzie przedział (a2, b2); jest więc albo
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, % -j- bx  ̂ j  ^ „ bj % _b aa2 =:: a ,̂ b2 =  g ? stąd jest b2 a2 — ^ ^ ,

11 a, —}— bj , , i j  • i. u aialbo a2 =  —^ — L, b2 =  b1? skąd jest b2—a2 = ---- ^---- =
^

= -------  i jest albo a2 =  aj albo a2>>ai. W ten sam spo-
4

sób postąpmy z przedziałem (a2, b2), jak z przedziałem 
(al7 bx) itd.; dostaniemy przedziały:

(a3> ^3)? (a4; b4)? (a5, b5),. . . ,  (an, bn),.......
i jest:

^ b2 — a2 b a b a
b3 a3 =  2 =  8 =  23 ~7

Uważajmy c ią g ^ ,  a2, a3, a4, a5, . . . ,  an, .......utworzony
z lewych końców przedziałów (a1? bj), (a2, b2), (a3, b3),........ ;
widzieliśmy, że jest a2 =  ax albo a2 ax, a3 =  a2 albo 
a3 a2 itd.? czyli, źe ciąg ten jest niemalejący i nadto 
żaden wyraz nie jest większy od liczby b; ma więc ciąg 
ten granicę, którą oznaczymy przez g.

Twierdzimy, źe jest właśnie f(g) =  M. Niech bowiem 
jest f(g) =  K, gdzie liczba K jest mniejsza od liczby M 
(bo większą od liczby M być nie może); otóż dla x =  g 
funkcya jest ciągła, jak założyliśmy, więc do każdej do­
datniej liczby ó można znaleść taką dodatnią liczbę h, iż, 
gdy jest | x — g | <  h, to jest:

|f ( x ) - f ( g ) |< £ ,
stąd:

- s < f ( x ) - f ( g ) <  +  S,
tedy:

f ( g ) - s  =  K - e < f ( x ) < f ( g )  +  e =  K +  s.
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W przedziale (g — h , g +  h) wartości funkcyi są 
mniejsze od K -f- s; ale mogę zawsze obrać tak małą liczbę s, 
iż liczba K +  s jest mniejsza od liczby M, przeto w prze­
dziale (g — h, g +  h) jest górnym krańcem liczba mniejsza 
od liczby M.

Ale mogę obrać liczbę an tak blizką liczby g, iż 
liczba a„ leży w przedziale (g — h, g), a liczba bn leży

|q _
w przedziale (g, g +  h), bo jest bn — an =  - - , więc 

^
bn =  a„ -|-----, tedy można znaleść zawsze taką liczbę n,

u

^

iż ułamek —— jest bardzo mały.
Li

Przedział (an, bn) leży więc w przedziale (g — h, 
g +  h); ale w przedziale (an, bn), jak powiedzieliśmy, gór­
nym krańcem jest liczba M, przeto w przedziale (g — h, 
g +  h) nie może być górnym krańcem liczba mniejsza od 
liczby M; doszliśmy więc do sprzeczności przez przyjęcie, 
ze jest f (g) =  K << M.

A więc jest f(g) =  M czyli górny kraniec mnogości 
jest liczbą w mnogości czyli górny kraniec wartości funk­
cyi jest zarazem największą wartością funkcyi.

Podobnie utworzy czytelnik dowód na to, źe istnieje 
liczba k w przedziale (a, b) taka, iż jest f(k) =  m, gdzie 
m jest dolnym krańcem wartości funkcyi.

§. 31. Uważajmy funkcyę y =  x 2 +  x — 6; dla x = l  
jest y =  1 + 1 —6 =  — 4, a dla x = 4  jest y = 1 6  +  4 — 6 =  14; 
jeżeli weźmiemy przedział (1, 4), to na lewym końcu prze­
działu funkcya staje się ujemna, na prawym dodatnia. 
Jeżeli narysujemy punkt x = l ,  y =  — 4 i punkt x =  4, 
y = 1 4 ,  to pierwszy z nich padnie pod oś x ' x, drugi nad 
oś x' x; jeżeli je połączymy łukiem, ale tak, żeby łuk był 
ciągły i by nie odpowiadały dla żadnego x przedziału 
(1, 4) dwa punkty tego łuku, to łuk ten musi przeciąć się
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z osią x ' x między x =  1 i x =  4; ten punkt przecięcia 
ma rzędną y =  0.

Fakt ten wypowiemy analitycznie w ten sposób: Je­
żeli funkcya y =  f(x) jest ciągła w każdym punkcie prze­
działu (a, b) i na jednym końcu tego przedziału jest funk­
cya dodatnią, na drugim ujemną, to istnieje co najmniej 
jedna wartość c w przedziale (a, b) taka, iż jest f(c) =  0.

Udowodnimy to twierdzenie i niech np. jest f(a)^>0, 
f(b)-<0; wypadek kiedy jest f ( a ) < 0 ,  f(b)>>0 zupełnie 
podobnie się dowodzi.

Si 1 ] }
Niechaj jest f (a)^>0, f (b)<<0; uważajmy liczbę —Zi

czyli t. zw. środek przedziału (a, b) i obliczmy f ^j ; 

gdy jest f - j  =  0, to udowodniliśmy twierdzenie; gdy 

zaś jest f ^j  >> 0, to uważajmy przedział ? b j;

gdy jest f 0? to uważajmy przedział |a , — j ?

czyli uważajmy ten z przedziałów ^a, a -~̂~ ^j, bj

na którego lewym końcu jest funkcya dodatnią, a na któ­
rego prawym końcu jest funkcya ujemną — przedział ten

oznaczymy przez (a1? bx); jest więc albo a j= a ,

b — a a +  b ,  , , b — a
D j c ij  -----  — j £ l lb O  R g —  2  > 2 —  *^2 ^ 2  —  2  *

a  I b
Dalej rozważamy środek —1 — przedziału (ax, bj) i bie-

u

rzemy ten z przedziałów ( ax, — ~g~~), ( " ■ ■—, bj , na

którego lewym końcu funkcya jest dodatnią, a na prawym 
jest ujemną — oznaczymy ten przedział (a2, b2); jest więc

http://rcin.org.pl



— 105 -

b — a_____ 

b — a 
4

w ten sposób, jak powyżej, postępujemy z przedziałem 
(a2, b2) i dostajemy kolejno przedziały:

Uważajmy ciąg z lewych końców tych przedziałów:

jest to ciąg niemalejący, którego wyrazy są mniejsze od 
liczby b, ma przeto granicę, którą oznaczymy przez g. 
Udowodnimy, że właśnie jest f(g) =  0.

Gdyby bowiem było f(g) różne od zera, toby było 
albo f (g )< 0 ; w każdym razie funkcya y =  f(x) 

jest ciągła w punkcie g, przeto do dowolnej liczby doda­
tniej e można znaleść taką liczbę d, iż, gdy jest:

Gdy więc jest f (g) liczbą dodatnią, to mogę tak małe z 
obrać, iż jest f (g) — £ dodatnie, przeto w przedziale (g — d, 
g-j-d) funkcya ma tylko wartości dodatnie; gdy jest f(g) 
liczbą ujemną, to obierzemy tak małe £, iż f(g)-j-£ jest 
i nadal liczbą ujemną, a więc w przedziale (g — d, g -j- d)

(an bi)> (a2> t>2), (a3, b3), (a4, b4), (a5, b5),......., (an, bn) . . . .
gdzie jest:

aj, a2, a3, a4, ag,

czyli:

to jest:

a stąd:

lx ~ g | < d  i i x — g | =  d, 

| f ( x ) - f ( g ) |< £ ,

— d < f ( x ) ~ f ( g ) <  + d ,  

f(g) — £ < f ( x ) < f ( g )  +  £.
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funkcya jest tylko ujemną. Ale mogę obrać an tak bliskie g, 
iż liczba an jest w przedziale (g — d, g), liczba b„ jest

w przedziale (g, g +  d), bo jest bn — an =  -  - * czyli 

bn =  an -(- ^ a ; możemy obrać n tak wielkie, iż — a
u  Li

jest dość małą liczbą; ale jest f(an)>>0, f(bn) < 0 ,  kie­
dyśmy doszli do wniosku, źe w przedziale (g — d, g -f- d) 
ma funkcya wartości jednego znaku; doszliśmy do sprze­
czności czyli być musi f (g) =  0.

We wypadku funkcyi y =  x* -J- x — 6 i przedziału 
(1, 4) otrzymujemy kolejno przedziały: (1, 2£), (lf, 2\),
(H, H), (Hih W , ( H i  ( I f i  2,V)?....... i można się
przekonać, że lewe końce tych przedziałów dają ciąg:

1 1 3  1 3  1 1 5  1 1 5  1 fi 3 
i TlD

mający granicę 2; podobnie ciąg, utworzony z prawych 
końców tych przedziałów:

‘¿i, %b 2-gV? 2sV, • • • 
także ma granicę 2. I jest dla x =  0 y =  22 -f- 2 — 6 =  0.

Źe granicą powyższego ciągu będzie liczba 2 można 
się w ten sposób przekonać. Przedział (lf, 2$) mogę tak

i 22-1_1 1 \
napisać: ( 1— 2 ^ ^ ) ,  przedział ( l f | ,  2¥V) mogę tak

/ 22-2_1 1 \
napisać: ( 1 ^  2—, 2 ^ 2 2+1) więc może ogólnie jest:

+  2  4 - __ -__ ^l i 22k ’ ' 22k+11 ’

dla k =  1 dostajemy rzeczywiście (1 +  f, 2 +  £), a dla

k =  2 przedział (1 +  f | ,  2 +  3V). Otóż jest =  1— ^ ,

więc przedział będzie ( 2 — 2 +  —^  . Otóż dla
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x = 2 - p i  iest y =  ( 2 - 27E- + ( 2 - p k ) _ 6  =

i . 1 , „ 1 „ 5 , 1  1 — 5 . 2 22 k

22k g ik  “t-  2 22k ^ 2 2k 2 4k 2 4k ’ 

gdy jest k =  1, 2 , .. . ,  to jest więc y liczbą ujemną dla

lewego końca tego przedziału; dla x =  2 -|- jest

y = ( 2 +  2*k+i) +  2 +  6 =  4 +  2^+2
1 5 1

+  2 +  2 ^ + i ~  6 =  2? k + i  +  210+2 -lest wi^c liczb{* doda‘

tnią. Przedział powyższy ma więc tę własność, źe na 
jego lewym końcu funkcya jest ujemna, a na prawym 
jest dodatnia. Długość odcinka, którego końcami są obrazy 
geom. t. zw. lewego i prawego końca przedziału wynosi

1 2 1 1
 ̂+  22k +1 2 H- 22k 22k +i ~ł~ 22S * więc do zeia,

gdy liczba k coraz bardziej rośnie. Możemy przedziały:

2 ___ L  2 +  1 1
22k’ ^ 22k+7

wziąć zamiast przedziałów, o których mowa ŵ dowodzie. 
Tu zresztą łatwo znaleść tę wrartość na zmienną nieza­
leżną x, dla której funkcya y staje się zerem, bo w obec­
nym wypadku otrzymujemy równanie x 2 -f- x — 6 =  0 
stopnia drugiego, którego pierwiastkami są liczby x =  2, 
x =  — 3.

§. 32. Uważajmy znów funkcyę y =  x 8-f~ x — 6 
w przedziale (1, 4); największą jej wartością jest liczba 14 
(dla x =  4), a najmniejszą liczba — 4 (dla x =  1). Zapy­
tajmy, czy istnieją takie wrartości na zmienną x w prze­
dziale (1, 4), iż funkcya będzie się równała jakiejkolwiek 
liczbie pośredniej między — 4 i -(-14. Czy równa się y
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liczbie 10? Weźmy liczbę x =  ; ponieważ jest
u

8 << 165 <C 9, więc jest:

a więc należy do przedziału (1, 4) i jest:

/ 1/65 — 1 \ 2 . }/65 — 1 _ 65— 2j/65 +  l ,
y =  \ — 2~  I + — 2--------6 = ---------4 ------ 1-

}65 — 1 66 |65 [65 1 66
2 4 2 +  2 2 T "

=  16 — 6 =  10.

Uważajmy dalej (§. 13.) funkcyę y =  E(x) w prze­
dziale (2, 3); otóż jest E(2) =  2 i jak długo liczba x jest 
mniejszą od liczby 3 i nie mniejszą od liczby 2 jest 
E (x) =  2 ale E (3) =  3.

Mnogość wartości funkcyi dla przedziału (2, 3) składa 
się z dwu liczb 2, 3, mniejsza (2) jest najmniejszą warto­
ścią funkcyi, większa (3) jest największą wartością funk­
cyi w przedziale (2, 3).

Gdy w^ezmę liczbę np. 2 8 pośrednią między liczbami
2 i 3, to nie ma liczby x, zawartej w przedziale (2, 3), 
żeby było E(x) =  2#8.

Otóż udowrodnimy ogólnie następujące twierdzenie: 
Jeżeli funkcya y =  f (x) jest ciągłą w każdym punkcie 
przedziału (a, b), jeżeli liczba M jest największą wrartością 
funkcyi w tym przedziale, liczba m najmniejszą wartością 
funkcyi, to, gdy jest M^>m, istnieje liczba c należąca do 
przedziału (a, b) taka, iź f(c) równa się liczbie C pośre­
dniej między liczbami M, m t, zn. że jest f (c) =  C, gdzie 
jest m < ;C -< M .

Funkcya bowiem jest ciągła, a więc istnieją liczby
g, k przedziału (a, b) takie, że jest f(g) =  M, f(k) =  m
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i uważajmy przedział (g, k), jeżeli jest g<<k, lub przedział 
(k, g), jeżeli jest g^>k; ponieważ on nie wychodzi poza 
przedział (a, b), więc funkcya jest ciągła w każdym punk­
cie tego przedziału nowego, ale także ciągła jest funkcya 
z =  f (x) — C. Funkcya y =  f(x) jest ciągła w dowolnym 
punkcie 1 przedziału (g, k) lub (k, g) t. zn. do każdej do­
datniej liczby a można znaleść taką dodatnią liczbę h, iż, 
gdy jest x — l!«< h, to jest f(x) — f(l)l<<s; otóż jest 
£f (x) — C] — [f (1) — C] =  f (x)—f (1) a więc, gdy jest | x —11 <  h, 
to jest też:

| [f (x) — C] — [f (1) — C] (<  s,
czyli funkcya z =  f (x) — C jest ciągła. Dla x =  g jest 
z =  f (g) — C =  M — C 0, dla x =  k jest z =  f (k) — C =  
=  m — C < 0  czyli funkcya z =  f (x) — C na jednym końcu 
przedziału (g, k) czy (k, g) jest dodatnia, na drugim ujemna, 
a więc gdzieś pomiędzy liczbami k, g staje się conajmniej 
raz zerem np. dla liczby x =  d t. zn. jest:

z =  f (d) — C =  0,
czyli f(d) =  C, a więc twierdzenie udowodnione.

§. 33. Uważajmy funkcyę ciągłą y =  x*-(-l i nada­
wajmy na zmienną niezależną x wartości od 0 do 5; dla 
tych wartości funkcya przyjmie też różne wrartości, a naj­
większą z pomiędzy nich przyjmie, jak widać, wrartość 26, 
najmniejszą 1.

Powiemy: Gdy x jest wr przedziale (0, 5), to najwięk­
sza wrartość funkcyi wynosi 26, najmniejsza 1. Wartości 
funkcyi wahają się w przedziale (0, 5) od wrartości 1 do 26; 
różnicę 26 — 1 t. j. między największą a najmniejszą war­
tością, jakie funkcya ma w przedziale (0, 5), nazywamy 
wahaniem się funkcyi w przedziale (0, 5) albo z łaciń­
skiego oscylacyą. Oscylacya funkcyi y =  x 2 -j- 1 w prze­
dziale (0, 5) wynosi wrięc 25.

Uważajmy przedziały »częściowe« przedziału (0, 5) 
np, przedziały (0, 2), (2, 4), (4, 5).
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W przedziale (0, 2) najmniejsza wartość badanej funk 
cyi wynosi 1, największa wartość wynosi 5, oscylacya 
wynosi 5 — 1 = 4 .

W przedziale (2, 4) najmniejsza wartość funkcyi wy­
nosi m =  5, a największa wartość wynosi 17, stąd oscyla­
cya wynosi 17 — 5 =  12.

W przedziale (4, 5) najmniejsza wartość funkcyi wy­
nosi m =  17, a największa wartość wynosi M =  26, więc 
oscylacya wynosi M — m =  26 -  17 =  9.

Widzimy więc, że gdy przedział (0, 5) podzielimy na 
przedziały częściowe (0, 2), (2, 4), (4, 5), to największa war­
tość funkcyi w przedziałach częściowych wynosiła 5, 17, 26, 
a więc nie więcej, niż w przedziale, jak możemy powie­
dzieć, całkowitym (0, 5); gdyby bowiem w jednym z prze­
działów częściowych największa wartość funkcyi była 
większa niż największa wartość 26 w przedziale całkowi­
tym, toby w przedziale całkowitym największą wartością 
była ta liczba większa od liczby 26, a nie liczba 26.

Podobnie najmniejsze wartości funkcyi w przedzia­
łach częściowych (0, 2), (2, 4), (4, 5) są 1, 5, 17, a więc 
nie mniej, niż najmniejsza wartość funkcyi w przedziale 
całkowitym (0, 5); gdyby bowiem w jednym z przedziałów 
częściowych najmniejsza wartość funkcyi była mniejszą 
liczbą, niż najmniejsza wartość 1 w przedziale całkowi­
tym, toby oczywiście w przedziale całkowitym najmniej­
szą wartością była ta liczba mniejsza od liczby 1, a nie 
liczba 1.

Jeżeli liczba M jest największą wartością funkcyi 
w przedziale całkowitym (a, b), to największa wartość 
funkcyi w jakimkolwiek z przedziałów częściowych prze­
działu (a, b) nie może być większa od liczby M, jest równa M, 
albo mniejsza od M.

Jeżeli liczba m jest najmniejszą wartością funkcyi 
w' przedziale całkowitym (a, b), to najmniejsza wartość 
funkcyi w jakimkolwiek z przedziałów częściowych prze­
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działu (a, b) nie może być mniejsza od liczby m, jest 
równą m albo większą od m.

Oscylacya funkcyi w przedziale (0, 5) wynosi 25, 
w przedziałach częściowych (0, 2), (2, 4), (4, 5) wynosi 4, 
12, 9, a nie więcej niż 25, bo w różnicach M — m naj­
większa wartość funkcyi w przedziale częściowym mogłaby 
być mniejszą niż największa wartość funkcyi w przedziale 
całkowitym, a najmniejsza wartość funkcyi w przedziale 
częściowym mogła być większą niż najmniejsza wartość 
funkcyi w przedziale całkowitym — odjemna mogła zma­
leć, odjemnik mógł wzróść, różnica mogła więc zmaleć.

Rozłóżmy przedział (0, 5) na przedziały: (0, 1), (4-, 1), 
(1, 14-), (U, 2\ (2, 24), (2i, 3), (3, 3 |), (31, 4), (4, 4|), (41, 5); 
największe wartości funkcyi wynoszą: 1], 2, 31, 5, 71, 10, 
13], 17, 21{, 26; najmniejsze wartości funkcyi w tych 
przedziałach częściowych wynoszą: 1, 1{, 2, 31, 5, 7j-, 10, 
131, 17, 211; oscylacye wynoszą więc: 11—1 =  1, 2—11 =  f- 
3 1 - 2  =  11, 5 - 3 1  =  l f ,  7 1 - 5  =  21, 1 0 - 7 1  =  2*, 
131—10 =  31, 17 — 131 =  3f, 211— 17 =  41, 26—211 =  4f.

Widać, że można było podzielić przedział (0, 5) na 
tak małe przedziały częściowe, iż w każdym z nich oscy­
lacya wynosi mniej niż 5. (Musimy zauważyć, źe oscyla 
cya jest albo liczbą dodatnią, gdy jest M>>m, albo zerem, 
gdy jest M =  m np. dla funkcyi y =  E(x) [§. 13] w prze­
dziale (21, 2 i) jest stale y =  2, więc M =  m =  2 i oscyla­
cya jest równa zeru).

Czy można przedział (0, 5) na tak małe przedziały 
częściowe podzielić, żeby w każdym z nich oscylacya wy­
nosiła mniej niż np. 1? Rozdzielmy przedział (0, 5) na 50 
małych przedziałów: (0, 0*1), (01, 0*2), (0*2, 0*3), (03, 0’4),
.......(2*0, 2*1)—  (4*0, 4*1)—  (4*9, 5). Największe wartości
funkcyi w częściowych przedziałach są odpowiednio: 101,
1-04, 1 *09, 1*16,—  5*41,__ 17*81,___ 26; najmniejsze war
tości funkcyi w częściowych przedziałach są odpowiednio:
1, 1*01, 1*04, 1*09—  5 —  17 __ 25*01; oscylacye wynoszą
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więc: 1-01 — 1 =  0-01, 1-04 — 101 =  0-03, 1-09 — 1-04 =  0-05,
1-16—1-09 =  0-07,... 5-41 — 5 =  0-41,... 17-81—17 =  0-81,... , 
26 — 25-01 =  0’99. Oscylacya wynosi więc najwięcej w osta­
tnim przedziale częściowym i wynosi mniej niż 1, o co 
nam chodziło.

Czy można przedział (0, 5) podzielić na tak małe 
przedziały częściowe, żeby w każdym z nich oscylacya 
wynosiła mniej niż np. 0'1 ? W tym celu podzielmy prze­
dział (0, 5) na 500 małych przedziałów (0, 001), (0017 0'02) 
...(1, 1-01)... (2, 2-01)... (3, 3-01),... (4, 4-01)... (4-99, 5). 
Największe wartości funkcyi w tych częściowych prze­
działach są: 1-0001, 1-0004,...., 2-0201,...., 5-0401,....,
100601...., 17 0801,..., 26; najmniejsze wartości funkcyi 
w tych przedziałach wynoszą: 1, 10001,... 2 . . .  5 . . .  10...
17... 25‘9001; oscylacye więc wynoszą: 1-0001—1 =  0-0001,
1-0004 — 1-0001 =  00003,........  2-0201 — 2 =  0-0201,.......,
5-0401 — 5 =  0-0401,.......... . 10-0601 — 10 =  0'0601,..........
17-0801 — 17 =  0-0801 ......  26 — 25-9001 =  0-0999; w osta­
tnim częściowym przedziale wynosi oscylacya 0'0999 i wię­
cej niż w innych; we wszystkich tych przedziałach wynosi 
mniej, niż 0"1.

Można się ogólnie zapytać, czy można przedział (0, 5) 
podzielić na takie częściowe przedziały, iżby w każdym 
z nich oscylacya wynosiła mniej, niż naprzód dana doda­
tnia liczba s, choćby była bardzo małą.

Udowodnimy ogólne twierdzenie: Jeżeli funkcya y =  f(x) 
jest ciągła dla każdej wartości x przedziału (a, b) [np. (0, 5)], 
to do każdej dodatniej liczby z można znaleść takie doda­
tnie d, iżby w każdym z przedziałów częściowych (a, a -f- d), 
(a d, a -(- 2 d), (a +  2 d, a +  3 d),...  oscylacya była mniej­
sza od liczby e.

Dowód polega na tem, źe wykażemy, iż niemoźebność 
wyszukania liczby d o własności opisanej nie jest zgodna 
z ciągłością funkcyi.

Najpierw udowodnimy, źe można znaleść liczbę do­
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datnią hx taką, że w przedziale (a, a +  h j  oscylacya bę­
dzie mniejsza od liczby dodatniej s.

Powiedzieliśmy bowiem, że funkcya y =  f(x) jest

ciągła i dla x =  a; do liczby dodatniej ^ można więc zna-

leść taką dodatnią liczbę hl7 iż dla liczb x:

| x — a | << h: i dla liczb | x — a | =  hx
jest:

| f (x) — f (a) | <

Jeżeli dla x  =  xt przedziału (a, a-j-hj) ma funkcyra 
największą wartość f (xx), dla x =  x2 tego samego prze­
działu ma funkcya najmniejszą wartość f(x2) w tym prze­
dziale, to jest:

| f (x,) — f ( a ) | < i ,

|f (x 2) — f ( a ) | < i

a stąd oscylacya:

f (x,) — f (Xg) =  f (Xi) — f (a) - f  f (a) — f (x2),
więc:

|f(x 1) - f ( x î) |< | f ( x 1) - ( ( a ) |  +  | f ( a ) - f ( x i) | < j  +  |  =  | ,  

bo:
. | i  (a) — f (xs) | =  | f (xf) — f (a) |;

ale różnica
f(X,) — f(X2)

nie może być ujemna, więc dla tego przedziału (a, a-j-hj)

oscylacya wynosi mniej niż

Ponieważ dalej w punkcie a-j-hj (o ile nie przekra­
cza liczby b) znów funkcya jest ciągła, więc można 
znów znaleść liczbę dodatnią h2, iż w przedziale (a -f-h 1?

ZASADNICZE POJĘCIA. 8
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S
a - f  hx -f- h2) znów oscylacya wynosi mniej niź —; podobnie 

znajdziemy dodatnią liczbę h3, iż w przedziale (a -f- hx -f- h2,
£

a - f  hx -{- h2 -f- h3) znów oscylacya jest mniejsza od w ten

sposób postępujemy dalej, aż osiągniemy liczbę b.
Dlaczegoby ten podział na przedziały częściowe 

(a, a - f -h j ,  (a +  hj, a -f-h ,-f -h 8) . . . nie był możliwy? W ka­
żdym z punktów a, a-f-h j, a - j-h i+ h g , a -J - ł^ - j-h 2- |-h 3... 
można wynaleść odpowiednie h, tylko mogłoby się zdarzyć, 
iż liczby b nie możnaby osiągnąć przez to, że liczby hx> 
h2, h3, ... maleją i mają granicę zero tak, że ciąg liczb:

a -j-h i, a —{— hj —{— h2, a —J— łix —f— łi2 —f— h37...
ma granicę c albo równą liczbie b albo mniejszą od b.

Ale dla liczby c jest funkcya ciągłą, a więc można 
znaleść taką dodatnią liczbę h, iż gdy jest | x — c | «< h 
lub | x — c | =  h to jest

|f ( x ) — f (c) | < |  

dla przedziału (c — h, c-f-h), oscylacya wynosi więc mniej 

niź —, jak widzieliśmy.
u

Ponieważ granicą ciągu powyższego jest c, więc znaj­
dzie się taki wyraz np. a -}- hx -j- h2 +  h8 + . . .  -f- hn na 
n-tem miejscu, iż wyraz ten leży między c — h i c; przeto 
w przedziale

(a hx -f- h2 -j- hn, c -f- h), 

który jest częścią przedziału (c — h, c -j- h), jest oscylacya 
£

funkcyi mniejsza od —; doszedłszy więc do liczby
u

a —f— łij — h2 —|— ... -|- hn 
można znaleść przedział

(a -j~ hj -f- h2 -f-... -f- hn, c -f- h),
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w którym oscylacya jest mniejsza od -  i który to prze-
Li

dział przekracza liczbę c, czyli liczby h1; h2, h3, . .. nie 
muszą mieć granicy zero, i przedziałów od a do b będzie 
skończona ilość.

Najmniejszą z liczb h1; h2, h3, ,..  oznaczmy przez d; 
jest ona dodatnia, bo żadna z liczb h,, h2, h3, ... nie jest 
zerem ani liczbą ujemną i jest ich skończona ilość. Weźmy 
przedział (a, a+d), on nie wychodzi poza przedział (a, a+hj),

a więc oscylacya jest mniejsza od gdyby przedział
- Li

(a, a-j-d) był krótszy od przedziału (a, a +  hi), to przedział 
(a +  d, a +  2d) albo jeszcze jest w przedziale (a, a-j-hj), 
albo już koniec jego a - j-2 d  leży w przedziale (a +  hl7 
a -j- hj +  h2), bo poza ten przedział przechodzić nie może, 
gdyż liczba d nie jest większa od liczby h2. Jeżeli przedział 
(a +  d, a +  2d) nie wychodzi poza przedział (a, a +  hj) to

oscylacya musi w nim być mniejsza od liczby Jeżeli
Li

zaś przedział (a +  d, a +  2 d) częścią Jeży w przedziale 
(a, a +  hx), a częścią w przedziale (a +  hj, a +  h , + h a), to 
oscylacya przedziału ( a + d ,  a +  2d) nie może być więk­
sza od oscylacyi przedziału obejmującego obydwa prze 
działy (a, a +  hj), (a +  h15 a +  l^ + h a )  t. zn. przedziału 
(a, a +  hx +  h2).

Jaką jest więc oscylacya przedziału (a, a +  hi +  hg)? 
Oznaczmy przez M: i M2 największe wartości funkcyi 

w przedziale (a, a +  hx) i w przedziale (a +  h1; a + h t + h 2), 
przez mx i m2 najmniejsze wartości funkcyi w przedziale 
(a, a +  hx) i w przedziale (a +  h1? a +  hj +  hj).

Wartość funkcyi w przedziale (a, a +  hx +  h2) nie 
może przekraczać większej z liczb M1? M2, o ile nie są 
sobie równe, podobnie nie może być mniejsza od mniejszej 
z liczb nij, m2, czyli największą wartością funkcyi w prze 
dziale (a, a +  hj +  h2) jest większa z liczb Mx, M2, a gdyby

8*
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sobie były równe, to jest nią liczba MX= M 2; najmniejszą 
wartością funkcyi jest liczba mniejsza z liczb nij, m2, 
a gdyby były sobie równe, to jest nią liczba mt =  m2.

Wystarczy odróżnić dwa wypadki: 1) największą 
wartością funkcyi w przedziale (a, a - |- h i - |- h 2) jest Mn 
najmniejszą mx; tem samem jest M2 <  Mx lub M8 =  M1? 
m2> m 1 lub m2 =  m1; 2) największą wartością funkcyi 
w przedziale (a, a +  +  h2) jest M2, a najmniejszą m, — 
tem samem jest Mi < M 2, zaś m2 > m 1 lub m2 =  m1.

Wypadki, kiedy największą wartością jest Mx, a naj­
mniejszą m2 lub największą jest M2, najmniejszą m2, zu­
pełnie się tak załatwia, jak 2) lub 1).

1) Oscylacyą w przedziale (a, a-|-hx-f-h2) jest —nij

czyli jest mniejsza od ^  czyli oscylacya funkcyi w prze
¿w

£
dziale (a-f-d, a +  2d) jest mniejsza od Wypadek za­

łatwiony.
2) Oscylacyą w przedziale (a, a-f-hx+h2) jest M2—nij. 
Otóż jakie są względem siebie liczby Mx, m2 ? Oczy­

wiście albo jest Mx<Crai albo M x = m 2 albo M1^>m2.
Gdy jest M x < m 2, to liczby Mx, m1; M2, m2 idą w po­

rządku rosnącym następująco:
m„ Mx, m2, M2, 

czyli funkcya w przedziale (a, a-j-hx) jest zawarta mię­
dzy Mt, mx, a w przedziale (a-f-hi, a - j-h i- f-h 2) zawarta 
między liczbami M2, m2, nie przyjmuje więc funkcya w ar­
tości od Mt do m2, a że w przedziale (a, a -j- hx -f- h2) jest 
funkcyą ciągłą, więc to być nie może (§. 32.).

Gdy jest M x= m 2, to jest M,—m2 =  0, przeto jest:

M2 -  mx= M 2—ml +Mx—m2 =  MŁ — m1 + M 2—m2<  o

czyli oscylacya M2 — mx jest mniejsza od s w przedziale 
(a, a -J- hx -f- h2), a więc oscylacya funkcyi w przedziale 
(a-j-d, a +  2d) jest mniejsza od s.
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Gdy jest M j^m g, to jest Mx — m2>>0, więc jest:

M2—m !<  M2—nii-f-Mj—m2= M j—nij-f-Mg—m2<  ̂  -f- e,

czyli oscylacya M2 — mj jest mniejsza od e w przedziale 
(a, a -f-h i- f -b 2)> a więc oscylacya funkcyi w przedziale 
(a-j-d, a -f-2 d ) jest mniejsza od s.

Uważajmy dalej przedział (a +  2d, a +  3d); albo on 
zostaje w przedziale (a-j-h :, a - j-h i-f-h ^  albo poza ten 
przedział wychodzi itd. — widać, że całe dotychczasowe 
rozumowanie się powtórzy.

Udowodniliśmy więc zapowiedziane twierdzenie.
§. 34. Uważajmy łuk AB, jak na fig. 27., i narysujmy 

cięciwę AB; widać, źe istnieje styczna do łuku w punkcie 
pośrednim D równoległa do cięciwy AB.

Jeżeli równanie krzywej jest y =  f(x) i punkt A ma 
odciętą a, rzędną f(a), punkt B odciętą b, rzędną f(b), kąt 
nachylenia cięciwy i stycznej do osi x ' x oznaczymy przez 
a i (3, to z powodu równoległości jest a =  ¡3, a stąd tg a == tg p. 
Z trójkąta ABC widać, źe jest:

BC =  f (b) — f (a) =  AC. tg x =  (b — a) tg a,
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nadto wiadomo z §. 23., że tg fi równa się wartości po­
chodnej funkcyi f(x), którą to pochodną możemy ozna­
czyć znakiem f  (x)7 gdy zmienna niezależna x będzie miała 
wartość równą odciętej punktu pośredniego D; oznaczmy 
przez d odciętą punktu D, więc tg[i =  f  (d); przeto z ró­
wności tg a =  tg fi otrzymujemy:

l ( b ^ i ( a )  =  (,(d);

stanowi to t. z w. twierdzenie średniej wartości.
Gdyby w przypadku szczególnym punkty A i B le 

źały na osi x ' x, to cięciwa AB byłaby odcinkiem osi x 'x ; 
a styczna byłaby równoległą do osi x ' x czyli a =  fi =  0, 
a więc f  (d) =  0; między punktami A, B, dla których jest 
y =  0, istnieje tedy punkt D, dla którego jest y ' =  0; sta­
nowi to t. zw. twierdzenie Rolle'go.

Niech np. jest y =  x 2-)-x — 6; jego pochodną obliczy 
się, biorąc granicę z ułamka:

{(x +  h)2 +  (x +  h) — 6 } — { x 2 +  x — 6 } 
h

x 2-)-2 x h -]-h 2-f-x +  h — 6 — x 2 — x -j-6
h

2xh -f- h 2 -(- h
h

dla h =  0 granicą będzie:

y ' =  2 x  +  l.

Dla x =  2 i x =  — 3 jest y =  0 i w punkcie x =  — |  
między liczbami — 3 i 2 jest y ' =  2. (— -J-) -f-1 =  0.

Podobnie weźmy punkt A na tej krzywej o odciętej 
a =  1, rzędnej f (a) =  f (1) =  1 —f— 1 — 6 =  — 4 i punkt B
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o odciętej b =  4, rzędnej f (b) =  f (4) =  42 +  4 — 6 =  14; 
cięciwa AB tworzy z osią x' x kąt a taki, iż jest:

f(b) — f(a) 14— (—4) 18
tg  a = ----------------= ----- ------ --- == —  =  6.b — a 4 — 1 3

W punkcie D na łuku AB o odciętej d — f  narysujmy 
styczną, która z osią x' x tworzy kąt ¡i taki, iż jest:

tgp =  f  (d) =  r  (f) =  2 . | + i  =  6,
a więc jest:

tg a =  tg (i;

styczna w punkcie D jest równoległa do cięciwy AB.
§. 35. Udowodnimy ściśle twierdzenie Rolle’go, które 

opiewa w ten sposób: Jeżeli funkcya y =  f(x) ma w ka­
żdym punkcie przedziału (a, b> określoną pochodną i jest 
f (a) — 0, f (b) =  0, to istnieje taki punkt d przedziału (a, b) 
między liczbami a i b, iż jest pochodna f  (d) =  0.

Jeżeli c jest dowolną liczbą przedziału (a, b), to za­
kładamy, że istnieje pochodna V (c), a więc ułamek:

f(c +  h) — f(c)

dąży do granicy f  (c) dla h =  0; ponieważ mianownik 
zbliża się do zera, to i licznik zdąża do zera, bo w prze­
ciwnym razie ułamek rósłby nieograniczenie co do bez­
względnej wartości, a więc do każdej dowolnie małej do­
datniej liczby e można znaleść taką liczbę dodatnią •/;, 
iż jest:

|f(c  +  h) — f ( C ) |< £ ,

gdy jest h !«<■/]; połóżmy c-f-h =  x; gdy więc jest |x —c — 
=  | h | <//], to jest f (x) — f (c) j  << e, czyli funkcya jest ciągła 
dla x =  c. Funkcya y =  f (x) jest tedy ciągła w całym 
przedziale (a, b); — według §. 30. istnieje taka liczba d 
przedziału (a, b), iż f(d) równa się M, gdzie M jest naj­
większą wartością funkcyi, gdy zmienna niezależna zmie­
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nia się od a do b; istnieje też liczba g przedziału (a, b) 
taka, że jest f(g) =  m, gdzie m jest najmniejszą wartością 
funkcyi, gdy x zmienia się od a do b.

Jest albo M =  m albo M^>m.
Gdy jest M =  m, to ponieważ jest f(a) =  0, f(b) =  0, 

więc jest w całym przedziale (a, b) funkcya y =  0 stale, 
tak, iż pochodna jest równa zeru w każdym punkcie (a, b); 
twierdzenie w tym wypadku trywialnym udowodnione.

Gdy jest M>>m, to ponieważ jest f(a) =  0, f(b) =  0, 
jest: 1) M =  0, m<<0, albo 2) M>>0, m =  0, albo 3) jest 
M>>0, m<<0.

Np. funkcya y =  x 8— 3 x -f-2  dla x = l  ma wartość 
y =  1—3—J-2 =  0 i dla x =  2 ma wartość y — 4—6-f-2 =  0, 
w przedziale (1, 2) jest zerem lub ujemne, a nigdy doda­
tnie, więc jest M =  0, zaś m < 0  i mianowicie jest m =  — 
Funkcya zaś y =  3 x — x 8 ma dla x =  0 wartość y =  
=  3 .0  — O2 =  0, dla x =  3 wartość y =  9 — 9 =  0, w prze­
dziale (0, 3) nigdy nie jest ujemną tak, iż jest m =  0, 
M > 0  i mianowicie jest M =  4£. Funkcya y =  sinx ma 
dla x =  0 wartość y =  0 i dla x =  2 -  wartość y =  0, 
a w przedziale (0, 2 tz) jest dodatnie i ujemne i przeto jest 
M>>0, m << 0 a mianowicie jest M = l ,  m =  —1.

1) Gdy jest M =  0, m<^0, to weźmy punkt g, dla 
którego jest f(g) =  m; otóż jest a<<g<^b, bo jest f(a) =  0, 
f (b) =  0. W sąsiedztwie punktu g funkcya nie może być 
mniejsza od liczby m, może być jej równa lub większa od 
niej; założyliśmy, źe istnieje pochodna funkcyi dla x =  g

f (g+h) — f (g)f'(g), ona jest granicą ułamka ^ , gdy h dąży

do zera, będąc albo ujemne albo dodatnie.
Pokażemy, że jest właśnie f'(g) =  0. Niech jest h>>0; 

ponieważ w sąsiedztwie punktu g funkcya nie jest mniej­
sza od liczby m, więc różnica:

f(g +  h) — f(g) =  f ( g - f  h) — m
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nie może być ujemna; ponieważ jest h > 0 ,  więc cały uła­
mek nie może być ujemny, a granica liczby nieujemnej 
nie jest ujemna, jest więc 0 lub dodatnia, czyli jest:

r(g)z>o.

Niech dalej jest h <  0, to licznik dalej nie jest ujemny, 
więc cały ułamek nie jest dodatni, przeto granica nie jest 
dodatnia, albo jest zerem albo ujemna:

f '( g ) < 0 .

Jakże pogodzić obie konsekwencye ? Co mają wspól­
nego?

Oto tylko w ten sposób nie są sprzeczne, że jest:

f'(g) =  o.

Twierdzenie więc w tym wypadku udowodnione.
2) Niech jest m =  0, M ;>0; istnieje liczba d w prze­

dziale (a, b) i taka, źe jest a < d < ; b  i f(d) =  M. Funkcya 
w sąsiedztwie liczby d nie może być większa od liczby M.

Założyliśmy, źe istnieje pochodna f  (d) i udowodnimy, 
źe jest f' (d) =  0. Pochodna f  (d) jest granicą ułamka

— —— dla h =  0. Niech jest h^>0; licznikh
f(d -j-h ) — f(d) =  f (d —1~ h) — M 

nie jest dodatni i ułamek nie jest dodatni, przeto jest:

f  (d) <  0.

Niech jest h<<0; licznik nadal nie jest dodatni i uła 
mek nie jest ujemny, przeto jest f  (d) ^  0; pogodzić się da­
dzą obie konsekwencye równością f  (d) =  0. Twierdzenie 
więc w tym wypadku udowodnione.

3) Gdy jest M >> 0, m «< 0, f (d) =  M, f (g) =  m zaj­
mujemy się, jak pod 1) lub 2), punktem g lub d i wyka­
zujemy, że jest f  (d) =  0, f' (g) =  0.

Twierdzenie więc całkowicie udowodnione.
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§. 36. Przejdziemy teraz do dowodu twierdzenia śre­
dniej wartości, które ściśle wysłowimy w ten sposób: Je­
żeli funkcya y =  f(x) ma pochodną określoną w każdym 
punkcie przedziału (a, b), to istnieje liczba d pośrednia 
między liczbami a, b (a<<d«<b), iż jest:

f (b) — f (a)
b — a f(d).

TT, , , f (b) — f (a) .Utwórzmy ułamek: ------------—  i oznaczmy jego warb — a
tość przez H:

f (b) — f (a) H 
b — a

stąd jest:
f (b) — f (a) =  H . (b — a).

Uważajmy funkcyę:

z =  f (x) — f (a) — H (x — a);

ona jest ciągła, bo jest ciągłą funkcya y =  f (x) i funkcya 
u =  Hx; jeżeli c jest dowolną liczbą przedziału (a, b), to jest:

{ f (x) — f (a) — H (x — a )} — { f (c) — f (a) — H (c — a)} =  
=  f (x) — f(a) — H x  +  H a  — f(c) +  f(a) +  H c — H'a =

=  f (x) — f (c) — H x  +  H c =  f(x) — f (c) — H (x — c); 
nadto jest:

f (x) — f (c) — H (x — c) ¡ <C j f (x) — f (c) | +  H (x — c) |;

stąd widoczne, że funkcya z jest ciągła. Funkcya z ma 
pochodną w każdym punkcie x przedziału (a, b), bo ma 
ją funkcya y =  f (x). Pochodna z' jest granicą ułamka:

{ f (x + h )  —f (a)—H [(x+h)—a ]} — { f (x)—f(a)—H(x—a )}
h

f (x +  h) — f (x)
- H ;h

granicą dla h =  0 jest wiec z' =  V (x) — H.
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Nadto dla x =  a jest z =  f(a) — f(a) — H(a — a) =  0; 
dla x =  b jest z =  f (b) — f (a) — H (b — a) =  H (b — a) —
— H(b — a) =  0 ; znajdujemy się w takich warunkach, iż 
możemy się powołać na twierdzenie Rollego; istnieje tedy 
liczba d zawarta między liczbami a, b (a< d « < b ), iż jest 
z' ==0 t. zn. jest f  (d) — H =  0, więc jest H == f  (d) czyli:

c. b. d. u .*).
§. 37. Wyciągniemy stąd wniosek następujący. 
Kładąc zamiast b jakąkolwiek liczbę x przedziału 

(a, b) i zamiast d liczbę ; zawartą między liczbami (a, x) 
[a<C*<Cx], co wolno, to otrzymujemy:

f (x) — f (a) =  f, 
x — a

Załóżmy, że jest stale w przedziale (a, b) pochodna 
rówrna zeru; z równości f (;) =  0 mamy f (x) — f (a) =  0 
czyli stale jest f(x) =  f(a) t. zn. funkcya równa się stałej 
liczbie f(a).

Wniosek ten wypowie się słowami: Jeżeli w prze­
dziale (a, b) funkcya y =  f (x) ma pochodną stale równą 
zeru, to y jest stałą w przedziale (a, b).

Niech dalej dwie funkcye:
y =  f(x), z =  cp (x),

mają w każdym punkcie przedziału (a, b) jednakową po­
chodną:

f  (x) =  <p' (x),
to funkcya y różni się od funkcyi z o stałą liczbę, 
czyli jest:

y =  z +  stała,

*) co było do udowodnienia; temi słowy kończy się w iele do­
wodów u greckiego m atem atyka Euklidesa (około 300 lat przed Chr.).
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Albowiem uważajmy funkcyę:

u =  f (x) — 9 (x);
ona ma pochodną, która jest granicą dla h =  0 ułamka:

[f (x - f  h) — 9 (x - f  h)] — [f (x) — <p (x)] _
h

_ f(x +  h) — f(x) 9 ( x h )  — ? (x).
h h

granicą jest więc:
uf =  f/ (x) — 9' (x),

przeto w całym przedziale (a, b) jest u' =  0; stąd wynika, 
że w całym przedziale (a, b) jest u =  stała czyli:

f (x) — 9 (x) =  stała 
f (x) =  9 (x) -f- stała 

y =  z +  stała.

Stąd możemy podać wszystkie funkcye, które np. 
w danym przedziale mają pochodną równą cosx; wiemy, 
że funkcya y =  sinx ma właśnie pochodną:

y' =  cos x,
a więc funkcya:

sin x -f- stała,

jest najogólniejszą funkcyą, która ma pochodną, równą 
cosx np. funkcye:

s in x - |- l j  sinx — 1, itd. 
mają pochodną, równą cosx.
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ROZDZIAŁ VII.

O c a ł k a c h .

§. 38. Przykład I. Weźmy pod uwagę funkcyę y =  f(x) 
np. y =  x i obliczmy pewne jej wartości od x =  0 do x =  1. 
Jeżeli narysujemy obraz tej funkcyi, to ponieważ y =  x

jest równaniem linii prostej, to otrzymamy odcinek linii 
prostej OA (fig. 28). Rozwiążemy następujące zagadnienie. 
Obliczyć pole S zawarte między odcinkiem OA, równo­
ległą do osi y y ' A A0 i osią x x \ Można to łatwo wykonać 
zapomocą metody elementarnej, pomnożywszy liczbę wy-
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miarową podstawy i wysokości i podzieliwszy ten iloczyn 
przez 2. Ale zrobimy to inaczej i w tym celu podzielmy 
odcinek OA0 =  1 na n równych odcinków częściowych za- 
pomocą punktów podziału Plt P2, ...  Pn_ x tak , że OPi =  
=  PXP2 =  ... =  Pn-iA 0, i przez punkty podziału narysujmy 
równoległe do osi yy ', które przetną odcinek OA w punktach 
Qi, Q2, ... 0 ,11—1 • Wykreślmy następnie kolejno z punktów

Qij Q2 • • • Qn_i na prawo równoległe do osi x x ', które
przetną rzędne PxQn P2Q2, P3Q3... Pn-iQ n-i, AA0 odpo­
wiednio w punktach Px, qx, q2,. . .  qn-i-  Weźmy teraz pod 
uwagę prostokąty następujące: OPiPjO, PiP2qiQi, P2P3q2Q2, 
... Pn_i A0 qn_i Qn- i  i oznaczmy wielkości ich pól kolejno 
przez rx, r2, r3... r n , gdzie rx =  0. Podstawą każdego z tych

prostokątów jest odcinek o długości h =  ~ , a wysokością

jest rzędna, której długość równa się wartości funkcyi 
w punktach O, P2, P2, ... Pn- i .  Widzimy więc, że suma r 
pól wszystkich prostokątów leży całkowicie wewnątrz 
pola S i w miarę tego, jak będziemy powiększali ilość 
punktów podziału, zmniejszając równocześnie długość ka­
żdego odcinka częściowego, suma tych prostokątów będzie 
się coraz mniej różniła od liczby S. Albowiem suma pro­
stokątów różni się od pola trójkąta OA0A o sumę równych
sobie małych trójkątów O P ^ ,  QiqiQ,2, ....... Qn- iq n-iA .
Obliczmy pole każdego z tych trójkątów, to otrzymamy:

OP1Q1= i O P 1.P 1Q1= i . h . f ( h )  =  i . h . h  =  i h 2, Q1q1Q* =  
=  Y Q l(l l >CllQ2 =  ^ Pl 1*2• (£*20.2 P 2(ll)  =   ̂P lP 2(P2Q2 PlQ l) =
=  i  h (f (2 h) -  f (h)) =  4- h (2 h - h) =  1 h . h =  1 h 2, Q2q2Q3 =  
=  4- Q2q2 • q2Q3 — 4- P2P3(PaQs Ps^) =  ^ P2Ps(P3Q3 P2Q2) “  
=  1 h (f (3h) -  f (2h)) =  i  h (3h - 2h) =  }  h2, ... Qn_i qn_1 A =
— f Q,n—i qn—i • qn—i A= Pn_i A0 (A0A Pn—i Qn—i )== I ^ (uh
— (n—l)h) =  4-h . h =  £ h 2. A więc suma s tych trójkątów 
równa się:
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s —  O P iQ i ~h Qi q.i ~f" Q2<i2Q3 “t-  • • • H-  Qn—i <in—i A  =

=  |h *  +  ...  +  ! h 2 =  i ( h 2 +  h*-j-... +  h*) =  i n . h 8.

Ponieważ h =  —, to podstawiając za h tę wartość, 
otrzymamy:

A więc, gdy liczba n będzie wzrastać nieogranicze-

Gdy tedy liczba n rośnie nieograniczenie, tak aby długość 
każdego odcinka częściowego dążyła do 0, to granica 
sumy prostokątów będzie się równać S.

Oznaczając bowiem sumę poprzednio rozważanych 
prostokątów przez r  t. j.:

r =  h f (0) +  h .f(h) +  h f (2 h) +  ... +  h .f  ((n — l)h),

1 1s =  ~n 1
2 n '

nie, to suma tych trójkątów s =  ~L będzie dążyć do zera.u n

otrzymamy:

czyli:

Ponieważ tu jest f(0) =  0, , f —
n ' n ’  ̂n i n ’" ’

czyli:

t. j.:

r  =  ^  1 +  2 +  3 +  .. . +  ( n - l )  .
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W nawiasie mamy sumę liczb szeregu naturalnego 
od 1 do n —1, a więc będziemy mieć:

A więc np. dla n =  100 otrzymamy r  =  | ( l — Tf ir) =  
=  |0-99 =  0-495; dla n =  1000 będzie r  =  | ( l — 3- ^ )  =  
= |0 -999= 0-4995 ; dla n = 10000 otrzymamy | ( l  — Tr^Tr¥) =  
=  1 0-9999 =  0*49995 i t. d., a więc wartości, jakie otrzy 
muje suma r, tworzą ciąg rosnący, a każdy wyraz jest 
mniejszy od a więc ma granicę i tą granicą jest liczba £;

gdy liczba n będzie wzrastać nieograniczenie, to ^  będzie

dążyć do zera, a r  będzie dążyć do wartości 4-. Napiszemy 
więc, źe lim r =  4- =  S.

Weźmy teraz pod uwagę inne prostokąty na tej sa­
mej figurze narysowane w następujący sposób. Przez punkty 
Qu Os» Os»-** Qn-i, A narysujmy równoległe do osi x x ' 
na lewo tak, aby się przecinały z przedłuźonemi rzędnemi 
w punktach px, p2, ps, ... pn, a wtedy otrzymamy prosto­
kąty wystające ponad pole S: O P ^ p ,,  PiP8Q2P2, P2P8Q3P3-  
Pn- i  A0 A pn i oznaczmy wielkości ich pól kolejno przez 
Rt, R2, . . .  Rn . Utwórzmy sumę R pól tych prostokątów,
i porównajmy ją z polem S, to spostrzegamy, że pole S 
leży całkowicie wewnątrz tej sumy R i różnica między 
polem S i sumą R wynosi tyle, ile wynosi suma Si pól 
trójkątów O p ^ ,  Q!p2Q2, Q2PsQs»*** Qn-iPnA. Ponieważ 
trójkąt OpiOi przystaje do trójkąta OP1Q1, trójkąt QiP2Q2 
do trójkąta QtąiOa... trójkąt Qn-iPn A do trójkąta Qn_iqn_iA,

1 ~ł- 2 —f- 3 —|—. •. —}— (n—1) —
n8—n
~2~~'

A więc powyższa suma r będzie się równać:

n =  00
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więc pola przystających trójkątów są sobie równe, a suma s, 
równa się sumie poprzednio rozważanej s, i gdy liczba 11 
wzrasta nieograniczenie, to sx, podobnie jak s, dąży do zera. 
A więc gdy ilość rozważanych prostokątów będzie wzra­
stać nieograniczenie tak, aby ich podstawy malały nie­
ograniczenie, to granicą sumy R będzie S. Sumę pól pro­
stokątów R obliczymy w następujący sposób:

R =  R, +  R2 +  ...  - f  R„ ,
czyli:

R =  h . f ( h ) - f  hf(2h) +  h f(3h) +  ...  +  h f(nh )
R =  h(f(h) +  f(2 h) +  f(3h) +  . . . .  +  f(nh)).

Ponieważ f (h) =  h , f (2 h) =  2 h , f (3 h) =  3 h , .......
f (n . h) =  n h , to otrzymamy:

R =  h(h +  2 h +  3h +  ... +  nh)
R =  h2( l - f  2 +  3 - f  ... +  n).

W nawriasie mamy:

l + 2  +  3 +  ...  +  n =  | ( l  +  n ) =  “ S-±2.

Podstawiając za h wartość otrzymamy:

R —  Ł  nl + n _  1 I n* n \ —  1 / 1 i 1 ' 
n2 ' 2 _ 2'^ n , t ní / ~ 2V ' t" n / •

Gdy za n będziemy kolejno podstawiali wartości 1, 2, 
3, 4 ,... 100,... 1000,... 10000,... to otrzymamy na R war­
tości ł ( l  +  ł)  =  ł ( l  +  l) =  ł . 2 = l ;  i ( l + i )  =  i.-£ =  f,
ł  (1 + 1) =  ł  • ł  =  ł , ......  i (1 +  Tb) =  1 1-01 =  0-505,.......
i  (1 +  TflW) — ł  •1 '001 =  0*5005,..., a więc wartości two­
rzące ciąg malejący, którego wszystkie wyrazy są większe 
od 0, bo są dodatnie, przeto ma granicę i tą granicą, jak 
widać, jest liczba !, t. j. limR =  |  =  S.

n == 00
ZASADNICZE POJĘCIA. 9
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Porównajmy teraz ze sobą oba te przypadki. Gdy 
liczba n jest skończoną, to S znajduje się między r i R 
t. j. mamy nierówności:

R >  S >  r,
lub:

Gdy liczba n rośnie nieograniczenie, to r i R, między 
któremi stale znajduje się S, dążą do wspólnej granicy l-r 
a więc i S równa się tej granicy. Granica \  nazywa się 
sumą lub powszechnie nazywamy ją całką określoną funk- 
cyi y =  f (x) =  x od x =  0, do x =  1 i oznaczamy ją przez:

i
/ f (x) d x,

o
gdzie d x  oznacza długość podstaw rozważanych prosto­
kątów, dążącą do zera. A więc mamy: 

i i
S =  j  f (x) d x =  I x d x ==

o o
W przypadku tak prostym, jak obecny, wydaje się 

powyższa metoda obliczania pola nie bardzo stosowną, 
gdyż metoda geometryi elementarnej daje nam bezpośre­
dnio liczbę \ . 1.1 =  |  jako liczbę wymiarową pola S.

§. 39. Prz. 2. Weźmy teraz pod uwagę funkcyę y =  
=  f (x) =  2 x2 1 i narysujmy obraz tej funkcyi (fig. 29). 
Rozwiążemy następujące zagadnienie. Obliczyć pole S za­
warte między łukiem krzywej A0A, równoległemi do osi y 
A0B0 i AB i osią x x', gdzie OB0 =  1, OB =  2, więc B0B =  1* 
Podzielmy odcinek B0B na n równych części czyli odcin­
ków częściowych zapomocą punktów podziału Px, P2, . 
Pn_i i oznaczmy długość każdego odcinka częściowego

przez h t. j. h = - .  Wykreślmy następnie przez punkty
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podziału należące do nich rzędne, które przetną łuk krzy­
wej A0A w punktach Q1? Q2, ... Qn-i- Wykreślmy następ­
nie przez punkty A0, Qx, Q2, . . .  Qn_! równoległe do osi x x ' 
na prawo tak, aby przecięły rzędne P ^ ,  P2Q2... Pn_ 1Qn_ 1? 
AB w punktach qx, q2, ... qn *). Otrzymamy wtedy szereg 
prostokątów BoP^jAo, PiP2q2Qi,.*- Pn-iB q nQn- i ,  których 
wielkości pól oznaczymy, jak poprzednio, przez rx, r2,

r3, ... r n . Suma powierzchni tych prostokątów leży całko­
wicie na polu S =  B0BAA0.

Gdy będziemy zwiększali ilość punktów podziału tak, 
aby odcinki częściowe malały, to różnica pola S i sumy r  
tych prostokątów będzie mniejszą od sumy s małych pro­
stokątów: A0q1Q1p1, Qiq2Q2p2,.. .  Q „-iqr,Ap11, z których ka-

*) i podobnie przez punkty Q1? Q2,... A na lewo, aby przecięły  
rzędne A„ B(l, PjQi,... P»—iQ n—i w punktach p„ p2,... pn.

9*
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źdy jest większy od pola odpowiedniego małego trójkąta: 
A0qiQi> Qiq2Q*>--- Qn-i<łnA, których suma sx jest różnicą 
pól S i sumy r. Aby wriec wykazać, że różnica pola S
i sumy r rozważanych prostokątów^ dąży do zera, gdy 
ilość punktów podziału rośnie nieograniczenie, wykażemy, 
że powyższa suma s małych prostokątów dąży do zera, 
gdy ilość przedziałów częściowych n rośnie nieograniczenie. 
Mały prostokąt A ^C ^Pi =  A ^  . A0Pi =  (PiQi— B0Ao); 
B0Pj =  h, P1Q1 =  2 ( l+ h )2+ l = = 2 ( l - f  2h  +  h2) - j - l = 2  +  
- f  4 h +  2h2+ l  =  3 +  4h +  2h2, B0A0 =  2 . 12+ 1  =  2+ 1  =  3. 
A więc B o P ^ P ^ !— B0A0) =  h [3 - j -4 h - f2 h 2—3] =  h (4h  +  
+  2 h 2) =  2 h 2(2+h). Następny mały prostokąt Qxq2Q2p2 =
=  QlQ.2 • QlP2 =  h (?2Q2 --PlQl)j 1^0,2 =  2 (1 -j- 2 łl)2-}~ 1 =
=  2 ( l + 4 h  +  4h2) + l ^  2 +  8h +  8h2+ l  =  3 +  8h +  8h 2, 
p xQx =  3 +  4h +  2h2, a więc P2Q2—PiOi =  3 -j- 8h -f- 8h2 —
— 3 — 4h  — 2 h 2 =  4 h - f -6 h 2. A więc Qxq2Q2p2 =  h (4 h - |-  
-J- 6h2) =  2h2(2+3h). Następny mały prostokąt Q2q3Q3p3 =
=  Q2q3 • Q2P3=  h (PsOs 1*20,2)1 3̂Qs =  2(1 +  3 h)2 -f- 1 =
=  2 ( l+ 6 h + 9 h 2) + 1  =  2 + 12h+ 18h2 + 1  =  3 +  12h +  18h2, 
p 2Q2 =  3-f8h-f-8h2, a więc mamy PgOg—P2Q2 =  3-|-12h-f- 
+  18 h2 — 3 — 8 h — 8 h 2 =  4 h +  10 h 2.

Podstawiwszy te wartości otrzymamy Q2q3Q3p3 =  
=  h (4h  +  10h2) =  2 h2(2 +  5h).

Ostatni mały kwadrat Q n-iqnApn =  Qn-iqn . Qn-iPn =  
=  h (AB—Qn-1 Pn-i); AB =  2 (1 +  nh)2 +  1 =  2 (1 +  2nh +  
-j-n 2h2) +  l =  2 - f 4 n h  +  2 n 2h2 +  1 =  3 +  4 n h  +  2 n 2h2, 
Qn_1Pn_ 1 =  2 [ l+ ( n - l ) h ] 2+ l = 2 [ l + 2 ( n - l ) h + ( n - l ) 2h2] +  
+ l = 2 + 4 ( n —l)h + 2 (n —l)2h2+ l = 3 + 4 ( n —l)h+ 2(n—l)2h 2. 
Mamy więc AB — Qn—iP n—1 =  3 +  4 n h +  2 n*h2— 3 — 
—4(n—l)h—2(n—l)2.h2= 4 h  [n—(n—l)]+ 2 h 2[n2—(n—1)2] =  
=  4 h +  2 h2 (n2 — n2 +  2 n — 1) =  4 h - f  2 h2 (2 n — 1). Pod­
stawiając te wrartości otrzymamy: Qn_iqn A pn =  h |4 h  +  
+  2 (2n  — l)h 2J =  2 h 2 [2 +  (2 n — l)h]. Utwórzmy teraz 
sumę s wszystkich powyższych małych prostokątów 
a otrzymamy:
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s =  2 h 2(2 +  h) +  2 h 2(2 +  3h) +  2 h 2(2 +  5h) +  . ..
. ..  +  2 h2[2 +  (2 n -  l)h] =

=  2h2 [(2+h) +  (2+3h) +  (2 +  5h) + . . .  +  (2 +  (2 n - l)  h)] =  
=  2h2 [ (2 + 2 + 2 +  •.. + 2 ) +  (h + 3 h + 5 h + ... + (2n—1) h)] =  

=  2 h 2[2n +  h ( l  +  3 +  5 +  ... +  (2n — 1))].

Obliczmy następującą sumę:

1 +  3 +  5 +  ... +  (2 n — 1); 

jest to suma szeregu arytmetycznego i równa się:

| ( l  +  2n - l )  =  | . 2n =  n 2.

Otrzymujemy więc:

s =  2 h2 (2 n +  h n 2).

Ponieważ h =  przeto podstawiając tę wartość za h 
otrzymamy:

— 133 -

A więc, gdy n rośnie nieograniczenie, to suma s pól 
małych prostokątów dąży do zera, gdyż suma ta równa

0
się —. Gdy tedy będziemy zwiększali ilość punktów po­

działu tak, aby odcinki częściowe malały, to suma r du­
żych prostokątów i pole S będą się coraz mniej od siebie 
różniły, jak to powyżej wykazaliśmy, a gdy liczba n wzro­
śnie nieograniczenie tak, aby odcinki częściowe malały 
nieograniczenie, to granicą tej sumy r będzie S. Obliczmy 
teraz sumę r t. j.:

r =  r, +  r2 +  r3 + . . .  +  r,,.
Będziemy mieć: 

r  =  h f (1) +  h f (1+ h )  +  h f (1+  2 h) + . . .  +  h f (1+  (n—1) h).
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f ( l)= 2 .1 2+ l = 3 ;  f(l+ h ) =  2 (l+ h )2+ l = 2 ( l + 2 h + h 2) + l =  
=  2 + 4 h + 2 h 2+ l  =  3 + 4 h + 2 h 2= 3 + 2 h (2 + h ) ;  f ( l+ 2 h )  =  
=  2 ( l+ 2 h )2+ l  =  2 ( l+ 4 h  +  4h2) + 1  =  2 - f  8h +  8h2+ l  =  
=  3 +  4h (2 - f  2h); f (1+  3h) =  2 (1 +  3h)2+ l  =  2 (1 +  6h +
+  9 h 2) +  l = 2  +  12h +  18h2+ l  =  3 +  6h(2  +  3 h );........
f [1 +  (n — 1) h] =  2 [1 +  (n -^ 1) h]2 +  1 =  2 [1 +  2 (n — 1) h +  
+  (n — l)2h2] +  1 =  3 +  4(n — l ) h  +  2(n — l)2h2 =  3 +  

+  2 ( n - l ) h [2 +  (n — l)h].

A więc podstawiając te wartości, otrzymamy:

r  =  h.3  +  h {3  +  2h(2 +  h ) } + h { 3  +  4h(2  +  2h)} +
+  h { 3 + 6h(2+ 3h)} + . . .  -j-h { 3 + 2  (n—1) h [2+ (n— 1) h] } =  

=  h { 3 + 3 + 2 h  (2+h) +  3 +  4h (2+2h) +  3+ 6h  (2+3h) +  . . . 

. . .  +  3 +  2 (n—1) [2 +  (n—l)h] j  =
=  h { 3 n +  2 h [(2 +  h) +  (4 +  4 h) +  (6 +  9 h) +  ...

• • • +  (2 (n—1) +  (n—l)2. h)] j  =
=  h { 3 n  +  2h[(2 +  4 +  6 +  . ..  +  2 (n - l) )  +

+  (h +  4h  +  9h +  ... +  (n—l )2 h)]}.

A ponieważ mamy:

2 +  4 +  6 + . . .  +  2 (n -1 ) =  (2 +  2 (n—1)) =

n-_1 / o . o  2 n(n—1)=  — (2 +  2 n —2) =  ----- ^ ----- =  n !)•

Wiemy z Rozdz. I. §. 4., źe:

l 2 +  22 +  32 + . . .  (n—l )2 =  .o
Podstawiając te wartości, otrzymamy:

_  \ =
6  J )r  == h j 3n +  2h n ( n - l )  +  h n (n —l ) 2n 1
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=  h 13 n +  2 h n(n—1)( 1 4
2n— 1

r  =  — i 3 n —|— — n ( n

=  n“ l 3n  +  n

=  n ! 311 +

1 (

n
4 „ 3 . 1 
3 n 2 n 6

2 4 2 3 2 1 I
=  n \ 3 n + i - 3 n2~ S - 2 n +  n 6 ) -

i l 3n  +  | n _ 3 +  A i J =  i ( ^ n - 3 +  gL ) =

1_ 117 _ ? _ i -  JL = 1 7 _ ^ _ j_
n 3 n n 3 n2 3 n 3 n-

Pole S jest większe od sumy r t. j. od liczby: 

( 2
3 +  M
n 3 n21

Gdy liczba n rośnie nieograniczenie, to wartość wy-
. . 17 3rażenia —-------3 n 3 n2

zbliża
17się do liczby y  np. gdy

17 3 1 17 9
n =  100, to mamy r =  y  — 1Q0 +  3 ; 10000 =  3 3 .T00

+  s A m  =  S  ( 17 ~  ° '09 +  ° '0001) “  5  16'9101; gdy

n =  1000, to otrzymujemy r
17 9
3 3.1000 1 3.1000000

1 | 17 — 0-009 +  0-000001 ) =  1 16-991001 i t. d. Gdy
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więc liczba n wzrasta nieograniczenie, to wartość sumy r  
zbliża się do liczby ^17 t. j.:

lim r =  ! .  17.
n =  co

Kreśląc następnie (uw. str. 131.) przez punkty Q1} Q2r 
Qs... Qn_i, A równoległe do osi x x ' na lewo tak, aby się prze­
cięły z przedłużonemi do góry rzędnemi w punktach p,, p2, 
.p8... pn, otrzymamy znów inny szereg prostokątów B0P1Q1plr 
P,P2Q2p2, P ^ O sp ,,,... Pn—iBApn, których pola oznaczymy 
kolejno przez Rx, R2, R37...  Rn . Łatwo spostrzedz, że pole
S jest zawarte w polu R utworzonym przez sumę pól Rx, 
R2... R„, albowiem pole każdego prostokąta jest większe 
od odpowiadającej mu części pola S o małe trójkąty A0Qxpx, 
QiQsP2> • • • Qn-iApn. Każdy z tych małych trójkątów jest 
mniejszym od odpowiadającego mu małego prostokąta 
A0qiQiPi, Qiq2Q2P2>--- Qn—iqnA pn• Wykazaliśmy poprze­
dnio, że suma s pól tych prostokątów dąży do zera, gdy 
liczba n rośnie nieograniczenie, a więc tem bardziej suma 
pól małych trójkątów A0Q1p1, QiQ2p2--- Qn-iApu dąży do 
zera, gdy n rośnie nieograniczenie.

Widzimy, że różnica pól S i R równa się sumie sx 
powyższych małych trójkątów, a więc gdy ilość punktów 
podziału rośnie coraz bardziej tak, aby odcinki częściowe 
malały coraz więcej, to różnica pól S i R dąży do zera. 
Obliczmy teraz sumę R, mamy tedy:

R =  Rx -f- R2 -}- R3 - |- . . .  -f- Rn .

Pole każdego prostokąta równa się iloczynowi liczby 
wymiarowej podstawy przez wysokość, t. j. wartość funk- 
cyi w punktach P,, P2, . . .  B. Wartość funkcyi w punkcie 
Px równa się 2 (1 -|- h)2-f- 1 =  3 -f- 4h  -f- 2 h 2, w punkcie P2:
2 (1—|—2h)2—1—1 =  3—f-8h—|—8h2, w punkcie P3: 2 ( l+ 3 h )2+ l  =
=  3 +  12h-f-18h2, ....... w punkcie B: 2 (1 -(- n h)2 -j- 1 =
=  3 -f-4 n h  +  2 n 2h 2. Otrzymamy więc:
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R =  h [(3 +  4h +  2h2) -j- (3 +  8 h + 8 h 2) +  (3+ 12h+ 18h2) + . . .  
. ..  +  (3 + 4 n h + 2 n 2h2)] =  h [3 n + (4 h + 8 h + 1 2 h + ... +4nh) +  

+  (2h2+ 8 h 2+ 1 8 h 2+ ... + 2 n 2h2)] =
=  h [3n +  4 h (1 + 2  +  3 + . . .  +  n) + 2 h 2(l +  4 + 9 +  ...  +  n2)].

Wiemy, że:

1 +  2 +  3 +  .. . +  n = n (n +  1)

1 + 4 + 9 +  ... +  n2=  l + 2 2+ 3 2+  ... +  n2 =  n(n +  1) 2 n + l

Podstawiając te wartości, otrzymujemy: 

R =  h o i n(n-f-l )  . ou2 / i i N^n+l3 n +  4 h . ---- ------- [- 2 h2 n (n +  1) — '—u O

=  h 3n +  2 h n  (n +  1) 1 +  h. 2 n +  1
6

Podstawmy za h jego wartość —, a wtedy otrzymamy:

R = ii 3 n + 2  - . n ( n +  1)( 1 + 1 .  2n  +  1 n \ n 6

3n +  2 ( n + 1). 8n +  l 
6 n 3 n 16n 2 +  18 n + 2

6 n

a 1 . 1 16n2+  18n + 2  _ . 16n2+ 1 8 n + 23 n -  +  -  . -------- !—  =  3 H-------------------- J—i 6 n

3 4- — -4- — * 
+  3 +  n +  3 n 2

6 n2 

17 +  3_ +  1
3 T n T 3 n !

Połóżmy np. n =  100, a otrzymamy: R =  J 17 +  
+  ł- i lh r  +  i  • — £(17 +  0'09 +  0-0001) =  ^ 17 0901; 
połóżmy następnie n == 1000, a otrzymamy: R =  £ 17 +
~ł~ ł  +  i  T'(5”D o o o o H- ł  (1? +  0‘009 +  0-000001) =  
=  i  17-009001 i t. d.
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Spostrzegamy więc, że gdy n rośnie nieograniczenie, 
to wartość sumy R zbliża się do liczby £ 17 t. j.:

lim R =  £ 17.
n =  oo

Porównajmy znów ze sobą oba przypadki. Gdy liczba n 
jest skończoną, to S znajduje się między r i R t. j. mamy 
nierówności:

R >  S >  r,
lub:

3 n 3 n 2 3 n + 3 n 2'

Gdy liczba n rośnie nieograniczenie, to r i R, między 
którymi stale znajduje się S, dążą do wspólnej granicy
i  17 a więc S równa się tej granicy. Granicę £17 nazy­
wamy tak, jak poprzednio, sumą lub całką określoną funk- 
cyi y =  f (x) =  2 x 2 +  1 od x =  l do x =  2 i oznaczamy 
ją przez:

2

|f ( x ) d x ,
i

gdzie dx , jak już (str. 130.) zaznaczyliśmy w poprzednim 
przykładzie, oznacza długość podstaw prostokątów, dążącą 
do zera. A więc mamy:

2 2 

S =  I f (x )dx  — I (2 x 2 +  1) d x =  £ 17.
i i

§. 40. Prz. 3. Obliczmy jeszcze pole S zawarte mię­
dzy łukiem krzywej OB, której równaniem jest y =  sin x,

osią odciętych i rzędną AB, od x =  0, do x =  ^ • Nary-
77

sujmy obraz funkcyi y =  sin x (fig. 30.), gdzie OA =  ^ , 

AB =  1. Podzielmy, jak poprzednio, przedział OA na n
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równych części zapomocą punktów podziału P1? P2, P3... 
Pn—i, tak, że:

OPx == P1P2 ~~ P2P3 == • • • =  Pn—1A =  h =  —. - .II u

Wykreślmy w punktach P2, P2, P3...  Pn- i  rzędne 
należące do tych punktów: PiQ1? P2Q27... Pn-iQ n-i. Przez 
punkty O, Q1? Q2, Q3, ... Qn- i  wykreślmy równoległe do 
osi x x ' na prawo, które przetną się z odpowiedniemi rzę- 
dnemi w punktach P l7 q1? q2, ...  qn-i- Oznaczmy pole pro­

— 139 —

stokąta OPiPiO przez r l7 prostokąta PiP2q1Qi przez r2, 
prostokąta P2P3q2Q2 przez r3, . ..  prostokąta Pn-iA qI1_ iQ n_ 1 
przez rn . Suma pól tych prostokątów r leży całkowicie 
wewnątrz pola S, a różnica pola S i sumy r  równa się 
sumie trójkątów O P ^ i, Q1q1Q2, Q2q2Q3, ... Qn-iqn-iB . Wy­
kreślmy z punktów Q„ Q2, ... Qn- i  równoległe do osi x x ' 
na lewo tak, aby się przecinały z przedłużonemi rzędnemi 
w punktach p,, p2, p3, ... p„ . Pole każdego z powyższych 
małych trójkątów jest mniejsze od pola odpowiedniego ma­
łego prostokąta O P ^ p j ,  Qiq!Q2p2, O^tOsP»»« Qn-i qn- i  Bpn.
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Wykażemy, że suma tych prostokątów s dąży do zerar 
gdy ilość punktów podziału rośnie nieograniczenie tak, aby 
przedziały częściowe OPl7 PjP2, ...  Pn-iA  dążyły do zera. 
Mamy więc:

s =  OP1Q1p1 -f- QiqiQ,2P2 +  02^2 0sP3 + ----+  Q,n-1 qn-lBpn .

Pole prostokąta O Px Qx Pi =  O P j . Pi Qp1 =  h f (h), pro­
stokąta Q2 p2 =  Pj P2. qi Q2 === Pi P2 (P2 Q2 Pi Qi) =  
=  h[f(2h)—f(h)j, prostokąta Q2q2QaPs =  Psi>3(PsQ3—P a O s^  
=  h[f(3h)—f(2h)],... prostokąta Qn_ 1qn-iB pi1 = P n-i A (AB —
— P n—i Qn—i) =  h [f (nh) — f ((n—1) h)].

Podstawiając te wartości otrzymamy:

s =  h [f (h) -f- (f (2h) — f (h)) - f  (f.(3h) — f (2h)) + . . .

... +  (f (nh) — f ((n—l)h))].

Ponieważ pierwszy wyraz w nawiasie znosi się z dru­
gim wyrazem pierwszej różnicy, pierwszy wyraz pierwszej 
różnicy z drugim wyrazem drugiej różnicy i t. d. pozo­
staje w nawiasie tylko wyraz f(nh), tak, że otrzymujemy:

s =  h . f (nh) =  h f ( n . i . | ) = h f ( | ) =

Widoczną jest rzeczą, że, gdy liczba n rośnie nie­
ograniczenie, to s dąży do 0, a więc tem bardziej suma 
małych trójkątów dąży do 0, to jest różnica pól S i r. 
Obliczmy teraz sumę pól prostokątów O P ^ O , PiP2qiQi> • • *
Pn—1 Aqn-oj Q,n—i t. j.:

r  =  r1 +  ri - f r 3- f . . . - f r n .

Mamy więc rx =  OPx. f (0) =  h . 0, r2 =  PjP2. P ^  =  
=  h f (h), r3 == P2P3. P2Q2= h f (2h)r .. r„ =  Pn_j A. Pn- i  Qn- i  =  
=  h f((n—1) h), a więc otrzymamy:
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r =  h[f(0) +  f(h) +  f(2h) +  . . .  +  f ( (n - l) h ) ]  =
=  h [sin O -j- sin h +  sin 2h -f-... —|— sin (n—1) h].

Ponieważ sin 0 =  0, to otrzymamy:

r =  h [sin h -f- sin 2h - f - s i n  (n—1) h].

Aby prawą stronę tej równości obliczyć, użyjemy następu­
jącego fortelu: prawą stronę pomnóżmy i podzielmy przez

2 sin ^ , przez co wartość liczebna tej prawej strony się 

nie zmieni, to otrzymamy: 

hr =
. h 

' 2

2 sin h -j- 2 sin 2 h -f- . ..  +  2 sin (n—1) h . h . sin -  —

h
2

sin h
2

2sinhsin^  - |-2 sin 2h sin ^  + ... +  2sin(n—l)hsin ^
L i L i L.

Ponieważ wiemy, że:

„ . . . h h 3h h 3h 5h2 sin h . sin — =  cos — —cos —, 2 sin 2h sin — =  cos —-—  cos
Lt u  L t L i L> Li

h 2n—3 2 n - l... 2 sin (n —1) h sin — =  cos —- —  h —cos ——- h ,
U  L i L i

a — ¡i

a to na mocy znanego wzoru z trygonometryi: 

cos 3

Podstawiając te wartości, otrzymamy:

o • a "t" •cos a =  2 sin ■ ' sin —-Lt £
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Widoczną jest rzeczą, źe drugi wyraz pierwszej ró­
żnicy znosi się z pierwszym wyrazem drugiej różnicyr 
drugi wyraz drugiej różnicy z pierwszym wyrazem na­
stępnej różnicy i t. d. tak, źe w nawiasie zostanie tylko 
pierwszy wyraz pierwszej różnicy i drugi wyraz ostatniej 
różnicy, a więc otrzymamy:

h
2

r ~  . h 
sin 2

Stosując powyższy ogólny wzór trygonometryi, wy­
rażający różnicę dostaw dwóch kątów, przez podwójny ilo­
czyn wstaw połowy sumy i różnicy kątów, otrzymamy, że:

2n—1 h 2n—1 h
h 2n—1, _ . 2 2 . 2 2 cos -  —cos —¿r-— h =  2 s in ------- -------- . s in ---------------- =
L i L i L i L i

otrzymamy:

r

Podstawmy za h jego wartość ~ , to otrzymamy:u U

_ . nh . (n — l)h  =  2 sin —  . sin -— —■ -
2 2

h
2

sin

„ . nh . (n — l)h  . 2 sin T  . sin g .

2

h 2n—1cos — — cos —-— . h .
L . L i
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Gdy liczba n rośnie nieograniczenie, to —  dąży do 0,

a więc granicą stosunku 4 n jak poprzednio (str. 43.)

okazaliśmy, jest 1. A więc dla n =  oo mamy:

lim r =  2 sin = 2  sin2
n =  00 '

n =  00

Rozważajmy teraz prostokąty O P ^ P i , PxPiQ2P2r 
P2P3QgPg,...  Pn-iA Bpn. Oznaczmy ich pola kolejno przez 
Rj, R2j R3, ... Rn, a ich sumę przez R. Spostrzegamy, że 
pole S mieści się całkowicie w sumie pól R, a różnica 
ich równa się sumie małych trójkątów: OC^Pi, QiQ2p2, 
Q2QaPs,... Qn_xBpn, a każdy z tych trójkątów jest mniej­
szym od odpowiedniego prostokąta O P ^ p j , QiqiQ2P2> 
Q2q2Q3P3> • • • Qn—iqn-iB pn, a ich suma równa się prosto­
kątowi OPjQjPi —j—s. Wykazaliśmy poprzednio, że suma s 
dąży do zera, gdy liczba n rośnie nieograniczenie, pole 
prostokąta OPJQ1p1 także dąży do zera, gdy liczba n ro­
śnie nieograniczenie, t. j. jego podstawa OPx maleje nieogra­
niczenie, jak również jego wysokość P ^ ,  a więc tem 
bardziej suma pól powyższych małych trójkątów dąży 
do zera, gdy n rośnie nieograniczenie. Znaczy to innemi 
słowy, że suma pól R i pole S różnią się coraz mniej, 
gdy n rośnie coraz bardziej. Obliczymy teraz, czemu się 
równa R. Mamy:
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R — Ri +  Ra +  R3 +  • • • H~ Rn —
=  0 P X. P,Q, +  PaP2. P2Q2 +  P2P3. PsQ3 +  •.. +  Pn-1 A . AB.

OPj =  P,P2 =  P2P3 =  ... =  Pn-iA =  h; P ^  =  f(h), 
P2Q2 =  f (2h), P3Q3 =  f (3h),... AB =  f (nh). Podstawiając te 
wartości otrzymamy: *

R =  h f (h) +  h f (2h) - f  h f (3h) - f ...  - f  h f (nh) =
=  h[f(h) +  f(2h) +  f(3h) + + f(nh)] =

=  h [sin h -f- sin 2h —)- sin 3h —f-...  —|- sin nh].

Pomnożywszy prawą stronę powyższej równości i po- 

dzieliwszy przez 2 s in - ,  otrzymamy:

R =

h
_2_  

. h 
sin 2

2sin h sin ^  -|- 2 sin 2h sin 2 sin nh sin

Podstawiając wr nawiasie wartości tak samo, jak przy 
obliczaniu sumy r, otrzymamy:

R =

h 
2 

. h 
Sm 2

h 3h\ . / 3h 5h\ . cos g — cos — I - f  ^cos —  — cos — I - f ...

i i 2n— 1 2n- f l ,... -f- [ cos —- — h — cos — - — h

Widoczną jest rzeczą, że drugi wyraz pierwszej ró­
żnicy znosi się z pierwszym wyrazem drugiej różnicy, 
drugi wyraz drugiej « różnicy z pierwszym wyrazem na­
stępnej różnicy i t. d. tak, że w nawiasie pozostanie tylko 
pierwszy wyraz pierwszej różnicy i drugi wyraz ostatniej 
różnicy. Otrzymamy więc:
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Stosując do różnicy stojącej w nawiasie takie samo 
podstawienie, jak dla sumy r, otrzymamy:

h 2 n - f l  h 2 n + l  h
„  2 0 ■ ™ h + 2 . 2 2 R =  ---- i—. 2 sin----------------- . sinh 2 2

Sln2 h
2 . (n-f-1), . nh =  2 — s m - ^ h . s i n ^ .

sin2
7T

Podstawiając za h jego wartość ¡r—, otrzymamy:Z H

R =  2 T 7 V , a in l i  +  4 a j Sin-
Slnl 4 i /

4 nGranicą stosunku -— -—— jest 1, gdy n rośnie nieograni- 

S i n ( i n )

czenie, a granicą liczby —  jest 0, a więc mamy: 

lim R =  2 sin2 i - J  =  2 . ^ = 1 .
n =  oo

Wiemy, że pole S ]> r  a S<<R, t. j.:
7T ' T Z

4n 8i”l t W i-E)<8<2-yh-Hł M 4+45)'. / tc \ \4 / \4 4n/ . / ti \

Sm\ 4 n ) W  '  “ W
ZASADNICZE POJĘCIA. 10

http://rcin.org.pl



— 146 —

Gdy więc liczba n rośnie nieograniczenie, to ze­
wnętrzne wyrazy powyższych nierówności dążą do wspól­

nej granicy 2sin2|^ j  =  l, a więc i pole S, które stale za­

wiera się między sumami r i R, równa się tej samej granicy, 

czyli S =  2 sin2 =  1. Granica powyższa 2 sin2 =  1
I Z

nazywa się całką określoną od x =  0 do x =  — funkcyi
L i

f(x) =  sinx i oznaczamy ją zapomocą znaku:
T. Tl

¥  ¥
I f (x) d x =  I sin x d x =  1.

o ó
Mamy więc, że:

7Z
Y

S =  I s in x d x  =  1.
o

§. 41. Weźmy teraz ogólnie pod uwagę funkcyę cią­
głą f(x), określoną i skończoną dla wszystkich wartości 
zmiennej niezależnej x od x =  a do x =  b włącznie czyli 
w przedziale (a, b), przyczem załóżmy, że liczby a i b są 
skończone i że a«<b. Podzielmy ten przedział na skoń­
czoną ilość n mniejszych dowolnych przedziałów i oznaczmy 
przez Xj, x2, x3, ... xn_i wartości zmiennej x w punktach 
podziału. Otrzymamy w ten sposób przedziały częściowe 
xx— a =  &i, x2—X j= ^ 2;... b—xn_i =  Sn *)• Dana funkcya 
ciągła f (x) przyjmuje w przedziale (a, b), jak wiadomo (§. 30.), 
dla pewnych wartości zmiennej niezależnej x wartość naj­
większą M i wartość najmniejszą m, obie skończone (§. 29.); 
tak samo w przedziale częściowym (a, xx) przyjmuje funk­
cya f(x) wartość największą Mx i wartość najmniejszą mx;

x) W przykładach §. 38. — §. 40. były  przedziały równe dla u ła­
tw ienia rachunku; tu w ogólnej teoryi nie muszą być sobie równe.
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w przedziale (x1? x2) wartość największą M2 i najmniejszą 
m2; . . .  w przedziale (xn- i ,  b) wartość największą Mn i naj­
mniejszą mn. Ustaliwszy pewien sposób podziału prze­
działu (a, b) na przedziały częściowe (a, X j ) ,  (xx, xa),...  
(xn—i, b), weźmy pod uwagę następującą sumę:

Mj (Xj — a) +  M2 (x2 — Xj) + . . .  +  Mn(b — xn_i). =  S,.
Suma ta Sx ma wartość skończoną i ściśle oznaczoną, 

gdyż czynniki Mx, M2... Mn są największemi wartościami 
funkcyi f(x) w przedziałach częściowych (a, xx), (x1? x2) .. .  
(xn- i ,  b), a nadto każdy z nich jest mniejszym lub co 
najwyżej równym największej wartości M funkcyi danej 
f (x) w przedziale (a, b), o której założyliśmy, że jest 
skończoną, a więc i one są skończone (§. 33.). Czynniki 
drugie (xx — a), (x2 — xx) , . . .  (b — xn- i)  mają także w ar­
tości oznaczone i dodatnie, gdyż założyliśmy, źe liczby 
a i b są dane; ponieważ a<<b, przeto różnica (b — a) jest 
dodatnią i większą od każdej z dodatnich różnic: (x, — a), 
(x2 — xx) , ... (b — xn_ i), których suma równa się (b — a). 
Każdy tedy iloczyn ma wartość skończoną, a więc także 
ich suma Sj. Podzielmy teraz każdy z poprzednio ustalo­
nych przedziałów częściowych (a, xx), (xx, x2),... (xn- i ,  b) 
na pewną skończoną ilość a, (3,... 1 nowych przedziałów 
częściowych zapomocą punktów pośrednich czyli przez 
zagęszczanie punktów podziału. A więc przedział (a, xx) 
podzielmy na a nowych przedziałów, zapomocą punktów

(a) (a) (a)
podziału xx , x2 ,.. .  xa_ x, to otrzymamy nowe przedziały
I («) \ i («) (<*) \ I (a) \
\ a, xx /, lx j , x2 \x a_i, Xif.  Oznaczmy największe
i najmniejsze wartości funkcyi f(x) w tych nowych prze-

(a) (a) (a)^ (a) (a) (a)
działach przez Mx , M2 ,.. .M a im ! , m2 , . . .m a. Utwórzmy 
następującą sumę:

(«)/ (a) \ (*)/ (a) (a)\ (“)/ (“) \
Mx U i — a |  +  M2 lx 2 — Xi / +  ... +  Ma \X i— xa_i )=<st.

10*
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Suma ta <Tj ma wartość skończoną i ściśle oznaczoną, 
gdyż wszystkie czynniki mają wartości skończone i ozna­
czone. Porównajmy sumę z iloczynem Mx (xx— a). War-

(*) («) (a) 
tości Mx , M2 , . . .  Ma są mniejsze lub co najwyżej równe

/ («) \
wartości Mx (§. 33.), suma dodatnich różnic \x t — a I __
równa się różnicy (xx— a), a więc suma jest mniejszą, 
lub najwyżej równą Mx (xx—a) t. j. ^  ^  Mj (xx—a)1).

Weźmy teraz pod uwagę drugi przedział częściowy 
(xx, x8) pierwszego podziału i podzielmy go na (3 nowych

(P) (P> (P)
przedziałów zapomocą punktów xt , x2 , . . .  xp_i, to otrzy-

/ (P)\ / (P) (P h  / (P) v 
mamy nowe przedziały \x l7 xx / , \x i  , x2 /,...\x p _ i, x2/.
Oznaczmy, jak poprzednio, największe i najmniejsze war­
tości funkcyi f  (x) w tych nowych przedziałach przez

(P) (P) (P) (P) (P) (P)
Mi , M2 , . . .  Mp i mx , m2 , . . .  mp .

Utwórzmy następującą sumę:

rp)/ (P) \ (P)/ (P) (P)V (P)/ (P) v
Mx \x 1 — x J  +  M2 \ Xg Xj ; +  ... +  Mp \ x2—xp_i / =  <72.

Suma ta ma wartość skończoną i ściśle oznaczoną. 
Porównajmy ją z iloczynem M2 (x2— xx). Wszystkie war-

(P) (P) (P) 
tości Mj , M2 , . . .  Mp są mniejsze lub co najwyżej równe
Mg, a więc mamy także <; M2 (x2 — xx) i t. d. Weźmy 
pod uwagę ostatni n-ty przedział (xn_i, b) pierwszego po­
działu i podzielmy go na X nowych podziałów częściowych

(X) (X) (X)

zapomocą punktów podziału xt , x2 xx-i, to otrzy-

*) Nierówność pomnożona przez liczbę dodatnią pozostaje n ie­
równością z tym samym znakiem nierówności np. —3 <  —2, stad 
( - 3 ) . ( + 7 )  < ( - 2 ) ( + 7 ) ,  bo - 2 1  < - 1 4 .
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/ M \ / W Wv i W v
mamy nowe przedziały U n-x, xx /, Ux , x2 /,...Ux-i, b /.
Oznaczmy największe i najmniejsze wartości funkcyi f(x)

(X) (X) (X) (X) 

w tych nowych przedziałach przez Mx , M2 , . . .  Mx i mj ,
(X) (X) 

m2 , . . .  mx i utwórzmy sumę:
(X)/ (X) \ (X)/ (X) (X) V (X); (X) V

Mi U i — x n_ii/ +  M 8 \ x 2— Xj ; +  ... +  Mx \b —x x - i /=<Jn .

Suma ta ma wartość skończoną i oznaczoną. Porównu­
jąc ją z iloczynem M„(b—xn_ 1) dochodzimy do wniosku,

(X) (X) (X)

że <7n^ M n(b—xn_i), gdyż każde Mx , M2 Mx jest 
mniejsze lub co najwyżej równe Mn. Uskuteczniliśmy więc 
najpierw podział przedziału (a, b) na przedziały częściowe 
(a, xx), (Xj, x2),. . .  (xn_i, b), utworzyliśmy sumę Sj, następ­
nie podzieliliśmy każdy z poprzedzających przedziałów na 
pewną ilość nowych przedziałów, czyli zagęściliśmy ilość 
punktów podziału przedziału (a, b), otrzymaliśmy w ten 
sposób punkty podziału postępujące, rosnące w następują­
cym porządku:

(«) («) («) (P) (P) (P)
a, Xi , x2 , . . .  xa_j, x , , xx , x2 xp_i, X2, . . .

(X) (X) (X)

Xn—1, , X2 , . . .  XX—i, b.

Utwórzmy teraz sumę następującą:
(a)/ (a) \ (a); (a) (a) \ ' («)/ («) V

M, U i — a f +  M, Ix 2 — Xj ) +  .. +  Ma ( Xj — xa_x ) +
(P)/ (P) V (P), (P) ( P h  (P)/ (P) \

+  Mj U i  —  x1/ +  M, U 2 —  x t / +  ... +  Mp \ x 2 xp— i / —f-

(ty w  \ W/ w  a)\ q) i w v 
+  Mj U i—Xn-x )+M 2 U i—X, /+ . . .+ Mx \ b—xx~i ) =  S2,
którą możemy także napisać:

ai *2 • • • +  *11 =  S2 ,
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gdyż sumę pierwszego wiersza oznaczyliśmy poprzednio 
przez alf drugiego przez <y2, ... n-tego przez <rn . W ykaza­
liśmy, że <7X ^  a), *2 < ; M, (x2— cn ^  Mn (b - x n-i). 
A więc mamy, że:

S2 =  Cj-f- <r2 <rn ^  (x,— a) -j- M2 (x2 — Xj)
...  -f- Mn (b ■— Xn_x ) =  S1?

t. j. mamy:
S2^ S X.

Dzieląc każdy z poprzedzających przedziałów pro­
wadzących do sumy S2 znów na pewną ilość przedziałów 
częściowych, czyli zagęszczając w dalszym ciągu punkty 
podziału przedziału (a, b), otrzymamy nową sumę S8, o któ­
rej tak samo wykazać można, że Ss S2, i tak postępu­
jąc dalej wytworzymy coraz nowe sumy S4, S6, ... Sn . . . ,  
i takie, że:

... ^  S„ ^  Sn—i ^  ^  Ss <  S2 <  St.
A więc gdy ilość punktów podziału będziemy zwięk­

szali czyli zagęszczali nieograniczenie w ten sposób, że 
każdy z poprzednich przedziałów będziemy dzielić na pewną 
ilość nowych przedziałów tak, aby te przedziały malały 
nieograniczenie, to wytwarzając dla każdego nowego po­
działu odpowiednią sumę, utworzymy ciąg nierosnący nie­
ograniczony S1? S2, ...  Sn, . . . ,  którego każdy wyraz nie jest 
mniejszym od wartości m (b — a), gdyż w przedziale (a, b)

(a) ( *)  (“) (P) 
wszystkie wartości Ml7 M2, ... M„, Mx , M2 Ma , Mx ,

(P) (p) w  a)
M2 , . .. Mp , . . .  Mi , . . .  Mx... są zawsze nie mniejsze od 
wartości m, a więc mamy:

Si ^  m (b — a), S2 m (b -— a),... Sn 2? ni (b — a); 
albowiem np. Mx m, M22>m ,... Mn^ m ,  a więc także: 

Mj (xt — a) ̂  m (xx — a), M2 (x2 — x,) ^  m (x2 — x ,),...
... Mn (b — Xn-1 ) ^ m ( b  — Xn—1),
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a, więc także i suma:

Mx (xj a) +  M2 (x 2 — xx) + . . .  +  Mn (b—xn_i)
2? m [(xx — a) - f ( x 2— xx) +  ...  +  (b—xn-i)] =  m (b—a),

t. j.:
Sj ^  m (b — a), i t. d.

Dochodzimy więc do wniosku (str. 93.), źe ciąg nie­
skończony i nierosnący St, S j,. . .  Sn . . . ,  ma granicę, którą 
oznaczymy przez S.

Weźmy teraz pod uwagę następującą sumę:

m, (Xi — a) +  m2 (x2 — Xj) +  ... - f  mn (b — xn-i)  =  sx;

suma ta Sj ma wartość skończoną i ściśle oznaczoną, gdyż 
wszystkie czynniki według założenia mają wartości skoń­
czone. Podzieliwszy każdy z poprzednio ustalonych prze­
działów częściowych (a, xx), (xl7 x2) .. .  (xn- i ,  b) na prze­
działy częściowe poprzednio rozważane, otrzymamy sumy:

(*)/ (a) \ (*)/ (a ) (* h  (a)/ (a) \
mx \ xx — a I m2 \x 2 — x l I -f-...  - f  ma \ — xa_i / =  pt,

( P ) /  (P ) i  (P ) /  (P ) ( P ) v  ( P ) /  (P ) \
mx \Xi—x ,/  +  m2 \ x2—Xj / +  . . . +  mp \ x2 — xp_i / =  p2,

W/ W v 00/ (X) (X) v (X)/ (X) v
mx \ Xj— xn_i / +  m2 \ x2 Xj / +  ... - f  nrA Ib — xx-i / =  pn•

Każda z tych sum p„ p2, ... pn ma wartość skończoną 
i ściśle oznaczoną. Porównajmy sumę px z iloczynem

(a) (a) (a)
lUi (Xj—a); każda z wartości m1 , m2 , . . .  ma jest większą 
lub co najmniej równą wartości m1( gdyż ona jest naj­
mniejszą wartością funkcyi f (x) w przedziale (a, xx) (§. 33.), 
a więc będzie px mx (xx—a). Tak samo można okazać, 
źe suma p2S^m2(x2—xx),. . .  pn^>m n(b—xn-i). Utwórzmy 
teraz następującą sumę:
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(«)/ (a) \ 0=0/ (a) (“)\ (*)/ (a) \ 
ml \x x — a )  +  m8 \x 2 — xx +  ma \Xi — xa_ i /  +

( P ) /  (P ) \  ( P ) /  (P ) ( P ) \  ( P ) /  (P ) \
+  H1! \ x j - x j - f m g  \x 2—Xj - f  mp \x 2—xp_!/ +
+ --------------------------------------------------- ----- ------------ +

(X)/ (X) V (X)/ (X) (X)v (X)/ (X) V

H-mj \Xi—xn_ i / + m 2 \ x2 Xi /+...-j-mx \ b—xx-i I =  s2,

którą możemy także napisać:

Pi “f" P2 +  •••-}- ?n =  S2, 
gdyż sumę pierwszego wiersza oznaczyliśmy przez pl7 dru­
giego przez p2?. . .  ostatniego przez pn. Wykazaliśmy, że 
pi SS rn! (Xj—a), p2 ^  m2 (x2—xx),...  p„ mn (b—xn-i). Otrzy­
mamy tedy, że:

s2 — pi +  P2 -f- • • • pn ^  nix (xj—a) m2 (x2—xx) -(-■••
mn (b—xn_i) =  Sj,

t. j. że:
s2^ s x.

Każdy dalszy z poprzednio rozważanych podziałów 
daje nam sumy s3, s4, ...  sn . . . ,  i takie, że:

. . .  2> sn s„—j ^  s2 sx.

A więc, gdy ilość punktów podziału będziemy zwięk­
szali czyli zagęszczali nieograniczenie w sposób poprzednio 
rozważany, to otrzymamy ciąg nieograniczony nie male­
jący s^ s2,... sn ,..., którego każdy wyraz nie jest większym 
od wartości M (b — a), gdyż w przedziale (a, b) wszystkie

(« ) (« )  (P) (P ) (X) (X) 
wartości m1? m2)... mn, mx ,... ma , n^ ,... mp,... m, ,... mx
są nie większe od wartości M największej, jaką funkcya 
f(x) przyjmuje w przedziale (a, b), a więc mamy:

s ^ M ( b  — a), s2<iM (b — a),... sn M(b — a);
albowiem np. m j^ M , m2^ M , ... mn^ M  (uw. str. 148.), 
a więc także:
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mx (xx —a) <  M (xx— a), m2 (x2—Xj) ^  M (x2—x,),...
. . .m„ (b—Xn-1) ̂  M (b—Xn- i  ), 

a więc także i suma:

nu (x i ~  a) +  mi (xi —x ,) +  . . .  +  m„ (b—x „_ i) <
M [(xx — a) -f- (x2 - xx) —j— • • - —(— (b — xn—i)] — M (b a),

t. j. że:
si ^  M (b — a), i t. d.

Dochodzimy więc do wniosku (str. 93.), że ciąg nie 
malejący nieskończony Sj, s2, ...  sU;... ma granicę, którą 
oznaczymy przez s. Czy poprzednia granica S  równa się 
granicy s?

Weźmy więc pod uwagę sumy:

S, =  Mj (xx — a) +  M2 (x2—x j  Mu (b—xn_ i) ,
Sj =  mj (xx — a) - f  m2 (xt—x j  +  . ..  -f- mn (b—xn- i ),

i utwórzmy ich różnicę, a otrzymamy:

St — Sj =  (xj — a)(Mx — mx) -j- (x2 — xt) (M2 — m2) - j- ...
. ..  -f- (b — Xn—i) (Mn — mn).

Różnice (Mx — m1), (M2 — m2),. . .  (Mn — mn) są to oscy- 
lacye funkcyi f (x) w przedziałach (a, xx), (xx, x2),. . .  (xn_ x, b) 
(§. 33.). Jeżeli uskuteczniamy podział przedziału (a, b) na 
przedziały częściowe coraz mniejsze czyli zagęszczamy 
ilość punktów podziału, to wreszcie dojdziemy do prze­
działów tak małych ^ , że oscylacye funkcyi w tych prze­
działach będą mniejsze od dowolnie małej, danej, dodatniej 
liczby s' (str. 112.). Przypuśćmy, że tym przedziałom od­
powiadają sumy Sn i sn, to ich różnica (Sn — s„) będzie 
mniejszą od sumy iloczynów, z których każdy składa się 
z dwóch czynników, to jest przedziału ^  i oscylacyi Oi 
funkcyi f(x) w tym przedziale, t. j. że:

Sn — Sn =  &A H~ ^O*} —(— . • - —f- f\jOp .
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Ponieważ (>!<>', 0 2< V , .•• Op< V , a więc będzie także:

• • • “h^pOp £/ • • • "h^p) =  z' (b—a) =  £?
gdzie s jest liczbą dodatnią dowolnie małą, a więc mamy
(¿11 Sn) << £.

Udowodnimy teraz, źe, gdy ilość punktów podziału 
rośnie czyli zagęszcza się nieograniczenie w sposób po­
przednio rozważany, to granice S i s obu sum są sobie 
równe. Wykazaliśmy, źe ciąg S1? S2, . . . Sn, . . .  ma granicę S, 
to znaczy innemi słowy, źe mając daną dowolnie małą 
dodatnią liczbę s można znaleść takie S, że gdy wszystkie 
przedziały częściowe są mniejsze od tego S, to wtedy 
| S — Sn | <C £. Tak sarno wykazaliśmy, źe ciąg sx, s2, ... 
sn, •.. ma granicę s, to znaczy, że s — sn | <C e> gdy tylko 
przedziały częściowe są mniejsze od Wykazaliśmy następ 
nie, źe w tych samych warunkach | Sn — sn | <T£. A mamy:

S — S =  (S — Sn) -f~ (Sn — Sn) -(- (Sn — S),

stąd (§. 3.):

| S —  S . |< ; |S  — Sn | —|— Sn —  Sn | -)- | S —  Sn | .

Ponieważ bezwzględna wartość każdej z trzech ró­
żnic jest mniejszą od liczby dodatniej, dowolnie małej e, 
to jS — s|<< 3 £ =  £"; ponieważ zaś granice S i s są licz­
bami stałemi, to może być tylko S =  s, co właśnie mie­
liśmy okazać; gdyby bowiem S nie równało się s, to mo- 
żnaby z powodu dowolności obrać z" takie, iżby było 
mniejsze od j  S — s | , ale ma być zawsze | S — s | << z", 
tedy S =  s.

Weźmy teraz pod uwagę sumę następującą:

(Xj—a) f (a) +  (x2—xj) f (Xj) + . . .  +  (b—xn- i ) f (xn_ i);

0 sumie tej wykażemy, że posiada granicę, którą ozna­
czymy przez I, gdy ilość punktów podziału rośnie nie­
ograniczenie tak, że przedziały częściowe dążą do zera,
1 źe ta granica równa się granicy wspólnej S poprzednich

— 154 —
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dwóch sum. W istocie suma ta jest zawarta stale między 
sumami:

Mj (Xi—a) +  M2 (x2—Xj) +  Mu (b—xn-i), 
mx (xx — a) +  m2 (x2—xx) + . . .  +  mn (b—xn_i),

albowiem wartość f(a) zawiera się między Mx i mlt gdzie 
Mx jest wartością funkcyi największą, mj wartością naj­
mniejszą w przedziale (a, Xi), zaś f (a) jest wartością po­
średnią między temi wartościami skrajnemi, a więc także:

mt (Xj —a )^ (X j — a )f(a )^ M i (xx—a);
z takiego samego powodu mamy:

m2 (x2—xx) ̂  (x2—x,) f (x,) ̂  M2 ( x 2 —xx),

mn (b—xn_ i ) ^  (b — xn_ i) f (xn_ i) ^  Mn (b — xn-i).
A więc także dla każdego podziału na przedziały częściowe 
będziemy mieli:

m, (x1— a) +  m2 (x2—xx) +  • • • +  m„ (b—xn_i)
< (Xj— a) f (a) (x2—X!) f (Xj) —{—... —j— (b xn—i) f (xn_i) ^  

M! (Xj — a) -f- M2 (x2—xx) -(-•.• “h Mn (b—xn_i).

Gdy ilość punktów podziału rośnie nieograniczenie 
przez zagęszczanie, to suma powyższa zawiera się stale 
między dwiema wskazanemi sumami i granica I sumy uwa­
żanej równa się wskutek tego wspólnej granicy S. Z rozu­
mowania tego dochodzimy więc do następującego wniosku. 
Jeżeli ilość punktów podziału przedziału (a, b) rośnie nieo­
graniczenie przez zagęszczanie ich tak, że przedziały czę­
ściowe dążą do zera, to suma:

(Xj a) f (a) -j- (x2—xx) f (Xj) + . . .  +  (b—xn_i) f (x„_i)
posiada granicę skończoną i ściśle oznaczoną I, równą 
granicy S.

§. 42. W poprzedzającem rozumowaniu podzieliliśmy 
przedział (a, b) najpierw na pewną ściśle oznaczoną skończoną
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ilość n mniejszych przedziałów (a, xx), (xx, x8),... (xn- i ,  b) 
równych lub nierównych, co jest rzeczą zupełnie obojętną. 
Te przedziały częściowe były punktem wyjścia do wytwa­
rzania dalszych przedziałów coraz mniejszych przez za­
gęszczanie punktów podziału, a gdy ilość punktów podziału 
wzrastała nieograniczenie w sposób rozważany tak, że 
przedziały częściowe dążyły do zera, to suma

(Xj —a) f (a) +  (x2—Xj) f (Xj) + . . .  +  (b—xn_i) f (xn_i)

dążyła do granicy stałej ściśle oznaczonej I =  S. Tośmy 
ustalili. Nasuwa się jednak pytanie, co się stanie z po­
wyższą sumą, gdy podzielimy przedział (a, b) zupełnie 
inaczej, najpierw na m przedziałów częściowych równych 
lub nierównych zapomocą innych zupełnie punktów po­
działu yl7 y2, ... ym_ i? t. j. na przedziały (a, yx), (y1? y2),... 
(yin- i ,  b) zupełnie niezależnie od poprzedzających prze­
działów, i następnie gdy będziemy zagęszczali w sposób 
dowolny nieograniczenie punkty podziału tak, aby prze­
działy częściowe dążyły do zera.

Wtedy można udowodnić zupełnie podobnie, jak po­
przednio, że każda z sum:

(y,—a) -f- M'a (y2—yx) -f-. . .  -f- M'm (b—ym—i),
(yx—a) - f  m '2 (y2—y,) + . . .  +  m 'm (b—ym_ x),

posiada granicę S' i s', i źe te granice są sobie równe 
t. j. S' =  s', i że suma:

(yi — a) f (a) +  (y2—yx ) f (yx) + . . .  +  (b—ym_i ) f (ym- i  )

stale zawiera się między powyźszemi dwiema sumami, i że 
jej granica I' równa się ich wspólnej granicy S' t. j. I '= S '.

Pytanie, jaki zachodzi związek między granicami I i i ' ;  
udowodnimy, źe I =  I'. W tym celu weźmy pod uwagę 
nowy sposób podziału przedziału (a, b) na przedziały czę­
ściowe, skombinowany z obu poprzedzających, przez na­
łożenie jednego na drugi. Weźmy tedy najpierw pod uwagę
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pewien podział pierwszego sposobu taki, że przedziały 
częściowe są już tak małe, że odpowiadająca mu np. 
suma Sn czyni już zadość nierówności |S — S„ | <<s, gdzie 
£ jest liczbą dodatnią dowolnie wziętą. Weźmy teraz z dru­
giego sposobu podziału przedziału (a, b) takie przedziały 
<)'i, że największy z tych przedziałów jest mniejszym od 
najmniejszego z poprzednich przedziałów ^  i takim, że 
odpowiadająca mu suma np. S'n czyni zadość nierów­
ności | S' — S'n |*<s, gdzie s jest liczbą dodatnią dowol­
nie małą.

Nałóżmy teraz na siebie te dwa podziały, to wtedy 
pomiędzy każdemi dwiema po sobie następującemi warto­
ściami Xi pierwszego podziału na przedziały częściowe ^  
znajdować się będzie przynajmniej jedna wartość yk dru­
giego podziału na przedziały § 'i.

Wypiszmy obok siebie te wartości pierwszego i dru­
giego podziału razem:

a, y„ y2,--. Yk, x ,7 yk+i,... yi, x2, yi+i,... b.
Mamy więc trzeci, nowy podział przedziału (a, b) na 

przedziały częściowe i możemy go uważać albo za nastę­
pujący po pierwszym ustalonym podziale na przedziały 
albo za następujący po drugim ustalonym podziale na 
przedziały częściowe S'i. Uważajmy go najpierw za na­
stępujący po pierwszym ustalonym sposobie i weźmy pod 
uwagę sumy:

M' (y,—a) +  M" (y,—yx)- f  ... +M<k+1> (xx— yk) - f
_]_ Mik+2) (yk+i—xx) + ..................- f  M(1+1) (x2—yi) +  ...== 2,

m' (Yi—a) +  m" (y.—y i)+  ■ • • +  (xx—yk) +
- f  m(k+2) (yk+1—xx) + .................. +  m(1+1J (x2—yi)+

gdzie M', M",. •. M(k+X), M<k+2>,... M(1+1}, ...  i m', m ",... 
m(k+x), m(k+2),... m(l+1)... oznaczają wartości największe i naj­
mniejsze w przedziałach (a, yx), (yx, y2),... (yk, x1), (xx, yk+i)... 
(yi, x2), (x2, yi+ 1 Biorąc pod uwagę np. sumę 2 spo­
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strzegamy, źe według założenia co do przedziałów maimy 
| 2 — S |< £ ,  albowiem to jest podział następujący po po­
dziale na przedziały &i, z którego otrzymaliśmy sumę Sn 
czyniącą zadość nierówności | S — Sn | <C s, a więc tem b a r­
dziej |S — 2 j< e .  Ponieważ okazaliśmy, że S =  I, to bę­
dzie także zachodziła nierówność 12 — I - O

Uważając nowy sposób podziału za dalszy ciąg d ru ­
giego sposobu podziału na przedziały §'i otrzymamy a n a ­
logicznie | 2  — S' | <C s, gdyż to jest podział następujący po 
podziale na przedziały S'if z którego otrzymaliśmy sumę 
S'n , czyniącą zadość nierówności | S'— S 'n | <C S a więc 
tem bardziej | S '—2 j O  Ponieważ okazaliśmy, źe S' =  I', 
to będzie także zachodzić nierówność 12 — r | < e .

Utwórzmy teraz sumę pośrednią następującą:

(yx—a)f(a) +  (y,—y1)f(y1) +  ...  + ( x x—yk)f(y k) +
- f  (yk+ i—xx) f (Xj) + .......................... +  (x2—yj) f (yO - f ........ ,

to suma ta znajduje się, jak łatwo wykazać, stale międizy 
powyższemi dwiema sumami, a jej granica I" czyni za ­
dość nierówności | 2 — I" i O .

Mamy więc takie trzy nierówności:

| 2  — I | < s ,  | 2  — r | C e ,  | 2  — I "  | <  e.

Biorąc pod uwagę pierwszą i drugą otrzymamy, źe 
I — P | <  2 e. Ponieważ zaś liczby I i I' są stałe to może 

być tylko I =  V (str. 154.), co mieliśmy okazać.
Doszliśmy więc do następującego wniosku. Jeź;eli 

w jakikolwiek sposób podzielimy przedział (a, b) i będziemy 
zwiększali nieograniczenie ilość punktów podziału tak, aby 
wszystkie przedziały częściowe dążyły do zera, to sum a :

(Xj—a) f (a) -f- (x2—xx) f (xx) +  (b—xn_ i) f (x„_x)

będzie posiadała granicę skończoną i ściśle oznaczoną, 
którą nazwaliśmy I.

Granica I, której istnienie wykazaliśmy, nazywa się
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całką określoną funkcyi f (x) od x =  a do x =  b i ozna­
czamy ją w piśmie zapomocą znaku:

b
/ f (x) d x ,

a

a czytamy ją: całka od a do b f(x )dx ; d x  oznacza prze­
działy częściowe &i, dążące do zera; liczba a nazywa się niz- 
szą granicą całki, liczba b icyzszą granicą. Znak /  pochodzi 
od litery S słowa łacińskiego summa. Literę x pod znakiem 
całki można zastąpić jakąkolwiek inną literą np. y, a znak

b

/f(y)dy
a

oznacza to samo co poprzednio. Mamy więc:
b

I =  i f ( x ) d x
a

Założyliśmy, że a<<b; jeżeli zaś a^> b  w ten sam 
sposób, jak poprzednio dowodzi się istnienia całki określo­
nej. Rozważmy jeszcze sumę nieco ogólniejszą od poprze­
dzającej a mianowicie:

(xx—a) f ( a - f  0A ) +  (x2—Xj) f (xx+  0a&,) -j- ...
.. . -j- (b—Xn—l) f (xn—x -j- 0n̂ n),

gdzie 0j, 02... 0n są liczbami dowolnemi zawartemi mię­
dzy 0 i l 1). Granica tej sumy równa się granicy S sumy 
poprzednio rozważanej, gdyż założywszy przedziały mniej­
sze od suma różni się od poprzedzającej o ilość mniej­
szą od z —|— 2̂ "I- • •. -I-' ^n)== £ (b — a).

§. 43. Bezpośrednio z definicyi całki określonej wynika, 
że mamy:

h a
/f (x )d x +  / f ( x ) d x = 0 ,
a b

■------------------- v
‘) przeto (a +  O^i) leży w przedziale (a, Xj), i t. d.; f (a+OiSj) jest 

w ięc wartością fu n kcji w pewnym punkcie przedziału (a, Xj), i t. d.
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gdyż wszystkie odpowiednie elementy obu sum są sobie 
równe a różnią się tylko znakiem. Możemy więc tę rów ­
ność napisać także:

b a

I f (x) d x =  — / f (x) d x.
a b

Ogólniej możemy okazać, że mamy:
b c b

I f (x) d x =  I f (x) d x -f-1 f (x) d x.
a a c

Załóżmy, że liczba c znajduje się między liczbami a ii b, 
t. j. że mamy a < c < < b ,  to w takim razie można podzie­
lić przedział (a, b) na przedziały (a, c) i (c, b) i następnie 
każdy z tych przedziałów dzielić tak, aby liczba c była 
zawsze punktem podziału. A więc suma będzie się składać 
z dwóch części mających odpowiednio granice:

e b

I f (x) d x i I f (x) d x.
a c

W tym przypadku jest więc wzór prawdziwy. Przypuśćmy 
teraz, że liczba c nie zawiera się między liczbami a ii b, 
lecz źe jest np. większą od liczby b t, j. a < b < c  i że 
funkcya f(x) jest ciągłą od x =  a do x =  c, wtedy bę­
dziemy mieć na mocy poprzedniego rozważania:

c b c

I f (x)dx =  |f ( x ) d x - f  j f (x) dx,
a a b

lub:
b c c

d x  =  |f (x )d x  — |f(x )d x .
a a b

Ponieważ okazaliśmy, źe:
c b

— I f (x) d x == I f (x) d x,
b c
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przeto otrzymamy:
b c b

|f (x )d x  =  f f (x)dx -J- I f (x)dx.
a a c

Załóżmy teraz, że w przedziale (a, b) funkcya ciągła 
f(x) przyjmuje wartość największą M i wartość najmniej­
szą m, to wartość całki:

b

. / f(x)d  x
a b

zawiera się między M (b — a) i m (b — a), gdyż f d x =
a

=  -j- &2 -(- . ..  -f- Sn =  b — a, tak, że możemy napisać:
b

/ f (x) d x =  A (b — a).
a

gdzie A jest wartością pośrednią funkcyi f(x) między M 
i m, którą przyjmuje (§. 32.) dla pewnej wartości Ę zmien­
nej niezależnej x, zawartej między liczbami a i b, tak, że 
możemy także napisać: 

b '

| f ( x ) d x  =  f (;) (b — a).
a

Weźmy teraz jeszcze pod uwagę funkcyę f(x) ciągłą 
w przedziale (a, b) i niechaj x będzie liczbą zawartą w tym 
przedziale, to całka określona

X

j f (x) d x
a

jest wielkością zupełnie określoną i wartość jej zależy tylko 
od granicy wyższej x. Całka ta jest wrięc funkcyą F(x) 
zmiennej x. Nie wiemy dotąd, czemu się równa F(a) i dla-

a

tego określamy: F(a) =  / f (x)dx  =  0, co wolno przyjąć,
a

jak dalej zobaczymy. O funkcyi tej F (x) udowodnimy zasa-
ZASADNICZE POJĘCIA. 1 1
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dnicze twierdzenie, źe ona jest funkcyą ciągłą w prze­
dziale (a, b) i posiada pochodną równą funkcyi danej f(x). 

W istocie mamy:
x x + h

P (x) =  / f (x) d x, F(x +  h) =  /f(x )d x ,
a a

a więc:
x-fh  x x + h  a

F(x-fh)—F (x )= |f (x )d x  — I f(x)dx =  |f (x )d x - f  |f(x )d x  =
a a ‘a x
a x-fh  x+ h

=  I f (x) d X -j- / f (X) d X =  / f (x) d X.
x a x

A więc mamy:
x + h

F (x+h) - F ( x )  =  / f ( x ) d x = f  ® [(x +  h) — xj =  f (Ę). h,
X

gdzie ; zawiera się między x i x-f-h. Widzimy więc z tej 
równości, że funkcya F (x) jest funkcyą ciągłą, gdyż, zmniej­
szając h do zera, różnicę j  F (x-f-h) — F (x) j  można uczynić 
dowolnie małą (str. 31.). Następnie możemy napisać:

F (x+h) — F (x) =  
h

Gdy h dąży do zera, granicą lewej strony, jak wiemy, 
jest pochodna F'(x). Prawa strona dąży do f(x) z powodu 
jej ciągłości, a więc otrzymujemy równość:

F'(x) =  f (x),
czyli innemi słowy wykazaliśmy istnienie takiej funkcyi 
ciągłej F (x), której pochodną jest dana funkcya ciągła 
f(x ) .  Każda inna funkcya ciągła, posiadająca tę samą po­
chodną f(x), różni się od funkcyi F (x), jak wiemy, o stałą 
dowolną C (§. 37.). Każdą taką funkcyę, której pochodna 
równa się danej funkcyi f(x), nazywamy całką nieokre­
śloną funkcyi f(x) i oznaczamy ją znakiem:

/  f (x)dx,
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gdzie opuszczamy granice całkowania. Mamy więc:
X

f f  (x) d x =  f  f(x )dx  +  C.
a

Naodwrót, gdy znajdziemy w jakikolwiek sposób pewną 
funkcyę 4>(x), której pochodną jest funkcya dana f(x), to 
możemy napisać:

X

I f (x) d x =  <i> (x) -f- C.
a

Aby obliczyć w tym przypadku wartość stałej C należy 
zauważyć, że mamy (str. 161.):

a 7

/ f  (x) d x =  0').
a

A więc otrzymamy, biorąc obustronnie granicę dla x =  a:
a

I f(x) d x =  <I>(a) -f- C =  0,
a

t- j.:
C =  — <J>(a).

Podstawiając tę wartość za C otrzymujemy:
X

J t  (x) d x =  (x) — <I> (a);
a

twierdzenie zasadnicze, dozwalające nam obliczyć wartość 
całki określonej od a do x, gdy znamy przynajmniej jedną 
funkcyę ciągłą <1> (x), czyli całkę nieokreśloną

/  f(x )dx ,

której pochodną jest dana funkcya ciągła f(x), stojąca pod 
znakiem całki.

*) U sprawiedliwić to określenie można w ten sposób:
a
I f  (x) d X  =  lim  [(x—a) f  (?)J =  0,

a x= a
ponieważ t (?) ma wartość skończoną (§. 5, (x — a =  h); §. 29.).

11*
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O c a ł k o w a n i u .

ROZDZIAŁ VIII.

§. 44. Pierwszą metodą całkowania jest ta, która wy­
nika bezpośrednio z definicyi całki określonej, rozważanej 
w poprzedzającym rozdziale. Najprostszą jest rzeczą za­
stosować tę definicyę, przyjąwszy, źe podzieliliśmy prze­
dział dany (a, b) na n równych części, jak to zrobiliśmy 
w przykładzie 1, 2 i 3 poprzedniego rozdziału, tak, że 
b — a =  n . h, i dla każdego przedziału obrać wartość funk- 
cyi w jego punkcie krańcowym. Wtedy otrzymamy: 

b
f f (x) d x =  lim h [f (a+ h) -}- f (a -f- 2 h) - |- . . . -f- f (a -f- n h)j.

a h = 0

Można jednak założyć także inny sposób podziału 
przedziału (a, b) na przedziały częściowe, nieraz bardziej 
dogodne i dające prostsze rachunki, niż w poprzednim 
przypadku, a więc np. można zamiast b — a =  n h , jak 
poprzednio, położyć b — a ą 11, gdzie zakładamy, że q > » l 
i gdy n rośnie nieograniczenie, to q dąży do 1. Otrzymamy

qn-— 1wtedy, że b — a =  a q u — a =  a(qn — 1) =  a(q — 1 ) ---- — .

Podzieliwszy (qn — 1) przez q — 1, otrzymamy b — a =  
=  a (q 1) {l-f-q-f q2-f-.. .+ q n- x} =  a (q—1) -j- a (q—1). q +
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+  a(q—1) q2- f - a ( q —l)qn_1. A więc długości odpowie­
dnich przedziałów równają się S, =  a(q — 1), &2 =  a (q—l)q, 
S8 =  a (q—1) q2, ... Sn =  a (q—1) q,i~1.

Obliczmy wartość funkcyi w każdym przedziale dla 
punktu początkowego przedziału, t. j. f(a), f(a +  ^ ) =  
=  f (a -j- a q — a) =  f (a q), f (a q -f- ft2) =  f (a q -f- a q8— a q) =  
=  f (a q8),...  f (a qn_1), to otrzymamy:

/ f (x) dx — \ f  (a) -f- ^2 f (aq)-f-f)3 f (aq2) —(—... —|— r>nf (aqn *) =

=  a (q—1) f (a) +  a (q—1) q f (a q) +  a (q—1) q2 f (a q2) - f  . . . .
...  -J- a (q—1) qn_1 f (a qn~1) =

=  a (q—1) { f (a) - f  q f (a q) +  q2 f (a q2) + . . .  - f  q“- 1 f (a qn~1)}.

Metoda jednak powyższa w wielu bardzo przypad­
kach jest praktycznie niewykonalna, albowiem natrafiamy 
nieraz przy tych rachunkach na takie trudności, miano­
wicie przy oznaczaniu wartości pewnych sum, źe do po 
konania ich potrzeba właśnie znajomości całki nieokreślo­
nej <l»(x) funkcyi danej f(x). Zalety, jakie daje dowolność 
w obiorze sposobu podziału przedziału (a, b) na przedziały 
częściowe malejące nieograniczenie i w wyborze wartości 
funkcyi, są pozorne. Metoda ta z powodu swej ogromnej 
ogólności nie daje nam prostego i pewnego środka do po­
konania trudności, polegającej na nieznajomości funkcyi 
pierwotnej ‘lł (x). Dlatego lepiej jest oprzeć się na znanych 
nam już wynikach z rachunku różniczkowego i przypom­
nieć sobie to, cośmy tam otrzymali (Rozdz. IV.). Powtó­
rzymy więc tutaj te wyniki, gdyż one pozwolą nam po­
znać całki wyrażające się zapomocą najprostszych funkcyj. 
A więc otrzymaliśmy np.:

d cos x

a

d /x 3\ 3 .x ! dsinx
d X i 3 j  3 X ’ ~ d ! T cosx d x =  — sin x.

d t g x _  1 dcotgx 
d x cos* x 7 d x

1
sin2 x
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Ze związków tych otrzymujemy bezpośrednio na mocy 
rozważań poprzedniego rozdziału, oznaczając przez C stałą 
dowolną:

| x 2d x  =  y  +  C; j co sx d x  =  s inx -|- C;

/ s in x d x  =  — cos x-I-C ; / — d x  =  tgx-(- C;J J cos2x

/ . d x =  — cotg x +  C.J sin2 x

W rozdziale poprzedzającym otrzymaliśmy wzór:

/f  (x)dx =  4 > (x )- <l>(a),
a

gdzie <I>(x) jest funkcyą pierwotną czyli całką nieokre­
śloną /f (x )d x , funkcyi podcałkowej f(x ). Przypuśćmy, źe 
mamy obliczyć całkę określoną od x =  a do x =  b funk- 
cyi y =  x2, t. j.:

b
/ x2 d x.
a

Aby więc obliczyć tę całkę, to według powyższego twier­
dzenia trzeba najpierw znać jej funkcyę pierwotną czyli 
całkę nieokreśloną a tę daje nam bezpośrednio ra ­
chunek różniczkowy, a mianowicie znajdujemy w powyż­
szej tabeli, że:

'l>(x) =  / x * d X  =  y  +  C.

A więc, aby obliczyć wartość danej całki określonej, to 
trzeba najpierw utworzyć według wzoru ‘I* (b) t. j. / x 2d x  

b3dla x =  b czyli -x--|-C, następnie utworzyć <t>(a) t. j. (x2dx 
o
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dla x =  a czyli -g--|-C, następnie utworzyć różnicę <l>(b)a 3
3

b3 , ^ /a 3 . b3— a 3
3

A więc w ten sposób otrzymujemy:
b

I f (x) d x =  4» (b) — (a) b3— a £ 
' 3

Obliczmy następnie wartość całki określonej funkcyi 

y  =  sinx od x =  0 do x =  ^  t. j,:

I sin x d x.
ó

Trzeba najpierw znać funkcyę pierwotną <P(x) funkcyi 
podcałkowej czyli jej całkę nieokreśloną. Rachunek róż­
niczkowy daje nam, jak to uwidoczniliśmy w powyższej 
tabeli, że:

<1> (x) =  I sin x d x =  — cos x +  C.

Aby więc obliczyć wartość danej całki określonej, 
trzeba najpierw obliczyć wrartość całki nieokreślonej dla

x =  ^  t. j. /  sin x d x dla x =  skąd otrzymamy <f> =
TZ

— — cos -  -f- C =  C, następnie obliczyć jej wartość dla

x =  0, t. j. <I> (0), dla którego otrzymamy (— cos 0) -f- C =  
=  — 1 -f- C. A więc będzie:

2

j sin x d x =  <P —  <l> (0) =  C — (— 1 +  C) =  1.
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Weźmy jeszcze pod uwagę funkcyę y = c o sx  i obliczmy
7C 7T

całkę określoną tej funkcyi od x =  — ^ do K — ęj’ -1:
TZ 

+ ¥
I cos x d x.
Tl ,

~ Y
Wiemy na podstawie poprzedzającego rozdziału (str. 160.), źe:

r. tc
Y 0 2
i cos x d x =  I cos x d x +  / cos x d x.

\ 7C TC 0

_  T ~  ~2

Obliczmy więc najpierw pierwszą całkę t. j.:
0
1 cos x d x.

— T
Funkcya pierwotna <P (x) funkcyi podcałkowej cos x równa 
się sinx, a więc będziemy mieć:

o

! cos x d x =  *P(0) — |  ~ ) =  sin 0 — sin — ^  , =
7Z

~ 7  = 0  —( - s m | )  =  8 in | =  l.

Tak samo obliczymy, źe całka określona:
7Z

+ Y

f  cos x dx =  4> ( ~ ) — 41»(0) =  sin £  — sin 0 =  1 — 0 =  1. 
o

A więc otrzymujemy:
TZ T.

Y o + Y
f c o s xd x  =  / c os xdx  -f- / c o sxdx  =  l +  l =  2

TC TC 0

J  ~  T

http://rcin.org.pl



—  169 —

Weźmy teraz pod uwagę funkcyę y =  cos2̂  * obliczmy

jej całkę określoną od x =  0 do x =  - t. j.:
4

/ ----^  d XJ cos2x
o

Znaleźliśmy w rachunku różniczkowym, źe -4^— = — >1 ’ d x  cos2 x
to jest, że funkcyą pierwotną <I>(x) funkcyi danej f(x) =  

=  jest tg x -f- C, to znaczy źe <!> (x) =  tg x +  C.

Mamy więc:

4~

/  — dx =  <l>(yj — *l> (0) =  tg ~ — tg 0 =  tg 45° — 0 =J cos* x \4 / 4
=  tg 4 5 °=  1.

Weźmy teraz pod uwagę funkcyę y =  f (x) =  2 x3 4* 
-f-3 x 2+ l  i obliczmy jej pochodną y'. Trzeba w tym celu 
utworzyć różnicę f(x+ h) — f(x), t. j. 2 (x+h)3-f3  (x-fh)2+  
+ 1 — (2x3-j-3x*+l). Wykonawszy naznaczone potęgowania 
otrzymamy f (x+h) — f (x) =  2 (x8 3 x 2 h -j- 3 x h2 h3) -f* 
- f  3'(x24- 2 h x 4 - h 2) 4 - l - ( 2 x 34 - 3 x 24-l) =  2 x 34 6 x M l +  
+  6 x h2 +  2 h3 4- 3 x 2 4- 6 h x 4- 3 h2 - f  1 — 2 x 3 -  3 x 2— 1 =  
=  (6 x 8 +  6 x) h 4- (6 x 4- 3) h2 4  2 h3. Otrzymujemy więc, że 
f (x+h) — f (x) =  (6 x 2 4  6 x) li 4- (6 x +  3) h2 +  2 h3. U twórzmy

. f (x-f h) — f (x) (6x24-6x)h (6x4-3) h2 
następnie ilo ra z ----- J -------- = -------^---------1------- ^------- h

2h34 —-  ==(6x24 -6 x )4 -(6 x  +  3 ) .h - |- 2 h 2. Gdy h zdąża do

zera, to lewa strona tej równości dąży do granicy y', zwa­
nej pochodną, prawa zaś strona dąży do granicy (6 x2 4  6 x)-
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A więc pochodną danej funkcyi y =  2 x 3 -j- 3 x 2 -f-1 
jest y ' =  6 x 2 +  6 x.

Dajmy sobie teraz funkcyę f(x) =  6 x 2-(-6x i obliczmy 
jej całkę określoną od x =  l do x =  2, t. j.:

2

/(6 x 2 +  6x)dx .
i

Jedną z funkcyj pierwotnych tl>(x) tej funkcyi jest, jak 
wykazaliśmy: 2 x 3 +  3 x 2+ l ,  a więc otrzymamy:

2

/f (x )d x  =  ‘l>(2) —<l>(l) =  2.23+ 3 .2 2+ l - ( 2 . 1 3+ 3 .1 2-f-l) =  

=  2 .8  +  3 .4  — 2 .1 — 3.1 =  1 6 + 1 2  — 2 — 3 =  23.

-  170 -
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ROZDZIAŁ IX.

W skazówki do dalszego kształcenia się.

§. 45. Rozdział ten zawiera wskazówki i wykaz dzieł 
naukowych dla czytelnika, pragnącego kształcić się dalej 
samodzielnie w matematyce.

Najprzód podajemy dzieła matematyczne w języku 
polskim, następnie w języku niemieckim, a na końcu dzieła 
w języku francuskim.

Wymieniamy dzieła poświęcone arytmetyce, algebrze, 
geometryi elementarnej i geometryi analitycznej i analizie 
matematycznej, której częścią jest rachunek różniczkowy 
i całkowy. Nasza naukowa literatura matematyczna jest 
bardzo ubogą w porównaniu z innymi językami. Wskaza- 
nem jednak jest zapoznać się z następującemi dziełami*).

* S. Zaremba, prof. Uniw. Jagiell. »Zarys pierwszych 
zasad teoryi liczb całkowitych«. W Krakowie, nakładem 
Akademii Umiejętności, 1907, cena 4 korony. Skład główny 
w księgarni Spółki wydawniczej polskiej. Dziełko to, jak 
wskazuje tytuł, jest poświęcone arytmetyce liczb całko­
witych. Czytelnikowi nieobeznanemu z zasadami arytme-

1) Dzieła, opatrzone gwiazdkam i nie nadają 'się  do pierwszego  
czytania, lecz do dalszych studyów, natom iast dzieła nie opatrzone 
gw iazdkam i należy najpierw przestudyować.
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tyki teoretycznej należy gorąco polecić przestudyowanie 
tego dziełka.

M. A. Baraniecki. »Arytmetyka«, wykład szczegółowy, 
wydanie drugie. Warszawa 1894. Wydane przez A. Cza- 
jewicza i S. Dicksteina z zapomogi Kasy im. J. Mianow­
skiego.

E. Pascal. »Rachunek nieskończonościowy«, przełożył 
S. Dickstein, 3 części. Część I. Rachunek różniczkowy, 
część II. Rachunek całkowy, część III. Rachunek warya- 
cyjny i Rachunek różnic skończonych. Warszawa, wydaw­
nictwo redakcyi »Prac matematyczno-fizycznych«. 1896.

* E. Pascal. »Repertoryum matematyki wyższej«, prze­
łożył S. Dickstein. Tom I. Analiza, tom II. Geometrya. 
Warszawa, wydawnictwo »Wiadomości matematycznych« 
1900—1901. Dzieło to obejmuje zarys prawie wszystkich 
głównych teoryj matematyki współczesnej. Jest to dzieło 
informacyjne, rodzaj encyklopedyi, które zawiera definicye 
i pojęcia zasadnicze, twierdzenia bez dowodów, wzory
i obszerne wskazówki bibliograficzne.

T. Łopuszański. »Z podstaw teoryi funkcyj«. W K ra­
kowie, główny skład w księgarni Spółki wydawniczej pol­
skiej, 1903, cena 2 korony. Dziełko poświęcone zasadniczym 
pojęciom teoryi funkcyj, godne polecenia, zwłaszcza, jeżeli 
czytelnik nie posiada znajomości obcych języków.

* Dr. Wł. Zajączkowski. »Zasady algebry wyższej«. 
We Lwowie, nakładem księgarni Gubrynowicza i Schmidta, 
1884. Jest to jedyne prawie z nowszych dzieł w języku 
polskim o algebrze wyższej.

J. Sochocki. »Rozwiązywanie równań liczebnych«. 
Warszawa 1884, cena 60 kop. Wydane przez A. Czajewi- 
cza i S. Dicksteina z zapomogi Kasy im. J. Mianowskiego.

* S. Dickstein. »Pojęcia i metody matematyki«. W ar­
szawa, wydawnictwo redakcyi »Prac matematyczno-fizy­
cznych. 1891. Dzieło godne przestudyowania.

Dr. P. Dziwiński. »Wykłady matematyki«. Wyda w-
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nictwo Biblioteki politechnicznej we Lwowie, 2 tomy, 
1902—1908, cena tomu I. 30 koron. Dzieło obszerne, po­
święcone dla słuchaczy Politechniki, obejmuje oprócz in­
nych działów matematyki, geometryę analityczną, zasady 
algebry wyższej, rachunek różniczkowy i całkowy, liczne 
bardzo ćwiczenia i wiadomości bibliograficzne

Wł. Folkierski. »Zasady rachunku różniczkowego i cał­
kowego«. Wydanie drugie, tom I. Warszawa 1904, cena
2 rb. 40 kop. Wydane przez A. Czajewicza i S. Dicksteina 
z zapomogi Kasy im. J. Mianowskiego.

Czytelnik pragnący zapoznać się z zasadami geome- 
tryi elementarnej, może przestudyować:

G. H. Niewęgłowski. »Geometrya«. Wydanie drugie. 
Paryż — Lwów, 1869. Dzieło obszerne, poświęcone geome- 
tryi elementarnej.

Z geometryi analitycznej można polecić do przestu- 
dyowania:

Dr. F. Schur. »Podręcznik geometryi analitycznej«. 
Przekład z niemieckiego przez T. Łopuszańskiego, W ar­
szawka 1901, wydane przez A. Czajewicza i S. Dicksteina 
z zapomogi Kasy im. J. Mianowskiego.

J. Szczepański. »Kurs uzupełniający matematyki ele­
mentarnej i początki analizy wyższej«. Warszawa 1906, 
cena 1 rb. 60 kop. Wydane z zapomogi Kasy im. J. Mia­
nowskiego.

Obszerniejszem dziełem, poświęconem geometryi ana­
litycznej, jest:

Dr. Wł. Zajączkowski. »Geometrya analityczna«. W ar­
szawa 1884. Biblioteka matem.-fizyczna, wydawana pod 
redakcyą M. A. Baranieckiego z zapomogi Kasy im. J. Mia­
nowskiego. Dzieło to godne jest przestudyowania, zawiera 
geometryę analityczną płaską i przestrzenną i liczne ćwi­
czenia i wrskazówrki do nich.

Czytelnikowi, pragnącemu studyować teoryę funkcyj 
analitycznych, należy gorąco polecić dzieło następujące:
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* Dr. J. kniaź Puzyna, profesor Uniwersytetu lwow­
skiego. »Teorya funkcyj analitycznych«. 2 tomy, we Lwo­
wie, nakładem autora z zasiłkiem Akademii Umiejętności 
w Krakowie, główny skład w księgarni H. Altenberga. 
1898—1900. Dzieło nadzwyczaj obszerne i gruntowne, za­
wiera także nieco z arytmetyki i algebry wyższej w tomie I. 
Cena 2 tomów 30 koron.

§. 46. Z literatury niemieckiej gorąco polecić należy 
do przestudyowania dziełka:

* Dr. O. Stolz und Dr. J. A. G-meiner. »Theoretische 
Arithmetik«. Leipzig, B. G. Teubner, 1900, cena oprawio­
nego egzemplarza 10‘60 M.

H. Weber i J. Wellstein. »Encyklopädie der Elemen- 
thar-Mathematik«. 2. Auflage, Leipzig, B. G. Teubner.
I. Bd. Elementare Algebra und Analysis, bearb. von H. 
Weber, 1906, cena opr. 9’60 M. II. Bd. Elemente der Geo­
metrie, 1907, bearb. von H. Weber, J. Wellstein und W. 
Jacobsthal, 1907, cena 12 M. III. Bd. Angewandte Elemen- 
tar-Mathematik, 1907, bearb. von H. Weber, J. Wellstein 
und R H. Weber, cena 14 M. Tom I. obejmuje zasady 
arytmetyki, algebry i analizy, tom II. zasady geometryi, 
trygonometryę płaską i sferyczną, geometryę analityczną
i stereometryę, tom III. obejmuje zastosowania matema­
tyki elementarnej do mechaniki, elektryczności, naukę 
o maximach i minimach funkcyj, rachunek prawdopodo­
bieństwa i grafikę.

Następnie polecić należy czytelnikowi do przestu- 
dvowrania dzieła poniżej wykazane:

* Dr. O. Stolz und Dr. J. A. Gmeiner. »Einleitung 
in die Funktionentheorie«. Leipzig, B. G. Teubner, 1905, 
cena opr. 15 M. Również:

* Dr. O. Stolz. »Grundzüge der Differential- und In­
tegralrechnung«. 3. Theile, Leipzig, B. G. Teubner. I. Theil. 
Reele Veränderliche und Funktionen, 1893, cena opr. 9 M.
II. Theil. Complexe Veränderliche und Funktionen, 1896,
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cena opr. 9 M. III. Theil. Die Lehre von den Doppelinte­
gralen, 1899, cena opr. 9 M. Dzieło to traktuje z całą 
ścisłością naukową swój przedmiot, dlatego godne prze 
studyowania.

* U. Dini. »Grundlagen für eine Theorie der Funktio­
nen einer veränderlichen reellen Grösse«, deutsch bearb. 
von Dr. J. Liiroth und A. Schepp. Leipzig, B G. Teubner, 
1892, cena broszury 12 M.

E. Cesäro. »Elementares Lehrbuch der algebraischen 
Analysis und der Infinitesimalrechnung«, deutsche Ausgabe 
von G. Kowalewski, 1904, cena opr. 15 M.

Godne polecenia są także dziełka:
A. Harnack. »Die Elemente der Differential- und 

Integralrechnung«. Leipzig, B. G. Teubner, 1881, cena brosz. 
7-60 M.

A. Genocchi. »Differentialrechnung und Grundzüge der 
Integralrechnung«. Herausgegeben von G. Peano Deutsche 
Übersetzung von G. Bohlmann und A. Schepp, Leipzig, B.
G. Teubner, 1899, cena opr. 12 M.

J. A. Serret und G. Scheffers. »Lehrbuch der Diffe­
rential- und Integralrechnung«. 3. Auflage, Leipzig, B. G. 
Teubner, neubearbeitet von Dr. G. Scheffers. 3. Bände.
I. Bd. Differentialrechnung, 1906, cena opr. 13 M. II. Bd. 
Integralrechnung, 1907, cena opr. 13 M. III. Bd. Differen­
tialgleichungen und Variationsrechnung.

Z geometryi należy polecić:
* D. HiJbert. »Grundlagen der Geometrie«. Leipzig,

B. G. Teubner, 2. Auflage, 1903, cena brosz. 5'20 M.
Z geometryi analitycznej:
H. Ganter i E. Rudio. »Die elemente der analytischen 

Geometrie«. 2. Theile, 3. Auflage, cena opr. 6 M.
Dr. O. Dziobek. »Lehrbuch der analytischen Geome­

trie«. 2. Bände, 1900—1902, Braunschweig, Verlag von A. 
Graffs Buchhandlung, cena opr. 12 M.

Z algebry wyższej godne polecenia są dzieła:

http://rcin.org.pl



* Dr. J. Petersen. »Theorie der algebraischen Gleichun­
gen«. Kopenhagen, A. T. Hörst und Sohn, 1878, cena 10 M..

* J. A. Serret. »Handbuch der höheren Algebra«.. 
Deutsch bearb. von G. Wertheim, 2. Auflage, Leipzig, B.. 
G. Teubner, 1878—79, cena brosz. 19 M.

* Dr. E. Netto. »Vorlesungen über Algebra«. 2 Bände,, 
Leipzig, B G. Teubner, 1896—1900, brosz. 28 M.

* H. Weber. »Lehrbuch der Algebra«. 2. Auflage,-,
2 Bände, Braunschweig, Verlag von Pr. Vieweg und Sohn,, 
1898—99, brosz. 22 M.

Z teoryi funkcyj godne polecenia są dzieła:
H. Burckhardt. »Einführung in die Theorie der ana­

lytischen Funktionen einer complexen Veränderlichen«.. 
3. Auflage, 1908. Leipzig, Verlag von Veit et Comp.r, 
brosz. 6 M.

§. 47. Z literatury francuskiej godne polecenia są na­
stępujące dzieła, odnoszące się do matematyki elementarnej::

J. Tannery. »Leçons d’Arithmétique théorique et pra­
tique«. 3. Edition, 1904. Paris, Armand Colin, brosz. 5 fr..

C. Bourlet. »Leçons d’Algèbre élémentaire«. 4. Edition,,
1906, ta sama księgarnia co poprzednio, cena brosz. 7‘50 fr..

J. Hadamard. »Leçons de Géométrie élémentaire«..
2. Edition, ta sama księgarnia, cena brosz. 16 fr. 2 tomy..

B. Niewenglowski et L. Gerard. »Cours de Géométrie? 
élémentaire«. Paris, Gauthier-Villars, 1900, 2 tomy.

E. Rouché et Ch. de Comberousse. »Traité de Geome­
trie«. 7. Edition, Paris, Gauthier-Villars, 1900. Jest to ob­
szerne dzieło traktujące o geometryi elementarnej, 2 tomy,, 
godne przestudyowania.

C. Bourlet. »Leçons de Trigonométrie rectiligne«. Pa­
ris, Armand Colin, 2. Edition, 1905, brosz. 6 fr.

B. Niewengłowski. »Cours d’Algèbre«. 5. Edition, 1902.. 
Paris, Armand Colin, 2 tomy brosz. 16 fr. Dzieło to za­
wiera algebrę wyższą, a także rachunek różniczkowy i cał­
kowy w zarysie.
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E. Pruvost et D. Piéron. »Leçons d’Algébre«. Paris, 
Félix Juven Éditeur. 2. Edition, 1898, 2 tomy. Co do treści 
dzieïo poprzednie i to są do siebie zbliżone, oba godne 
przestudyowania.

Z geometryi analitycznej należy polecić dzieła na­
stępujące:

’ * B. Niewengłowski. »Cours de Géométrie analytique«.
3 tomy. Tom I. Sections coniques, 1894; tom II. Constru­
ctions de curbes planes, compléments relatifs aux coniques, 
1895; tom III. Géométrie dans l’espace, 1896. Paris, Gau 
thier-Villars.

C. Briot et J. C. Bouquet. »Leçons de Géométrie ana­
lytique«. 19. Edition revue par Appel, Paris, Ch. Delagrave,
1907, brosz. 8‘73 fr.

Z analizy matematycznej, której częścią jest rachu­
nek różniczkowy i całkowy, należy polecić czytelnikowi 
do przestudyowania następujące obszerne i gruntowne 
dzieła, odznaczające się ścisłością naukową, jakoteź zale­
tami dydaktycznemi:

G. Humbert. »Cours d’Analyse«. Paris, Gauthier-Vil- 
lars, 1902—1904, 2 tomy brosz. 32 fr.

J. de la Vallée - Poussin. »Cours d’Analvse infinité­
simal«. Paris, Gauthier - Villars, 1903, 1 tom str. 372, 
brosz. 12 fr.

J. Tannery. »Leçons dAlgèbre et d’Analyse«. Paris, 
Gauthier-Villars, 1906. 2 tomy. 24 fr. Tom I. zawiera al­
gebrę (teoryę liczb niewymiernych), tom II. zawiera sze 
regi, różniczkowanie, całkowania i równania algebraiczne 
z licznem zastosowaniem teoryi i ćwiczeniami.

J. Tannery. »Introduction a la théorie des fonctions 
d’une variable«. 2. Edition, Paris, librairie scientifique A. 
Hermann, 1904. Dotychczas wyszedł tom I. Dzieło to za­
wiera teoryę liczb niewymiernych, mnogości, granice, sze­
regi, iloczyny nieskończone, funkcye elementarne, pochodne.
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Znajomość tego dzieła jest niezbędną, jeżeli się chce pra-- 
cować naukowo.

E. Goursat. »Cours d’Analyse mathématique«. Paris,5, 
Gauthier-Villars, 1902—1905. (Cours de la Faculté de Scien-.- 
ces de Paris). 2 tomy brosz. 40 fr.

* C. Jordan. »Cours d’Analyse de l’Ecole Polytechni­
que«. 2. Edition, 1893—1896. Paris, Gauthier-Villars, 3 tomyy 
brosz. 49 fr.

* Ch. Méray. »Leçons nouvelles d’Analyse infinitési4- 
male et ses applications géométriques«. Paris, Gauthier-- 
Villars, 1894—1898. 4 tomy brosz. 40 fr.

* E. Picard. »Traité d’Analyse«. Paris, Gauthier-ViU- 
lars, 1901—1905. (Cours de la Faculté des Sciences dee 
Paris). Dotychczas wyszły 3 tomy, czwarty tom jesfct 
w przygotowaniu.

Z teoryi funkcyj analitycznych można polecić dzieło:):
* E. A. Fouet. »Leçons élémentaires sur la théoriee 

des fonctions analytiques«. Paris, Gauthier-Villars, 2. Edii- 
tion, 1907. 2 tomy.

Jeżeli czytelnik pragnie nieco gruntowniej pracowaćć 
w matematyce, to należy mu radzić, aby koniecznie poznaił 
język niemiecki i francuski, gdyż najważniejsze dzieła saą 
wydawane przeważnie w tych językach. Zaznajomienie sieę 
z tymi językami takie, aby módz czytać ze zrozumienierm 
dzieła matematyczne, nie nastręcza nieprzezwycięźonyclh 
trudności. Przy dobrej woli i ochocie można stosunkowco 
dość prędko dojść do pewnej biegłości w używaniu tyclh 
języków.
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