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Podejmowanie coraz bardziej skomplikowanych probleméw badaw-
czych stwarza potrzebq ubSciflenia wynikéw badafi, a co za tym
idzie, koniecznoéé stosowania w coras wigkszym zakresie metod
iloSciowych, Potrzebom tym wychodzi naprzeciw bujnie rozwijajgce
sie¢ matematyka, dysponujgca arsenaiem licznych nowych metod 1
technik,

Wykorzystanie metod matematycznych jako nowego narzedzia ba=-
dawczego w dane] dziedzinie jest na ogdéi przedsigwzieciem trudmym
i kryjacym w soble niebezpieczefistwo popeiniania nieprawidowego
"umatematycsniania® badasfi, co w konsekwencji prowadzi do przyjmo-
wania i interpretacji merytorycznie faiszywych wynikéw jako dob-
rych - czego wiare pok2ada si¢ w tym, 2e zostaly one uzyskane przy '
usyciu obiektywnych i precyzyjuyeh metod.

Wobec reasinodci takiege zegroienia, szczegélnie nowym prébom
sastosowania metod ilodciowych winna towarzyszyé Swiadomosé, Ze
uzyskanie poznawczo posytywnych wynikéw uwarunkowane jest wnikli.
wyn potraktowaniem merytorycsnej strony badanego zagadnienia w po=-
wigzsniu z rospatrseniem mosliwoBel adaptacyjmych aparatu metod
ilofciowych, Prawidiowe wyznaczenie jekoSciowych kryteriéw badane- -
g0 zagadnienis oraz wZadciwy dobér materialu obserwacyjnegc, na
ktérym majq byd zastosowane metody iloSiciowe ma dla strony poznawe -
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czej zasedmicze znaczenie, fadna bowiem nawet majbardziej precy-
ah-mmmmmm&-mmm
bledbw (niedopracowafi). Byl e uplastycznie przytaczane prass
snakomitego ucsonego A.N. Kxy2owa poréwnanie matematyki z kamie-
nien miyhskim: "miele on to co sig pod niego waypies; 2 jedli way-
pie sie lebiofly, to maki nie bedsie”,

Przy prawid2owobci jekofciowe] materialu obserwacyjnego efek-
metody najlepszej, sposréd wiasciwych, dla roswigzania danego za-
gadnienia. Wymaga to od badacza, by dysponowai on odpowiednim za-
sobem wiedzy o skutecznoSci dzialania okreflonmych metod,

W przekonaniu o celowoici szerszego stosowania metod ilofcio-
wych . badaniach przestrzennych i majge zarazem na uwadze zwigsa~
ne z tym trudnoBci oraz wspomniane groigce niebezpieczefistwa, pod-
jete zostaXy w ramach prac Grupy Tematycznej 03: Struktura prze-
strzemna wyiywienia i rolnictwa, Problemu wezlowego 11.2.l1.: Pod-
stawy przestrzennego zagospodarowania, prace nad uprzystepnieniem
badaczom zajmujgcym sig problematyks przestrzenng - wiedzy o wybra-
nych, potencjalnie wiaSciwych dla tej dziedziny, metodach iloscio-
wych,

Do metod takich niewgtpliwie nslezg m.in., metody taksonomicg-
ne siusgce dokonywaniu klagyfikacji i porzgdkowaniu empirycznego
meteriain obserwacyjnego.

Istotnym z punktu widzenia badah przestrzennych walorem tych
metod jest to, e pozwalajg ome klagyfikowaé (dzielié na grupy,
okreslaé podobiehstwo, czy stwierdzaé niepodobiefistwo) obiekty
charakteryzowane za pomocg wiecej nii jednej cechy. WiaSciwosé ta
ma doniosie znaczenie dla zakresu poznania, gdy: daje ona moznost
uwzgledniania w opisie badanego obiektu (zjawiska) wszystkich,
bgdf wigkszobci, charskterystyczuych dla niego cech i dokonmywania
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analiz podobiefistwa obiektéw - ze wzgledu nma podobiehstwo gm:
rozpatrywanych cech, W zwigzku z tym metody taksonomiczne mogs
mieé zastosowanie we wszelkich systematykach i typologiach, ktre,,
Jak wiadomo, z istoty swe] opierajg sie zazwyczaj na licznych chaw.
rekterystykach (_ceebach). Wykorzystanie metody typologii jako na=.
rzedzia analizy w badaniach przestrzennych stwarza tym badaniom
szanse peiniejszego poznania z2ozonej rzeczywistosci, .
Opracowanie nhie;isn stanowi wykZad pédstaw taksonomii nume-.
rycznej. Oméwione w nim zostaly: podstawowé zagadnienia taksonomif,
miery podobiefistwa, kryteria optymalnofci podzialu, procedury grus.
powania i porssdkowania. Nepisany jesykiem praystepnym, ilustrowany
2atwymi przykladsmi zastosowafi, adresowany przede wszystkim do bae.
daczy mniej zaawansowarych w znajomoSci matematyki - oby siuzyl .
%z pogytkiem,

Erystyna Bielecka

VWarszawa, 20 lutego 1976 r,
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1, PODSTAWOWE ZAGADNIENTA TAKSONOMII

1.1l Zadania taksonomii

Przez taksonomie rozumie sig ogélnie naukg 0 porzgdkowaniu
i klagyfikowaniu, Przedmiotem taksonomii sg podstawy teoretycazne
porzadkowania i klagyfikacji, zesady ogélne na jakich klagyfikacja
i porzgdkowanie maja byé przeprowadzone oraz szczegéiowe metody
1 reguly postepowania,

Jednostki klagyfikowane mogg byé rézmego rodzaju, Mogg to hyé
osoby, przedmioty, zbiory oséb (np. rodziny), zbiory przedmiotdw,
Jednostki natury organizacyjnej (np. wojewédztwa), zdarzenia (np.
choroby), zjawiska (np. klimatyczne) lub tez cechy (np. wielkodd
produkcji okresflonego towaru).

Jednostki klagyfikowane nazywaé bedziemy obiektami, nawet je-
2eli s3 to sdarunia lub cechy. Oznaczaé je bedziemy symbolami
Pyy Pyy eeey By, 8dzie n jest ich liczbg, Przez taksonomiq nume-
ryczng bedziemy rozumieli nauke o porzgdkowaniu i klasyfikacji o=
partg na takich informacjach ilosciowych o klasgyfikowanych obiek-
tach, ktére pozwalajg stosowaé metody numeryczne,

Przez porzgdkowanie bedziemy rozumieli sformalizowane przed=
stawienie struktury podobiefistwa miedzy obiektami badanego zbioru,
Przez klasyfikacje natomiast podzial niejednorodnego zbioru obiek~
téw na grupy jednorodne obiektéw podobmych ze wzgledu na badane
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cechy. Podziaiu nalezy dokonaé tylko na podstewie imformacji o
zbiorze badanych obiektéw, a wigc bez korzystenim z wczetniej-
Bzych wzordw,

Rozwaza sie dwa typy podziaiéw: podziel na grupy rozigczone
i podzia* na grupy przecinajgce sie, tzn, taki podziax, przy kté-
rym niektére obiekty mogs nalezeé réwnoczetnie do dwa ludb wigce]
grup. W naszym wyktadzie ograniczymy sie do podziaibw rozigczoe
nych. i

Potrzeba klasyfikacji i porzgdkowania pojawia mig juz na samym
poczgtku rozwoju nowej dziedziny badaf naukowych, Klagyfikacja ma
wprowadzié 2ad i porzadek w gromadzgeym sie empiwycznym materiale
obserwacyjnym. Przeprowadza sie¢ jg przede wszystiim po to, by od~
zwierciedlié strukture podobiefistwe miedzy bademymi obiektami, co
z kolel pozwala na formulowanie hipotez dotyczgeych przyezyn for-
malnych i merytorycznych podobiefistw wewngtrz grwp i niepodobiefistw
miedzy grupami. ;

Wyodrebnione w procesie klagyfikacji grupy jednorodne mogg Wy é
w wielu przypadkach uwazahe za typy.

Metody matematyczne, ktére stuzg do rozwigzsmia zademia klagye
fikacji ndsza rézne nazwy: analiza grup, analiza klastréw {cluster
analysis), analiza skupiefi, klasyfikacja automstyczns itp.

Taksonomia numeryczna jest obecnie dziedzing bardzo szybko
rozwijajecg sie, Jest to spowodowane zardéwno comaz wigkszym zasto-
sowaniem ilosciowych metod badawczych w naukach mietechniczumych
Jjak i szybkim rozwojem elektronicznej techniki obliczemiowej.
Liczba publikacji poéwiecona taksonomii numeryeczmej idzie w setki.
Z pozycji ksigzkowych wymienié naleZy wydang przez .'WN ksigzke
Z. Chojnickiego i T, Czyz (1973) "Metody taksomomii mumerycznej
w regionalizacji geograficznej". Opracowania o charskterze mono-
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grafii z zakresu taksonomii numeryczmej i klagyfikecji napisali
Anderberg (1958), Baumann (1971), Boeck (1974), Cole (1969). W.op=
racowaniach tych znalefé mosna bogatg bibliografie z tego zakresu,

1.2 Podstawowe ustalenia taksonomii

Jak wspomnisno wczedniej przez klasyfikacje bedziemy rozumield
podziat niejednorodnego zbioru obiektéw na klagy lub grupy obiek- ,
téw podobmych. Rozwigzanie tego zagadnienia wymaga pewnych podsta-
wowych ustalefi, ktére dotyczg: :
= wyboru miary podobiehstwa miedzy badanymi obiektami,
= wyboru kryterium dobroci podziaiu,

« wyboru algorytmu podziaiu,
Ponadto potrzetna jest zasada ustalenia ilodci klas lub grup,

1.2.1 Miary podobiefistwa

Przez miare podobiefistwa miedzy dwoma obiektami 4) i A; rozu~
mie sie funkcje p (‘k' “1)' ktéra kazdej takiej parze przyporzad-
kowuje liczbe. W zaleznoSci od sposobu okreSlenia funkcji j otray-

muje sie réizne miary podobiefistwas
' Miary podobiefistwa w wiekszoBci przypadkéw obliczone sg§ na pode
stawie cech (jakoSciowych lub wielkoSciowych) charakteryzujgcych
badane obiekty, chocia% czasem stopiefi podobiefistwa miedzy kazdg
pare obiektéw oceniany jest bezpobrednio przez badajgcego.
' Miary podobiefistwa mozna podzielié na dwie grupy. Do pierwszej
nalezg tzw. wekafniki podobiefistwa, ktére oznaczone beds ogélnie
przez s(Ak, "1)‘ Wskafniki podobiefistwa charakteryzujg sie 'tyn, Ze
wigksze ich warto8ci &wiadczg o wigkszym podobiefistwie,
Przyktadem jest wskafnik vst@Wcm uzyweny 4o wyrazania podo-
biefistwa miedzy zespozami ro8lin;
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a(‘k, ‘1) = nk — -n_l).

gdzie m jest liczbg gatunkéw wspllnych w jednym i drugim zespo-
le, natomiast n, i n; sg odpowiednio réwne ilosciom gatunkéw w
zespole A, 1 A,. Wskafnik ten prayjmuje wartosé 0, gdy oba zes=-
poly nie majg wspélnych gatunkéw (kompletne niepodobiehstwo)
oraz wartosé 1, gdy w obu zespolach rosng te same gatunki (kome
pletne podobiefistwo), Inmym wskafnikiem tego samego podobiefistwa
Jjest wskaZnik

IS Thisini

B, +n0,-®

Wskafnikéw podobiehstwa usywa sie zwykle wtedy, gdy obiekty
scharakteryzowane sg wystepowaniem lub niewystepowaniem pewnych
waéciwosei, :

Drugg grupe miar podobiefistwa stanowig abstrakcyjnie rozu-
miane miary odlegZoBci .niqdzy obiektami, Posiugujemy sie tutaj
nastepujacymi analogiami geometrycznymi, Obiekt scharakteryzowae
ny wartoSciemi P cech X;, X5, ses X, interpretuje sig jako
punkt A o0 wspéirzednych réwnych wartoSciom tych cech w prze-
strzeni p-wymiarowej. Przez odleglo8& rozumie sig¢ funkcje, praye
porzgdkowujgce kazdej parze takich punktéw liczbe nieujemng., Od-
leg2088 migdzy obiektami Ay i Ay oznaczaé bedziemy przesz
d(Ak, Al). In obiekty Ay i A; =4 podobniejsze, tym odlegZosé mige
dzy nimi jest mniejsza. Zupeinmemu podobiefistvu odpowiada odleg-
108¢ zero., Odlegiofci uzywa sie zwykle wtedy, gdy oblekty scha-
rakteryzowane sg cechami wielkoSciowymi,

Jesli sklagyfikowanym zbiorem obiektéw jest zespéi cech do-
datnio skorelowanych; G0 miarg podobiehstwa miedzy parg cech moze
byé wspiczynnik korelacji., Jest to wskaZnik podobiefistwa,

’(Ak, ‘1). o
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Wekafniki podobiefistwa lub odleglosci dla wszystkich par
zestewia si¢ w tablicy:

Lk b e &y

44 833 842 B3  ece By,
i 831 S B3 eee 8,

» Ld . s -
. L] . @ .

Ay St % Bx3  eee 8py

gdzie =n osnacza 1loBé obiektéw,
Taka tablica wskafnikéw podobiefistw lub odlegosei jest podsta-
wowynm materialem liczbowym do procedur grupowania,

Zagadnienie ustelania miary podobiefistw polega na wyborze
wzoru okreflajgcego podobiefistwo lub odlegzoSei.

1l.2.2 Eryterium dobroci podziazu

Pon:l.c!u celem klagyfikacji jest podzia2 zhioru obiektéw na
grupy obie—tw' podobnych, ustalony powinien byé sposéb mierzenia
jednorodnofei grup. Miara ta powinna réwnoczefnie situsyé jako
kxyterium rozstrzygajgce, ktéry z dwu podziaidéw tego samego zbioru
obiektéw na te samg 11086 grup jest lepszy.

Przy podziatach na grupy nierozlaczne ufywa sig kryteridéw u~
ledniajgcyeh tylko jednorodnoSé wewngtrz grup, Przy podziale
ne grupy rozigczne o jakoSci podzialu Bwiadezy dodatkowo odlegoBé

(lub niepodobiefistwo) wzajemna grup od siebie.

Fie zawsze kryterium jakoSci podziaiu jest formulowane w spo-
s6b Jewny i formalny, Bardzo czesto tkwi ono w samej procedurze
podziaiu, Dlatego teis na ogé:t pordwnywanie wynikéw, jakie dajs
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résne procedury podziaiu, jest w istocie poréwnywaniem réznych
kryteriéw dobroci podziaiu ma podstawle wynikéw uzyskanych przy

A

ich stosowaniu,

1.2.3 Wybér algorytmu podziaiu ) ¥

Znanych algorytméw grupowania jest dzisiaj setki. Mozna je
podzielié przede wszystkim na trzy grupy. Pierwsza grupa, to ale-
gorytmy opisane formalnie, w ktérych kryterium klasyfikacji nie
jest jewnie sprecyzowane. Te algorytmy sg zwykle najprostsze w
zastosowaniach,

Druga grupa, to algorytmy stosowane dla jawnie sformuowanych
kryteriéw optymalnosci, Nie wszystkie z nich gwarantujg uzyskanie
rzeczywiscie podziaiu optymalnego, ale sgdzié moZna, %e uzyskane
tymi metodami rozwigzania nie, odbiegajg wiele od optymalnych,

Trzecia w koficu kategoria, to procedury szukajgce optymalmych
rozwigzaf dla dowolnie s'tomulounych kryteridw, Metody te zwykle
dziaajs na zasadzie kolejuych przyblizefi,

1.3 Podzialy
Prvfugéw, e chcemy podzielié na grupy obiekty A;, Apyeeephy-
m
Przez G:l. oznaczamy i-te grupe przy podziale na m grup. Obiekty
nalezgce do tej grupy oznaczamy ogélnie przez Ayqgs Ayoy ooy ‘:m1°

m)
Symbol n; oznacza liczbe obiektéw w grupie Gi « Dowolny podziax

obiektéw na m grup oznscsamy prsezs P™) 1ub
(m) (m) (m)
G1 ’ 62 9y sesy G. .

(m)
Fakt, Ze dowolny obiekt A nalezy do grupy Gy , zapisujemy
- (m) ; (m) (m)
przez A€ G . Po}.qczem(.e)dﬁc% grup Gg 1 6, , gdzle
m n
8< t, oznaczamy przez G' V",Gt « Powstala nowa grupa 0znaczo=
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ne bedzie przez Gﬁ"”. Gérny wekaZnik zmniejszy: sie o jeden 2
m na mel, bo przez poigczenie dwéch grup ich ilosé zmniejszyia
gle o jedens

Niech Gﬁn bedzie dowolng grupg przy podziesle na 1 grup, &
!,s") dowolng grupe przy podzisle na m 1 grup, Grupe zozong
% obiektéw nalebgcych réwnoczefnte 1 do G() 1 do G{™ ozna-
¢zal bedzieny przez Gﬁl)f\ 05').

Zbidr wszystkich oblektéw rozpatrywany jako grupa zapisujemy
w postaci G’g‘) = (Ayy Apy seey Ay). Stanowi ona jednoczefnie po-
dziak na jedng grupe P‘(” -{G?)} » Podziat na m grup ma po-
wvas: 2™ o{a(®, o, ., ] . {4y, 4y, .., ).

Moina rozpatrywaé kolejno podziazy P10, p(2), p(3) _  gl»)

na jedng, dwis 1 tak dalej az do m grup, Bedziemy wtedy mield
cigg podziatdw,

Wérdd ciggdw podziatéw waing rolg odgrywaejg te, w ktérych
kazdy nastepny podziai powstaje przez podzielenie jedme)j z grup.
Toki cigg podzialdw nazywa sig hierarchig podzlaidw, Hierarchia
: podziaibw ms takie tg wlabciwoBl, de zmmiejszanie iloBei grap od-
bywa sig tylko przexz potgczenie dwbch grup.

Hierarchia podziaifw jest to wige cigg podziaibw
(D, 22 2™ perntagecy warunek, e dla katdego w< v
oraz 1< 3 6{" e = a{® 1 W &7 =0

Hierarchis podziaiu jest pewuym uporzgdkowsniem badansge
gbioru obiektéw., Moina jg przedstawié graficznie za pomocg ‘t:w.v
dendrogramu,
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1.4 Przykiad procedury porzgdkowania i podziazu:; Teksonomis
Wroctawska

¥ niniejszej czebeci przedstawiona zostanie prosta, a prazy tym
efektywna metoda podziaiu, tsk zwana taksonomis wrocawska (zob,
Perkal, 1953). Damymi wyJjéciowymi do tej metody porzgdkowania
jest tablica odlegiosci (lub tablica wskafnikéw podobiefistwa).

Procedura skiada sig¢ z dwdéch etapdéw: :
pierwszy etap polega na konstrukcji najkrétszego dendrytu,
drugi etap na kole;m podzialo tego dendrytu na czebci.

Dendryt jest to poucsonio wszystkich obiektéw, speiniajgce
nastepujoce warunki:

a) kazdy obiekt jest poxgczomy 2 co najmniej jednym innym obiek-
ten,

b) mozna po pokgczeniach przejsé od dowolnego obiektu do kasdego
innego (spéjnosé dendrytu),

c) kazda para obiektédw poigczona jest doktadnie jedng droga
(dendryt nie zawiera Zamanych zamknietych).

Dendryt wroclawski jest dendrytem najkrétszym, tzn. igezy sieg”
obiekty w ten sposéd, by suma diugoBci poigczefi byia mosliwie mae
2a, Dzielac dendryt wediug okreBlomych kryteriéw na czeBci otrzy-
muje sie podzial obiektéw na grupy.

Konstrukcja najkrétszego dendrytu przebiega nastepujeco.

W tablicy odlegioBci w kolumnie odpowiadajgcej pierwszemu obiekto-
wi szukamy obiektu najbardziej mu podobnego, tzn, najbliZszego.
Niech bedzie nim obiekt 131 © numerze j,. Ne szkicu roboczym zem
znaczamy ten fakt przez narysowanie kreski gczgcej obiekt Ay 3
obiektem 13' « Przechodzimy do kolummy odpowiadajacej obiektowi
L11 i szukamy w niej obj.o?tu najbardziej mu podobmego. Mogg zajsé
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dwie mozliwoSci: Pierwsza, Ze najblizszym obiektem bedzie obiekt
“2 rézny od obiektu pierwszego. Na szkicu roboczym 2gczymy wte-
dy kresks obiekt AJZ z Lj1 i przechodzimy do kolumny odpowiadajge

‘cej obiektowi ‘32 « Drugi przypadek, jaki sig moze zdarzyé, to

ten, 2e najblisszy do obiektu 131 Jjest obiekt L1. Poprzesta~
Jemy wtedy na tych dwéch obiektach i zaczynamy postepowanie od
pierwszego z kolei obiektu dotychczas nierozpatrywanego.

Ogélne postepowanie jest nastegpujace., Niech Ay bedzie ostat-
nim dotgczonym obiektem. W kolumnie odpowliadajgcej temu obiektoe
wi szukamy obiektu najbardziej mu podobmego. Jefell obiektem tym
Jest obiekt poprzednio juZ polgeczomy przechodzimy do nastepnego
nierozpatrywanego dotychczas obiektu, Jezell natomiast obiekt nie
byl dotgd jeszcze rozpatrywany igczy sig g0 na szkicu z poprzed-
nim i przechodzi do odpowiadajacej mu kolumny tablicy odlegXoSci.
Po rozpatrzeniu wszystkich obiektéw otrzymuje si@ zwykle kilka
grup poigczonych ze sobg obiektéw (rys. 1). Grupy te nazywaé be-
dziemy pozgczeniami rzedu pierwszego. Grupy te 1gczy si¢ przes
pare obiektéw najblizszych, z ktérych jeden nalezy do jednej gru-

Py, drugi do drugiej. 2
2 Szkic roboczy bru::rmje sig nastepnie w postaci przejrzy-
stej tak by odcinki 2gczqce obiekty byiy proporcjonalne do odleg=-
208ci miedzy 2gczonymi obiektami (rys: 2).

Podzial dendrytu na czedci odbywa sig przez odrzucenie kolej-
ne najdusszych w nim odcinkéw (rys: 3).

Dla zilustrowania tej metody wzieto 12 powiatéw opisanych 21
cechami charakteryzujgcymi produkcje rolng:



Rys4. Dendryty

rzedu  pierwszego
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1 starogard 5 EKutno 9 Dyvica
2 Skierniewice 6 Inowrociaw 10 sanox
3 Jedrzejbw 7 Stupsk 11 ZLesko
4 FEydgoszcs 8 Kofigkie 12

Ustrzyki

Podobiefistwo miedzy powiatami okreélono za pomocg odlegZosdci
euklidesowej obliczanej na podstawie wartoSci unormowanych (patrz
wzér 12). Odlegtosci te podano w tablicy 1.

Na rysunku 1 przedstawiono poigczenie rzedu pierwszego, a na
rysunku 2 najkrétszy dendryt, Na rysunku 3 pokazano podzial den~
drytu na 2 1 3 czeBci. Zwigzane z tym podzialy na 2 i 3 grupy jak
i podziaXy na wiecej grup wynikajgce z dalszego podziaiu dendrytu
przedstawiono w tablicy 2.

2. MIARY PODOBIENSTWA

2.1 Uwagl wstepne

Przewazajgca wiekszos¢ metod khwf;kaé;ji wymaga liczbowego
okreflenia stopnia podobiefistwa miedzy kaZds parg rozpatrywanych
obiektéw, Miarg podobiefistwa bedziemy nazywaé funkcje p (A A9),
ktéra kazdej parze obiektéw przypisuje wartosé liczbowsg, okresla-
jacs stopief podobiehstwa,

W wiekszoBci przypadkéw miare podobiefistwa oblicza sig na
podstawie cech obserwowanych u badanych obiektéw, Jest zupeinie
naturalne, by dwa obiekty, ktére réznig sig niewlele pod wzgledem
rozpatrywanych cech uznaé za podobme, natomiast obiekty réznigce
sie bardzo wartoSciami cech za niepodobne.

W zaleznoBci od sposobu okreflenia réznicy miedzy wartoSciami
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cech otrzymuje sie réisne funkcje J (‘k' Al), a wiec rézne miary
podobiehstwa.

0 stopniu podobiefistwa lub niepodobiefistwa bedzie oczywibcie
decydowal takZe dobdér cech branych pod uwageg.

Miary podobiefistwa podzielié moZna na hie grupy. Do pierw-
szej zalicza sie tzw. wskafniki podobiefistwa, do drugiej odleg-
2o8ci, WskaZniki podobiefistwa oznaczaé bedziemy przes s(Ay, Ay)
1lud Se10 odlegiosci przez d(Ak,Ll) lub dkl‘ ;

Duze wartoBSci wskafnika podobiefistwa Swiadczg o dufym podo-
biehstwie, mate o maiym podobiefistwie: Przy odlegiofci miedzy o=
biektami jest na odwrét: mate odleglobei Swiedcza o dutym podo-
biehstwie, duze odlegosci o malym podobiehstwie.

2.2. Wiasciwogci wskafnikéw podobiehstwa

Aby uzywany wskafnik podobiefistwa by sensowny, powinien on
speiniaé nastepujgce dwa warunki:
Pierwszy, to warunek symetrii

8p1 = By 2

Jest to naturalny warunek, by wielkoS& podobiefistwa nie zalefia~ |
2a od kolejnoSci obu obiektéw,

Drugi warunek dotyczy unormowania wskafnika podobiehstwa.
23da sig, by by on nieujemny.

813 0 (2)
Ponadto pozgdane ze wzgleddéw praktycznych jest, by ustalona byza
wartosé odpowiadajgca makegymalnemu podobiefistwu, tzn. podobiefi-
stwu obiektéw identycznych pod wzgledem rozpatrywanych ceche.
Zwykle wskafniki podobiefistwa konstruuje sie tak, by wartosé ta
wynosita jeden, '
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Mamy wtedy:
.h =1 (3)
gdzie priez sy, bedziemy rozumied wekafnik mierzacy podobiehstwo

dowolnego obiektu do samego siebie;
W konsekwencji

0 s <1 (4)

2+3. Przykiady wekafnikéw podobiefistwa

W czeBci te] przedstawimy przyktady wskafnikéw podobiefistwa
w zaleiznofci od rodzaju cech obserwowanych u badanych osobnikéw,

2+3.1 Wskafniki podobiefistwa w praypadku cech alternatywnych

Przypublmy, Ze u kaldego osobnika obserwujemy wystepowanie
lub niewystepowanie p okreslonych wiabciwoBel X;, X5, ees, xX,.
Wystepowanie wiaBciwoedi X, oznaczaé bedziemy przez 1, niewyste-
powanie przez O, Wyniki obserwacji mozna zestawié w tablicy, kté-.
rej fragment przytoczony jest ponizej (ilodé cech w tym przykia-
dzie wynosi 10). !

W nagiéwku tablicy wypisano symbole 10 badanych cech, w ko-
lumnie tytulowej obiekty.
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4,
A,
& O 0 1 1 0 1 1 1 0 1
A 1 0 0 107 S 0 1 1 1 0
Ay

Nastepnie dla kazdej pary obiektdw sporzgdzié mozna tablice
czteropolowg, w ktérej wypisuje sie informacje dotyczgce ilogci
wséiwystepowsnia zer i jedynek. Tablica ma wyglad jak poniZej:

Obiekt A,
Obiekt Ay
. 0
1 2,4 240
0 o1 Boo

W lewej gérnej klatce wpisuje sie liczbe wadciwoBci wystepuja-

cych jednoczeénie u obu obiektéw (n,,). W prawym dolmym rogu wpi-
suje sie liczbe wiaBciwoSci niewystepujgeych ani u jednego ani u
drugiego obiektu (ny)). fLiczdba my, to 1losé wiadciwodel, ktére u
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obiektu drugiego wystepuja a u pierwszego nie, natomiast 249 to
liczba wiaBciwoBci, ktére wystepujg u obiektu pierwszego a u dru-
giego nie.

Dwa obiekty sg tym bardziej podobne, im wigksze sg wartoSci
32 "oor _

Dane zawarte w tablicy czteropolowej sg podstawg do oblicze-
nia réinego rodzaju wskafnikéw podobiefistwa.

¥ przypadku, gdy ilodé p rozpatrywanych wasciwosci, kté-
rych wystepowanie sie obserwuje, nie mose byé z géry okreSlona,
wtedy liczba Ry Jjest nieznana i prawe; dolnej kratki tablicy
csteropolowej nie wypeinia sig. W sytuacji takiej trzeba stosowaé
takie wakafniki podobiehstwa, ktérych obliczenie nie wymaga zna=
Jomodci ny.

¥ dalszym ciggu réwnoczesne wystepowanie lub niewystepowanie
okreflone] wiabciwoBci u dwéch obiektéw mé- bedziemy przypad-
kiem zgodnym., Ilobé przypadkéw sgodmych wynosi wiec

ol - Rk
Fatomiast wystepowanie okreSlonej w2aBciwoBei u jednego obiektu
i niewystepowanie u drugiego nazywaé bedziemy przypadkiem nie-
sgodnym: Ilob8 praypadkéw niezgodmych jest wige réwna
%01 %0

Praykady wekainikéw podobiehistwe
(Dane bibliograficzne do cytowanych wskafnikéw znalefé moina
w Sokal 1 Emeath, 1963):

Wekafnik Sokals i Michenera, Wakafnik ten jest okreslony

1_1“4-290 :
Byq *8gy * 84g * 8y
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Jest on tym wigkezy, im wigksza jest liczba przypadkéw zgodmych,
Makgymalna wartoBé wskafnika wynosi jeden i jest osiggnigta, gdy
wszystkie wlaBciwoBci zgodnie wystepujg lub nie wystepujg.
¥inimalna wartoB8 wynosi zero. Osigga sie j§ wtedy, gdy we
wszystkich cechach wystepujg miezgodnobei.
Wskafnikiem, ktéry nie uwzglednia zgodnego niewystepowania
badanych wtabciwobei jest wskafnik Jaccerda, ;
iy f" T o

1 T % "%
Podobnie jak poprzednio, maksymalna wartobé tego wskafnika wynosi
1, WartoBé ta jest osiggana w przypadku peinej zgodnofci; Mini-
malna wartosé wynosi zero i jest osisgana, gdy nie ma przypadku
zgodnego wspéiwystepowania.
Podobnym wskafnikiem jest wskafnik Russella i Rao

249

y A

W odréznieniu od wskafnika Jaccarda, wskafnik ten :taje sie réwny
jeden, tylko wtedy, gdy u obu obiektéw wystepuje réwnoczefmie
wszystkie wiaBciwoBel,

Oba ostatnie wskafniki mniejszg wage przypisujg zgodnemu nie-
wystepowaniu badanych wiaBciwoBci: MoZna to stwierdzié na naste-
pujacym przykiadzies
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W pierwszej i drugiej parze obiektéw 11088 praypadkéw zgodes.
nych jest taka sama, Dla drugiej jednak pary wieksza jest 11088
przypadkéw wspbStwystepowania; Wskafnik Michenera i Sokala jest::
dla obu par taki sam, natomiast wskagnik Jaccarda i wskaZnik
Russella-Rao sg wigksze dla pary drugiej.

Przypigywanie wigkszej wagi wspbiwystepowaniu ma sens wtedyy.
gdy samo wystepowanie okreflonej wiaSciwoBci ma wigksze znaczenie:
niz jej niewystepowanie.

Wymienione trzy wskaZniki takg ‘sm waznosé przypisuja przye.
padkom zgodnym, co niezgodmym. Z istoty niektérych zagadniefi moze
wyniksé, se nalezaioby wyzej oceniaé przypadki zgodne lub na ode
" wrét, Nastepne dwa wskafniki oceniajs z dwukrotnie wigkszg wade:-
noScig przypadki szgodne.

Pierwszy 2z nich to wskaénik

gy + 2op)
BT

8y

Przyktad: .
&;1111000011110000
A1:11111111000000'00
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2x8 16 2
’1-16_-8-4‘ -m-3-0.67
gy = & = 0»50
Podobnym wskaZnikiem, ktéry jednak nie uwzglednia zgodnego niewy-

stepowania jest wskafnik Dice’a

20
D" WEy; ¥ 0oy * )

Dla powyzszego przykiadu
=TT EIETE * T O
i 1: i 3’ * 030
Drugim wskaZnikiem jest stosuneck ilo&ci zgodnych przypadkéw
do niezgodnych
e el
2 3yp* By

Wskafnik ten przyjmuje wartoS& zero, gdy nie ma przypadkéw 2zgod-
nych, Natomiast gdy nie ma przypadkéw niezgodnych jego wartosé
dgz:} do nieskofczonofei,.

Podobny jest wskafnik RKulczyhskiego

B3
e = e m

bedgcy ilorazem iloSci wspéiwystepowah do iloBei przypadkéw nie-
zgodnych, :

W nastepnych czterech wskaZnikach wystepujg w mianownikach
ilo&ci odnoszgce sie do poszczegblnych cech;
Sg to wskaZniki:

1 Ryt 44 D459 Do
-l A eyl - oo e AR Bl
11 0. 21T % Ban * Ry U840 ¥ Sop
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wskafnik Kulczyhskiego L
o s SO i s 1 SO
fR2 © 2 | By v Eg, By g
{wskafnik podobiehstwa systematycznego),

ol %1100
\(B17 * B1g) (mq + Bgy) (g + Bgy) (45 + ngy)

i wskafnik Ochiai

By

243
\(ay; + 1) (a4 + y0)
Wekafnik sp, Rulczyhskiego i wskaZnik Ochiai nie uwzgledniajsg
przypadkéw wspélnego niewystepowania,

Maksymalna wartoS¢ kazdego z tych czterech wskafnikéw jest
réwna 1. Wartos¢ te przyjmujg wtedy, gdy nie ma przypedkéw nie-
zgodnych, Wymienione wskafnilki traktujs z jednakows waZnoScig
przypadki zgodne co i przypadki niezgodne.

W wymienionych poprzednio wskaZnikach w licznikn nie wystepo-
wala liczba przypadkéw niezgodnych., Nie jest tak w nastepujgcych
, wskafnikach: :

Wspéiczynnik Yule a

wiiey Moo =i 8ay Beg
r T =7 800 * gy B0
Maksymalna wartoS& tego wskaZnika wynoszaca 1 jest przyjeta wtedy,
gdy nio 1lub D44 Jest réwna zero. .

Minimalna wartosé wskafnika wynosi -1, Zachodzi ona, gdy n,y =0
lub By = 0.
Ostatni w koficu wskafnik to wspéiczynnik ¢ Pearsona

(o)
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5 211 %00 = %01 10
\(211 + 310) (Byy + Bgy) (mgg * Byg) (mgg + Bgy)

Maksymalna wartosé tego wskafnika jest réwna +1, minimalna =1,

2.3.2 WskaZniki podobiehstwa w przypadku cech wielodzielczych

Dotychczas przedstawione wskafniki odnosiy sie do cech alter-
natywnych, czyli cech polegejacych na wystepowaniu okreslonych
wadciwosci lub objewbw, Przejdziemy teraz do przykiadéw wskafnie
kéw podobiefistwa, gdy niektére z badanych cech mogg przyjaé war-
tofci jednmej z kilku kategordi.

Tak np. .‘!od.m. z cech moze dzielié sig na 2 kategorie, inna na
3, a jeszcze inna na inng liczbg kategorii, PoniZej wypisano fike

cyjny przykiad.

lcechy A B c D

kategorie Ay Ay Az A, By B, C; Cp C; D, D Dy D, Dg
Ay 0N 9000 9.1 10 '0.0.70
Ay o't b .01 0 0 091 00

Jedynkami oznaczond wystepujace kategorie, zerami niowstqpujqoe_.
Jednym z wskafnikéw podobiechstwa dla takich cech jest wskafe
nik Rogersa i Tanimoto; WskazZnik ten jest okreflomy wzorem: '

e = T
251 * 40 * By

gdzie n,, jest liczbg kategorii, ktére wystepuje réwnoczetnie u
obu obiektéw, natomiast ny; i n,, sa réwne iloBciom przypadkéw
niezgodnych,

Dla powyzszego przykiadu wskafnik Rogersa-Tanimoto jest réwny
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%0 = § = 0,33

W przypadku, gdy cechy jakosciowe mogg byé wyskalowane, moz-
na podobiefistwo oceniaé za pomocg wzordéw dla cech wielkoSciowych,

2.4 Miary podoblehstwa dla cech wielkoBciowych

' Przypubbmy teraz, Ze katdy z badanych obiektéw scharakteryzo=
wany jest p cechami wielkobciowymi X;, Xp, ses, Ko Wartobol
tych cech u k-tego osobnika oznaczaé bedziemy przez
e = (Xqps Xops oeey xpk).

Jest zupeinie naturalne, by dwa obiekty réiznigce sig niewlele
w wartoBciach badanych cech uznaé za podobne, natomiast obiekty
ré¢nigce sig - za niepodobme,

W przypadku cech ciggiych jako miar podobiefistwa uZywa sie
funkcji charakteryzujacych réznice miedzy badanymi cechami, Punk-
cje te nazywa sie odlegosciami, Bedziemy je oznaczaé przez
d“’k' Al) = d(r.k. xl) = dyq. D wigksza odlegtosé, tym mniejsze
podobiefistwo i na odwrét, im mniejsza odleglos, tym wigksze po=-
dobiefistwo. & ; '

W zaleznoBci od tego w jaki sposéd mierzyé sie bedzie réznice
migdzy wartoBciami cech obu obiektéw, otrzymaé moina réinice mia-
ry w odlegloBei,

- Przykiadem jednej z nich jest tzw, przecietnma réinica (Czeka-
nowski, 1932), okreslona wzorem

1 .
e *§ Pl * (B o] Yo Vixgeagl @G
gdzie |x;, = Xy, | oznacza bezwzgledng wartosé réinicy wartodel
i1-te] cechy.

Inng miarg odhg!oﬁgi{ Jest odlegioBt ot}kndom okreSlona
ntp://rcin.org.pl



wzorem
Gy - \l(x‘k - x”.)2 + (xy = x21)2 *oeee + (xpy - ‘91)2 (6)

W przypadku dwéch cech odlegioB€ ta pokrywa sie ze znang z geo=
metrii piaskiej odlegoScig dwéch punktéw o wspéirzednych

By = (Tqpe Xn) 1 By = (x4, Ty)

Tak samo w przypadku trzech cech wzér ten okrefla odlegtofé dwéch
punktéw w przestrzeni (tréjwymiarowej). :

Wymaga sie, by usywana odlegosé byla:

1, nieujemna dla wszystkich par obiektéw

d4q =0 €))]
2. symetryczna, tzn. by jej wartost nie zalezala od kolejnoici
obiektéw, czyli by i

B = &y ' (&)
3, réwna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy u obu obiektéw wartosci

cech sg takie same
dkl-oéxik-xil dla 1-1' eeey Do (9)

Zaréwno przecigtna réznica jak i odlegZosé euklidesowa speiniajs
wszystkie trzy warunki,

Dalszg pozadang wiadciwoBcig odlegioseci jest speinienie pra-
wa tréjkata:

Gy S G * 4 (10)

Prawo tréjkata oznacza, ze bezpofrednia odleg2ofé obu obiektdw
Ay i A, Jjest nie wigksza nis suma odlegtoBci obu obiektéw od
trzeciego. Pojecie odlegoSci euklidesowej, jakie znamy z geome=
trii p2askiej i przestrzemnej, speinia prawo tréjkgta. OdlegZoBé
przecietna speinia je takze,
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W obu przytoczonych foprzednio wzorach na odlegtos¢ wystepo-
waly bezpodrednie (surowe) wartoci cech, Ma to te niedogodno&g,
2e odlegoBci miedzy obiektami bedg zalezaly od‘ Jjednostek, w ja-
kich wyrazone sg cechy.

Przypublmy na przykad, ze chcemy okre&lié podobiefistwo lu~
dzi pod wzgledem wysokosci i ciezaru ciaa za pomocg przecietnej
odlegtoSci, Niech jedna osoba ma wysoko&é ciala 176 cm i ciezar
ciata 71 kg, a druga odpowiednio 172 cm i 76 kg. Przecigtna réi-
nica dla tych oséb wynosi ! ]

4 =3 {16 -172) + |- 76) =3 {s45)=a,5
Jezell natomiast wysokos ciata wyrazié w metrach, to otrzymamy
4 =3 {[1,76 -1,72| + |71 - 75|] -3 {o,ou +5) = 23% 2 2,52

Zfatwo sprawdzié, te w drugim przypadku réznica w wysokoSci ciala
prawie nie wpiywa na wielkoBt odleglodci, Widaé stad, Zze zwykle
wartosci badanych cech wymagaja odpowiedniego unormowania przed
obliczeniem odlegofei,

lladczqh&cie;l stosowane unormowanie cech to odjecie od wartosci
, cechy Jjej —'artoﬁc_i $redniej 1 podzielenie przez standardowe ode

chylenie; Unormowane wartodci cechy oblicza siq wtedy wg wzoru

ui-xi-_:i'x_il i=1, ooy 9,

gdzie i Jest numerem cechy, 21 Brednig arytmetyczng a 8y standar-
dowym odchyleniem,
Wz6r na przecietng rézhice obliczong z unormowanmych wartofci

cech ma postaéd:

Qa3 [i“n: =Sna) ¢ [9g= WMoy | * eso * |y » ‘*pll} an

a wzdr na euklidesows odlggloﬁé
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(12)

2 2 2
o = Yoo - 910 + (g = w)? + e+ (= )
Oba te wzory mozna napisaé w postaci zawierajace] wyjSciowe war-
tobeci cechy nastepujgco:

.

(11a)

“1',1:1 _%{I‘u’: s 7 . 0 l‘zk'; i T NP :p 111
oraz 3
. (12a)
& - \l(‘n:' x)? | Gop = x)° | s s ?
' o TR g &

Poniewat obie te odlegiofci obliczane sg z wartoSci normowanych,
a te sg bezwymiarowe, wigc takie obie odleglosci nie zaleza
od jednostek pomiarowych,

Jest to dalsza pozgdapa waBciwo&é odlegoBei,

Przyklads:
W tablicy 3 podano warto&ci 19 cech charakteryzujgcych produke

cje rolng powiatéw augustowskiego, bielsko-podlaskiego i rybmnickie-
go, frednie arytmetyczne i standardowe odchylenia tych cech obli-
czone z danych dla caiej Polski oraz wartoSci unormowane tych cech
dla wymienionych trzech powiatéw,

Na podstawie tych wartoBei unormowanych obliczono odlegiosci
miedzy tymi trzema powiatami wg wzoru (12). 2
Otrzymuje sig¢ nastgpujgce wyniki:

Augustéw - Bielsk Podlaski

d; = \j[o.?B - 0.55]2.0 EL,QB - 0,91]2 PR [.1,40 - 0,95]2 -
= 4,29
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Augustéw - Rybnik
4 -\“:o,'zs - (-2,79)]2 + [1,98 - (-2,20)]2 + ... +[-1,50 - 0,41]3-
= 11,33

Blelsk Podlaski « Rybnik

d.;‘-\l[o.ss - (-2,79)]2 + [0,91 & (_2'24)]2 W +[_0'95 - 0,41)2=
= 10,46 :

0dlegoBcl niezalezne od jednostek pomiarowych otrzymuje sig
takze wtedy, gdy wartosci i-tej cechy podzielié przez rozstep tej
cechy, tzn. przez réznice migdzy najwigkszg i najmniejszg jej war-
toBcige
Jezeli rostep i-tej cechy oznaczamy przez Ri’ to wzory (9) i (10)
przyjmg posteé

d’:*_l e Tt S o S WL R K St > 1

) ‘—1_1 ‘ _uz—— soe :

: 2 2 2

d:f\j(‘1x"11)+(‘zk"21) e s X
MW DR S

' (We wzorach tych opuszczono przy d-  indeksy k, 1 oznaczajace

numery obiektéw).

Okazuje sig, se odlegtosé 4, jest w badanej grupie obiek-

téw ograniczona od géry przez jedynke, tzn, Ze
d,** <1
dla wszystkich badanych par,

Wszystkie trzy odlegioci a,, d; i d;*n:le malejg a zwykle
zwiekszajg sig, gdy dodaé nowe cechy. Jest to wtaSciwosé pozgdana;
czasem jednak odnosi sie obliczong tymi wzorami odleglosé do ilos-
ci cech, czyli rozpatruje sig jako miare odlegXoBci funkcje
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D
i analogicznie dla pozostalych dwéch wzoréw,
Jako miary podobiefstwa usywa sig takze kwadratu odlegtoBei
euklidesowe]. ¢
Miars odleg2o8ci jest takie wprowadzony przez Clarka (1952)
wspéiczynnik dywergencji

A [("n: - = ¥ z (‘a % x21)2'+ +(ﬁk % 51).2]
TR A Ry ¥y 5% * 21 ok * T

We wspéiczynniku tym-rdzhica'w wartodciach poszczegélnych cech
Jjest odnoszona do .ich sumy.

Béznice miedzy dwoma obiektami, mierzona za pomoca odleg!:oﬁci'
euklidesowej obliczanej na podstawie wartosci unormowanych cech,
mozna rozbié na skiadnik mierzacy réznice w Bredniej wielkoSci
cech oraz na skZadnik miérzw zrdéznicowaenie w "profilu" cech.

WeZmy pod uwage kwadrat odlegioSci euklidesowej podzielonej
przes ilosé cech &5 yy o Fiech odleg2osé ta bedsle liczona dla
wartosci unormowanych., Ten kwadrat odlegXoBci mozna rozbié na dwa

sktadniki w sposéb nastepujgcy:
P

2
~2 < A =
42,k1 = (Uoy = Ue))® + 5 1=1 [(u”‘ o - u‘1>]

Pierwszy ze sktadnikéw réwny jest kwadratowl réznicy miedzy Sred-
nig wielkoScig wszystkich cech u jednego i drugiego obiektu, Mie-
rzy on wiec réznice miedzy férednig wielkoScig cech u obu obiektéw.
Penrose (1954) nazywa go "wskafnikiem wielkodci", Drugi skiadnik
jest réwny Sredniemu kwadratowemu odchyleniu réznic wartoBci cech
obu osobnikéw. Jest on réwny zeru wtedy, gdy odchylenie poszcze=
gélnych cech od ich wartoSci Sredniej dla danego obiektu sg réwne
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u obu obiektéw. Takie dwa obiekty uwaza sl¢ za podobme, Drugi
wekafnik nosi nazwe "wskaZnika ksztattu", Wskafniki te wigzg sie
blisko z pojeciem wskafnikéw przyrodniczych (Perkal, 1960),.

Podejécie to pozwala rozbié podobiefistwo dwéch obiektéw na
podobiehstwo pod wzgledem abstrakcyjnie rozumianej wielko&eci oraz
podobiefistwo taksze abstrakcyjnie rozumianegﬁ ksztaitu,

Wnienione przykiady wzordéw na obliczanie odlegoSci migdzy
obiektami nie braty pod uwage ewentualnej wspéizaleznoscl miedzy
cechami, Jezeli charakteryzujemy obiekty cechami, z ktérych dwie
np, 8§ wysoce skorelowane, to duze réznice w jednej cesze bedsg
szly w parze z duzymi réznicami w drugiej cesze, a maie rdéinice
z malymi, Mozna staé na stanowisku, %e traktowanie w takiej sytua=
cji dwu cech z jednakows wagg pocigga za sobg niepozgdany zwigkszo=-
ny wpiyw na miare podobiefistwa tego zjawiska, ktére skorelowane ;
cechy mierzg.

Miarg podobiehstwa, ktéra uwzglednia korelacje miedzy cechami
jest Mahalanobisa odlegosé uogélniona.

Idea konstrukcji tej odlegZoSci jest nastepujsca. Zespd: bada-
nych cech przeksztalca sie za pomocg przeksztalcenia liniowego ﬁo
- unormowanego zespoiu zmiennych nieskorelowanych, np.:

ST Y ...,.Ip. Na podstawle tych samych zmiennych oblicza sig
zwykla odlegtosé euklidesowa. Za pomocg wyjbciowych zmiennych od-
legtoBé uogbélniong mozna wyrazié wzorem

B I - G -y o

gdzie
c13 sg wyrazami macierzy odwrotnej do macierzy wariancji-kowarian-
cji.

Wezystkie wymienione dotychczas miary odleglofci opieraiy sie
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na wielkoBciach badanych cech. OdlegtoScig, ktdrg oblicza sie na
podstawie rang poszczegélnych cech, jest tzw. odleglo88 rangowa
Kendalla, .

Oznaczamy przez Réi) range k-tego osobnika w i-tej cesze;
Jest to innymi siowy kolejny numer, jaki ma wartosé i-tej cechy u
k-tego obiektu w uporzgdkowaniu wg wielkosci, Jezeli wszystkie
rangi sgq rézne, to odlegioBt rangowa okreflona jest wzorem

3 (1) _ p(1)42
Lo -

Odlegto&¢ ta jest unorrowansa, tzn.
‘s s !

Co wazniejsze, miara ta jest niezmiennicza ze wzgledu na zmiane
Jednostek pomiarowych. ‘

Mozna takZze w przypadku cech wielkoBciowych obliczeé miary ty- °
pu wskafnika podobiehstwa. Najczgbcie] usywamym typem takiej miaxry
Jjest tzw. wspéiczynnik korelacji miedzy obiekbami, okre&lony wzo=

rem ®

» G
I @ - T (xqy = Xep)

P & P -
QE‘ (g = Eop)? 70y = )2
i=1 i=1

T =

gdzie i’k i !.1 8§ Srednimi wartoSciami cech odpowiednio u obieke

.2 oraz
k pi-1xik
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9

¢ AT
Wspbiczynnik korelac;_j:l miedzy obiektami zawarty j;st W gla=

nicach =1 1 +1, ‘

Maksymalng wartosé przyjmuje sie wtedy, gdy oba obiekty majs te

same wartosci cech; ]

Wskafnik korelacji miedzy obiektami zalezy od jednostek w jakich
wyrazono cechy, a nawet od poczgtkéw skali.odezytu,.

2.5, Zwigzki formalne miedzy wskafnikami podobiefistwa a odlegloﬁ-_
ciami

Miary podobiehstwa typu odleg2oB8& moZna za pomocg odpowied-
nich wzoréw przeksztaicié na wskainm podobiehstwa i odwrotnie,
Oznaczamy przez dyq odlegloeé miedzy obiektami ‘k i 11, a przez
8y, ich wskafnik pododiefistwa.

Zaibimy, te 0o =<1 oraz dﬁ7°'
Wtedy wzoraml takimi sg:

Czasem obiektami porzgdkowanymi sg same cechy. W przypadku cech
wielkoSciowych usywa si¢ jako miary podobiefistwa wspéiczynnika ko=
relacji r miedzy nimi, okredlonego wzorem
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5 (xgp = %) (xgp = %50
i

n' n
“Z (xg - % 7 ) (2 - %, )°
k=1 X=1

gdzie ¥y i !j. sg Srednimi wartoSciami obu cech,

Wsp6iczynnik korelacji zawiera sie¢ w granicach =1 i +1, UZywanie
go jako miary podobiehstwa ma sens, jezeli wszystkie' cechy sg
skorelowane nieujemnie.

rn.

3, KRYTERTA OPTYMAINOSCI PODZIAZOW

3.1 Wst®p

Celem klagyfikacji jest podziai zbioru obiektéw na grupy jedno=
rodne., Wykonanie tego zadania wymaga wigc okreélenia, jak bedzie
sle mierzyé jednorodnosé grup. Miary te powinny pozwolié na 1oz
strzygnigcie, w ktérym z dwéch podziatéw grupy sa bardziej jedno=-
rodne, czyli ktéry z dwéch podziaiéw uznaé naleZy za lepszy. Krye
terium takie okrefla réwno-czeSnie, ktéry podzial bedzie najlepszy.

Przypusémy, ze zbidér obiektéw podzielono na g grup
Gqy Gpy oeey GB' Tlo5¢ obiektéw w j=-tej oznaczamy przez ny. Same
zaé obiekty nalezgce do tej grupy przez ‘31' A;)Z' esay Ldnj'

Podziat taki oznaczamy ogélnie przez P. X
Podziat jest w peini scharakteryzowany przez wymienienie obieke
téw w poszczegbélnych grupach, a czgstkowymi jego charakterystykami

sg ilo8¢ grup oraz ilos¢ obiektéw w poszczegélnych grupach,

http://rcin.org.pl



- 39 g

Przez kryterium dobroci podziaiu bedziemy rozumieli funkeje,
ktéra kazdemu podziatowl przyporzgdkowuje liczbe K(P).

Przykiad kryterium moze byé nastepujscy. Niech min ld.kl OzZna-
cza najmniejszy wskaZnik podobiefistwa w j-tej grupie. Kryterium
mote byé wtedy suma minimalnych wskaZnikéw podobieﬁstw we WsZyste
kich grupach, czyli funkcja

E(P) -i___' min 85,x1
J=1
Jezell mamy dwa podziay Py i Pz, to za lepszy uznaé naleZy ten,
dle ktérego wartosé K(P) jest wieksza, Czyli P, bedzie lepsze od
P,y 8y K(P;) D K(P,).
Jezell jako miary podoblehstwa usywamy odlegiosci wtedy po-
przednie kryterium qu;ie postaci
g
K(?) = 5‘;1 max dg 3y
gdzie max dd,kl oﬁacza najwigkszg odlegtosl obiektéw w j-tej gru=-
pie. W sensie tego kryterium podzial bedzie tym lepszy, im mniej-.
sza bgdzie wartosé K,
Kryteria dobroci mogg braé pod uwage jednorodnosé wewngtrz
grup, podobiefistwo migdzy grupami lub réwnoczeSnie jedno i drugies.

3.2 « Miary jednorodnodci wewngtrz grup

Ponizej podsno kilka wskefnikéw mierzgecych jednorodnosé grupyi.
Minimalny wekafnik podobiefistwa w j-tej grupie

Sredni wskagnik podobiefistwe w grupie
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v Lt G
;3 , —T—""n; - Z : By k1 (14)
b et kel 1=1

Srednia wazona wskafnikéw podobiehstwa w grupach

E: 85, k1 T (15)

k-1 1=1
Maksymalna odlegiosé w j=-tej grupie

Srednia odlego8t w grupie

n
ERE sy ﬁ I 4 ok
k=1 Q=1
frednia odlegoBé od Srodka ciqhkoﬁci.

Przez Srodek ciezkoBci grupy obiektéw rozumie sie fikeyjny
obiekt o wartosciach cech réwnych Srednim arytmetyczmym wartosci
cech obiektéw naletgcych do tej grupy. Jezeli wiec przez Ty
oznaczyé wartost i-tej cechy u k-tego obiektu w j-tej grupie, to
wartosé i-tej cechy érodka ciqzkoﬁtd. bedzie réwna:

jor |

 RE g i ¥ . (18)
=1

Sredni kwadrat odlegtoSci w grupie Gy od Srodka ciezkoBci wynosi
wtedy:

85+ ): (t Cxy g - ‘13.>2> iiad

i=1
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33 Miary podobiefistwa grup

Ponizej podano miary okredlajace podobiefstwo dwéch grup.
Wekafniki maksymalnego podobiefistwa grup okre8la sie jako maksy-
malny wekafnik podobiehstwa miqdzy obiektami jednej 1 drugie]
grupy

max (20)

Ay €Gyh € Gy

WekaZnik minimalnego podobiefistwa grup okredla sie jako najmniej-

szy wskafnik podobiefistwa miedzy obiektami jednej i drugiej grupy
= min Y ‘ (21)

A€ Gyphy € Gy

Podobne wskafniki tworzy sie dla odlegloBci:
Minimalna odlegiosé miedzy grupami

= min a4y ) (22)
Ay € Gyadyc Gy
Meksymalna odlegiofé miedzy grupami
L max dyq (23)

‘E eGu"il GG‘

Srednie podobiefistwo migdzy grupemi G, i G,

BRIl £ ' i &

'“'-nn% ApeGy Ay 6y

Ewadrat odlegioBci miedzy Srodkami ciezkoSci grup G, 16,

' nﬁv '; Ry 0 - !i.v)z (25)
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3.4 EKryteria dobroci podziaiu
W rozdziale tym podane sa niektdére kryteria dobroci podziaiu,

1. Sums minfimalnych wskaZnikéw podobiefistwa w grupach.

g g
31(P) - Z lj = : min la.n
J=1 J=1
Wediug tego kryterium za lepszy z dwéch podzia2éw na te samg
1lo8¢ grup nale#zy uznaé tem, dla ktérego K,(P) jest wigksze. Naj-
lepszy podzial Popt bedzie ten, dla ktérego K, Osiggnie wartosé
2, Innym kryterium jest minimalna wartosé nejmniejszych wskaéni-
kéw podobiehstwa.
KZ(P) = min nj =mnin min sj,kl
J . J k,1
Wedug tego kryterium najlepszym podzialem bedzie takZe ten, dla
ktérego wartosé K, jest mozliwie duza,
3, Suma Srednich podobiefistw w grupach,

g
E5(P) = ;;1 3 1udb

g
K,(P) = L 8,
=1
. Lepszy z dwéch jest ten podzia:, dla ktérego wartosé E; ludb K, !
Jest wieksza,
Podobne kryteria mozna sformulowaé dla odlegioSci a wiec:

http://rcin.org.pl




i3 o .
4, Suma maksymalnych odlegZosci w grupach

g
P) = D
Ks( ) };_'-.'.1 5

.

5. Maksymalna z makgymalnych odlegioSci w grupach

(P) =max D
K O
6, Suma Srednich odlegoSci wewngtrz grup

K,(P) = RE 4

3=1

7+ Suma Srednich odleglosci od Srodkéw ciezkosci wewngtrz grup

g
Eg(®) = L §
J=1
Poniewaz wszystkie te kryteria obliczane sg z odleglosci, lepszym
podziaiom bedsg odpowiadaly mniejsze wartosci. Podobne kryteria
mozna budowaé opierajg sie na miarach podobiehstwa miedzy grupami.
Mozna poiaczyé kryteria ocenmy jednorodnoSci wewngatrz grup i
kryteria oceny niejednorodnofci miedzy s;'upami w jedno taczne kry-
. terium, ]
Dla wskaZnikéw podobiefistwa moze ono byé postaci:
1 1 1 \\
w, = [1_ : SBI Rl Skl R T
1 a5ty =10 & T 78 SEY 0w oo o le/
€9y A0y .
W my £l tego kryterium za lepszy nalezy uznaé ten podziat, dla
ktérego W, Jest wigksze.
Dla odlegtoSci otrzymujemy analogiczne kryterium
g
= i g 1 1
%L sa=nL L 4u)/[CCE -4 C T =
j=1 ) R uEv ‘kEGn Alécv
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Dosé prostej postaci sg nastepujgace dwa kryteria. \
Niech s* bedzie ustalong wartoBcig krytyczng wskafnika podo-
biehstwa, Jako kryterium dobroci podziaiu ufywa sig funkeji

o= Ly (g - 6 - Toloyy - 6 &

3

Symbol Z, oznacza sumg dla par obiektéw nalezgcych do tej samej
Klasy, J_ , sumg dla wszystkich par naletgeych do rézmych klas.

¥ my8l tego kryterium ten podziat naleZy uznaé za lepszy,; dla kté-
rego C jest wigksze, Kryterium to mo2na uproscié, jezeli wprowa-
dzié nowg zmienng Vg1 VB przepisu

vn = 1 gw .kl - B*‘7/ 0

Vep = O gdy skl-s*<0
Otrzymuje sie wtedy kryterium

Vel v, - [BPS

ktérego wartosé jest réwna iloBci jedynek wewngtrz klas minus
ilo5¢ jedynek miedzy klasami.

4, PROCEDURY GRUPOWANIA

4.1 Wstqp

Przez procedurg grupowania bedziemy rozumieé postepowanie,
ktére daje podzial rozwazanego zbioru obiektéw na grupy rozigczne.
W niniejszym opracowaniu bedziemy zajmowaé sig procedurami,
ktére korzystaja z tablic wskafnikéw podobiehstwa lub odlegioBei., |

Jezeli ustalone jest obiektywne iloBciowe kryterium optymal-
noSci podzialu, to teoretycznie optymalny podzial moze byé znale-

ziony drogg sprawdzenia wszystkich mozliwych podziaiéw i wyboru
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najlepszego. W praktyce nie moZna z tych sposobdw korzystaé, gdyz
i1lo8¢ ' wszystkich podzialéw, nawet przy niewielkiej iloSci obiek-
téw, jest tak dusa, se zadanie sprawdzenia wszystkich podziadéw
staje siq niemozliwe nawet przy uzyciu bardzo szybko liczgcych kom-
puterdéw, Dlatego tez stosuje sie procedury, ktére szukajg rozwig-
zania optymalnego lub zblizonego do optymalnego metodg kolejmych
przyblizeh,

Wéréd procedur grupowania wyrézniajg siq procedury prowadzgce
do hierarchii podziaiéw, Procedury te mogg byé laczeniowe lub po=-
dziazowe.

Procedury lgczeniowe pracujg nastepujgco, Punktem wyjsdciowym
Jest podziat na n grup jednoobiektowych., W kolejnych krokach
zmniejsza siq 11088 grup, gczge wg ustalonych zasad po dwie grupy
w 3edn§,‘ as w koficu uzyskuje sie jedng grupe obejmujgcy wszystkie
obiektys

W procedurach podzialowych zaczyna sle od jednej grupy obejmu-
Jacej wszystkie obiekty. W kolejmych etapach zwieksza sig ilo&é
grup przez podzia jednej z grup na dwie czeSci., W koficu dochodzi
sie do podziaslu na n grup Jjednoobiektowych,

4,2 Przyklady procedur grupowania

4.2.,1 Wprowadzenie

W rozdziale tym oméwimy najbardziej znane i réwnoczeénie naje
prostsze procedury grupowania,

Procedury te s ilustrowane na przykiadzie 12 powiatéw podanych
Ba str. 18, Praktyczne zastosowanie procedur upraszcza sie¢ znacznie,
€dy skorzystaé z odlegioSci uporzgdkowanych wg wielko&ci. Dla na-
B8zeg0 przykiadu odlegiosci te podano w tablicy 4,

Jedng z procedur grupowania, tzw, taksonomie¢ wroclawskg, przed-
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stawiono w rozdziale 2, Jest to procedura podziaitowa., Daje ona te
same grupy co tzw. metoda najblizszego sgsiada, oméwiona takze w
dalszej czesci.

Jedng z najwczeSniejszych "metod" grupowania a zarazem metods
porzgdkowania, jest metoda diagramu Czekano'skiefso. Jest to wprawe
dzie metoda niesformalizowana i w tym sensie nieobiektywna, ale
jed prakt'ycm przydatnosé jest duza,

4,2.2 Metoda diagramu Czekanowskiego

Metoda ta polega na odpowiednim porzadkowaniu obiektéw za pomo=-
cg tablicy odlegoci lub tgb.ucw wskafnikéw podobiehstwa, Mianowl-
cie przedctawia sie obiekty i odpowiadajgce im wiersze i kolumny
tablicy odleglosci (wskaZniki podobiehstwa) tak, ty mae odlegioSei
(lub duze wskafniki podobiehstwa) skupialy sie mozliwie blisko
giéwnej przekgtnej. Uporzgdkowanie takie odzwierciedla fakt, Ze o=
biekty sgsiednie sg bardzo podobne,

Dla utatwienia calego postepowania i uzyskania plastyczmofei
zastepuje sie wyjbciowg tablice odlegioSci (wskafnikéw podobiefe
stwa) diagramem, Diagram sporzgdza sie w ten sposéb, Ze pola tabli-
cy odleglosci zaczernia sie w odpowledni sposéb, Mianowlcie odlege
tosci wystepujace w tablicy dzieli sie wediug ich wielkoSci na kil
ka kategorii, Nastepnie kratki, w ktérych wystepujg odlegosci
bardzo mate, zaczernia sie calkowicie, Kratki o odleglofciach umia-
rkowanych maluje sig na kolor ciemnoszary, kratki o odlegloSciach
&rednich na szary, kratki o odlegioSciech duZych na jagniejszy, a
kratki o bardzo duzych odlegiosSciach zostawia sie calkowicie biale.

Diagram taki nazywa sie¢ diagramem Czekanowskiego., DgZenie, by
skupié wzdius gidwne]j przekgtnej pola o maych odleglo’scia.ch. (du-
#zych wskafnikéw podobiefistwa) sprowadza sie do uzyskania mozliwie
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duzego zaczernienia wzdiuz glbmj przekatnej,

Zwykle na diagramie takim wyodrebniajg si¢ ciemne kwadraty,
ktére odzwierciedlajg fakt ukiadania sie obiektéw w grupy.

.Na rysunku 4 pokazano diagram Czekanowskiego 12 powiatéw po=-
danych na str. 18, 4

4.2,3 Metoda najblizszego sgsiada '(sinsle linkage method)

Metoda najbliZszego sgsiada (Johnson, 1967) jest metods 2g=
czeniowg. Korzysta ona ze wskafnika makgymalnego podobiefistwa
grup Ms,, okreSlonego wzorem (20) lub ze wskafnika minimalnej ode-
leg2oseci md, okredlonego wzorem (22).

Procedura najblizszego sgsiada jest nastepujgca:

Wcholzi sie od podziaiu n-grupowego, w ktérym kazdy obiekt sta=
nowi grupe jednoelementows. Nastepnie zmniejssa sie liczbe grup
krok po kroku ¢ jedng, 2gczgc za kazdym razem te grupy, dla kté-
rych maksgymalne podobiefut'o Jest najwigksze (lub dla ktérych mi-
nimalna odlegzosé jest najmniejsza).

Przypuslmy, Ze na ktérym8 etapie mamy podzial

P(.) -{Gs-). Gg.), esey Gs‘)J ns ® grup, B = 1' seey O = 1. 5

Dla uzyskania podziaiu o m-1 grupach, szukamy pary grup o naj-
wiekszej wartoSci maksymalnego podobiefistwa.
Niech to beda grupy G&‘) i GS‘) , gdzie ud v, coyld

ll‘“-léxlurt
vt

Grupy te znajduje sie przez odszukanie pary obiektéw najbardziej
podobnych, nalezgcych do réinych grup:
2 grp 6™ 1 6™ tworay sie nows grupe (™) = g{® o™ |

Wszystkie pozostate grupy pozostajg bez zmian,
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W przypadku, gdy korzysta sie z tablicy odleglosci, laczy sie
pare grup, dla ktérych najblizsza odlegtosé jest najmniejsza, czy-
11 pare grup, dla ktérej

ld.u'-lminldrt.

Przykiad.
W tablicy 5 podano hierarchie podziaiéw 12 powiatéw ombéwio-
nych w punkcie l.4.2. ’
Postepowanie zaczyna sie od podzialéw 'na 12 grup jednoobiekto-
wych, Nastepnie w tablicy uporzgdkowanych odlegoBci (tabl. 4)
mejdujemy najblizszg sobie/pare, Tworzg Jg powiaty 2 i 3, ktérych
odlegtosé wynosi 2.40, Po2aczenie tych dwéch powiatéw w jedng grue
pe daje podzial na 11 grup. Nastepnie w tablicy 2 znajdujemy nae
stepng najblisszg pare grup. S§ to powlaty 1 1 4, Igczgc je otrzy-
muje sie podziat na 10 grup. Nastepng najblisszg parg grup sg gru-
py (1,4) 1 (2,4). Wynika to stgd, se nastepna co do wielkoBci
Jest odleg2ost miedzy powiatemi 1 i 2, a jeden z tych powlatéw na-
lezy do jednej, drugi do drugiej z tych grup. Nastepng co do wiel-
kofei jest odlegoSé miedzy powlatami 1 1 3., Nie uwzgledniamy jeJ,
" bo 1 tak powlaty 1 4 3 nalesa jus do tej samej grupy. Kolejna co
do wielkoBci jest odlegiost miedzy powiatem 1 i powiatem 7, Powiat
7 zostaje polgczomy z grups, do ktérej nalezy powlat plerwszy.
Postepujge tak dalej otrzymuje sig cigg podziaidéw w tablicy 7.
" OdlegioBei, ktére decydujg o poigczeniu, sg wiadnie najmniejszymi
odlegiofciami miedzy grupami.

4,2.,4 Metoda najdalszego sgsiada (Complete linkage method)

Podobnio Jak poprzednio, metoda ta jest metods gczeniowsg
(Johnson, 1967). Inaczej nit metoda najblizszego sgsiada posiuguje
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sie ona wskafnikiem minimalnego podobiefstwa grup ms,, okreslone-
go wzorem (21), lub wskaZnikiem meksymalnej odlegZosci M miedzy
grupami (23).

Igczenie odbywa sig tak samo jak w metodzie najbliZszego sge
siada, z tym, Ze igczy sie grupy o najwigkszej wartoged majmniej-
szego podobiehstwa, lub, w przypadku odlegloscl, grupy o najmniej=
szej wartoSci najdalszej odleglosci., Niech takimi grupami bedg

¢® 1 (™ , eayut

"suv":;tx“rt lub
Md__ = min Md_,.
Ay = Ma N,

Wtedy tworzy sie nowg grupe
G‘(lnﬂ) o3 G\(xm) ua-sn) :

Pozostale grupy zostaj'q bez zmian,

Przykiad. .

Hierarchie podziatéw uzyskanych metodg najdalszego sgsiada
podano w tablicy 6.

Jak w metodzie poprzedniej zaczyna sie od podziaiu na 12 jed-
noobiektowych grup. Poniewaz najmniejsze odlegtoSci miedzy nimi
sg réwnoczednie najdalszymi,podziat na n-1 = 11 grup jest taki
sam co w metodzie najblizszego sgsiada. Dalsze podzisiy mogg sie
réznié, choclaz w neszym przykiadzie podzial na 10 grup jest iden-
tyczny, poniewaz odlegZo&Z powiatéw 1 i 4 jest réwnoczebnie naj=
mniejszg z najdalszych odlegtobci migdzy grupami, Ale juz podzial
na 9 Sr\lp‘ jest inny. Mianowicie najdalsze obiekty nalezace jeden
do grupy (1,4), drugi do grupy (2, 3), to powiaty 3 1 4 o odleg-
208ci 5.69. W tablicy odlegoSci uporzadkowanych opuszczamy wige
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odleg2osci miedzy powiatami 1 1 2, 1 i 3 oraz 1 i 7, Rastepna co
do wielkoSci jest odleg2o8¢ miedzy powiatem ? i powiatem 4 nalezage
cym do grupy (1, 4), wynoszgca 3.81. Odlegto&& ta jest wartofcis
wskafnika najdalszej odlegtoBci grupy zlozonej z powiatu 7 i grupy
zlozonej z powiatéw (1, 4), Jest to réwnoczeSnie najmniejsza z ta-
kich odlegoSci pozostaiych grup. Powiat siédmy zostaje wiec poig-
czony w jedng grupe z powiatami 1 i 4, Nastepne dwie odleglodci
d1’5 i d,‘_.5 opuszczamy, Powlatu 5 nie zaliczamy do grupy, do ktérej
naleszy powiat 1, poniewaz najwigksza odlegtost powiatu 5 od tej
grupy to odleg2osé miedzy powiatami 5 i 7 réwna 6,30, Nastepna to
odlegtosé miedzy powiatami 5 i 6, i te dwa powiaty zostaja poigczo-
ne W jedng grupeg.

Postepujac dalej w ten sposéb uzyskuje siq podzialy podans
w tablicy 4.

4,2,5 Metody podziatowe Huberta

Metody te (Hubert, 1973) sg takie hierarchiczne, W odréznieniu
od metody najblizszego sgsiada zaczyna sig postepowanie od jednej
grupy obejmujgcej wszystkie obiekty, Liczbeg grup zwieksza sie¢ krok
* po kroku o jedng przez rozdzielenie grupy na dwie wedtug okreslone]
zasady. Istniejg trzy réizne wersje zasady podziaiu, ktére oznaczone
beds przez A, B i C, Pierwszy krok podziaiu jest wspélny wszystkim
trzem wymienionym wersjom.

Przypubémy, ze w kolejnym kroku uzyskalifmy m grup
Gs.). Ggm), seey Gﬁm). Znajdujemy te grupe, G&m), ktéra zawiera
najbardziej niepodobne (najdalsze) obiekty. Niech to bedg obiekty
By 1 4y . Grupa G{™ szawierajeca te obiekty bedzie grupa dzieloms
na dwie nowe, G’1i G'°, Obiekt A, zalicza sig do jednej z nich, np.
do G°, oblekt A; do drugiej, G'". Rozdzielanie dalszych obiektéw

http://rcin.org.pl



- I e
grupy G, do G" lub G’ odbywa sie juz wediug zasad réiznych dla
wersji 4, B1i C.
Wersja A.

Wéréd obiektéw grupy G, szuka sie obiektu Ay najbardziej niepo-
dotmego do oblektu A, lub A4y . Jezell obiekt A, Jest najbardzie]
niepodobny do A, zalicza sig go do gy G’’, jezeli jest najbar-
dziej niepododmy do Ay zalicza siq go do grupy G”., Postepowanie ¢
kontynmuuje sie wg nastepujgce] zasady. Za kazdym razém szuka sig
obiektu najbardziej niepodobnego do obiektéw zaliczanmych juz do
grupy G“lub G¢°‘ spoéréd pozostaiych Jeszcze oblektéw grupy 6.
Niech para takich obiektéw bedzie Ay 1 Ag. Wtedy, jesell A, nalefy
do G to A_ zalicza sie do G°*, jeseli natomiast A, nalesy do G°°,
to A  zalicza sie do G’. Grupy G°‘i G stanowiag nowe grupy przy po-
dziale na m + 1 grup. Wszystkie pozostaze grupy pozostajg bez zmian.

Przykiad. !

Hierarchie podziaéw uzyskanych tg metodg podano w tablicy 7.
Postepowanie zaczyna sig od jednej grupy zawlierajgcej wszystkie
obiekty.

Najberdziej niepodobne powiaty to powiaty 6 1 12 o odlegtofcli
d4(6,12) = 12,02, Zaliczamy powiat 6 do grupy G° a powiat 12 do gru=-
e

¥ tablicy odlegZosci (tabl. 1) lub tablicy odlegZoSci uporzgd
kowanych (tabl. 4) znajdujemy powiat najdalszy od powiatéw 6 lub
12, Jest to powiat 11, ktéry jest bardzisj odlegiy od powiatu 6
niz 12, Powiat ten zostaje zaliczomy do grupy G”°, do ktérej nie
nalezy grupa 6, Szukamy nastepnie powiatu, ktéry jest najbardziej
odlegly od powiatu 6, 11 lub 12, Jest to powiat 9, odlegly najbar-
dziej od powiatu 12, d(9,12) = 10.9%. Powiat ten zostaje zaliczony
do grupy G". Do tej samej grupy zaliczone zostajg nastepne kolejno
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powiaty 8, 5, 3, 24 1. -

Nastepna najbardziej odlegla para powiatéw, to powiaty 6 i 10,
a(6,10) = 8,99, Powiat 10 zostaje wiec zaliczomy do grupy G,
czyli do te] grupy, do ktérej powiat 6 nie nalezy,

EKolejne co do odlegosci to powiaty 6 1 8, Przypadek ten pomi-
Jjemy, bo powiat 8 zostal juz wczedniej uliczony do grupy G’ .

W ten sposéd otrzymujemy podzial wszystkich powiatéw na dwie
srupy

ng) =G = (6,9,8,5,3,2,1,7,%)
,gz) = ¢"° = (12,11,10)

Nalesy zwrécié uwege na fakt, se do grupy G2) naless powlaty
6 i 8 bardziej odlegle /A(6,8) = 8.37/nis powiaty 7 1 12 /d(7,12) =
8.82/oraz 4 i 12 |a(4,12) = 8,73/ nalesgce do réinych grup.

Jety zdecydowaé, ktéra z obu grup bedzie w nastepnym kroku
dzielona, trzeba snalefé w jednej 1 drugiej grupie pare najbardziej
odlegkych powiatéw. W kgmpie pierwszej sg to powlaty 6 1 8 o odleg~
Zo8ci d(6,8) = 8.97, w grupie drugiej powiaty 10 i 12 o odlegZoSci
a(10,12) - 7.28. Poniewat grupa pierwsza jest w tym sensie bardziej
niejednorodna, ona wiasnie podlege podzieleniu, Oznaczamy grupe,
ktérej poczgtkiem jest powiat 6 przez G°, grupe, ktérej pierwszym
obiektem jest powiat 8 przez G°°. Postepujgc jak poprzednio, ogra-
niczajee sle jednak do obiektéw nalesacych do Gi2) otrzymujemy ne--
stepujgce rozbicia:

G = (6,2,%,5)
6" ‘= (8,9,3,2,1)
Wprowadimy nastepujgcsg numeracje:

& -
Gg)) - G
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Eontynuujgec opisane postepowanie otrzymuje sig¢ kolejne podzialy
Jak w teblicy 5.

Wersja B .

Jak w wersji A dwa najbardziej niepodobne obiekty A, 1 A, sg
pierwszymi obiektemi grup G'i G°°., Szuka sig teraz obiektu najbar-
dziej podobnego (najblizszego) do Ay lub Ay Niech obiektem tym
bedzie obiekt Age Jezeli obiekt ten jest podobniejszy do Ak, to za=-
licza sie go takze do G', jezeli jest podobniejszy Do A, zalicza
sie go do G’“ . Postepowanie to kontynuuje sie wediug nastepujgce]
zasady. Za kazdym razem szuka sig w G, obiektu najbardziej podobne-
g0 do ktéregoé z obiektéw G° lub G°’. Niech parg takich obiektéw
bedg A, i Ay . Jegeli A, nalezy do G° to A, zalicza sie takse do
Gy Jezeli A, malesy do G°", to A zalicza sie takze do G°.

.

Przykiad.

Hierarchig podziaiéw uzyskang wersjg B metody podziaiowe]
przedstawiono w tablicy 8.

Tak samo jak poprzednio dwa najbardziej niepodobne powiaty,
powiat 6 i 8 tworzg poczatki dwéch mowych grup. Niech powiat 6 be-
dzie poczgtkiem grupy G°, powiat 12 poczgtkiem grupy G"°.

Nastepnie szuka sie obiektu najbardziej podobnego do 6 lub 12.
Najblizszy jest powiat 5 do powiatu 6., Powiat ten zostaje zaliczo-
ny do grupy G’ . Szukamy teraz nastepnego powiatu o najmniejszej
odlegZokei od powiatéw 5,6 lub 12, Okazuje sig, e jest to powiat
1, ktéry jest najblizszy do powiatu 5 /d(1,5) = 4.02/. Powlat ten
zostaje zaliczomy do G°. Postepujac w ten sposéb zaliczamy kolej=
no do grupy G'powiaty 4 ,sa(1,4) = 3.11/, 2 /d(1,2) = 3.14/,

3 /a(1,3) = 2.40/, 7 /4(1,7) = 3.78/, 9 /4(3,9) = 4.78/,
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8/a(8,9) = 5,08/, 10 /d(5,10) = 5.25/ 1 11 /a(10,11) 5 4,26/,
Grupa G” skiada siq wigc z wszystkich powiatéw z wyjgtkiem 12,
ktéry tworzy odrebng grupe.

Oznaczamy Gsa) =G i ng) = G°°, Poniewaz grupa Gga) jest
jednoelementowa podziatowi podlega nastepnie Gga). Parg najbar-
dziej odlegiych powiatéw w tej grupie sag powiaty 6 i 11 i one
" stanowig poczatki nowych grup G i G°°. Stosujac to samo postepo-
wanie co poprzednio, otrzymuje sig¢ nastgpujgcy podzial na grupy

{3 = 6" = (6,5,1,4,2,3,7,9,8)
Gé” = G ’= (11,10)

Trzecia grupa zostaje bez zmtan G3P) = 652) |

Z tych grup najbardziej niepodobng pare powiatéw zawiera gru-
pa GSB). 83 to powiaty 6 1 8, One to tworzg poczgtek dwu nowych
grupe

Rontynuowanie postepowania daje takie podzigh Jak pokazano
w tablicy 8.

Wersja C.
Poczgtek podziaiu grupy G, na grupy G i G’" jest taki sam

, co w wersjach A i B, Zmiana nastepuje dopiero od przydzielania
dalszych obiektéw. Zasada jest nastepujgca. WSréd pozostalych
Jeszeze w grupie G, oblektdw znajduje sig¢ obiekt, ktérego najmniej-
szy wskafnik podobiehstwa do obiektéw zaliczomych juz do grupy B~
lub G°° Jjest najwlekszy. Niech to ma miejsce dla obiektdéw Ag i Agy
pPrzy czym Ay Jest obiektem pozostalym Jeszcze w G“. Obiekt Lt 20=-
staje wtedy zaliczony do tej samej grupy co A.

Przykiad ‘
Podziaty uzyskane wersjg C metody podziatowe] podano w tabli-
cy 9.
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Poczatek jest taki sam jak w wersji B, Poczgtkiem grupy G*°
jest powiat 12, Podobnie jak poprzednio do grupy G  zaliczony zo-
staje najpierw powiat 5 jako najbliZszy powiatu 6., Nastepnie szu-
kamy powlatu, ktérego wigksza odlegosé do powiatu 5 1 6 jest naj-
mniejszg. Jest nim powiat 4, / d(4,5) = 4,04, 4(4,6) = 4,99 /; Po-
niewaz nie ma takiego powiatu, ktérego odlegosé od powiatu 12 by-
2aby mniejsza niz 4.99, powiat 4 zaliczony zostaje do grupy G'.
Szukamy teraz powiatu, ktérego najwigksza odlegZoSé do powlatéw
6, 5 i 4, naletgcych do G, jest mozliwie mala, Powiatem tym jest
powiat 1, Odleg2osé ta wynosi d(11,6) = 5.74., Poniewas nie ma tak-
te powiatu blizszego 112, powiat 1 zaliczony zostaje do grupy G .
Szukamy ponownie powiatu, ktérego najwigksza odlegtosé do powiatéw
grupy G° jest mozliwie mala. Jest nim powiat ? z odlegloScig
d(6,7) = 6,63, Poniewas jednak powiat 11 jest bliZszy powiatowi
12, najpierw zaliczamy 11 do grupy G ~.

Znajdujemy nastepnie powiat, ktérego najdslssa odlegiodé do
powiatéw G°° jest mozliwie mata. Jest nim powiat 10 z odleg2oBcisg
d(10,12) = 7.28, Poniewa: najwigksza odlegiosé powiatu 7 od grupy
G° jest mniejsza nii najdalsza odlegosé powiatéw 10 od grupy G °,

zaliczamy najpierw powiat 7 do grupy G’ . Postepujac w ten sposéd

dalej otrzymuje sie podziai
652) =G = (6,5,4,1,7,2,2,9,8)
Gga) =G "= (12,11,10)

Dalsze podzialy podane s§ w tablicy 3. W naszym przykiadzie
wersja C dala te same wyniki co wersja A. Zbiezmosé ta jest przy-
padkowa.
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4.2.6 Metoda gczonych par Sokala i Michenera (pair-group method)

Sokal i Michener /Sokal, Sneath, 1963/ s3 autorami grupy me-
tod, ktére pozwalaja uwzglednié nie tylko ekstremalne wartoSci
wskafnikéw podobiefistwa (lub odlegZosei), aie wszystkie wskaZniki
podobiefstwa wszystkich grup. :

Jako przyktad oméwimy metode Zaczonych par grup., Metoda ta jest
metods lgczeniowg. Podobnie jak w metodzie najblizszego sgsiada,
taczy sie¢ na kazdym etapie dwie "najpodobmiejsze™ grupy w jedng no-
was Podczas gdy w metodzie najblizszezo sasiade podobiehstwo dwéch
grup mierzy sie maksymalnym wekafnikiem podobiefistwa, to w metodzie
Sokala i Michenera podobiefistwo dwSch grup mierzy sie &fedniq War-
totcig wspbéiczynnikéw podobiehstwa miedzy obiektami nalezacymi do
résnych grup. Oznaczamy przez S(Gy,G,) jakakolwiek &rednig wartoé
wepélczynnika podobiefistwa miedzy obiektami nalezgeymi do grupy G,
a obiektami nalezgcymi do grupy G. .

Postepowanie w metodzie lgczonych par jest nastepujgce: zaczy=
ne sie od n grup jednoelementowych. Igczy sie w grupe pare obiek=
* téw najbardziej podobnych, Niech to bedg obiekty Ag i Ag, 1 niech
8 < t. Utworzong z nich grupe Oznaczamy przez ng'”. Nastepnie
w tablicy wskafnikéw podobiehstwa skresla sie wiersze i kolumny
odpowiadajace obiektom A, i Ay . Wprowadza sie natomiast kolumne
i wiersz dla grupy ng' 1), gdzie wpisuje sie érednie wskafniki po-
podobiehstwa S(Ay, 6{®=1)) pozostaiych obiektéw Ay i obiektdw na-
lezgcych do grupy ng'f). Tablice te oznaczamy przez T,. Na
podstawie tablicy T.' znajduje sie z lgolei grupy najbardziej podob-
ne. Mogs to byé dwie grupy jednoelementowe lub grupa jednoelemen=
towa i grupa dwuelementowa ng'”. Obie te grupy taczy sie w nows
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grupg. Grupa ta otrzymuje numer réwny mniejszemu numerowi gczo-
nych grup i gérny wskafnik réwny (n-2), W tablicy T, skredla sie
wiersze i kolumny odpowiadejgce obu polgczonym grupem i wprowadza
wiersz i kolumne, w ktére wpisuje sie frednie wskafniki podobiefi-

stwa S(Gin"’), G‘(ln"'n pozostaltych grup do grupy' G‘(ln"’). Nowg tab-
lice o@cm przez Tse.

Przypusémy, 2e w kolejnym kroku mamy m = n-g grup i tablice
- érednich wekafnikéw miedzy nimi T, . W tablicy tej znajdujemy naj-
bardziej podobne grupy. Niech nimi beds 5™ 1 6{™), Grupy te 2a-
CZymy w nows grupe G&""U. ﬁ.rabncy Tg skreflamy wiersze i kolum-
ny odpowiadajace grupom G‘(ln) i G:), wprowadzamy natomiast kolumne
i nowy wiersz dla grupy Gfl"”) , W ktérej wpisuje sie obliczone
$rednie wskafniki podobiehstwa. Postgpowanie to powtarza sie az do
uzyskania jednej grupy zawierajgcej wszystkie obiekty. :

Przy. stosowaniu tej metody mozna korzystaé z réimych ax;osobév
$éredniowania miar podobiefstwa., Najprostszym sposobem jest obli-
czanie Sredniej arytmetycznej wskafnikéw podobiehstwa Euv miedzy
elementami jednej i drugliej grupy 2zgodnie ze wzorem (24).

Metoda gczonych par moze by¢é uogélniona w metode dopuszczajg-

ca jednorazowo aczenie wigkszej iloSci obiektéw lub grup.

Przykiad.
Podzialy uzyskane metods gczonych par Sokala i Michenera poda-

no w tablicy 10. Tablica 11 zawiera pomocnicze obliczenia odlegZoSs-
ci miedzy tworzonymi grupami. Odlegtosci te obliczane sg jako Sred-
nie arytmetyczne odlegoSci miedzy obiektami nalezgcymi do obu grup
wed2ug wzoru (24).

Metoda ta jest %gczeniowa. Zaczynamy od podziaizéw na 12 grup
ztozonych z poszczegdlnych powiatdw,

Z tablicy odlegtosci znajdujemy pare najpodobniejszych powia-
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téw, Sg nimi powiaty 2 1 3. Oba te powiaty tworza nowg grupeg. .
Oznaczamy jg zgodnie z umowg przez Gg") « W tablicy pomocniczej
skresflamy wiersz 2 1 3 a pierwszg kolumng i pierwszy dodatkowy
wiersz oznaczamy przez Gg_"). ¥ kolumne t¢ wpisujemy odleglofci
pozostaiych powiatéw od grupy ng) ztozonej z powlatéw 2 i 3,
obliczonej jako fredniej arytmetycznej. Tak wiec odlegio$é po-
wiatu 1 od grupy GZ(") wynosi
2228 + 3.70 . 340,
2 L

Z tablicy odleglofci, uzupeinionej kolumng ng) i z pominigciem
powiatéw 2 i 3 znajdujemy parg najmniej odlegiych grup. Sa to po-
wiat 1 i powiat 4, Oba te powiaty tworzg grupe, ktérej dajemy nue-
mer Ggw) + W tablicy dodatkowej skreslamy wiersze odpowiadajace
powiatom 1 % 4,

Drugg kolumne i drugi wiersz dodatkowy oznaczamy przez Gsw).
W kolumne te wpisujemy odlegZoSci do grupy Gsw). W pierwszym do-
datkowym wierszu tej kolumny wpisana jest Srednia arytmetyczna od-
legiobei powiatéw z grupy ng) i z grupy Gglo) , czyli

ac1,2) + d4(1,3) + da(2,4) + d(3,4) _

'

30141 + 3,703 + 5.151 + 5.688 _ 4.42,
4

Najblizszg pars grup jest grupa ziozona z powiatéw 5 i grupa
‘6210). Powstaje z nich nowa grupa G$9). W tablicy pomocniczej
skredla sie wiersz odpo-iadajqcy{ powiatowli 5 oraz wiersz odpowia=
aajacy grupie 6§1°), W nowej kolumnie, zatytutowanej przez 6§,
wpisuje sie odlegosei pozostaXych grup do tej grupy.

Kontynuowanie postepowania daje dalsze podzialy, wyszczegdl-
nione w tablicy 12.
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4,3 Grupowanie przy z g6ry zadanym kryterium optymalnoSci

Przypubémy, te przed grupowaniem mamy sformulowane kryterium
optymalnoSci K(P . Szukamy teraz takiego podzisiu badanego zbio-
ru obiektéw, dla ktérego funkcja celu K osigga swoje ekstremum,
maksimum lub minimum w zaleznoSci od sformuowania kryterium,
Znalezienie optymalnego podzialu jest w zasadzie mozliwe drogg
tzw. wyliczania. Mianowicie dokonuje sig po kolei wszystkich moZe
liwych podzialéw na ustalong ilos¢ g grup. Dla kazdego podziaiu
oblicza sie wartosé funkcji ‘celu K, Poniewaz 1105¢ mozliwych po-
dziaéw jest skoficzona, mozliwe jest wskazanie podziaiu najlepsze-
go w my8l kryterium K., Ze wzgledu jednak na bardzo duzg ilos& moz-
liwych podziaiéw nawet przy umiarkowanie duzej liczbie obiektéw,
zadanie to wymaga zbyt duzego nakZadu pracy rachunkowej lub staje
sie wrecz niewykonalne r:awet przy usyciu bardzo szybkich maszyn
liczgcych, i

Sformutowane zadanie upraszcza sig, jezeli ograniczyé sig do
podziatéw higrarchicznych /Ward, 1963/. Zasada postepowania jest
nastepujgca. Stosuje sig procedure podziaiowg lub tgczeniowg wy-
bierajgc w kazdym kroku ten podzia grupy, lub to poZgczenie
dwéch grup, ktére jest najlepsze w sensie uzywanego kryterium,
Ograniczenie sie do metod podziaiowych i Xaczeniowych zmniejsza
znacznie iloSci mozliwych podziaidéw i upraszcza zadanie, Trzeba
Jednak zdawaé sobie sprawg, Ze postepowanie to nie musi prowadzié
do podziatu optymalaego w sensie absolutnym, co wigecej, nie wiado-
mo jak bardzo uzyskany podzia rézni sie od optymalnego.

Inne podejScie do zagadnienia grupowania przy z géry zadanym
kryterium, to stosowanie réznych metod kolejmych przyblizeh. Ogél-
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na idea tych metod jest ta, Ze znajduje sie wstepny podzial przy=
blizony na ustalong ilosé grup. Podzial ten poprawia sig nastep-
nie réznymi metodami numeryczmymi.

5« PORZJDEOWANIE LINIOWE

W poprzednich rozdziatach zajmowalifmy sie prawie wytacznie
zagadnieniami klagyfikacji, tj. zagadnieniaml zwigzanymi 2z podzia-
Zem zbioru obiektéw na grupy jednorodne, W wielu zagadrnieniach
taksonomicznych powstaje potrzeba uporsedkowania badanych obiek-
téw, tzn: przedstawienia w sposéd formalny struktury podobiehstwa
miedzy badanymi obiektemi. Kasda hierarchia podzialéw stanowi ta-
kie uporzgdkowanie., Inne uporzadkowanie daje najkrétszy dendryt.

W metodzie Czekanowskiego kolejno8é obiektéw odpowiadajaca
najlepszemu diagramowi stanowl uporzgdkowanie liniowe; W uporzgd-
kowaniu takim wystepuje element pierwszy i element ostatni, a dla
kazdej pary obiektéw mozna orzec, ktéry 2 nich jest w uporzgdkowa~-
, niu mze'st:iedaza. Uporzgdkowanie liniowe jest z wielu wzgledéw po--
%Zgdane, Oryginalna metoda Czekanowskiego jest w praktyce bardzo
zmudna i ze wzgledu na brak kryterium wyznaczajgcego najlepszy diae-
gram nie do zalgorytmowenia do obliczef maszynowych, Powstaly
ostatnio dwie metody porzgdkowania liniowego, ktére sg obiektywne:
i mogg byé zaprogramowsne na elektroniczne maszyny cyfrowe,

Metoda plerwsza jest pewns formalizacjg idei Czekanowskiego
/Szczotka, 1972/. W metodzie Czekanowskiego drogg przestawieh wiers-
szy i kolumn teblicy miar podobiefistwa szuka sie takiego diagramu,,
by wzdiui gibéwnej przekatnej ukiadaly sig mozliwie duze wskafnikii
podobiehstwa, a w miare oddalania sie od niej, coraz mniejsze.
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‘De intuicje postuzyly do sformulowania nastepujgcego kryterium:
miarom podobiehstwa przypisuje sie wagl w zaleznoBei od odlegios-
ci od gtéwnej przekgtnej. I tak, miarom znajdujgcym sie tuz przy
przekatnej gidwnej przypisuje sie wage 1, wspéiczynnikom znajdujg-
cym sie o dwa kroki od gérnej przekgtnej wage 2, wspéiczynnikom
oddalonym o trzy kroki od gérnej przekgtnej wage 3 i tak dalej.
Jako kryterium dobroci uporzgdkowania uwaza si¢ sume wazong wszyst-
kich miar podobiefistw, czyli w zapisie formalnym

< p-1 p-v
Q (a4, 85y seey 8y) -{_-:1 v E d’r- o
dla odlegtosci
p-1  p=v
SR Y S e e

dla wskafnikéw podobiehstwa.

Liczby a4, 85y ees, &, 5§ numerami obiektéw po przestawieniu;
Za optymalne uznaje si¢ uporzgdkowania, dla ktérych Q™ jest nag-
wigksze lub Q najmniejsze. Odpowiedni algorytm pozwala znaleféé to
uporzgdkowanie, ktérego nie mozna poprawié przez przestawienie
dwéch tylko obiektdéw, Nie musi to byé uporzgdkowanie absolutnie
najlepsze, zebrane jednak dotgd dosSwiadczenie wskazuje na to, fe
uzyskuje sie uporzadkowania bardzo dobre. ;

Idea metody drugiej /Z. Piasecki, 1971/ jest nastgpujgca. Szu~
ka sie dla kazdego obiektu 13 takiej liczby yj, by réznice miedzy
wyjsciowymi odlegioBciami obiektdéw di;l a odlegioBciemi obliczonymi
jako bezwzgledne wartosci réznic d;j = |yy = 5| byly mozliwie ma~

e, czyli by
n
Z . 2
F= - = minimum,
1= -1(613 4y
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Tdczby ¥, Top eeey Tp mo#na interpretowaé jako wspéirzgdne obiek-
téw na prostej. Ich wielkosé porzadkuje obiekty liniowo,

6. REDUKCJA ILOSCI ZMIENNYCH

W niniejszym rozdziale zajmowaé sie bedziemy przypadkiem, gdy
badane obiekty scharakteryzowane sg cechami wielkoSciowymi,

Zagadnienie klagyfikacji upraszcza sie¢ znacznie, jezell obiek-
ty scharakteryzowane sg jedng tylko cecha, np. X. W tym przypadku
wartosci cechy porzadkujg obiekty liniowo, Odleg2oSci miedzy obiek-
tami oblicza sie jako bezwzgledne wartosci réznicy wartosci cech
‘15 =%y - xa]. Okazuje sig, e jezeli obiekt Aj wystepuje w upo-
rzgdkowaniu migdzy obiektami 11 i Ay to dlk = d‘id + ddk' Z tej
wtadciwodci wynika, Ze optymalne podzialy na grupy Jjednorodne pow-
stajg przez "pociecie" uporzgdkowania liniowego. To znaczy, ze je-
$eli dwa obiekty nalezg do tej samej grupy, to wszystkie obiekty
posrednie tez do niej naleza.

w ;;rmadkn,- gdy obiekty scharakteryzowane sg para cech (x,y),
mozns Jje przédsta.wié jako punkty na ptaszczyZnie, Otrzymuje sig
wte& obraz wzad\enmych odlegtosci migdzy obiektami, z ktérego at-
wo moze wynikmaé przydatny podzie: na grupy.

Z przytoczonych argumentdéw widaé korzysci, jakie wynikajg z o=
graniczenia ilosci zmiennych opisujgcych obiekty do jednej 1lubd
dwéeh, oraz %z korzystania z uporzgdkbwania liniowego, ]

Zajmiemy si¢ majpierw sprawa wykorzystania uporzgdkowania li-
niowego do podziaiu na grupy. W metodzie Czekanowskiego heurystycz-
ny podziaz na grupy wyiania sie w trakcie tworzenia diagranu..
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Kazde z przedstawionych powyzej uporzgdkowaf liniowych mozna
wykorzystaé w celu uproszczenia podzia?u na grupy w przypadku sfore
mutowanego kryterium., Rozwaza sie¢ miasnowicie tylko podzialy powsta=-

" e przez "pociecie" uporzadkowania i wybiera sig ten, ktéry przy
ustalonej iloSci grup daje optimum w sensie rozwalzanego kryterium,
Tlo&¢ wszystkich pocieé, ktére nalezy sprawdzié jest znacznie

‘mniejsza niz iloS¢ wszystkich mozliwych podzialéw i moze byé sprawe-
dzona w stosunkowo krétkim czasie, Przy takim postepowaniu korzysta
sie z uporzgdkowsnia liniowego przy samym podziale, natomiast war-
tosé kryterium oblicza sie korzystajac z tablicy miar podobiefhstwa
lub odlegobei, :

Przejd‘my teraz do zagadnienia zast@ienia drogag rachunkowg
wyjsciowego zespoiu cech przez mniejsza liczbe nowych zmiennych.
Zagadnienie takie nazywa sie zagadnieniem redukcji iloSci zmiennych
lub redukcji wymiaru. Jek juz wspomnieliémy, zainteresowani jestes-
my w redukcji wyjsciowego zbioru cech do jednej lub dwéch zmiennych.

Oczywiscie redukcje iloSci zmiennych chce sie przeprowadzié z
mozliwie mas utratg informacji. Nadajg sie do tego najlepie]j tzw.
sktadowe giéwne Hotellinga.

Dla przedstawienia ich wlasciwoSci bedziemy postugiwaé sig ine
terpretacja geometryczng, Obiekt scharakteryzowany wartoSciami
dwéch cech X, i 12 mozna przedstawié jako punkt P na piaszczyie
nie o wspéirzednych (x,, x2). Podobnie obiekt scharskteryzowany wale
tobciami trzech cech Xy X 1 13 bedzie reprezentowany przez punkt
P w przestrzeni tréjwymiarowej o wspbéirzednych (x,, Xo, x3). Formal-
nie mozna obiekt scharakteryzowany wartosciami P cech X,, Xy eeey
xp nazywaé punktem P o wspéirzednyeh (xX,, X5, ses, xp) w przestrze-
ni o p wymiarach, Majgc zbiér punktéw przeprowadfmy prostg L i
zrzutujmy prostopadle wszystkie punkty P, na nig, Oznaczmy przez
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P‘Z‘ rzut punktu P; na prostg L. Diugosé odcinka (PJ' PS) 0d punke
‘tu P3 do jego rautu Ps jest nSwna odlegosei Pj od prostej L. 2a
pomocg odpowiednich rachunkéw mozna wyznaczyé te prostag, ktéra
Jjest najblizsza punktom rozwazanego zbioru, tzn. taks prosty, Ze
suma kwadratéw odlegtosci punktéw od niej jest najmniejsza

n
2 gy
E a%(py, P}) = minimum

Na prostej tej wprowadzemy skale, umieszczajac jej poczgtek w érod-
ku zbioru 1 uzywajgc takich jednostek jak na pozostakych oslach,
Prosta ta nazywa sie pierwszg osig gibéwng zbioru punktéw. Oznaczuy
PrIes ¥q4 wspéirzedna punktu P:‘l na tej osi. Wartosé ta jest okresde
lona sumg wazong wartoSci (unormowanych cech)

TR P U hatag Fove T Sty

Zmienna ta nazywa si¢ pierwsza sktadowa giéwng zespoiu cech
(x4y eoey xp). Poniewaz suma kwadratéw odlegtofci miedzy punktemi
PJ a ich rzutami P3 Jjest mozliwie mala, tracimy mozliwie mao in
formacji zastepujac wspéirzedne punktéw Py, czyli wartoSci cech,
przez wspéirzedne punktéw P:’l' czyli wartoBci pierwszej skiadowej
© gtbwnej.

Jezeli posiugujemy sie wartoSciami unormowanych.cech to dredni
kwadrat odleglosci punktéw od pierwszej osi gidéwnej jest réwny
P
E sf - A., il - -11
gdzie A , jest réwna éredniemu kwadratowemu odchyleniu wartofel
pierwszej skladowej giéwnej, czyli

A1 '% ’i T3

J=1

Zaréwno wartosé A , Jak 1 wektor wspéiczynnikéw
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¢q = (Cqq0 Cqo0 ooy c,é} wyznacza sie rachunkowo, Warto&é
jest tzw. najwigkszg wartoScia wiasng macierzy korelacji, a wektor
c1 pierwszym wektorem wtasnym -tej macierzy.

Przeprowadfmy przez poczgtek ukiadu proatq L2 prostopadlq do
pierwszea osi giéwne] Ly Obie te prostopadie wyznaczajs piaszczyz=
ne. Oznaczmy przez PJ rzut punktu PJ, a przez d(Pd’ Pj) odlegZo8t
punktu PJ od swojego rzutu P&'. 0Odlegosé ta jest jednoczefnie 04
legtoScig punktéw PJ od piaszczyzny wyznaczonej przez proste I, i
L,s Dobieramy prostg L, tak, by suma kwadratéw tych odlegtoSci byla
mozliwie mata, czyli by

n !

3_21 dZ(P. » B}*) = minimm,
Prosta L, speiniajaca ten warunek nazywa sig drugs osig giéwna.
Plaszczyzna wyznaczona przez Obie osie giéwne jest sposérdéd wszyst-
kich plaszczyzn piaszczyzng lezgcg najblizej punktdéw PJ. Jezell
rozpatrywany zbidr obiektdw scharakteryzowany jest dwiema cechami,
mamy tylko jedng takg piaszczyzng, mianowicie te, w ktérej znajdu-
Je sie uklad punktéw, Pododnie jak na pierwszej osi giéwnej wprowa-
dzamy podziatke na drugiej osi gidéwnej. Wspbirzedng rzutu punktu
Pj na te 0$ oznaczymy przez To5+ Jest to tzw, druga skiadowa gibw-

na, Oblicza sie ja jako funkcje liniows wartofci (unormowanych)
cech
o HBER ¢ e b R - TR
Wektor wspbezynnikéw ¢, = (C5qy Copy eesy cop) Jest tzw drugim
wektorem wiasnym macierzy korelacji cech x,, seey xp.
|
Sredni kwadrat odlegiosci punktéw g} od plaszczyzny wyznaczoe
nej przez obie pierwsze osie giéwne wynosi
n
2 ’
2_d (P;, ;") = » -A, -2,
J=1
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gdzie A 2 dest\érednin kwadratowym odchyleniem drugiej skadowej
gXéwnej. Jest to druga warto8¢ wiasna macierzy korelacji., Rzuty
punktéw rozpatrywanego zbioru ne plaszczyzng wyznaczong przezv obie
pierwsze osie giéwne sg punktami o wspéirzednych réwnych wartog-
ciom obu pierwszych skladowych giéwnych, Poniewaz odlegto&¢ punke
téw od tej samej paszczyzny Jjest najmniejéza w sensie minimum su~-
my kwadratéw, dlatego tez obie sktadowe giéwne najlepiej zastepujs
caly zesp6% zmiennych, : :

W wielu przypadkach okazuje sig, Ze poZozenie punktéw w prze-
strzeni wyznaczonej przez wyjsciowy 2zespél cech unormowanych nie-
wiele odbiega od polozenia na plaszczyZnie wyznaczonej przez obie
pierwsze sktadowe gidéwne.
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SPIS TABLIC

Odleg!:oéci miedzy powiatami o ¢« ¢ s o o o o .

Hierarchia podzialéw uzyskana drogg podziaiu
najkrétszego dendrytu w taksonomii wroclaw-

mean-..o.-o.o.aotoo.loc

frednie arytmetyczne ¥ i odchylenia standar-
dowe s oraz wartosci surowe i wartosci unor-
mowane 19 cech dla’ powiatéw: augustowskiego
/A/, bielskopodlaskiego /EP/ i rybnickiego

N. QLU 0% 0 & B IPTy . o 09 & 0 8o ¢ 8 @

Odlegtoéci uporzgdkowane wediug wielkosci ., . .

Hierarchia podzialéw uzyskana metodg najbliz-
sﬂzegosqsiadaa.-..‘..'.....‘....

Hierarchia podzialdéw otrzymana metoda najdal-
82eg0 88818d3 ¢ ¢« o 2 o o & 6 2 s o 0 & o o
Hierarchias podziaidéw otrzymana metodg podzia=-
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Hierarchia podzialéw otrzymana metodq podzia-
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Hierarchia podziatéw otrzymana metodg podzia-
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Hierarchia podiialéw otrzymana metodg 1§czo-
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Odlegtosci miedzy grupami dla metody gczo=-
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Tablica 1 0dlsgofes miedzy powlatemi
Numery
powlatéw 1 2 3 -4 5 3 ? 8 9 10 1 12
1 3.14 | 3,70 | 3.11 | 4,02 | 5.74 | 3.78 | 5.11 | 5,72 | 5.65 | 7.58 | 9.27
2 3.4 2,40 | 5.15 | 5.22 | 7.90 | 5.75 | 5.18 | 5.24 | 6410 | 7.60 | 9.66
3 3.70 | 2.40 5,69 | 4.96 | 7.95 | 6,38 | 5.14 | 4,78 | 5.25 | 7.52 | 9.69
4 3.11 | 5,15 | 5.69 4,04 | 4,99 | 3.81 | 7.30 | 6.58 | 6.05 | 8.13 | 8.73
5 4,02 |5.22 | 4,96 | 4,04 4,24 | 6,30 | 6,47 | 5,07 | 6.68 | 9.39 | 10.39
6 5,74 | 7.90 | 7.95.| 4.99 | 4.24 6,63 | 8.97 | 8.61 | 8.99 | 11.48 | 12,02
? 3.78 |5.75 | 6.38 | 3.81 | 6,30 | 6.63 6.74 | 7.82 | 5.65 | 6.86 | 8,82
8 5.11 | 5.18 | 5,14 | 7,30 | 6.47 | 8,97 | 6.74 5.08 | 5.90 | 7.44 |10.48
9 5.72 |5.24 | 4,78 | 6,58 | 5.07 | 8.61 | 7.82 | 5.08 5.80 | 8.36 | 10,94
10 5465 |6,10 | 5.25 | 6,05 | 6,68 | 8,99 | 5.65 | 5.90 | 5.80 4,26 | 7.28
n 7.58 [7.60 | 7.52 [ 8.13 | 9.39 [11.48 |6.86 | 7.44 | 8.36 | 4.26 6.12
12 9.27 |9.66 | 9.69 | 8.73 |10.39 (12,02 | 8.82 [10.48 | 10,94 | 7.28 | 6,12
* 1 starogard 5 Kutno - 9 Debica
2 Skierniewice 6 Inowroczaw 10 Sanok
3 Jedrzejdéw 7 Stupsk 11 Lesko
4 Rydgoszcz 8 Kofiskie 12 Ustrazyki
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Tablica 2 Hierarchia podzia*éw uzyskana drogg podziaiu
najkrétszego dendrytu w taksonomii wrociawskiej
‘:;;:d Podzialy ‘
1[0 e PRI i FERS NER T E PRI D R e (IS -
- 100 WG E I VO Y RN SR - s IR DR TS, T
Y0 ATt e TUREE VSl T P R TR e
$2lil1e . 2y Bk By LSYT G SISO (8) < (10 TR R
N R PR PR R o P8 (91 (10, SERNEE2)
6 16y 2, 3 M 5,06, 9 (8) (9) (10) (3). BN
7 BN @y By iy By ) (B €8) 5 9)  (10)- (I )ERE Y
8 (25 3, Ay 7Y (8) (6) F (8) " (9) 2 (I0)  (15) Eue)
9. L C1 &y - 5y A) < (5) . (8) (7). (8)¥i(9) 4(10) {AN)T2)
10 [(1, 4) (2, 3) (5 (6) (7) (8) (9 (10) (131) (12)
11 (1) (2, 3)5 44) 1iC5) (6) (7)) (8)" (9) (10) . {11)12)
12 1(1) . (2) «(3) (a)=(5). (6) (7) (8) (9) (10) (11):K3)
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Tablica 3 Srednie arytmetyczne X i odchylenia standardowe s

oraz wartofci surowe i wartoSci unormowane
19 cech dla powiatéw: augustowskiego /A/, bielskopodlaskiego /BEP/ i rybnickiego /R/

Wartofci surowe cech

|
WartoSci unormowane cech

Cechy 3 s
A EP R A EP R
1. Liczba zatrudnionych na 1 gospodarstwo 1.93 ° 0,51 2.3 2.2 0.5 |' 0,77 0,55  =2.79
2. Powierzchnia uzytkéw rolnych na 1 gospodarstwo 4,77 1,68 8,1 6.3 1,0 1,98 0.91 224
3, Liczba zwierzat w sztukach duzych na 1 gospodarstwo 4,65 1,52 6.7 5.9 0.9 1.36 0.82 -2.47
4, Produkcja globalna na.1 gospodarstwo 89.79 29,03 [106.2 91.0 25.4 0.56 0.04 2422
5. Liczba zatrudnionych na 100 ha uzytkéw rolnych 48,05 20,63 30.6 3647 116,7 -0,85 =0.55 3433
6, Liczba zwierzat pociggowych na 100 ha gruntéw ornych 16,14 3.27 16.7 18,2 1151 0.17 0,63 1,54
7. Mechaniczna sia pocisgowa HP/100 ha gruntéw ormych 14,81 8,15 7e1 59 27.2 =0,95 «1.09 1.52
8. Nawozenie mineralne kg NPK/1 ha gruntéw uprawnych 129.98 32.48 [139.8 84.7 167.3 0.30 -1.39 1.15
9. Intensywnosé i system rolniczego uzytkowania ziemi 0,993 0.019 0.99 0.97 1,00 | =0,16 -1,19 0,36
10. Procentowy udziai upraw trwaiych w powierzchni uZytkéw rolnych 1.034 1.395 0.6 0.2 2.2 =0,31 =0,60 0.84
11, Procentowy udzial uzytkéw zielonych w uzytkach rolnych 21,17 9.33 44 4 28,8 20,9 2.49 0.82 -0,03
12, Intensywnos¢ chowu zwierzat sztuk duzych na 100 ha uzytkéw rolnyxh 75449 11.37 653 70.3 731 -0.90 -0,46 -0,21
13, Produktywnos¢ ziemi 18 019 3242 | 12 202 12 677 22 138 =1,79 ~1.65 1.27
14, Produktywno&¢ pracy 57 061 16 776 | 46 472 42 4732 53 261 «0.63 =0,87 =0,26
15, Stopiefh towarowosci 44,90 9,03 | 42.1 83,3 41,2 7| <0.31 «0.18 | «0M1
16, Poziom towarowoSci 8 253 2 668 5 326 5496 11 128 =1,10 -1,03 1,08
17. Procentowy udzial ludnoSci dwuzawodowej 21,19 11,50 8.1 74 59.2 -1,14 =1,20 3.31
18, Procentowy udzial produkcji zwierzecej w produkcji globalnej 44,31 5.06 3842 - 48,0 46 .4 =1,21 0.73 0.41
19, Procentowy udziat produkcji zwierzecej w produkcji towarowej 68,06 11,22 524 78.7' 7247 =-1,40 0.95 0.41
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Tablica 4 0Odlegtosci uporzadkowane wedug wielkoSci

Numery x) a ' Numery a Numery a
powiatéw powiatéw powiatéw
2-3 240 | 1-10 5.64 | 3 - 11 7.52
1«4 3.11 7 = 10 5.65 1«11 7.58
1-2 3.14 3 -4 5.69 2 - 11 7 .60
A =3 3.70 1=-9 5.72 7 -9 7.82
1=-7 3.78 1= 5.74 2-6 790
R T T R 5.75 | 3-6 7.95
1~5 4,02 9 - 10 .00 17 8T 83
4.5 4,04 8 - 10 5.90 | 9 - 11 8.36
5«6 4.24 4 - 10 6,05 6 -9 8.61
10 = 11 4,26 2 - 10 6,10 4 - 12 8.73
3«9 4,78 11 - 12 6.12 7 - 12 8,82
3 =5 4,96 5«7 6.30 6 -8 8.97
Gl - L e 638 | 6-10 8.9
5«9 5.07 5«8 6.47 1 =2 . . 9.22
8 -9 5.08 4 -9 6,58 5« 11 9.39
1-8 5.11 6 =7 6.63 2 - 12 9.66
3-8 5.14 5 « 10 6,68 3 - 12 9.69
2 -4 5.15 7 -8 6.74 5 =12 10.39
2 -8 5.18 7 -1 6,86 8 - 12 10.48
2=5 5.22 10 = 12 7.28 9 - 12 10,94
2=9 5.24 4 - 8 730 6 - 11 11.48
3«10 5.25 8 - 11 7 44 6 - 12 12,02
X 1 starogard 5 Kutno 9 Debica

2 Skierniewice 6 Inowrocaw 10 Sanok

3 Jedrzejéw 7 Stupsk 11 Lesko

4 Bydgoszcz 8 Eofiskie 12 Ustrzyki
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Tablica 5 Hierarchia podziaibéw uzyskana

metodg najblizszego sgsiada

Iégzga Podzialy

12 |(1) (2) (3) () (5) (6) (7) (8) (9) (10) (1) (12)
0 oD (2, 3) A (5) (6) (D (8) (9 (10) (1%) (12)
10 (1, 4) (2, 3) (5 (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12)
9 Jcr, 2, 3, 8) (5).(6) (7) (8) (9 (10) (1) (12)
BN, B, A7) 08) (6 (8) (9) 5 (10) (V) (1g)
2.l 2, B A, BT X8 (8) (8) C10) 113 (1)
GeliCr 2, 3,08 s g ey (8) @) (10) (51): (12}
SEIONT g AR R TR e (BY (). (e, T Y (1
SO R Bl s by B 9 8D, Ca0, 11 (1
Baky 2w m el el ge) (f0, A8 (b
] VR ORI Vol - A LR T WY N ST G
S R R VR K g edy 28y 8- 05 - Ty 18D
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Tablica 6 Hierarchia podziaidéw otrzymana
metodg najdalszego sgsiada

"é‘l’:;’( Podziaty

12 [(1) (2 (3) () () (&) () (8 (9 (10) (1) (12)
TR 1) (2, 3 (4). 45y (6) P B (9 10) (1Y G1a)
3105 (s - (&) (2,003 (5) {e) (7 (8): (9): SE10) . i E1) N 1)
9 iGNt By )25 365D T 08 (8) (9) TR16) (A1)
8. A Ry 2 (R B 3) K5 1 B) (8) M9 EC10). £ ET1R)
7016t % 7). (2 a-B) 5 5, 16) EB) L (M F 105 11)3612)
61 N N R 3 5, TRY €8, T 9) (e 11, (18)
9 (8 N B, 8y " SN (B 6) (8L 9)NL10,4 111 (D)
R |« PALERC WIRES M S NI NG R Y TR T R
-V [ AT R PO N Sl SRR D YO ¢ SR ot o B N
S {5 TR i MR e b ISR RN o T | TN PR [P R
e 2 15y e By 6y LR Bk 9 i 14 Gl e
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Tablica 7 Hierarchia podzia}éw otrzymana
metodg podzialowg A

%4 Podziaty
N ) - SANE NI TR RN e 105 A17rneed
2Ry 2y 1By SR, SRS NG PRERR VTN ) SRR o SR € PR
o TV AL N VR R il SR S R
S - ot THHRC ) TR ¢ SR ORIl R - SRR s DTN G -
SicHC, 8 By 8y S Y A8y NINEASE - 8Y (10 11X | §12)
g VRS- K. 5 M ¢ VR L i ¢ DR o B ¢ VR, R MR LSt 4 T
oMY, 2y 3) (8 ) By 7¥ L5, BY (1B < 11) 1)
Cslt, 2, 3 (@ (O B, M (5, & 10 (1) (12)
9CICY, @ 1 BY (8) 1 (9) Ry (7Y (8) M(8Y - (18], (11) (12)
10, 1(3, . c@g. 3) ' (8) (9) £&) () ¢5) '(e) -(30) (1) (12}
3101 €2y 3D (8): (9). (&) (7D (5) ' (6). £10) (1) '(12)
12101 ()1 (3) (%)Y €5)  (6) (7) ..(8) "(9) " K10) (13} (12}
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Tablica 8 Hierarchia podziaiéw otrzymana
metodg podziaiowg B

. Podzialy
1 - K1, 2, 3 4, S 6, ‘s 8, 9 10, 115 12)
"I VRO S S MU PR B ACUEE VR R RN
31K, 20 B % 806 %, T tey Taes 1) e
s 10 2 3 8,08, & 7, -9 (8 (10, 1) {428
5. [0 20 300808, 8 T (8) €9) (%0, . an) i)
6 1s 250 35 B, 8, 9) (6) (BY (9) (a9, ) Xi2)
21, 2 3 & 5 (6) () B (9 (10, 1) (12)
81, & 5) (2, 3) (6) (7) (8).(9) (10, 113 (12}
9101, & 5 (2, 3) (&) (M (&) (9 (10) (1) (12)
10 [, ) (2, 3 (5) (6 () (®) (9) (10) (1) (12)
1) 2, 3 @) () (6) () |® () () (n (2)
2 () (@ G @) () © ) @ (9 (10 (1) (12)
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Tablica 9 Hierarchia podziaiéw otrzymana

metodg podziatowg C

T

Liczba Podziazxy
grup
TAlCIR Taabn. By i By 8y T B Sy N0, TN, AR
-1 1 g T S SR TR S i TSRO0, T N 1)
SN 0805 3, L9 e AT B 0, 1 e
N Oy 2iREE B Oy Taet 8 Y U B LN, 3 KR
5401 (&3, 8, 9) (% 7). 15, 60 €10, 1) (12)
BT IO e Ry TR AN, L )5, 70 8) g - 9) 10, 1) (e
210 &R AR, 1R) 15, 6) (8) TRy T11) . (18]
8|1, 2, 3 (4, 7) (5, 6) (8) (9) (10) (1) (12)
91y 2, B) (& 7Y €8) (6) (8) (9) (1w0)y (11) (12)
WAy 2,2 03) (8) €5) (6) (7) (8) ' (9) (10) (1) (12)
el g e 3) ((4)1(5). . (6) (7 = (8) €9+ (10)- - £11)/ . .(12)
1201 (@) 1C3) L) £5) .+ (8). (7) “X8) TE9)(10): (11)::(12)
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Tablica 10 Hierarchia podziaiéw otrzymana
metodg *gczonych par

82"2:? Podzia;y
1279101955 (2)(3) (6. (5) 1(6) 1 (7). (BY2(9):.610) (11)5L12)
13, j(1)- (2, ~3) €&) (5). -(6) (7) (8). (9) (10) '(11) (12)
» 1011, 8). (2, . 3)+(8) £8) «?) (8) (9) (10) (11)€12)
9. KT, B T8I (2, "3).46) () (B) (9 (10) (11) (18}
B (e - a5 SN2, 3 (6)) A7) (B) 1€9) 105 1) i)
P8 2y By 8y B): €8) () (8): 49) (104 . 1) XIN)
Sy R By %) A6Y (7)) (8y 1 9) (10T YD)
ST, 2y B, Ty 8 By 09 BN ) 66y T ) - adk
RoACE, RN 3Ry By R B9 S(6Y 0, - 10 X1
3K, 2 SRy 8 B, 9 e 1 e e
2 Fik3a iy LB, Al Sy L il 16, 1) (12)
153 Lo TS SRR SR e RS AT TGS < LSRR Y R

http://rcin.org.pl




Tablica 11 OdlegtoSei miedzy grupami dla metody Xgczonych par
(6 5 4
Ggr') GgIO) ng) ng) Gg?) GB ) Gs ) GS ) °$3)
1 3.42
2
3 —
4 5.42
5 5.09 4,03
6 7.92 5.36 4,99 10.23 6.46 8.79 7.12 7.06 7.70
? 6.06 3.80 4,63 6.26 5.35 7.28 5.90
8 5.16 6.20 6.29 6.67 5.73
9 5.01 6.15 5.79 7.08 ° 5.40
10 5.67 5.85 6.13 —
i 7.56 ?7.85 8.36
12 9.68 9.00 9.46 6.70 9.57 7.90 9.09 9.06 8.58
(11)
GZ 4,42 4,64 6,62
10
a§19
a§® 6.93  6.87 6.90 T e
057) 5.56
a$®
o5 http://rcin.org.pl
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