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DÉVELOPPEMENTDES
FONCTIONS D’UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES INDÉPENDANTES

A L’AIDE D’AUTRES FONCTIONS DE CES MEMES VARIABLES

Soit U = F (x,lxi ∙∙∙ χ,,,) une fonction des wi variables indépendantes
zp zp zp ·t*z4t*',2 ∙ ∙ ∙ t^,m )V, = φ1(ar1x2...xm), V2 = φ2(x1a∙s...xm), ..., V„ = φ,, (j∙,x2 ... xm)étant des fonctions de ces mêmes variables, on demande de développer F (xix>2 ∙ ∙ ∙ sous la forme
(1) . . . F(ιr1j'2...⅛m) = i∕0 ÷ α1φ,(τ1x2...xm)-+-·.· ÷ σnφn(x1x2...'a∙m) ÷ R,a0, ai, ...,an étant des coefficients constants et R un reste fonction de
zp zp γ»<*'4<*'2 ∙ ∙ ∙ ∙*zm∙

Solution. — I. Posons æj = 6j -F- Λ∣ )x2 = 62 -+- Λ2,
∙l∙m = b,n ÷ VSoit Ψ ( tZ∕ ∣tZzw) ∙ ∙ ∙ · · · CtpCtp | 4 ) = W une fonction de xix2 ... xmcontenant les /> + 2 paramètres arbitraires αθ, al, cl2, ap9 ap+i,ret déter- minons-Ies par les conditions suivantes :

(2) w = 0, dw==O, diw = O, . . . d'w = 0, W,λ=4+a , 1 =4+A , =4 +A ,=O,' ' ' 1 1 1 a a i m m ml
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4 DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONSla minuscule w indiquant qu’après les différentiations, il faut faire tf1 = 61, xi≈bi, ..., xιn=bιn. (s est avec p dans une certaine relation définie ainsi que nous allons le voir.)On a pour un nombre général s} en se servant d’une notation connue,
, [d∖N , f/W , dW , V*,d'W = -----dxl + —— dxi h- ... ⅛- -— dxn,∖dxi dxi dx,n 1

Pour que c∕vw = (), quels que soient ⅛, dx,2, ...,dxmi chacun des termes du développementsymbolique précédent, qui sont en nombre -w^*^J~1 ≈ m,j doit être nul pour x{ = bl, x,1 = b2, ..., xιn = bιn, ce qui exige que l’on ait Ms conditions de la forme
d‘w(3) .........................................—;------ ;------- ~τ^ = θ ($1 + ¼ 4----- h s,n = s).

dx 1 dx2. . dx m
1 2 m·En faisant successivement 5 = 1, 2, 3, ..., s, on voit que les conditions générales (2) renferment M1 + M2 + ∙ ∙ ∙ + Ms + 2 conditions distinctes et exigent que l’on prenne pour p les valeurs de la suite

pi ==■ M∣, pi = M1 -+- Mj, jOj = M, 4- Mi 4- M3, ..., p, = M∣ 4- M2 4- ■··4- M,,c’est-à-dire, en général,
m ni . jh 4- 1 m . ni 4- 1 ... m + s — 1(4) ...............................p, =------- 1------------------ h ∙∙∙4----------------------------------- ·v ' t 1 1.2 1 .2... sPour m =-- 1 on aura donc p = 1, 2, 3, ...

» m = 2 » p = 2, 3, 9, ...
» m = 3 » p = 3, 9, 19, ... etc.

II. Supposons «0> «-i> ‰ ∙∙∙,⅜4- 1 déterminés conformément aux conditions précédentes. Si l’on donne à a?„ x2, · · ∙> xm les déterminations particulières
(5) ’............................................. X, = χ,(∕), Xi=Xi(i), ..., Xm = ‰(i),
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D’UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. S

t étant une nouvelle variable et χ1(∕), ..., χm(i) étant des fonctions sou­mises à la condition que, pour deux valeurs déterminées de t, O et 1 par exemple, on aitχ1(O)≈61, χ4(O) = 62, ..., χm(0) = 6m,χl(l)=41 + A∣, %2 (I) = ^2 ∕⅛, ‰ (1) = &,„ ÷ Λm,la fonction Ψ(irpz½ ... xmajai ... αp + 4) =≈ W sera une fonction de l que nous désignerons par wL}. En vertu des conditions (2) on aura doncww<> = 0, w’(ilo = 0, w'^o — O, ws(t)» = O, w(1) = 0,w’(z)o indiquant qu’après avoir pris la dérivée s,ème de w'z), il faut y faire t = 0.Si donc la fonction de l, et ses v premières dérivées 0<s÷1) sont finies et continues de t ≈ 0 à t = 4, on aura
(6) . . . . '........................wv<'>θ=0(0 < θ < 1)et l’on pourra substituer à la dernière des conditions (2), savoir : ‰ = ⅛1+a1,¾=⅛s + ⅛...⅛=⅛ + w.= 0> cetlθ nouvelle condition résul­tante (6).ÏII. Si maintenant, pour simplifier l’écriture, on désigne par (s)1, (⅛...,(s)m, les Mi systèmes des valeurs de s1, ¾, ..., sm dans les conditions (3), et par wWl, wt'% ... ww"* l’opération

dsιv

dχs, dχs'2... dχs,n
1 2 mpour ces différents systèmes de valeurs, les conditions générales (2) (déve­loppées, comme il vient d’être dit, en (3) et (6)) pourront s’écrire∣(*)1 <*)2 (*)»,. vwe

w == 0, w = 0, w =0, w = 0, w =0,

(2)1 (⅝ (2)m,w =0, w = 0, ..., ιυ = 0,
(s)l (s)2 (*)⅛fw =0, w — 0, w s = 0;

wv(i)o jndiqlιe qll,ji fa∏t prendre la dérivée ∙>l6nιe de et y faire t = Θ.
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6 DEVELOPPEMENT DES FONCTIONSIV. Posons :
w = ψ(χ1χi... χmα0α,... α7,i⅛s+1)= F (x,χ2... x,H) — [o0φ0 (χ1χ2... χm) + α1φl (x,x2... xm) -+-------h a,,φ,1 (χ,χs... x,„) -+-∙÷ σw+1φn+1 (x,x2 · . arnt) h-------+- ⅜s+ιφ,,i+1 (æiæ2 - æ,„)]= U — ζa0Vu + a1V1H----- ¼ a,1V,i + fl«nVM+1 -÷--- ÷ oj,i+1Vj,i+l),

*5so Vθj ^η-ι_4 ~ V,2 + ,ji ^5w = Vh+2j ∙ ∙ ∙) y∣}s-∖- ι Vps + 1, étant do nou­velles fonctions de OC j OC q · · · p OC ·En indiquant par les minuscules u, t¼, v,, ..., vf,β+i qu’après avoir pris les dérivées, il faut faire xl ≈ bi, x2 ≈ b2, ..., xm ≈ blll, et désignant par w(<), vf'ij, v'lι∖ ..., ⅛ + 1 les fonctions de l qui résultent de la substitution des expressions (b) dans U,V0,V4, ..., V/M + b les équations (7) prendront 1« forme
[ u = a0v0 ∙+- αiυ1 -+------ ÷ ⅜4+t½,i+t! M(1)| = a0t>uh -+- a1v1υ, -+------ ÷ <⅛4+∣Vp*+1I n(l)i = σ0Vυi'i ∙+ Ojvi ,' -+-∙∙∙ + apg+1t,pj⅛.1
I (')m1 <‘)M( <<>m, ωΜ|1 u =a0v0 ÷ <M’t -+---------÷^ c⅛,+ιVpi+1(8) . .... ( m(2)i ==x cγov0*,1 + a1v< 1 ^+^ ∙∙∙-*-ctp4+1vP,+∣(Î)M ‰, (2)m2 , (î,m2

u 2= a0v0 ^-+- a∣Vt -+-··· -t- i∕p4+1Vps+1
(»)., (*)m Wh, Wm

U ∙= auv0 s÷ «t^t ^+,---- h ap,+∣vps+∣

u'i',θ = a0vv0ω° ÷ «Χ(<,θ -+-----+- ap,+⅛+1.
Si Vp,+i = ft,.+1 . x,„) est telle que l’on ait

(t). (1)M . (2)t ,. <⅝, <*>m(9) υ,,i+1 = 0, vi,i+1 = 0, ..., vz,j+l = θt +' — °’ ···’ ‰i = θt ···’ ¼H = 0>
(il y a une infinité de telles fonctions; la plus simple serait
(X, _ 6ιyβ+,,t (æ2 _ _ (a∙m _ 6mf+l,"' où (s + 1),+ (.s + 1)2 -+-∙∙∙÷ (s + l)m= s 4- t),
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D’UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. 7
on aura, de =≈ O à p = ρs, en désignant par pk le nombre de la suite 7>1,∕92,∕⅞, ..· immédiatement inférieur à p,

θ (i)∣ (∣)2 (,)M (2⅛ diμ.+l'∣μ. plt (s)m-i c)m IΦ, t⅛ -... vPi ∖l+lvj,i+i... U fj-.. vp .↑ v,.s i(10) · ⅜=-------------------------- ----------------------------------------------- )(fχ = 0, 1, 2, .../>,),
0 (1)1 (i)2 i1,m1 (2), <⅝ MmΦ< ,t⅛ ... vpι 1v,i+iv,1+2...vm zz∙∙∙¾J vp> ’l

et, pour p==ps ÷ 4, l) U)1 (∣)2 Mm (2), (s)m (»)„ ,>(<)θ iIV’, ,υ2 i. .vf,ι ,υ,1+1 ... vPs °u
(1 1 ) ■ ' ’ ' t,ps+1 ~ 0 (I). (!)„ ti)M i«), (8)m 1 (»;m I v '>fl 'roi’i ι∖--vl,i lvpι+l... vt,sJl vl,s *∣υp∕∣
Déplus, considérant les fonctions Vm+1,Vh+2, —Λ,t + r, ...,V,j + (Pi_ n) = Vp, θt appelant ρkn+r le nombre de la suite ∕>∣,∕λ2, ∕⅛, ··· immédiatement inférieur à h + r, si Ton aυw+r = 0, <lvn+r = 0, d⅛n+r = O, .., d,'n+rvn+r = 0et

(zn-w'^rlλl f, (zn+r÷1)2 , (*'n+r+1)n j-r— 7⅛ ~ 1 A / I O ~ \

vn+r =0, vn+r =0, ..., Vn+r *«+·· = 0, (r= 1,2, o, .../?, — «),
[ce qui arrivera en prenant, par exemple, la forme la plus simple

Vfl+r = (x1 - 61)(x"+>∙+*)1 (χ2 _ b^n+r+l>i ... K -

où les exposants (⅛ + r + 4),, (kn + r + 1)2, ..., (⅛, + r -f- 4)m soumis à la condition (⅛n+r 4-1 )1 4- (kn+r 4- 1 )2 4- · · · 4- (kn+r 4- 1)m = lin+, 4- I
forment précisément le système (kn+ r-}- l')n+r-,>k (voy. § III)], on aura par la formule (4 0), de p == 0 à p = n■,

! n (1), (*)2 <‘)M (2), (*>+1)∕*-Piυ0υ1 r2 ... v 'v +1 ... zî 'z... υn ∣(12) . a„ =-------------------!_----------------------------------------(μ≈=0, 1,2, ...»),I 0 (i), 0)2 ⅝1'(∙⅛ On+,)n-p
ko'4 ”2 -l'pi ^pl+i-vμ μ∙∙Vn |
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8 DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONSde p. = n + 4 à ∕z = ∕)5 = n + (ps — n),
m Hl (1)m (2h (*»+Ι)»-Ρχ. (*>∣+l÷1)n+l - Pk 1 (*»+r-l+*)n+r-l-p (in+r+1n+r p.L,<√%'1>* il ‘il 1) πi> "+* « kn+r~∖.. *»-K( 15) ' ° 1 2 " r' pι+,' ■________ ,l÷'_____________ ∙, h+,-1_______________ "______________ L (r= 1,2,n),

| 0 u>. (i)j <,>mj ⅝ i*n+l}"-%1∣ ('"+1^4^'>«+*-rk (x«+r-i+,)»+r-1-P (*n+r+,∙ln+r-‰r∣υgv1 *t⅛ 2...vr,ι v,,i+l...vn n∣υn+1 ∙∙∙^Λ+r-l ^n+r

et enfin, pour p = ps -f 4,

I 0 (1)1 (1)2 (,>M1 (î)l (*"+')n rk (X«+l+l)„+l-.p <*,mj ''<'>θ Iυ!Jυ1⅛22... vp 'vp+i...vll 'ι∙,+1 n+t...vr 3u
(14) ⅛ι = -i------------------------------------------------------------------------------ ï--------------------------- -------------------------i-------------- ------------

0 tr (l) (e„ i2), (*»+<)„-„ (z«+i+‘)«-h p (⅛+1Vλ,-1 ∙-wθ∣υ⅛1 jυ2 ... vr,t 1υpj+1 .. vn ‰ ···’\ ⅞,+1Les valeurs précédentes étant supposées Unies et déterminées et les fonc­tions?^, ?;,), v"i∖..., ⅛ + , étant finies et continues ainsi que leurs > premières dérivées de∕=O à t==l, on voit, en récapitulant la question, que la formule (1) sera exacte de χl = bl, x2 = b2, ..., xm = bm à xl = bl + hif 
x2= b.1 + A2, ..., xm = bm + hm ; les n -+ 1 coefficients αθ, aii ..., a,l seront donnés par (12) (où r0=l) et ne dépendront ainsi que des fonctions proposées F, y∣, φ2,..., φ,l ; et, ps étant le nombre de la suite /?,, ρ%}ρ·Λ, ... immédiatement supérieur à /?, le reste R sera donné par la formule

Π ^n+l^ n+1 ^^*^^ n+J ~÷- ∙ ∙ , ^<- (lp∖ p$ -+- pj4-l iV,i + .1, Vw + 2, ..., VPs, V,,. + 1 étant choisis comme il est dit ci-dessus; 
(tn+}, an + ⅛ ■■·, ap,i sont donnés par (13) et sont indépendants de xi,x%,...,xm∙, 
ap, + i donné par (14) en est seul dépendant.

Remarque. — Si l’on fait
Vi,4+1 = [xl — 6,)’l (x2 — 02)i2 ... (xm — 6,n)qn,, (7, + Ç2 ÷ ··· ÷ 7„, = .S H- t) y = S + 1et

xi = ,M = bl +hlt= li, x2 = χ2(i) = 62 ÷ Λ2i = ∕2, ..., Xm = χm(i) = 6m÷ Λj = ∕m,le terme de R qui contient le nombre déterminé mais inconnu 0, savoir : 
ap, + iNpt + i, se simplifie.
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D’UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. 9On a, en effet, alors
V(t) =(ιι,ih,l* .. h"m} Γ" pt+i \ l i m J

et √","≈ √∙÷',l',β= 1 . -2.3 ... » + I . (Λ"A,s... A’")·
P,+4 pi+l \ I 2 m /

Par conséquent

7 , ∣⅛⅝>-... ce, ... r,ι-'ι∙yu⅛'... y ,ι,⅛ i

1.t2.3...δ∙÷1 I (1)l <1)2 ujm1 W1 i*''+'ι"^%l 'λ"+l+i"+, ‰ <'⅛,⅝V4 ½ ∙∙∙ Vpi ½∣÷4 ∙∙∙ ∣vw-H .··
on aura d’ailleurs, comme cela est connu,/rfU f/U dû V*+,>w(∙+∣)(*∣θ-„ ∕l24---------- h-∕iJ , (χ1=61-+-θΛl, ar2 = 62÷θ∕i2, ... xm = 6m→-θΛm),

Iet des formules semblables pour les fonctions V.
Cas particulier. — Si l’on poseVμ = (x1 — 6∣)i* (x2 - 62)⅛ .· (xm — 6,,,)7fl, ∕)x (τ1τs... xra), [μ = 1, 2, ... w),7,7-2 ∙ ∙ ∙ ‰ étant soumis à la condition qi + q.1 ÷ ... + q,n = kμ + ∣ et formant précisément le système de valeurs (∕>z, + 1)m-w , on aura d’abord 

vμ = 0, ⅜μ = 0, divμ = 0,..., dk!jvμ= 0 et ensuite ⅛ + 1)r = O pour toutes les valeurs de r = 1, 2, ...μ — ptμ — i,p--pκμ,p-p^ + Ptμ + i~ P^,autres que p — p∣iμ.Il en résultera par les formules (12) e, (13), et en se reportant aux équations fondamentales (8), de p = 0 à p = />,,

∣υ0υ, v2 ... vPl 'vpι+l... vt,k - u ∕λ∣(15) fl». =---------------------------- —-----7—π------- (iα = 0il, 2, .. h, n ÷ 1, ... y,
n (*⅛ <,>M, <2>t ( u+1^-⅛»’>. r2 ... v vp+l...v fλvμ *

* p.

â
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10 DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS

V∣ étant une fonction qui s’annule avec le facteur x, — bl,V2, avec le facteur x2 — &2,
VPl, avec le facteur xm — bm,vpi+1, » (χ1 — biγ,VPl+2, » (x1 — 61) (x2 — 62),( ) Vp,+5, » (x1 — bl) (x3- b3),

Vr< 1+), avec le facteur (x1 — 61)*,V„,_1+î, » (x1 — bt),~l (x2 — b,),
Vp,, avec le facteur {xm — bm)*.

Il est évident que dans ces fonctions les facteurs indiqués ne doivent pas nécessairement être mis en évidence. Telles seraient, par exemple, les fonctions V, = 1 [α (x1 — b1) + l], V2 = sin p (x2 — bi), etc., etc.,
a et β pouvant d’ailleurs être fonctions de xlx2 ∙ ∙ ∙ vm∙

et I 0 (∙)1 (I)2 t*,M, ⅝ <'>M V(i)θ I∣Γoov< 1υ2 2...υp, %+1 ...νρ> ’u(ifi)................................ a,,∙+i~ (1) (I) <1>m, <2h Wm V(t)θ ’Voυ1 1υ2 ... ι⅛j 1rp,+,... vl,t ,vp^lOU
I n (*,, (i)4 ('>M1 (.+l)(<)θ Ir0t,ι lυ2i...v ’u(16').............................ap +1 =--------------- 1-------------------- --------------- --------r-' 1 . 2 ... s + 1 ... h"~) υ!υl,"'.. vr"∙

On aura donc alors, en posant toujours ⅞ = i, la formule„<·>. ,,<·>. w,-∙ ∣l.i','ti0*...<,"'√,,Ι ∣ΛM',⅛m∙l(17) l =, κ τ -l-V1 + -ιi-V, ..... - V.,-. (.. m ' „«,., ⅛ - v,1÷> + -
vι vι 2 fPl * V, ½ i...rpι lvt,ι+l vl 'vi i...vf,ι ⅛pi+sI (J). (1)„ <l>M. <2>1 (’ 1>M , (’>M | I (1), (1)2 <,)m («), («)„ (,+l)(Oθ I∣v√yι 2..t½ %+∣..‰ '-1κ 1 h 1t⅛ 2.. vp, S,i+1-vp, Jw_____» I4 (1). (l)i (,>M1 <2>1 ('-*>M j (,>M ',,~h (1)1 (l)4 (^M1 <2>1 ’υ, *υ1 ... Vr,l iυpi+l... vPi t t~,vr,t ’ vl ivt .. rp, %+ι - vp, *Γ+*1*

www.rcin.org.pl



D’UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. HDans le cas particulier où les fonctions V1, V2, ..., Vp, sont simplement égales à ces facteurs eux-mêmes, la formule (17) reproduit l’extension connue de la formule de Taylor au cas de plusieurs variables.Voici, pour le calcul des coefficients, les expressions réduites des coefficients des y ÷ "t 'm ^^-∙ = ∕λ2 premiers termes suivant le terme constant u, c’est-à-dire des termes contenant des facteurs du premier et du second degré de la forme (xk — bk), (xk — bky)∖ (xk — ⅛) (xk, — bk,y) :

A ) = 1, 2, 5,... jm.A ;Le coefficient de la fonction V⅛t qui contient le facteur xk — bk est
f/jZrfχi<18>.............................................................................. u*'=⅛

Le coefficient de la fonction Vλ.i qui contient le facteur (xk — bk)~ est
diu dtvkl du
dx↑ dx↑ dxk(,9)........................................... °,,°⅛^K⅞'
dxk dxiκ dxkLe coefficient de la fonctionVw qui contient le facteur {xk— bk}(xk, — bk,) est

diu dtvki du divk.l du
dxkdxk, dxkdxk, dxk dxkdxk, dxk.(20)....................................akk, ----- --------------------- ------------------------------------------
divkk. d-vkk, . dvkl divkk, dvk,t

dxkdxk, dxkdxk, dxk dxkdxk, dxll,
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EXPRESSION GÉNÉRALE
DESDÉRIVÉES DES FONCTIONS DE FONCTIONS

On peut déduire facilement de la formule (17) l’expression des dérivées de U, fonction de fonctions des m variables indépendantes xi ... xm, de la forme U = F(ψ,χ1 ψ2x2... Ψmxm).En prenant pour V,1V2 ... les fadeurs (A) eux-mêmes et développant la fonction U de jtZ/Q · · · tu par la formule (17), le coefficient de (a?i — M7l(α⅛ — ⅛)7a ∙∙∙ (#»« — ¼κ)% où Çi ÷ q> + ... + g,n = S, sera
d’u

dbη,db9*... db9m(21)........................................ ...........................................—---------- ------- -----------1 .2...ql × 1 .2...qi X - X 1 . 2 ... çm.Si l’on pose Ψ∣x, = y{, Ψ2x2 = f∕2 .... Ψmxm = ymid’où ∙rl~Z'∕∕n T2 — /2^2···, χmz=≈ ∣'nιym,et de même
ψA = (31, v262 = j32 ..., Ψm6m = βm,= 62 = A2lβ2∙∙, = ∕mβm,et que l’on considère U comme fonction de ylyi ... ym> ∣e coefficient de (x1 - iφ(x2 — V2 - (æ« — &„)’"· = {f∖yl — ∕W1‰ — ∕2β2)⅛... (∕mym — ∕wβm)⅛,
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DÉRIVÉES DES FONCTIONS DE FONCTIONS. 13sera, par la loi (15) (17), égal à
I (l)j (1)» d)„ (2)j («-1)μ (·Ί„ Ir 1υ ... ν mi υ 1 ... υ "-∣ι< ’j 1 2 Pt p∣ +1 -1 y................................ (1)1 (1). dû (2h (« -1)M («), ’υ υ ... υ ι ν ...ν <-<v g
12 Pt Pf*∙i P.-ι p,gen posant uj, = Fto∙∙∙‰) v< ~Z<2Λ Z<t5<½ = Ζ2!/2 — Z2P2vz,1 + » = (Z<2Λ — ΑβιΓVp1 + 2= (∕iy∣ --  Ζίβΐ)(Ζ2ί/2 — Z2P2)

‰i = (Zιy1 - {fa - Μ"* ~U'mym - U>,
Vles minuscules v,u2 ... indiquant qu’il faut remplacer yly2 ∙∙∙ Par ∕31∕32 ... et (s),y désignant l’opération pour les valeurs données de

∙∙∙ qm∙.D’ailleurs, on peut remarquer que pour les indices généraux (s)7 et p on at · 7 ·= 1.2...,, (∕',p1)∙1.1.2... 9√λw,> -1 ■ 2... ‰oj∙-.QEn posant donc : Qy,,t = le produit des ps~i facteurs de la forme ><e ι<Mr) correspondant aux ps~↑ différents systèmes de valeursde q↑, q2, ... qm désignés par
(υ.(1)2 - (IL, (2)1(2)i... (« - 1),(S - 1)2... (s- !)„, ι,

et remarquant que la somme des exposants qiq2 ∙ ∙ ∙ qm pour tous ces systèmes de valeurs est égale à
M1 -·- 2M2 -+- 3Mî ÷ ··· ÷ (s — t)M,-∣ = Mon voit que le dénominateur de (22) devient

Q,,,1.(v∙l*v*'1... ι⅛'*)∙ (ZîiVift... ZX) ⅛i(ZW* (ZW«... (ZX)i-∙
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14 DÉRIVÉES DES FONCTIONS DE FONCTIONS.L’égalité (*) des deux expressions (21) et (22) donne alors
I (1)1 (I)j <1)m (2)i (»- ,>M , (») If/’u _ ∣υ1 ,y2 i.∙∙ vPi {vPi + i...vPt i luy 11 |'",' ib' Q,, .(∕⅛,)^^^ll"'(∕⅛⅜)÷2+,5 - (∕½)÷i+,"

Comme d’ailleurs les valeurs b,„ et βιn de xm, yιn, liées par la relation 
fmβlll a=r sont arbitraires, on peut les remplacer par les variables 

ylll elles-mêmes. De plus, dans les opérations indiquées au numérateur de (22), les constantes fiβi, f-β.1, ... disparaissent d’elles-mêmes et l’on peut remplacer flyi — ∕∖βi, f1y%- f>2βi, ... par f↑y↑, f2y2, ... U vient donc
d*F (Ψ1xl'r2x2... Ί',,,χ,,.)(-23)................................................................. ...............v -------—

dxqlι dx⅛t ... dxqm

dflyi d∕'iyi dfmym d∖[∖ytY d2flylfiyi .. .di(fmyj_d∖flylf . . d-l(fmym)-i d'F(ytyi...ym) 
dyl dyi dym dy↑ dyldyi_________ dyim dtfî___________ dy,m~l dy^dyl∖.dyq^o . Λ‰.)⅛i+i√⅛⅛∖⅛÷i* .J⅛⅛+,-

p,~i ∖ dyl / ∖ dyi ∕ ∖ dym JDans le cas particulier d’une seule variable x, cette formule devient
d(∕y} . d∖i'yY . d∖fy^ . . . di-'(Jy)-t _ d’Fy 

dsV'i,x dy dy2 dyi dy,~l dysW · ^rfF l∙l∙.Γ".f∣'...l-"
où l’on a Ta? = y et x = fy.Celte dernière formule (24) est une vérification de la formule générale (23), car Wronski y était déjà arrivé par un procédé différent de celui qu’on vient de suivre. [Philosophie de la technie, 2e section, pp. 31, 33, 33, 110. La série des opérations indiquées dans le premier membre de la formule de Wronski revient, par un changement de variable, à l’opération ) (**).

(*) Car tes deux expressions de U, obtenues comme il a été dit ci-dessus à 1 aide de (17), sont égales, et en égalant leurs différentes dérivées pour x1 = bl, x2 == bi, ..., xm ≈≈ bm, on obtient des égalités séparées entre les coefficients des fonctions égales (rc1 — bi)'1* (x2— bi}'l* ∙∙∙ (rrm — 6m)yκ∙ et (Zι2∕ι — ∕ιβιV1 (∕⅛Λ — f∙βi∖tl* ∙∙∙{fmym —fmβm)vm contenues dans ces expressions. Cf. Rapport de M. le professeur Mansion, Bull, de ΓAcad., 3e série, t. VIII, p. 321.(“) Wronski a en outre donné pour le même objet une autre formule, plus commode dans certains cas (foc. cit.f p. 67).
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DÉRIVÉES DES FONCTIONS DE FONCTIONS. 15Comme exemple d’application de ces formules, je me propose de calculer la dérivée d’ordre s de la fonction e"⅛.On aura ici y == ψχ = _ χ-2, χ≈fy = (- y)~τet pour des indices généraux p et v,
d'W __ feΓ'‰ 

dÿ \VOn aura aussi
(T¥y _i-----= e **.
dyvEn transportant ces valeurs dans (24) dont le déterminant numérateur a d’abord été ordonné par rapport aux dérivées successives de Py, on trouve aisément l’expression :

M∖*∣1Z2Vl1 ∕s-2√-,∣1Zs-tV'1 ∣Z1∖*∣1Z2V∣, fs— 2∖-W[s-1rf’e-r» 2* ∖2∕ ⅛∕ '*Λ~2∕ ΓΓ∕ ∣∖2∕ ∖2∕ ’ ∖~2/ VT/(25) ------ =------- |----------------------------------------------- ----- +-----------------------------------------------------x*-... ·
v dr, . 1 ZI ∖*,~1 /1 \«-« -«x3*e≈* ρ∣, ∣2∣ie t∣∙-2∣* ι*-*μ « 11∣* l,∣1.∙..ti-,∣11*-,∣1 i-l 2Zl∖2∣, Z2∖i∣1 /s — 2V-1" fs — 1∖∙>4

∖2Z ∖2∕ \ 2 / \ 2 / (impair.• · · zfc  ------------------------------------------—--------- x’(ï -υ s
,Jl∣l p∣l . p-î|1 ∣*-1∣1 2 Ρ3,Γ·

Vérification. — Pour 5 = 1,2, 3, ... par exemple, cette formule donnerait
de"' 2* _J——=■—j- = 2e «*x~8,

CIX 3 -zæ e»’
die~⅛* 22 ! -∙i÷l \ -1τxτ=- l--½-x1)=e -(⅛-∙-6χ-),xβe≈, ' *

2’ f, ⅛)(B+M+2)-(B+U+2>(i> , (B+∣)(B+U+2)-(B+B+2XB+<)⅛5 λ⅛⅛ ∣∙2⅛)i 1∙2⅛)∙ -U
== e_ ï* (8x~*—36ar7 ÷ 24x-5),etc; ce qui est en effet exact.
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NOTE.
J’avais cru d’abord pouvoir déterminer les coefficients de la loi (1) en appliquant un procédé analogue à celui qui est suivi pour l’extension du théorème de Taylor au cas de plusieurs variables. Mais ces coefficients ne se présentent pas alors sous la forme de constantes. Si, en effet, t étant une variable auxiliaire, on pose (en ne prenant pour abréger que deux variables)

p = Φ+-ΛZ, </=ÿ + /f,F (p<∕), φ1(p<∕)> etc., deviennent F (act∕), φ1 (æy), etc., pour Z = 0, et F (x ÷ h, y -+- /), φ1 (æ + h, y -t- Γ), etc., pour l = 1 ; considérant alors F (pç), φj (pq),... comme des fonctions de Z, on peut développer la première de ces fonctions par la loi suprême à une variable Z sous la forme
F (pq) = a0 ÷ O1P1(P7) ÷........  etc.,d’où l’on déduit pour t == 1

F(s + ∕i,!∕+i) = α0 + fl1p1(aj→-Λ,j∕ + /)+..., etc.Mais α0 a↑ ..., qui sont formés à l’aide des dérivées de F (pq)i φ1(pg), ··· par rapport à Z, contiennent les quantités Λ, l, et ne sont donc pas indépendantes des variables x ÷ h, y ÷ l.Le véritable principe de la loi suprême à plusieurs variables est différent; c’est celui que j’ai déjà employé dans la démonstration de la loi suprême à une variable.
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