Z teoryi nieciggtych grup podstawien liniowych
posiadajgcych Spotczynniki rzeczywiste.

Przez

S. Kepinskiego.
(Tablica 1l-ga).

Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. d. 7 czerwca 1892 r.
referent czt. Zajgczkowski.

Ogodlna teorye tych grup, pomijajac szczegdlne przypadki wcze-
$niej znanel) rozwingt Poincaré w rozprawie: ,Sur les groupes fuchsien-
nes" (Acta math. t 1). Metody tam przez Poincaré'go uzywane sg
przewaznie natury geometrycznej, a stad takze okreSlenia grup, podane
w formie geometrycznej , nie prowadza bezposrednio do praw tworzenia
spotczynnikéw grupy. Istnieje jednak pewien dziat tych grup, dla
ktorych owe prawa dadza sie arytmetycznie okreslic. Zasade ogélng do
tego celu prowadzacg podat znowu Poincaré w rozprawie: Les fonctions
fuchsiennes et I'arithmetique" 2), ustanawiajgc Scisty zwigzek grup po-
wyzszych z grupami podstawien liniowych, nalezacych do form potréj-
nych nieoznaczonych.

1) Np. grupa podstawien modutowych rozwazana przez Hermite'a, Klein'a, De-
dekind'a i innych; grupy okres$lone przez Schwarz'a: Zur Theorie der Gaussischen hyp.
Reihe Crell's J. t. 75. Grupy te naleza do grup nazwanych ogoélnie przez Kleina ,,auto-
morficznemi”, od funkcyi tejze nazwy, niezmieniajacych swej wartos$ci przy podstawie-
niach grupy.

2) Journ. d. math. (Liouville) ser. IV. t 3, str, 405—464.
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Mysli przez Poincaré'go rzucone rozwingt dla szczegélnych przy-
padkéw Dr. R. Fricke w pracy: ,Uber eine besondere Classe discont.
G. etc. (Math. Ann. t 38, str. 50—81) — nowe za$ metody okresla-
nia grup zastosowat i podniést ich znaczenie dla teoryi pewnych form
podwojnych kwadratowych w dwu nastepnych rozprawach: ,Uber eine
besondere Classe etc. Abh. 11“ (Math. Ann. t. 38, str. 461—476)
i ,Weitere Untersuchungen iiber automorphe Gruppen etcu (Math. Ann.
t. str. 62—112)1).

Korzystajac z wymienionych prac, zdotatem otrzymac¢ grupy ogol-
niejsze, obejmujace jako szczegdlne przypadki wszystkie grupy, roz-
wazane przez Fricke,go. Ich wiec okre$leniem i whasnosciami w tej pracy
sie zajmuje. Okazato sie jednak przytem, ze dawniejsze metody, nieco
zmodyfikowane, bardzo prosto prowadzg do celu, tych przeto uzywam;
tak n. p. do okreslenia grupy stosowatem czesScig metody Poincare,go
wychodzac z grupy podstawien potréjnych, czescig postepowania Fri-
cke,go. Kladac za$ gtéwny nacisk na niewymiernosci w grupie zacho-
dzace uzyskatem podziat podstawien na 16 typow, i bardzo prosty roz-
ktad grupy na jej grupy czesciowe. — Zaznacze tu jednak jeszcze,
ze w Kilku miejscach, tam gdzie zmiany wspomniane w dawniejszych
metodach sa bardzo nieznaczne, ograniczam sie do podania wynikow,
opuszczajgc dowody i przytaczajgc odpowiednie miejsca w pracach wy-
zej wymienionych.

8. 1. Okreslenie grupy.

Stosownie do tego, cosmy we wstepie powiedzieli, zajmowaé nas
beda podstawienia liniowe ksztattu

w ktorych Spotczynniki a, B, y, 6 sa liczbami rzeczywistemi takiemi,
iz ich wyznacznik

Wedtug tego, czy ten wyznacznik jest réwny + 1 czy — | nazywal
bedziemy podstawienia (1) podstawieniami odpowiednio 1-go lub 2-go
rodzaju.

") Oznaczenia w tych pracach uzywane staratem sie tutaj zachowac.
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Zastugg jest, jak wspomnieliSmy, Poincare,go, ze badanie tych
podstawien zwigzat z teorya podstawien liniowych jednorodnych, nie-
zmienigjacych nieokreslonych form kwadratowych potrojnych. Zwigzek
ten mozemy nastepujacym sposobem wyprowadzic.

Przyjmijmy naprzod, ze ad- By-+1. Kiladac we wzorze (1)
w-X- -,y 1 odpowiednio w'-X'- -iy'l mamy:

Po prawej stronie mamy juz wyrazenia trzechwyrazowe; aby je uczy-
ni¢ jednorodnemi i liniowemi przyjmujemy:

nadto przyjmujemy, iz

Wowczas mamy podstawienie :

Podstawienia te nazwijmy X. Réwnanie (2) orzeka, ze podstawienia X
nie zmieniajg formy potréjnej F=XZ— Y2, co symbolicznie przed-
stawimy zapomocg wzoru:

Tym sposobem uzyskaliSmy zgdany zwigzeks Kazdemu podstawie-
niu %, niezmieniajgcem u formy F, od pow iada j edno pod-
stawienie liniowe (1) i nawzajem.

Odpowiednio$¢ ta wskazuje, ze do grupy podstawienr liniowych X
naleze¢ bedzie grupa podstawien (1). Grupy te jednak nie beda, wogdle
mowigc, nieciagte, t. j. beda posiadaty podstawienia nieskonczenie mate.
Na pewno nieciggtemi grupami sa, jak wiadomo, grupy podstawien
niezmieniajgcych form potréjnych, posiadajgce Spotczynniki catkowite
i oczywiscie tym grupom odpowiadajgce grupy podstawien (1) beda
takze grupami nieciggtemi. Tak n. p. grupie podstawien liniowych (3)
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niezmieniajagcych formy F i posiadajgcych Spotczynniki catkowite, od-
powiada, jak tatwo spostrzedz, grupa podstawien nalezagca do funkcyi
eliptycznych modutowych. Aby przejs¢ do grup innych form potroj-
nych, postgpimy, idac za Poincare'm, w spos6b nastepujacy:

Oznaczmy przez T podstawienie liniowe przeksztatcajace forme F
na forme potrdjna:

Aby znalezé podstawienia niezmieniajgce formy /, zwazmy, ze wedtug
(4) jest takze:

poniewaz za$

zatem

A wiec podstawienia niezmieniajgce formy ¥ (oznaczmy je przez S)
maja ksztatt:

Uzywajac wyrazenia znanego z teoryi grup, powiemy: podstawienia
niezmieniajgce formy /, otrzyma¢ mozna, przeksztatcajgc pod-
stawienia niezmieniajgce formy F zapomocg podstawienia T. Zazna-
czamy przytem wyraznie, iz dzialania oznaczone ostatnim symbolem
nalezy po sobie wykonywa¢ w porzadku od strony lewej ku prawej.

To ogolne postepowanie zastosujemy do formy potrdjnej, nieozna-
czonej ksztattu :

Dla uproszczenia rozumowania przyjmijmy nadal, ze Spétczynniki q, r,
s s liczbami pierwszemi, z ktérych co najwyzej dwie moga by¢ sobie
réwne.

Podstawienie T przeksztatcajgce forme F na forme f jest:

1) Za pomocag symbolu T~ oznaczam, jak zwykle, podstawienie odwrotne pod-
stawieniu T.
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podstawienie za$ temu odwrotne: T~I ma ksztaitt:

Aby otrzymaé podstawienie S, nalezy nam wykonac kolejno pod-
stawienia T~1, =, T- mie¢ bedziemy:

Korzystajgc z rownan (3), otrzymamy:

Wykonywajac nakoniec podstawienie T, t. j. wprowadzajgc zamiast
X, Y, z wyrazenia (6), mie¢ bedziemy ostatecznie podstawienie:

Idzie nam, jak wspomnieliSmy, o podstawienia posiadajgce
Spotczynniki catkowite. Warunek ten prowadzi do nastepujacego bliz-
szego okreslenia liczb a, B, y, 6. Oznaczmy dla krotkosci Spotczyn-
niki podstawienia 5 przez aA; wtedy wyrazenia

Rozprawy mat.-przyr. T. XXVI.
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winny przedstawia¢ liczby catkowitel). Poniewaz nadto

sg liczbami catkowitemi, wiec takze wyrazenia

przedstawiajg liczby catkowite. Stad wynika, iz

sg liczbami catkowitemi, a wiec, ze

gdzie a, O, ¢, <Z m, n sg liczbami catkowitemi. O liczbach m, n za-
ktadamy jeszcze, iz one nie posiadajg juz czynnikow kwadratowych.
Jezeli nadto spdlne czynniki liczb: mi i nl, m2 i n2 oznaczymy odpo-
wiednio przez ml, n2, to bedziemy mogli liczby a, B, y, 3 napisa¢
w ksztalcie :

gdzie juz zadna para liczb: yl, vl, il ani zadna para liczb: y2, v2, ~2
nie posiada spélnego czynnika. Dla wyznaczenia liczb y, v, m utworz-
my nastepujace wyrazenia, ktore zgodnie z naszem zatozeniem sg licz-
bami catkowitemi:

I) Por w wyzej przytoczonej pracy, Math. Ann. t. 39, str. 74—75.
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Juz z pierwszych dwu wyrazen okazuje sie, ze liczby p, v zawierac
moga jako czynniki tylko liczby r i s, a wiec ze, stosownie do naszej
umowy, liczby ml i m2 tych czynnikbw r, s nie zawierajg. Pozostaje
wiec do rozwazenia 16 réznych przypadkéw roztozenia liczb r, s i g
na liczby p., v i m. Lecz podstawiajgc zamiast u, v liczby r i s i ich
kombinacye tatwo przekonamy sie, ze tylko nastepujace przypadki do
sprzecznych nie prowadza wnioskow:

W istocie, gdybysmy n. p. przyjeli

otrzymalibySmy jedno z wyzej przytoczonych wyrazen :

ktére, — z uwagi, iz liczby 1, ™ nie zawierajg jako czynnikoéw liczb
r i s, — nie moze przedstawia¢ liczby catkowitej; i t. p.

Przy powyzszych wartosciach (8) liczb p, v liczby ml, ms moga
posiada¢ tylko nastepujace ksztatty :

Aby ostatecznie znalez¢ wartos¢ liczby p skorzystamy ze zwigzku :
xd—By=1, t J. odpowiednio do powyzszych wartosci liczb m ze
zZwigzkow:

Poniewaz lewe strony tych réwnan przedstawiajg iloczyn dwu liczb
catkowitych, warto$¢ za$ p=4, jako zupetny kwadrat, jest wykluczona,
wiec moze by¢ tylko ;

tak, iz liczby ml, m2 posiada¢ moga nastepujace pary wartosci:

Uwzgledniajgc wszystkie wartosci (8) i (9) liczb p, v, m w wyrazeniach
(7), otrzymamy 16 réznych pod wzgledem formy typéw podstawien
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nalezacych do grupy ; mianowicie :

www.rcin.org.pl
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Pozostate oSm typow odpowiadajacych wartosciom mil = 2, m2=2gj
nl =29, ™ = 2, ktére nazwiemy odpowiednio Prl, Fg,..., F8 po-
siadajg tensam ksztalt co podstawienia powyzej wypisane z tg tylko
réznicg, ze w mianownikach spo6tczynnikow podstawien zamiast 2 za-
chodzi wszedzie \ 2 ; wskutek tego prawe strony odpowiednich réw-
nan u), 3)....NR) sag wszedzie réwne 2. Grupe te, obejmujacg wszystkie
16 typow, nazywac bedziemy stale I'cr, Istnienie jej, oparlimy na
zwigzku jej z grupg podstawien potrojnych form kwadratowych. Ze
jednak podstawienia tych 16 typow razem wziete tworzg istotnie dla
siebie grupe, t. j. ze kombinujac je z sobg nie otrzymamy podstawien
posiadajgcych jakis ksztatt inny, niz jeden z owych szesnastu, — to bedzie-
my mieli sposobno$¢ w jednym z nastepujacych ustepéw wprost sprawdzic.

Zauwazymy jeszcze, ze nie jest to grupa jedyna odpowiadajgca
formie / = q §2— sn2 — r Q. Dla przejscia od formy ¥ do formy
F=XZ- Y2 moglibySmy réwnie dobrze uzyé podstawienia:

Uzywajac za$ tego podstawienia i postepujac zupetnie tak jak poprze-
dnio dojdziemy do okre$lenia grupy I'c'r° zbudowanej zupetnie tak jak
grupa TI{rj, ktérg otrzyma¢ mozna wprost z grupy [, przemieniajac
w niej z soba litery r i s. Przemiane te liter uskuteczni¢ takze mo-
zemy, jak nie trudno sprawdzi¢, przeksztatcajac podstawienia grupy
Fr) zapomocg podstawienia:
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Wiasnosé te wyrazimy zapomoca wzoru:

i powiemy krotko: grupe [IMfw otrzymujemy z grupy ly'rj
przeksztatcajgc te ostatnig zapomocg podstawienia K.
Stad wynika, ze kazdej grupie Fkru odpowiada jedna grupa F'(rs). Wi-
docznem jest jednak ze zbior wszystkich grup ly,r'j, powstajacy przez
nadawanie réznych wartosci liczcbom q, r, s, jest ten sam co zbidér
grup F'(r) wzietych w innym porzadku. Z tego powodu w nastepnych
ustepach bedziemy rozwazali tylko grupy r(9), ktére dla krétkosci na-
zywaé takze bedziemy T.

Réznica ta miedzy grupami F(r) i I''(,"o znika oczywiscie zupetnie
w przypadku, gdy s—r, t j. wbwczas grupa rcir) ma te wiasnosé,
ze przeksztalcona za pomocag podstawienia K nie zmienia sie: K~1V~r K
=prigro rpa wlasno$é prowadzi do nastepujacego powiekszenia grupy
ly'n9. Jezeli do podstawien grupy I dolgczymy takze podstawienie A",
to otrzymamy grupe G obejmujacg grupe F; grupe takg jak F objetg
przez inng grupe (¢r) nazywamy grupg czesciowa (Untergruppe)
grupy (<7). — Zauwazymy dalej, ze podstawienia grupy F, nazwijmy je
krotko przeksztatcone zapomocg podstawien: B grupy G. sg znowu
podstawieniami: A (grupy F), t. j. B~1AB-A".])

Jakoz, jezeli B—A, to oczywiscie vi~l A" A+l = A, jezeli za$
B=A K, to

co bytlo do okazania.

Rezultat ten przedstawimy symbolicznie: B~l FB — F.

Grupe czesciowa posiadajacg te wilasnos¢ nazywamy grupg nie-
zmienng?) (invariante Untergruppe). Nadto z tego rozwazania okazuje sie,
ze przy pomocy podstawienia tozsamosciowego i podstawienia K mozna
podstawienia B grupy G utozy¢ w dwa szeregi, z ktorych pierwszy
zawiera tylko podstawienia grupy I

llo$¢ takich szeregéw stanowi wskaznik grupy czesciowej. Mamy wiec
twierdzenie: w przypadku r—s grupa F jest niezmiennag
grupa czesciowa grupy G o wskazniku rownym 2.

1) Znaczki u géry oznaczaja w og6le mowiac: rézne podstawienia A.
) Grupa taka czeSciowa nazywa sie takze grupg ,,wyszczegolniongll (ausgezeich-
nete Untergruppe).
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Jeszcze jedna uwaga tyczaca sie grupy G i Irrj. W przypadku
tym podstawienia typéw o wskaznikach parzystych : V1,042 (a=0, 1,.., 7)
przybierajg te samg posta¢ (ze wzgledu na wymiernos¢), co podsta-
wienia typéw -420+1 (z—0O, 1,., 7)., tak, iz ilos¢ typow redukuje sie
do o$miu. Lecz nawet nowe podstawienia, otrzymane przez dotgczenie
podstawienia K. nie wykazujg nowych ksztattow, tylko uzupetniajg
dawne tak, iz oSm tych typéw grupy G mozemy przedstawi¢ nastepu-
jacym sposobem:

tatwo si¢ to okaze, jezli rzecz blizej zwazymy.

Zreszta jako dowdd postuzy¢ moze i ta okolicznos$é, ze do takiego,
jak powyzsze, okre$lenia grupy G dojdziemy powtarzajgc rozumowanie
prowadzace do okreslenia grupy " r'j z ta. tylko zmiang, iz przyj-
miemy n. p.

§. 2. Grupy uzupetnione.

Dotad z naszego rozwazania wytaczaliSmy podstawienia rodzaju
2-go (ktérych wyznacznik = — 1). Jezeli jednak bedziemy chcieli takze
i te podstawienia uwzgledni¢, to dostrzezemy, ze gdy po prostu na pod-

stawieniach grupy I' (lub G) wykonamy podstawienie : w' = — w, gdzie
® = IK-1y, otrzymamy podstawienia o wyznaczniku réwnym — 1. Dla-
czego do tego celu nie uzywamy podstawienia n. p. ®' — — w, uzasa-

dnimy pézniej, gdy bedzie mowa 0 geometrycznem znaczeniu grupy.
Zauwazymy tu tylko, ze podstawieniom rodzaju 2-go odpowiadajg
podstawienia (3) (8 1), ktérych wyznacznik: — (ad —py)3=— 1,
a podstawieniu ®' = —w odpowiada podstawienie X"'= X, Y' — — D,
Z,--Z, (ktorego wyznacznik = — 1) tak, iz istotnie odpowiada ono
jednemu z podstawien (3).
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Dotaczajgc do podstawien grupy I, podstawienie w'=-co, otrzy-
mamy grupe, ktérg nazywac¢ bedziemy grupg uzupelniong (erwei-
terte Gruppe) i oznaczaC jg bedziemy przez litere F. Grupa ta oczy-
wiscie obejmuje wszystkie podstawienia grupy F, a wiec grupa F jest
grupa czesciowa grupy F. Nadto tatwo spostrzedz, ze dwa podstawienia
rodzaju 2-go z kolei po sobie wykonane prowadzg do podstawienia ro
dzaju 1-go; stad w razie, jezeli podstawienia rodzajéow 1-go i 2-go na-
zwiemy odpowiednio A, A, otrzymamy wzor:

a wiec grupa F jest niezmienng grupa czesciowg grupy uzupetnionej F.
Wskaznikiem tej grupy czesciowej jest liczba 2. Jakoz podstawienia
grupy F mozemy przy pomocy podstawienia tozsamosciowego i podsta-
wienia w'=-w utozy¢ w dwa szeregi:

Wszystko to stosuje sie oczywiscie takze do grup G i G.

8. 3. Rozktad grupy F; jej grupy czeSciowe.

Nie mamy zamiaru podawac tutaj wyczerpujacego rozktadu grupy,
lecz zajmiemy sie tylko przypadkami najprostszymi.

Juz sam ksztatlt podstawien grupy F naprowadza na domyst, ze
miedzy podstawieniami réznych typéw istnie¢ beda jakie$ zwigzki.
W istocie dostrzegamy naprzéd, ze podstawienie odwrotne wzgledem
podstawienia jakiego$ typu, nalezy do tegoz samego typu:

Inne zwiagzki otrzymamy, jezeli bedziemy zwazali kolejno na niewy-
miernosci: Vs, Vr> V1> \ > ktére w grupie zachodza.
a) Jezeli Spoétczynniki a, B, y, 0 podstawienia

nazwiemy odpowiednio spoétczynnikiem pierwszym, drugim, itd., to wi-
dzimy, ze w podstawieniach typdéw o wskaZznikach nieparzystych (za-
liczmy je do jednej klasy), Spotczynniki drugi i trzeci, — za$ w pod-
stawieniach typoéw o wskaznikach (parzystych tworzacych klase druga),
Spotczynniki pierwszy i czwarty zawierajg czynnik niewymierny: s , tj.
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gdzie A, A' .. . sg liczbami zawierajacerai tylko niewymiernosci
Wykonywajac po sobie dwa podstawienia klasy 2-iej

otrzymamy:

Podobnie, wykonywajac po sobie dwa podstawienia V4yx+o Xu,+. doj-
dziemy do podstawienia:

W obu wiec razach otrzymujemy podstawienia, w ktérych tylko Spot-
czynniki trzeci i czwarty zawierajg czynnik niewymierny \/s, co wia-
$nie jest cechg typow o wskaznikach nieparzystych. Mamy zatem pra-
widto:

Wykonywajgc po sobie dwa podstawienia typéw, kté-
rych wskazniki sg oba albo liczbami parzyste mi albo li-
czbami nieparzystemi, otrzymamy zawsze podstawienie
nalezace do jednego z typoéw o wskazniku nieparzystym:

0) Roéwniez ze wzgledu na niewymicrnos¢: \/ r mozna nasze 16 typéw
podzieli¢ na dwie klasy, do jednej zaliczy¢ te. ktére majg ksztatt:

t j- typy Ul Ui, U6, Ul, K1, T4, V6, K7. do klasy za$ drugiej zali-
czy¢ typy pozostate, majgce ksztait:

Owdéz, postepujac podobnie jak poprzednio nietrudno sprawdzi¢, iz: wy-
konywajac po sobie dwa podstawienia nalezace oba albo
do klasy pierwszej, t. j. typow VIx (A=A 6, 7), albo do klasy
drugiej, t. j. do typoéw pozostatych (A=2, 5, 5, 8) otrzymamy
zawsze podstawienia nalezgce do typow klasy pierwszej.
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c) Zwazajgc na niewyiniernos¢ / q , dojdziemy, podobnie jak
poprzednio, do rozréznienia dwu ksztattow podstawien:

a wiec do podziatu typéw takze na dwie klasy: do pierwszej z nich za-
liczymy typy podstawien dla A =7, 2, 3,4, do drugiej typy, dla kto-
rych A=5, 6, 7, 8 i powiemy: wykonywajgc po sobie dwa pod-
stawienia nalezace albo oba do typéw, ktérych wskaznik
\=1 2, 3, 4 albo oba do typoéw, ktorych wskaznik A=5,¢6, 7,8
otrzymamy zawsze podstawienie nalezgce do typu, kto6-
rego wskaznik v=7, 2, 3, 4:

d) Dzielgc nakoniec ze wzgledu na niewymierno$¢ \V 2 nasze typy
na dwie klasy, wypadnie do klasy pierwszej zaliczy¢ podstawienia ty-
péw U\ do klasy pozostatej podstawienia typolv V i powiedzieé: wy-
konywajac po sobie podstawienia nalezgce albo oba do
typow U albo oba do typéw V otrzymamy zawsze podsta-
wienie nalezgce do typow U.

e) Z powyzszych czterech prawidet wprost wynika, ze: wyko-
nywajac po sobie dwa podstawienia nalezace do tegoz sa-
mego typu, zawsze otrzymamy podstawienie typu Uit

Stosujac podane prawidta w dowolnym porzadku, mozemy otrzy-
mywac¢ rozmaite rozklady grupy. Nie bedziemy sie zatrzymywali nad
wyliczeniem i istotnem przeprowadzeniem wszystkich tych rozktaddw,
lecz jeden z nich podamy jako przyktad.

Z prawidta a) wynika, iz wykonywajac po sobie podstawienia na-
lezace do typébw o wskaznikach nieparzystych, nigdy nie otrzymamy
podstawien nalezacych do typéw o wskaznikach parzystych, t. z. ze
podstawienia typéw o wskaznikach nieparzystych tworzg dla siebie gru-
pe, zawartg w grupie I, a wiec grupe czesciowg grupy . Nie mozna
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tego powiedzie¢ o podstawieniach typdéw o wskaznikach parzystych. Nadto
ze wzoréw pod a) podanych wynika:

a wiec nasza grupa czesciowa jest grupa niezmienna w grupie ogol-
nej |. Wskaznik grupy zalezy, jak widzieliSmy, od ilosci szeregéw,
w ktére mozna ugrupowac podstawienia grupy ogoélnej i z ktérych je-
den przedstawia wiasnie nasza grupe czesciowa. W naszym przypadku
zauwazymy, ze podstawienia typéw o wskaznikach parzystych, otrzy-
mamy z podstawien typow o wskaznikach nieparzystych, jezeli na tych
ostatnich wykonamy podstawienie:

Widzimy zatem, ze przy pomocy podstawien 1 m------- ,  (tworza-

cych znowu dla siebie grupe skonczong), mozna utozyé podstawienia
grupy | w dwa szeregi, a wiec wskaznik grupy czesciowej powyzszej
jest =2. Mamy zatem twierdzenie:

Grupa obejmujaca podstawienia typow o wskazni-
kach nieparzystyclijestgrupaczesciowa, niezmienng gru-
py I i posiada wzgledem niej wskaznik 2. Nazwiemy ja la

Stosujgc teraz n. p. twierdzenie c), widzimy, ze w tej grupie cze-
sciowej jest znowu zawarta grupa skladajgca sie z podstawien typow
0&A+l. Nadto z c¢) wynika, ze T34, tu4l FA+i= C&v-u, a wiec: pod-
stawienia typow t&x+l tworzag grupe czesciowag niezmien-
na tak grupy I jak grupy T; jej wskaznik wzgledem gru-
py I jest =4; nazwiemy jga przeto 4

Ta znowu grupa (jak to z twierdzen a) c) d) razem rozwaza-
nych wynika) obejmuje grupe czesciowsg [8, utworzong przez
podstawienia typow (", “posiadajgca wskaznik 8 wzgle-
dem grupy T.

Nakoniec z twierdzen a) c) d) 6) razem wzietych (lub wprost z pra-
widta ¢) wynika, ze podstawienia typu Ui tworzg grupe cze-
Sciowag zawartg w grupie I i tak wzgledem tej, jak wzgle-
dem F niezmienng. Grupe te nazwiemy TIB.

Jest to najmniejsza grupa czesciowa, ktéragdmy na tej drodze mogli
otrzymac.

Co sie tyczy grup czesciowych, posiadajacych taki sam wskaznik
a, otrzymywanych przy stosowaniu prawidet a) ¢) ¢) d) w innym po-
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rzadku zauwazymy, ze niektore z nich bedg sobie wprost roéwne, albo
beda mialy pewne grupy czesciowe o wskazniku B = a spélne, czyli,
uzywajgc terminu znanego w teoryi grup, bedg z sobag ,spétmierneu
wzgledem pewnych grup czesciowych przez nie objetych. Lecz wszy-
stkie takie grupy czesciowe bedg z sobg spoétmierne
wzgledem grupy TIB.

Wspomnimy tu jeszcze o metodzie uzytej przez Frickego ') w celu
okreslenia grup (ktore, jak juz we wstepie zaznaczyliSmy, sg szczegol-
nymi przypadkami grupy f); postuzy nam to zarazem za sprawdzenie
ze podstawienia 16-tu typow tworzg istotnie grupe.

Uzywajac tej metody, nalezatloby postepowaé droga odwrotng
wzgledem tej, ktérej uzyliSmy przy rozktadzie grupy. Wychodzac mia-
nowicie z typu podstawien 771, o ktérych fatwo mozna si¢ przekona,
ze tworzg grupe (por. Fricke: Math. Ann. t 39, str. 462, 463), doia-
czamy kolejno typy Us, Ui i Ul itd, i dochodzimy stopniowo do co-
raz wiekszych grup, az wreszcie do grupy ogélnej I i grupy uzupet-
nionej I'. Co sie tyczy szczeg6towego przeprowadzenia rzeczy, odsytamy
czytelnika do prac Frickego.

Réwniez cho¢ kilka stéw poswiecimy grupom czesciowym analo-
gicznym do grup czesciowych rozwazanych oddawna w teoryi grup
modutowych, — ktorych Spoétczynniki czynig zado$¢ pewnym kongruen-
cyom. Grupy te czeSciowe obejmujg wszystkie te podstawienia grupy T,
ktére odpowiadaja podstawieniom potrojnym $ posiadajgcym Spoétczyn-
niki ak poddane nastepujagcym warunkom a)

W przypadku, gdy n jest liczbg pierwszg, fatwo okazac, ze wodwczas

i podstawienia grupy [ czynigce zado$¢ tym warunkom tworzg czescio-
wa grupe niezmienng grupy [. Poniewaz jednak twierdzenia odnoszace
sie do tej grupy czeSciowej otrzymane przez Frickego !) z matemi sto-
sownemu zmianami tutaj powtérzy¢by mozna, wiec ograniczamy sie tylko
do powyzszej wzmianki.

1) Math. Ann. t. 38, str. 462 i n.; t. 39 str. 63 i n
) Poincare: Les fonctions f. et a. Liouv. J. ser. 4, t. 3; str. 422.
,) Math. Ann. t. 39, str. 83 i n.
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8. 4. Geometryczne znaczenie grup.

Aby unikng¢ niejasnosci i powtarzania sie w dalszym ciagu, przy-
pominamy naprzod niektére pojecia, zresztg dobrze znane ') z teoryi geo-
metrycznego przedstawiania grup.

Zmienng zespolong w, na ktérej podstawienia wykonywamy, przed-
stawiamy, jak zwykle, jako punkt na ptaszczyznie lub na powierzchni
kuli. Punkty ' ktére otrzymujemy z pewnego danego punktu przy
pomocy podstawien grupy, nazywaja sie punktami rownowaznymi
punktowi danemu wzgledem grupy. Poniewaz podstawienia grupy po-
siadajg Spotczynniki rzeczywiste, wszystkie wiec punkty réwnowazne
znajdowac sie beda w tejze samej potowie ptaszczyzny (po nad lub pod
osig rzeczywistg), w polu ktorej lezy punkt dany. W przypadku grupy
nieciggtej zawsze mozna znalezé obszar skoriczony, obejmujacy tylko
punkty nieréwnowazne, i ktérego punkty obwodu sg parami z sobg zwiga-
zane za pomocg podstawien grupy. Ksztatt tego obszaru, zwanego wie-
lobokiem zasadniczym lub fundamentalnym, jest w wysokim sto-
pniu dowolny, mozna jednak zawsze do tego doprowadzi¢, iz bedzie on
ograniczony wytacznie tukami ko, ktérych Srodki lezg na osi rzeczywistej?).
Ksztatt za$ taki wieloboku jest z tego wzgledu nadzwyczaj dogodny,
ze wowczas przy podstawieniach grupy przechodzi o$ rzeczywista w sie-
bie, kota za$ do niej prostopadte przechodza znowu w kota tez samag
wilasnos$¢ posiadajace. Wskutek tego wszystkie wieloboki otrzymywane
z wieloboku zasadniczego przy pomocy podstawienn grupy, czyli wszyst-
kie ,wieloboki réwnowazne wielobokowi zasadniczemu” sg takze ogra-
niczone tukami kot o Srodkach na osi rzeczywistej. Wieloboki te pokrywajg
calg potowe plaszczyzny raz jeden, nie pozostawiajgc miejsca pustego
a nadto w przypadkach, ktérymi sie zajmowac bedziemy, nie posiadajg
jako bokéw odcinkéw osi rzeczywistej tak, iz sa zupetnie oddzielone od
wielobokéw powstajacych w drugiej potowie ptaszczyzny. Z tego po-
wodu rozwazaé¢ bedziemy wieloboki istniejgce w jednej n. p. goérnej po-
towie ptaszczyzny.

Gltownem zadaniem, ktdre nam rozwigza¢ nalezy, jest znalezienie
wieloboku zasadniczego. W tym celu rozwazymy szczeg6towiej nature
podstawien grupy.

Jak wiadomo dzielg sie¢ podstawienia liniowe

') Por. Poincar6: Sur les groupes fuchsiennes: Act. Math. t. I str. 1 in.
2) Act. Math. str. 16—20.
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posiadajace Spoétczynniki rzeczywiste, wedtug Kleinal) na: a) Podstawie-
nia eliptyczne, dla ktorych bezw. wart, (a = 6) < 2, posiadajgce dwa
punkty state wl, w? (Fixpunkte) z sobg sprzezone i od siebie rdzne:

otrzymamy je, kladac w powyzszem podstawieniu P) w'=w. Sprowa-
dziwszy to podstawienie do postaci:

widzimy, ze P'==7., z tego powodu nazywamy K peryodem podstawie-
nia; K jest gtdbwnym rozwigzaniem réwnania

) Podstawienia liyperboliczne, dla ktorych (a + 8) > 2 i kto-
rych punkty state od siebie r6zne leza na osi rzeczywistej.

¢) Podstawienia paraboliczne, dla ktoérych (o--8) = 2, posiada-
jace jeden punkt staty rzeczywisty.

Istnienie tych trzech rodzajéw podstawienn zalezy oczywiscie od
liczb g, r, s. Zanim jednak przejdziemy do tego pytania, udowodnimy
pewne twierdzenie, ktére nam rozwigzanie owego pytania znacznie
utatwi.

Jezeli na zmiennej w wykonamy dwukrotnie tozsamo podstawienie

otrzymamy podstawienie

Stosownie do tego, czy jest takze

Wyijatek stanowi tylko przypadek, kiedy (a + &) = 0. Woweczas jednak
podstawienie P, posiada peryod k=2 i P? jest podstawieniem tozsamo-
sciowem (P2 =1).

1) Klein: Vorl. ii. e. Modulf. str. 163 i n.
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Z drugiej strony na mocy prawidla e) (8 3) okazuje sie, ze po-
wtarzajgc podstawienie nalezace do jakiego$ typu ¢7,, otrzymamy zaw-
sze podstawienie nalezace do typu ¢7/. Uin= Utl a wiec: wyjawszy
podstawienia eliptyczne, ktorych peryod jest = 2, powie-
my: jezeli w grupie zachodzi podstawienie ktéregos
z trzech powyzszych rodzajow (elipt. hyp. lub parab.), to
znajduje sie napewno podstawienie tegoz rodzaju takze
miedzy podstawieniami typu Ui.

Korzystajgc z tego twierdzenia, nie trudno nam bedzie rozstrzygnac,
kiedy w grupie nie zachodzg podstawienia paraboliczne; dos¢ bowiem
jest rozwazy¢, kiedy podstawienia typu 77l nie zawierajg podstawien pa-
rabolicznych. Poniewaz dla tych podstawien jest (a % 0) = 2, wiec dla
typu Ul

jest a = =221 réwnanie ostatnie sprowadza sie do réwnania:
czyli, gdy b —b's, c=cq. d=d'r, do réwnania

ktore, w przypadku, gdy grupa zawiera podstawienia paraboliczne,
winno posiada¢ rozwigzania w liczbach catkowitych. Stad wynikaja przy
uzyciu symbolu Legendre,a nastepujace réwnoscil)

czyli

Warunki te sg z sobg sprzeczne w nastepujacych przypadkach:
1) Kiedy q jest liczba pierwszag ksztattu 4h-I1"™ zas$ r, s sg liczbami
pierwszemi ksztattu 4k + 1.

Istotnie woéwczas jest —— 7, a wiec

') Vorl. liber Zahlentheorie v. Lejeune-Diriehlet (Dedekind) 111 Aufl. str. 431.
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z drugiej za$ strony, na mocy dwu pierwszych zwigzkéw (10) i prawa
»Wwzajemnosciv otrzymujemy:

tj.

co jest z warunkiem (11) sprzeczne.
1) Podobnie postepujac, okazemy, ze do sprzecznych warunkéw
dochodzi sie, kiedy g jest liczbg pierwsza ksztattu 4L+ 1" a r i $ sg

liczbami pierwszemi ksztattu 4k — 1. Jakoz wowczas (— =+ 1

ostatnia z réwnosci (10) sprowadza sie do:

Z drugiej strony z prawa wzajemnosci i dwu pierwszych réwnosci (10)
wynika:

a wiec

co jest z (12) sprzeczne. W tych tylko dwu przypadkach nie zawiera
grupa I podstawiern parabolicznych; w kazdym za$ innym przypadku
te podstawienia istotnie w grupie zachodza. [Co do tych ostatnich grup
zawierajacych podstawienia paraboliczne, okazat Fricke, 1) iz one w pe-
wien sposéb przeksztatcone, wykazujg sp6tmierno$¢ z grupa podstawien
modutowych].

Nie tak tatwo jednak mozna rozstrzygna¢ kiedy i o jakim peryo-
dzie zawiera grupa I' podstawienia eliptyczne. Co sie tyczy podstawien
0 peryodzie k nieparzystym, to jak z prawidta e) (8 3) wynika, zacho-
dzi¢ one moga tylko miedzy podstawieniami typu Ul. Nie mozemy je-
dnak tego powiedzie¢ o podstawieniach p .siadajgcych peryod parzysty;
poszukiwania ich nalezy przeprowadzi¢ dla kazdego typu z osobna.

1) Math. Ann. t. 38 str. (79—81).
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Przy ogélnym roztrzasaniu nalezatoby nam rozr6zni¢ znaczng ilos¢
przypadkdéw, nadajgc liczbom e, r, s rozmaite wartosci. Dlatego ograni-
czymy sie tylko do pokazania sposobu postepowania, biorgc pod uwage
podstawienia typu Ul dla powyzszych przypadkéw 1), II).

Poniewaz dla podstawien eliptycznych jest (k-j-3)<2 a dla
typu Ut

a--0=a, gdzie a jest liczbg catkowita, wiec moze byc¢ tylko albo a==0,
albo a—1. Wartosci te (a--0)= 0,1 odpowiadajg podstawieniom elipty-
cznym posiadajagcym peryod odpowiednio k=2, K- 3. Stagd widzimy, ze
w grupie ' zachodzi¢ moga podstawienia eliptyczne, po-
siadajgce co najwyzej peryod K — 6.

a)a=0) 1,=2. Rbéwnanie a2— b2qr- -c2rs-d2qs =4 sprowadza
sie do:

Aby to réwnanie posiadato rozwigzania w liczbach catkowitych,
potrzeba, z uwagi, iz 6, ¢, d nie mogg zawierac czynnikdw odpowied-
nio: s, g, r, aby:

czyli:

1) Dla przypadku 1): g=4h-I!l a r,s=4k +1 mamy:

co jest zawsze mozliwe.
2) Dla przypadku jednak Il1): = r, s=4k-1, mamy

a wiec

Wydz, mat.-przyr. T. XXVI,
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Lecz na mocy prawa wzajemnosci i n. p. dwu ostatnich zwiazkow,
otrzymujemy:

tj.

co jest sprzeczne ze zwigzkiem pierwszym. W tym wiec przypadku nie
zachodza w grupie ' podstawienia eliptyczne o peryodzie z=2 nale-
zace do typu Ul, a wiec takze w ogdéle nie zachodzg podstawienia po-
siadajace peryod -/=-4.

l) a=1 x=3. Tutaj réwnanie a2-bqr + c2rs-d2qs =4 sprowadza
sie do réwnania:

Aby to réwnanie miato rozwigzania w liczbach catkowitych po-
trzeba, aby

co jednak juz prowadzi do znacznej ilosci przypadkéw. Nie bedziemy
ich tu przytaczali, jak réwniez nie bedziemy rozwazali podstawien hy-
perbolicznych w grupie, gdyz nam to do zamierzonego celu nie jest
potrzebne, a z drugiej strony taka dyskusye przy danych liczbach q, r, s
nie trudno jest przeprowadzic.

Tyle co do podstawien grupy I. Pozostaje nam jeszcze pomowic
0 podstawieniach grupy uzupetnionej TI'. PowiedzieliSmy wyzej, ze pod-
stawienia rodzaju 2-go (posiadajgce wyznacznik = —I) otrzymamy z pod-
stawien rodzaju I-go, gdy na nich wykonamy podstawienie w'=w.

Geometrycznie podstawienie to oznacza przejscie od punktu w do
punktu symetrycznie potozonego wzgledem osi urojonej. Jasnem jest
teraz, dlaczego$my uzupehili grupe F zapomoca podstawienia wiasnie:
— o ; tym sposobem bowiem takze przy uwzglednieniu tego podstawie-
nia nie wychodzimy poza obreb goérnej potowy plaszczyzny.

Z pomiedzy podstawien grupy F, najwazniejszemi dla nas beda
te, ktérych peryod jest réwny 2, a wiec do ktérych, jak tatwo spo-
strzedz, nalezy takze podstawienie —uw.

Ceche charakterystyczng tych podstawien stanowi warunek ) z—9o

1) Zob. Vorl. ii. e. Modulf. str. 196 i n.
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a wiec dla podstawien naszych typoéw warunek b = 0. Punkty state
takiego podstawienia tworzg koto prostopadie do osi rzeczywistej, kto-
rego réwnaniem jest:

gdy x +ii/ = w. Kota te oznacza¢ bedziemy stale literg 7f.

Dla podstawienia o' =—=—u kotem K jest 0§ urojona a punkty so-
bie réwnowazne wzgledem tego podstawienia, sg, jak widzieliSmy, pun-
kty symetryczne wzgledem osi urojonej. Z tego powodu bedziemy mo-
wili w ogdle, ze punkty sobie réwnowazne wzgledem podstawien ro-
dzaju 2-go, posiadajgcych peryod = 2, sg punktami symetrycznymi
wzgledem odpowiednich (t. j. do tychze podstawien nalezacych) kot 7T

Kota te K okazg sie w dalszym ciggu nadzwyczaj przydatnemi do
wyznaczenia wieloboku zasadniczego. Z tego powodu w kazdym szcze-
gélnym przypadku bedziemy musieli oceni¢, ktére typy biorg udziat
w powyzszych podstawieniach rodzaju 2-go o peryodzie = 2, co ze
wzgledu, ze b = 0, nie sprawia wielkich trudnosci.

Rzecz te okazemy na przykladach; teraz za$ jeszcze kilka stow
0 wieloboku zasadniczym grupy F. Poniewaz dwa podstawienia rodzaju
2-go po sobie wykonane prowadzg zawsze do podstawienia rodzaju 1-go,
wiec dwa wieloboki zasadnicze grupy F (sobie przylegte) tworzg wielo-
bok zasadniczy grupy F. Do linij ograniczajagcych wielobok grupy T
naleze¢ bedg oczywiscie takze kota TT, jako linie sobie samym wzgle-
dem grupy rownowazne. Stad widocznem jest, ze wielobok zasadniczy
grupy F otrzymamy, dzielagc wielobok zasadniczy grupy I za pomocg
odpowiedniego kota K na dwie czesci symetryczne z sobg wzgledem
tego kota.

Mamy juz teraz wszystko przygotowane, aby uskuteczni¢ ograni-
czenie wieloboku zasadniczego grupy F i F lub, co wiecej, podzieli¢ calg
potowe ptaszczyzny na wieloboki réwnowazne zasadniczemu.

Wszystkie punkty state podstawien eliptycznych lub parabolicz-
nych, jako punkty sobie samym réwnowazne wzgledem pewnych pod-
stawien grupy F leza na obwodzie wieloboku i tworzg, w ogdle modwiac,
jego wierzchotki. Aby wiec uzyskaé¢ zadany podziat ptaszczyzny dla
grupy I, nalezy przez odpowiednie pary tych punktow poprowadzi¢ kota
prostopadte do osi rzeczywistej.

Podziat ten jednak tatwiej otrzymamy, wychodzac z grupy uzu-
petnionej I i jej wielobokdéw. W tym celu kreslimy wszystkie kota 7<,
ktore ograniczg pewne wieloboki. Punkty przeciecia tych két K, jako
punkty odpowiadajace sobie takze wzgledem grupy I, s punktami sta-
tymi podstawien eliptycznych (lub parabolicznych). lloé¢ k&t K prze-
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chodzacych przez 6w punkt stalty podstawienia zalezy od tegoz peryodu
i oczywiscie tworzg te kota z solni katy réwne. Zauwazy¢ jednak na-
lezy, ze na odwrdt niewszystkie punkty state podstawien eliptycznych
powstajg wskutek przeciecia sie kot /1. Moze sie mianowicie zdarzyé,
na co zwrocit uwage Fricke i do czego podat przyktadyl), ze wielobok
ograniczony samemi kotami K nie jest wielobokiem zasadniczym grupy
I, ale nalezy do grupy niezmiennej TV, czesciowej wzgledem grupy F.
Woéwczas w polu takiego wieloboku znajdzie sie punkt staly podsta-
wienia eliptycznego; przezen oraz przez odpowiednie wierzchotki wielo-
boku potrzeba poprowadzi¢ kota, ktére nam zen oddziela wielobok za-

sadniczy grupy T.

Stad, ze dwa wieloboki zasadnicze grupy F sobie symetryczne
wzgledem jakiego$ kota K tworzg wielobok zasadniczy grupy F, wprost
okazuje sie, iz te boki wieloboku grupy F sg sobie wzgledem niej
rownowazne, ktore lezg symetrycznie wzgledem kota K dzielgcego wie-
lobok. — Podstawienia, przy ktérych boki wieloboku przechodza w im
rownowazne nazywajg sie¢ podstawieniami rodzgcemi grupy; one
bowiem wystarczajg do okreslenia catej grupy. Znajac ksztatt wielo-
boku zasadniczego i wiedzac, ktore boki sg sobie parami réwnowazne,
nie trudno jest w kazdym szczegbélnym przypadku, bioragc do pomocy
na bokach dwie pary punktow (np. wierzchotkdw) sobie rownowaznych,
znalez¢ podstawienia rodzace.

Wycinajgc wielobok zasadniczy grupy [z plaszczyzny i skiadajgc
go tak (w mysl geometryi potozenia), aby boki sobie réwnowazne z so-
bg sie zeszty, otrzymamy pewng powierzchnie zamknietg. Poniewaz
pary bokéw réwnowaznych sg z sobg symetryczne wzgledem pewnego
kota K, powierzchnia owa posiada te wiasnosc, iz sie rozpada™na dwie
czesci, jezeli jg przetniemy wzdtuz jakiejkolwiek na niej lezacej linii
zamknietej, siebie niespotykajgcej. Wiasnos¢ ta cechuje, jak wiadomo,
powierzchnie nalezagce do rodzaju (Geschlecht}, p — 0. Stad mdéwimy,
iz grupy F nalezg do rodzaju zero.

Chcac wreszcie znalez¢ wielobok zasadniczy grupy czesciowej I'v gru-
py I postepujemy w ten sposéb?). Wychodzac z ktéregos wieloboku zasa-
dniczego grupy F, dotagczamy don wieloboki jemu przylegte dotad, do-
poki nie natrafimy na wielobok réwnowazny (wzgledem grupy Iv) je-
dnemu z poprzednio juz wzietych wielobokéw. Ile takich wielobokéw

1) Mat. Ann. t. 38, str. 72, 474 i n.; t. 39, str. 69 i n.
') Zob. Vorl. u. e. Modulf. str. 310.
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grupy [ skiada wielobok grupy czesciowej, wskazuje jej wskaznik.
Tym sposobem postepujgc nic trudno rozstrzygna¢, ktore boki wieloboku
grupy v sg sobie wzgledem niej réwnowazne, a wiec takze znalezé
podstawienia rodzace grupy czesciowej.

8§ 5. Formy podwdjne kwadratowe.

Chociaz w Kkilku stowach wypada zaznaczy¢ zwigzek istniejacy
miedzy grupg F a formami kwadratowemi podwodjnemi, ktorych Spot-
czynniki naleza do obszaru wymiernosci Vil > Vr i Vs « Formy te
(oznaczam je literg <) maja ksztak:

gdzie liczby &, n, { sg liczbami catkowitemi w zwykiem tego stowa
znaczeniu. Zwigzek, o ktérym mowa, przeprowadzit dla szczegdlnych przy-
padkéw grupy I Frickel) w mysl rozwinie¢ Kleina przeprowadzonych
dla zwyktych form kwadratowych i grupy funkcyj modutowych?).
Na mocy tego zwiazku wypadaja nadzwyczaj proste i jasne odpowiedzi
na zwykle pytania, ktére sobie w teoryi tych form zadajemy: a) kiedy
dwie formy posiadajgce ten sam wyznacznik sg sobie réwnowazne —
i b) znalez¢ podstawienia, przy ktérych forma przechodzi w jej réwno,
wazng. Nie chcgc przytacza¢ wywodow nier6znigcych sie wielce od
tych, ktére sg zamieszczone w pismach dopieroco wymienionych ujmie-
my catg rzecz w szereg twierdzen.
A) Wyznacznik formy ¢ jest mniejszy od zera:

Forme ¢ posiadajaca wyznacznik D < 0, przedstawiamy na ptaszczy-
Znie zmiennej zespolonej w zapomocg punktu:

Woéwczas formy <p, ol . . . , przedstawione zapomocg punktéw sobie
rownowaznych wzgledem grupy T, sa formami sobie réwnowaznemu
Obierajac jeden z wielobokéw zasadniczych grupy F — nazwijmy go

1) Math. Ann. t. 39, str. 73 i n.
2) Vorl. ii. e. Modulf. str. 243.
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W! — za pierwszy (wielobok wyjscia), i przyjmujac, ze formy przed-
stawione przez punkty tego wieloboku sa formami zredukowanemi, po-
wiemy: Kazda forma ¢ o wyznaczniku ujemnym jest row-
nowazna jednej formie zredukowanej. Formy ¢l, z wy-
jatkiem tych, ktére sg przedstawione zapomocg punktow
przypadajacych w punktach statych podstawien eliptycz-
nych, nie zmieniajg sie tylko przy podstawieniu tozsamo-
sciowem; formy zas$ owe wyjatkowe pozo stajg bez zmiany
przy tylu podstawieniach (eliptycznych) ile wynosi pe-
ryod tego podstawienia eliptycznego, ktdrego
punkt staly przedstawia forme. Punkty przedsta-
wiajace formy ¢, ktdére sa sobie réwnowazne takze
wzgledem podstawien rodzaju 2-go, leza na ko-
tach K.

B) Wyznacznik formy: D = 0.

Forme ¢ o wyznaczniku D = 0 przedstawiamy zapomocg kota K
prostopadtego do osi rzeczywistej przechodzacego przez punkty:

i opatrzonego strzatka, ktora stanowi réznice miedzy formami ¢ i — .
Forme ¢/ réwnowazng formie ¢ przedstawia koto KI, ktére otrzymamy
z kota K przy pomocy podstawienia grupy I Formg zredukowana
nazywa sie ta, ktérej koto K przechodzi przez wielobok W1 Stad:
Kazda forma jest przynajmniej jednej formie zre-
dukowanej réwnowazna. Podstawienia (rodzaj u 1-9o)
grupy [ niezmieniajgce tych form sg podstawie-
niami hyperbolicznemi i tworza grupe nieskon-
czong cykliczng. — Formy przedstawione przez ko-
ta R posiadajga nadto nastepujgace wiltasnosci: a) sg
sobie takze réwnowazne wzgledem odpowiedniego
podstawienia rodzaju 2-go, przy ktorem koto K
przechodzi w siebie; b) zmieniaja tylko swodj znak
przy podstawieniach eliptycznych, posiadajgcych
peryod 2, ktérych punkty state lezg na kole K.

AVszystkie te warunki i wiasnosci, wypowiedziane w formie geo-
metrycznej, mozna fatwo, dobierajagc odpowiednio W1, przedstawi¢ w zwy-
ktej formie algebraicznej.

Zauwazymy tu jeszcze, ze obok form ¢ posiadajg ten sam wy-
znacznik D = T takze formy ksztattu :
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Zachodzi wiec pytanie, jaka grupa podstawien nalezy do tych form?
Zwazmy naprzod, ze podstawieniem, ktére przeksztatlca forme ¢ we
forme @' jest

Grupa wiec podstawien nalezaca do form @' jest grupa powstajgcg wsku-
tek przeksztatcenia grupy I' zapomocg podstawienia K, t. j. grupg, kto-
rag8my w § 1-ym nazwali I". Z powyzszego nadto wprost wynika, ze
podstawieniami przeksztatcajgccmi  formy ksztattu ¢ we formy
ksztattu ¢ sg podstawienia: A K, jezeli przez V1, jak zwykle, ozna-
czymy podstawienia grupy F.

PRZY KLADY.
) Niech:

ilos¢ typow sprowadza sie do osmiu: tR, U2, U3 Ui, IR, IR, IR, IR,
Wedtug powyzej wylozonej teoryi szuka¢ naprzéd bedziemy kot K.
Podstawienia, ktore je wyznaczajg, sa okre$lone przez to, ze 3=0.
Nie trudno okaza¢, ze tylko dla podstawienia typow: 171, Ui, I , IR, IR
istnieja kota K. Jakoz n. p. dla typu U3 réwnanie c) 8 1) sprowadza
sie do rownania

ktére nie posiada rozwigzan w liczbach catkowitych, gdyz w takim ra-
zie winno by¢ a2= 3 mod 7, zas (f) =— 1; podobnie okaza¢ to mozna
dla typow IR, IR. RoOwnania za$ typow pozostatych sprowadzajg sie
do réwnan nastepujacychl) :

I) Niektére z rozwigzan tych réwnan obok wypisuje.
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Tym rozwigzaniom odpowiadajg kota

piecioboki posiadajagce same katy prostel).

Z kolei zachodzi pytanie jakiego rodzaju podstawienia eliptyczne za-
chodzg w grupie. Poniewaz dla tych podstawien suma pierwszego i ostat-
niego spotczynnika (ayd)<2 wiec dla typu Ul jest (a+d) =a=0, albo =7;
dla typu Ua: (a+d)=0, V $? a w¥%c a=z0, 1; dla typu F!: (@ 4-0)—0
lub V 2 awiec a=0, 1; dla reszty za$ typow tylko: (o- -3) =0 a wiec a=0.
Szukajgc rozwigzan rownan , do ktorych sie przy powyzszych warto-
$ciach liczby a sprowadza odpowiednie réwnania a) b) . . (8 1), prze-
konamy sie, ze tylko podstawienia typéw t¢, F1, P2, P4 moga by¢
podstawieniami eliptycznemi i wszystkie posiadaja peryod réwny 2.
Podajemy tu dla kazdego typu podstawienia eliptyczne z ich punktami
statymi :

1) Wieloboki zasadnicze grupy I' sa naprzemian cieniowane i niecieniowane.
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Wszystkie te punkty state lezg we wierzchotkach wieloboku utworzo-
nego przez kota K. Mamy wiec wynik nastepujacy:

Wielobokiem zasadniczym grupy I¢'s Il jest pieciobok posiada-
jacy wszystkie katy proste. Dotgczajac do niego jeden z wielobokéw
przylegtych, otrzymujemy szesciobok, ktory jest wielobokiem zasadni-
czym grupy I"," 7).

Z szescioboku (abcdefh) (fig. 1) odczytujemy nastepujgce pod-
stawienia rodzace:

1) Przyjmijmy:

podobnie jak w przyktadzie poprzedzajacym, ilos¢ typéw zredukuje sie do
osmiu. Kota K nalezg do podstawien typoéw:

Kota te, jak wida¢ z fig. 2-ej, dzielg ptaszczyzne na piecioboki prosto-
katne. Z podstawien eliptycznych zachodza w grupie tylko te, ktérych
peryod =2 i w nich biorg udziat podstawienia typéw: U2, Vj, V2j Fs.
Punkty state tych podstawienr lezg w wierzchotkach piecioboku, tak iz
mamy twierdzenie :

Wielobokiem zasadniczym grupy I'r',7,  jest pieciobok posiadajacy
wszystkie katy proste. Dotgczajgc do niego jeden z wielobokéw przy-
legtych otrzymamy szesciobok bedacy wielobokiem zasadniczym grupy
p(f- » % Podstawienia rodzgce tej grupy sa

Wydz. mat.-przyr. T. XXVI.
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I11) Niech nakoniec:

Kota K nalezg do podstawien typow:

Kota te ograniczaja czworobok wskazany figurg 3-cig, w ktérym trzy katy
sg proste, czwarty potowg prostego. Postepujgc podobnie jak w po-
przednich przykiadach przekonamy sie, ze w grapie G zachodzg pod-
stawienia eliptyczne o peryodach —2 i 4, oraz ze punkty state tych pod-
stawienn lezg w wierzchotkach wielobokéw ograniczonych kotami K.

Wielobok wiec grupy G jest wiasnie powyzszym czworobokiem, wielo-
bokiem za$ grupy G bedzie pieciobok powstaty przez dotgczenie do
poprzedniego jednego z wielobokdéw przylegtych. Podstawienia rodzace sa:
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