Sposob D'Alemberta

w zastosowaniu do réwnan rozniczkowych liniowych
rzedu n-go ze spotczynnikami statymi.

Przez

A. J. Stoddtkiewicza.

Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. d. 4 lipca 1892,
referowat cztonek Zajgczkowski.

Ogoblny ksztatt réwnan rézniczkowych liniowych rzedu n-go ze
spotczynnikami statymi jest

gdzie Al, A2, . . ., An sg liczby state, a X funkcya zmiennej nieza-
leznej x. Wiadomem jest, ze catki takiego réwnania sg w Scistej za-
leznosci od pierwiastkéw réwnania algebraicznego

Sposob catkowania, ktéry w niniejszej pracy zamierzam wylozy¢ jest,
mojem zdaniem, bardziej z naturg zagadnienia zwigzany, anizeli sposéb,
zwykle uzywany przy wyktadach nauki réwnan rézniczkowych. Sposob
D'Alemberta wyptywa z zagadnienia bezposrednio i ogélnie przy roz-
wazaniu réwnania petnego. Oprdcz tego, sposéb wspomniany czyni
zupetnie zbytecznem rozpatrywanie réwnan redukowanych i odréznianie
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106 A. J. STODOLKIEWICZ.

pierwiastkbw rownych urojonych, lub rzeczywistych. Stosujgc sposob
D'Alemberta, potézmy nasamprzéd

natenczas, réwnanie (2) mozna napisa¢ w ksztalcie:

Mnozac réwnania (2) odpowiednio przez czynnniki nieoznaczone
i dodajgc do rownania (3), otrzymamy

Nastepnie, potézmy:

natenczas, rugujac y(n-1) z réwnania (4) przy pomocy zwiagzku (5), ta-
two otrzymamy

Dla mozna zawsze znalezé uktad ilosci sta-
tych, zados¢ czynigcych warunkowi, azeby Spotczynniki przy

byty zerami. W rzeczy samej, trzeba tylko roz-
wigza¢ nastepujacy uktad réwnan algebraicznych

z ktorych, po rozwigzaniu, otrzymamy
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SPOSOB D'ALEMBERTA 107

Z ostatniego z tych rownan (8), kiadac
otrzymamy

Odszukawszy jeden pierwiastek réwnania (10), otrzymamy z (9) odpo-
wiednig wartos¢ na pl, tudziez, z ukiadu (8) obliczymy z tatwoscig
wszystkie pozostate ilosci p2, p3, . . ., Pn_2, un-1

Takim sposobem, rozporzadza¢ bedziemy nowem réwnaniem réz-
niczckowem (5), w ktorem ul, jest funkcya zmiennej niezaleznej X, okre-
$lonag réwnaniem

skad , oznaczajgc dla krétkosci pierwszy pierwiastek réwnania (10)
przez rl, wskutek zwigzku (9), mamy

Widzimy z poprzedzajgcego, ze réwnanie (5) ma znowu ten sam ksztatt
co roéwnanie dane (1), ale jest rzedu o 1 nizszego, i podobnie jak (1)
zawiera wszystkie spotczynniki state; przeto, do réwnania (5) mozemy
réwniez zastosowac sposéb D'Alemberta. Napiszemy w tym celu ukiad
nastepujacy
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Mnozac drugie réwnanie z ukiadu (12) przez vl, trzecie przez vl
i t d. przedostatnie przez vn_3 i ostatnie przez v,? i dodajac do réw-
nania pierwszego, otrzymamy

Jezeli dalej potozymy

i celem wyznaczenia statych ilosci v wezmiemy

natenczas z réwnania (3) otrzymamy

Liczby v wyznaczy sie z ukiadu (15), gdyz:

Z ostatniego rownania powyzszego ukitadu (16), kladac

mie¢ bedziemy réwnanie
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ktore, jak to tatwo okaza¢, ma wszystkie pierwiastki wspdlne z réw-
naniem (10). Azeby tego dowie$¢, napiszmy réwnanie (17) w ksztatcie

i wprowadzmy pierwiastek, ktérego mu brakuje:

w tym celu, mnozymy réwnanie (18) przez Ir—al+=A. a, po uporzad-
kowaniu iloczynu podtug poteg r, otrzymamy

Z ostatniego roéwnania, przy pomocy zwigzkéw (7), mie¢ bedziemy

co byto do dowiedzenia.
Stad wyptywa, ze, jezeli odnajdziemy drugi pierwiastek réwna-
nia (10) i nazwiemy go ra, natenczas na zasadzie zwigzku (16a) bedzie

Tutaj zauwazyC¢ juz mozna, ze spos6b nic nie traci na ogdlnosci
w przypadku, gdy ri réwna sie poprzedniemu pierwiastkowi r,. Na-
stepnie, pozostanie nam tylko obliczy¢ vaz v8, . . . , vn_2 z réwnan (16)
i catkowa¢ réwnanie rozniczkowe (14) rzadu n-2go, w ktérem funkcya
ua okresla sie réwnaniem (15a), a ktére scatkowane daje:

Do catkowania réwnania (14) ze spoétczynnikami statymi znowu stosu-
jemy z tym samym pozytkiem sposéb D,Alemberta. Powtorzywszy
n-1 razy szereg podobnych, jak powyzsze, dziatan, obnizymy rzad
rownania az do I-go i otrzymamy rownanie liniowe ksztattu

z ktorego po scatkowaniu wynika

m jest tutaj ostatnim pierwiastkiem réwnania (10), a un~! funkcya zmien-
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nej niezaleznej X, wiadomg z poprzedzajgcego catkowania. Ostatni
zwiazek bedzie zarazem catkg og6lna danego réwnania, ktéra zawieraé
musi n statych dowolnych, gdyz kazde catkowanie wprowadza jedne
ilos¢ statg c. Wszystkie stale, oprécz ostatniej cn, zawarte beda we
funkcyi wn-1. Poniewaz zalezno$¢ funkcyi ul, u2, ... , un, jest za-
wsze jednakowego ksztattu, przeto, rugujagc kolejno z catki ogoblnej
wzmiankowane funkcye ul, u2, .., un_,, mozemy napisa¢ catke szukang
W postaci szeregu n nastepujacych, zaleznych jedna od drugiej kwadratur.

Wzér ten jest ogdllny dla wszelkich mozliwych przypadkow.

Jezeli réwnanie (l)bedzie redukowane, natenczas nalezy tylko
wzér powyzszy uprosci¢, piszac X = 0.

Jezeli napotkamy w (10) pierwiastki réwne, naprzykiad r, =r,,_,
woweczas bedzie

i wzor powyzszy w tym przypadku na ogélnosci bynajmniej nic nie
straci.

Teorye wytozong objasnimy biorgc przyktad nastepujacy :
Niech bedzie dane réwnanie

w ktorem al, a2, a3 sa liczby jakiebadz.

Réwnania catkowe, wedlug poprzedzajacej teoryi, beda

gdzie rl, r2, r§ oznaczajg pierwiastki rownania
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Z trzech powyzszych rownan catkowych tatwo utworzy¢ nastepujaca
catke ogdlng

W przypadku kiedy m jest catkowite dodatne kwadratury te nie przed-
stawiajg zadnych trudnosci.
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