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Pojecie iteracyi danej funkeyi f(2) o wykladniku
danym g, czyli iferacyi o danej podstawie f(s) i wy-
kladniku ¢ moZemy najlepiej wyjasni¢ na drodze analogii.

1. Iloczyn danej liczby A, przez calkowita, do-
datnia dajmy na to = potege liczby a, otrzymujemy
mnozac liczbe 4 przez liczbe a raz po razie tyle razy,
ile jest jednostek w liczbie n t. j. n razy.

Tteracye o danej podstawie f(z) i calkowitym do-
datnim wykladniku, ktérym jest dajmy na to liczba n
t. j. funkeyg f, (2) otrzymujemy, stosujac do zmiennej 2
dzialanie znakiem f wyraZone raz po razie tyle razy,
ile jest jednostek w liczbie n t. j. » razy.

2. Tloczyn danej liczby A przez calkowita ujemna,
dajmy na to —n'® potege liczby a otrzymujemy, roz-
wiazujac réwnanie A—a"z w=Aa ".

Iteracye o danej podstawie f(z) i calkowitym
ujemnym wykladniku, ktérym dajmy na to jest liczba
—n t. j. fankeye f_, (¢) otrzymujemy, rozwigzujac
réwnanie algebraiczne resp. przestepne f (y)=2

y=r_,(2)
3. Iloczyn danej liczby A przez ulamkowa, dajmy
na to m; ta potege liczby a otrzymujemy, rozwiazujac
m
réwnanie A" a"=2" z=Aa".
Iteracye o danej podstawie f(z) i ntamkowym wy-
kladniku, ktérym jest dajmy na to liczba % otrzymu-
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jemy, rozwiazujac réwnanie funkcyjve @ (2)=f, (2)
zkad @ (2)=f,, (2)-
n

Dodaje, %e iteracye o wykladniku ¢ i podsta-
wie f(z) oznaczamy w nastepujacy sposéb:

q
4@=I<@--.--<n
1)

Powyzszy sposéb pozwala nam pojaé, co znaczy
iteracya o wykladniku calkowitym dodatnim, calkowi-
tym ujemnym, ulamkowym dowolnego znaku, a na pod-
stawie metody wartosci granicznych réwniez iteracya
o wykladniku niewymiernym.

Gdybys$my cheieli pojad, co znaczy iteracya o do-
wolnym urojonym, lub zespolonym wykladnikn, wéwczas
nie znalezliby$my Zadnych danych, ktéreby nam sprawe
wyjasnily.

Musimy tedy prébowaé¢ na drodze intuicyjnej
dociec sprawy w nadziei na pomyslny przebieg jej.
Uczynimy to w nastgpujacy sposéb:

4. Cheac okreslié dowolna potege liczby @, a wice
zaréwno rzeczywista, jak i urojona, oprzemy si¢ na
nastepujacem, analitycznie juz stwierdzonym fakcie:

Do kazdej liczby @ mozemy dolaczyd taka liczbe p,
jej logarytm naturalny, Ze zachodza wzory:

: rY' : ( pq)" q

ek G e (o

Cheac okredlic dowolng iteracye funkeyi f(2),
a wige zaréwno iteracye o rzeczywistym, jak i o uro-
jonym, lub zespolonym wykladniku, oprzemy si¢ na
nastepujacym fakcie, ktérego stwierdzanie na anali-
tycznej drodze jest w toku z pomyslnym przebiegiem :

Do kazdej funkeyi f(#) mozZemy dolaczyé taka
funkeye F'(2), jej funkeyal iteracyjny, #e zachodza
WZory :
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lim I”(z)=f(ﬂ) lim In@ = Ipm (@)

1 P s
t+;F(t) t+;F(t)

Konstrukeya funkeyi F (z), funkeyalu iteracyjnego
danej funkcyi f(2) jest nadzwyczaj trudnem zagadnie-
niem, ktérego dyskusya ze stanowiska funkeyjno-teore-
tycznego stanowi bardzo ciekawy temat.

To tez nie mogac tematu tego oméwié w calej
Jjego rozciaglodci, musimy ograniczyd sie na tych kilku
faktach, ktére udalo sie dotad z cala stanoweczoscia
stwierdzi¢. Dowodéw dla braku miejsca tu nie podajemy.

4) Jezeli wyrazy szeregu 2 f(2) fy(2)...f, (2)
zbiegaja do jakiej$§ wartosei_granicznej, to jest nia
albo jeden z pierwiastkéw réwnania f(2) — x=0, dajacy
jednak o < |V (@)|< 1, albo tes o, jezeli f(w)=w,
a zarazem

I )I

\ llm

Jezeli mamy o <| f("(x)| <1 to dla wszystkich
wartosei ¢ dajacych lim f, (z)_x funkeyal iteracyjny

n=—ow

F(2) otrzymujemy na mocy wzoru

f.0 -
Bk ot { i”( )x]l

tutaj g jest liczba stala i réwna lg fm ().

(3)

Prawdziwosé zasady (2) stwierdzono z cala Scislo-
scig, pod tym jednak warunkiem, zeby wartos¢ bez-
wzgledna |p| nie byla zbyt wielka.

Jezeli mamy f™ (2)=0, wéwezas musimy dysku-
sye nieco inaczej poprowadzié. Wprawdzie funkeyal
iteracyjny znalezliSmy, a to na mocy wzoru:
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Pratvu lf(z)—”;ly\f(ﬂ) x}l
2)=g lim

@)
n=w ] f (,e) l
tutaj jednak nie wyznaczylisSmy stalej ¢ i nie zba-
dalisSmy jeszcze stosowalnosci prawa (2). Podobniez
rzeczy stoja z wypadkiem |f(1)(x)|= 1

B) Teraz zwr6émy nasza uwage na takie pierwiastki
réwnania f (§)—E=0, ktére daja o> |/ (€)|> 1.

Tutaj udalo nam sie okazaé¢ z cala Scisloseia
prawdziwosé nastepujacych dwoéch praw:

lim
n._oof [x+ (1) ))’f’]

limf[+ (f()()>] =f& . . ©®

n=w

wedlug ktérych lewe strony powyiszych wzoréw wy-
znaczaja skonczone oznaczone wartosci graniczne dla
wszelkich mozliwych wartosei ¢ i g.

Funkeyal iteracyjny funkeyi f(¢) otrzymamy na
mocy wzoréw :

2= lim f

ey ( f“)t(x))"]

t
fn“) Z+ 1 u]
F(2)=q lim (f( )(97))

T (F® (x))"

W ten sposob kwestya, czy iteracya o dowolnym
wykladniku ¢ jest funkcya, majgca byt analitycznie
zapewniony, a nie jest mrzonka, oparta na analogii
w gruncie rzeczy malo wiarogodnej prawomocnosei jest
rozstrzygnieta w sposéb pozytywny.

a=gf@. (6
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Kwestya wyrachowalnosei iteracyi o ‘dowolnym
wykladniku ¢ i funkcyjno-teoretycznych jej wlasnosei
jest tylko kwestya czasu.

Zwracam w koncu uwage na nastepujace ciekawe
prawa.

a) Funkeyal iteracyjny wyplywa z wzoru:

lim &;=F(z). N
) s lf@]==[f.®]
P [ AC) RECR A [ AC] BT

)2l
1 [AC] P [AC] SO

g+r

(10)
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