Kilka uwag

0 czynniku catkujgcym rownan rozniczkowych.
Przez

A. J. Stodotkiewicza.

(Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. matem.-przyr. z dnia 9. maja 1893 r.;
ref. czlonek Zajgczkowski).

W podrecznikach do nauki réwnan rézniczkowych wyktadane by-
wajg twierdzenia o czynniku catkujagcym réwnan rozniczkowych rzedu
1-go z dwiema zmiennemi. Zauwazytem, ze istnieje jeszcze kilka twier-
dzeh ogdlnych, nieznanych, o ile mi wiadomo, gdyz ani w podreczniku
prof. Zajaczkowskiego, ani w podreczniku Sturm'a twierdzen tych nie
spotkatem. Dla tej przyczyny zamierzam w pracy niniejszej wytozy¢
niepodane dotad twierdzenia o czynniku catkujacym, niepozbawione,
jak mi sie zdaje, pewnego interesu naukowego i pozytku przy cal-
kowaniu réwnan.

Niech bedzie réwnanie rézniczkowe

okredlajagce jedne zmienna, jako funkcye pozostatych zmiennych nieza-
leznych.
Napiszmy catke réwnania (1) w postaci ogdlnej

nastepnie, oznaczmy przez p. czynnik catkujacy réwnania danego, na-
tenczas bedzie:
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Rugujac funkcye F z réwnan (2), otrzymamy

czyli

Gdy przedstawimy catke ostatniego réwnania w ksztatcie

natenczas rownanie (3) mozna napisa¢ tak:

Zmieniajac wartosci wskaznikow i, k od 1 do n, otrzymamy Kkilka
uktadow rownan rozniczkowych czagstkowych. Wystarczajgcem jednak
bedzie zbada¢ wiasnosci jednego z tych uktadéw

Wiemy, ze ukladowi réwnan roézniczkowych czgstkowych (4) odpowiada
zawsze rownowazny ukitad dwéch réwnan o rézniczkach zupetnych

Pierwsze z tych réwnan jest, oczywista, rownaniem danem, drugie za$
mozna napisa¢ w ksztalcie

i wyprowadzié¢ kilka wnioskdw ogdlnych.

Po 1-sze, zdarzy¢ sie moze, ze w roéwnaniu (6) Spétczynniki nie
zawierajg zmiennej xn i, ze wspomniane roéwnanie albo przedstawia roé-
zniczke doktadng albo tez jest tatwiejsze do przecatkowania, anizeli
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rownanie dane, natenczas odnajdujemy czynnik catkujacy i doprawa-
dzamy tym sposobem nasze zagadnienie do szeregu kwadratur.
Po 2-ie, w przypadku szczegélnym, gdy

ilosci statej, lub funkcyi samej xi, znalezienie czynnika catkujgcego jest
tatwem, bowiem bedzie

Po 3-cie, w ukfadzie (5) do drugiego réwnania mozemy dodaé
pierwsze, pomnozone przez pewng ilos¢ A; wskutek tego bedziemy mieli

gdzie A jest albo liczbg stalg, albo tez funkcya zmiennej xn. Z réwna-
nia (7) wypada wniosek, ze, jezeli

ilosci statej lub funkcyi samej xi, natenczas p fatwo odnalezé mozna, gdyz
bedzie z réwnania (7)

Niemniej donioste i ogdlne wnioski mozna wyprowadzi¢ dla ro-
wnania rézniczkowego z dwiema zmiennemi

w ktérem M i N oznaczaja pewne funkcye zmiennych x i y. Réwna-
nie (3) dla powyzszego przypadku bedzie mie¢ ksztakt:

Przyjawszy, ze ostatniemu réwnaniu czyni zado$¢ funkcya

*) Gdy M i N sg funkcye algebraiczne, natenczas znalezienie czynnika catku-
jacego sprowadza sie zawsze do kwadratur. Doktadniejsze uzasadnienie takiego wnio-
sku miesci sie w rozprawie mojej, przedstawionej w dniu 5 kwietnia r. b. na posie-
dzeniu Akademii Cesarskiej w Wiedniu: , Uber die Integration der partiellen Differen-
zialgleichungen erster Ordnung".
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otrzymamy z (9)

Zamiast powyzszego roéwnania rézniczkowego czastkowego mozemy na-
pisa¢ uktad dwoch réwnan o rozniczkach zupetnych

czyli

Z réwnan (10) mozna wyprowadzi¢ kilka wnioskow.
Whniosek |. Jezeli odnajdziemy trzy liczby a, B, y takie, aby

natenczas [, czynnik catkujacy réwnania danego, mozna tatwo znalezé.
W rzeczy samej, ukiad (10) mozemy przedstawi¢ w ksztalcie nastepu-
jacej proporcyi

atoli wskutek tozsamosci (11) koniecznera iest

rownanie, z ktorego po przecatkowaniu mamy

czyli

Widzimy wiec, ze dla réwnania (8), w przypadku, gdy zachodzi tozsa-
mos¢ (11), czynnikiem catkujgcym bedzie (12).
Whniosek I1. Jezeli odnajdziemy trzy liczby a, 6, c¢ tak, aby

i jezeli oprdcz tego bedzie

funkcyi samej zmiennej a?
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albo tez, gdy

i oprocz tego

natenczas w obu wymienionych przypadkach czynnik catkujacy p. mo-
zna znalez¢.

W przypadku roztrzasanym ukiad (10) mozemy napisa¢ w ksztal-
cie proporcyi

czvli, wskutek warunkéw wyzej omoéwionych, bedzie

Catkujac ostatnie réwnanie, otrzymamy

zwigzek, z ktérego bardzo tatwo odnajdziemy wartos¢ p.

Whniosek 1ll. Jezeli znajdziemy pewng ilos¢ A, jako funkcye
tylko zmiennej y taka, aby

funkcyi samej zmiennej x

i jezeli oprécz tego
funkcyi samej zmiennej x\
albo tez, jezeli odnajdziemy pewng ilos¢ A', jako funkcye tylko zmien-

nej x taka, azeby

funkcyi samej ilosci y
i oprdcz tego
funkcyi samej ilosci v,

natenczas w obu wymienionych przypadkach czynnik p. znalez¢ mozna.
W rzeczy samej, uklad (10) mozemy napisaé tak:
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czyli, na zasadzie omoOwionych powyzej warunkow, bedzie

skad po przecatkowaniu otrzymamy

Podobnie postepujemy w przypadku drugiej kombinacyi z wymienionych
warunkéw.

Whniosek V. Jezeli iloraz jest funkcyag tylko sumy

oal-}-By, gdzie a i B sg pewne liczby state, natenczas ukiad (10) piszc-
my w postaci

czyli

skad, przy istnieniu powyzej wyszczegoOlnionego warunku, czynnik p.
fatwo odnaleZ¢.

Whniosek V. Jezeli znajdziemy A, funkcye samej x i B funk-
cye samej zmiennej y tak, azeby

natenczas czynnik p. bedzie wiadomym.
W rzeczy samej, ukitad (10) mozemy napisa¢ tak:

atoli wskutek tozsamosci (13) z réwnania (14) wnioskujemy
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skad bedzie

Whniosek VI. Jezeli odnajdziemy dwie funkcye ol(aj, y), tudziez
¢*(0, y) obu zmiennych tak, azeby byto

i oprécz tego

przedstawia¢ bedzie rozniczke dokladng pewnej funkcyi @ (a? y\ naten-
czas czynnik p. wiadomym bedzie.

Istotnie, uktad (10) dla wyszczeg6lnionego wyzej przypadku napi-
sa¢ mozna w ksztalcie

z ktorego, na zasadzie warunku (15), wyptywa:

czyli

Z ostatniego réwnania tatwo znalez¢é p.

Niezaleznie od dowiedzionych twierdzeri bardzo pozytecznem bywa
w kazdym szczegblnym przypadku zbada¢ ukiad (10). Tak naprzykiad
dla réwnania rézniczkowego

w ktorem a, 6, ¢, n sg jakiekolwiek liczby, uktad ( 0) bedzie:

Ztad tatwo otrzymamy

‘

Po skroceniu przez xn i-yn ‘ z ostatniego réwnania wypadnie
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czyli

Po przecatkowaniu bedzie

albo prosciegj
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