0 zwigzkach dwuliniowych

miedzy statemi catek

rozwigzan pewnych rownan rozniczkowych rzedu 2-go.
Napisat

Stanistaw Kepinski.

8 1
Wiadomo, ze w teoryi catek Abelowych istniejg dwa sposoby
otrzymywania zwigzkéw dwuliniowych miedzy peryodami tychze funk-
cyj. Jeden z nich opiera sie na wilasnosciach catek Abelowych gatunku

trzeciego, drugi — podany przez Riemanna — polega na rozwazaniu
catki 1)
utworzonej przy pomocy catek Abelowych ji, wzdtuz toréw obejmu-

jacych wszystkie punkty osobliwe.

Kierujac sie analogia, mozna uzyska¢ zwiazki dwuliniowe miedzy
statemi catkowania dla catek rozwigzan pewnych réwnan rézniczkowych
liniowych , jednorodnych, rzedu 2-go 2).2

1) Por. np. Briot et Bouquet: Theorie des functions elliptiques, Paris, 1875; str.
674 in.

2) Na tego rodzaju badania tych catek zwrdcit moja uwage prof. Klein w Getyndze.
Zajmowat sie niemi przy pomocy odmiennej metody pr. Fuchs w pracach: ,,Uber Relatio-
nen, welche etc." Crelle's J. t. 76, p. 177. i ,,Uber Relationen, welche...." Sitzungs-
berichte der Akad. der Wissenschaften, Berlin 1892.
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Aby rzecz jasno przedstawi¢, ograniczymy sie do réwnan réznicz-
kowych liniowych, nalezgcych do klasy réwnan badanych przez Fuchsal),
posiadajgcych Spotczynniki wymierne t. j. do réwnan ksztattu:

gdzie

Tu, jak wiadomo, oznaczajg ki', ki" wyktadniki, nalezace do punktéw
osobliwych e, w odlegtosci skoriczonej sie znajdujgcych, zas A/, kA’
wyktadniki, nalezagce do punktu osobliwego en — oo.

O tych wyktadnikach zaktadamy, ze:

a) k-j K" sg od siebie rozne i wieksze od — 1,

) k!l sa od siebie rozne i wigksze od -\-I,

¢) jezeli réznica k- — K" albo khn—kn' jest liczbg catkowita, to
w rozwinieciach rozwiazan yi, yl réwnania (1) na szeregi nie wystepuja
logarytmy.

¢? Suma wyktadnikéw: k'i- -k", kn'- -k" jest liczbg catkowita.

Ostatnie to zalozenie ma nastepujace znaczenie dla grupy I' row-
nania (1).

Niech funkcye yl, y? ulegajg podstawieniu ,rodzagcemu” :

ktore powstaje przy obiegu zmiennej niezaleznej z okoto punktu osobli-
wego e, Wobwczas wedlug Fuchs,ald znalez¢ mozna dwa rozwigzania

T, X

ktéreby przy obiegu zmiennej z okoto punktu e- ulegaty podstawieniom:

1) Crelle,ss Journal t. 66. Zob. réwniez mojg prace: O catkach rozwigzan row-
nan rozniczkowych i t. d. (Rozpr. Akad. Umiej, w Krakowie, serya Il. t. V.), w kto-
rej (roz. 1) wiasnosci takich réwnan sg wytozone.

2) Por. Fuchsa prace 1 c.
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»Czynniki" p/, p:" otrzymuje sie z réwnania kwadratowego:

Z drugiej strony, rozwazajgc zachowanie sie szeregow Irl, Y2 przy
obiegu zmiennej okoto ei, dostrzezemy, ze p/, p," majg ksztatt:

Stad okazuje sie, ze wyznacznik podstawienia (3)

wskutek warunku d) réwny jest 1. Poniewaz, (stosownie do tegoz
warunku d), wszystkie podstawienia ,rodzace" posiadajg wyznaczniki
réwne jednosSci, przeto kazde podstawienie grupy ' ma wyznacznik
réwny jednosci.
§ 2.

Zachowujac oznaczenia, przyjete w powyzej wspomnianej pracy:
»,O catkach rozwigzan réwnan rozniczkowych itd.", oznacza¢ bede takze
i tu catki rozwigzan roéwnania (1) przez.1, j2:

za$s state catkowania, otrzymywane przy obiegach zmiennej z okoto
punktow osobliwych e, en— co odpowiednio przez pi, qi, p, q. Calki
te (6) przy obiegach z okoto ei ulegaja podstawieniom :

Miedzy temi statemi istnieja przy pewnych zatozeniach, tyczacych
sie réwnania (1), zwiazki liniowwe, wyprowadzone w przytoczonej
rozprawie (Roz. 11, § 4)i).

1) We wystowieniu twierdzenia, tyczacego sie owych zwiazkéw liniowych, zaszta
1 ¢ (str. 298) pewna niedoktadnos¢; zdanie: ,réwnania (21) okreSlajg stosunek
statych pi i gff nalezacych do podstawienia eliptycznego”, uzupetni¢ nalezy sto-

wami ,pod warunkiem, ze Spétczynniki tegoz réwnania:

nie sg tozsamosciowo réwne zeru". Istotnie, jezeli Spétczynniki ¢:, tam wpro-

wadzone, majg wartosci réwne —1, ten przypadek wyjatkowy zachodzi i wéwczas na-
turalnie réwnania (21) nic nam nie okreslaja.
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Obecnie bedzie nam szto o inne zwiazki, a mianowicie, jak wspom-
nielismy, o zwigzKi dwu liniowe. Otrzymamy za$ je w spo-
s6b nastepujacy:

Rozwazmy catke:

wzietg wzdtuz toru C, obejmujgcego wszystkie punkty osobliwe: e ico
(fig- ).
Fig. 1.

Poniewaz tor ten catlkowania mozna, nie przechodzac przez zaden
z punktéw osobliwych, $ciggnaé¢ do jednego punktu, wiec:

catka V wzieta wzdtuz toru Cjest rowna zeru.

Calke te jednak mozemy jeszcze w inny sposéb przedstawi¢. Tor
catkowania C mozemy zastgpi¢ prostemi, poprowadzonemi z punktu O
dowolnego, do punktéw osobliwych €-, o i kotami dowolnie matemi
otaczajgcemi owe punkty (fig. 2).

Zwazmy naprzod, jak sie zachowuje na tak zmodyfikowanym
torze ((7) funkcya

Nazwijmy punkty, ktére chcemy kolejno obiegaé, odpowiednio: el,
> -- <=n-1, en = oo,
Na drodze Oel jest
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Po obiegu okoto punktu el na prostej el O funkcya U ma wartosé :

czyli z uwagi, ze wyznacznik

Podobnie postepujac, znajdziemy wyrazenie U po obiegu okoto
punktow el, e2:

Lecz, jezeli podstawienia V41, A? przedstawimy symbolicznie w ksztalcie

to podstawienie ztozone Ai A?1) wyrazi sie zapomoca symbolu:

Dla krétkosci nazwijmy Spotczynniki tego podstawienia odpowie-
dnio al2, »12, cl2, di2. Wowczas Ul2 wyrazi sie przez

Ogodlnie, jezeli Spotczynniki podstawienia ztozonego: Al A2 A3... Ak
nazwiemy odpowiednio:

zastrzegajgc, ze doft=afc, bk =pi, ..., to po obiegu k punktéow osobli-
wych el, e2 ...ek funkcya U bedzie przedstawiona przez wzér:

Zauwazmy jeszcze, ze po obiegu wszystkich punktow osobliwych

funkcya U otrzymuje swg pierwotng wartos¢, ze wiec:

1) lloczyn Al A3 nalezy rozumie¢ w ten sposob, ze sie najprzéd wykonuje Al
nastepnie A?.
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§ 3.
Wiedzgc, jak sie zachowuje funkcya U przy obiegach, nie trudno
nam bedzie otrzymaé przedstawienie jej catki V wzdluz toru G.
Zgodnie bowiem z powyzszemi zatozeniami (8 1) mamy w oko-
licy punktu ei

gdzie

za$ w okolicy punktu

gdzie

Wskutek tego catka V wzieta wzdtuz kazdego z két, otaczajagcych punkty
osobliwe jest réwna zeru. Pozostajg wiec do rozwazenia tylko drogi Oei.
Wedtug rownan (9) ... (13) mamy:

Dodajgc te rownosci do siebie i pamietajgc, ze catka V wzieta
wzdtuz catego toru G jest réwna zeru, otrzymujemy zwigzek:
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We wzorze tym nietrudno jest zastgpi¢ catki okreslone~Toels, y20%
przez state p i g. Jakoz, dla obiegu okoto punktu ek mamy:

Rownosciom tym czyni zado$¢ jakakolwiek wartos¢ zmiennej z.
Podstawmy z=ekt wowczas z uwagi, ze

mamy

skad w razie, gdy wyznacznik

otrzymujemy

Zastanowi¢ sie wypada, co oznacza rownos$¢ zeru wyznacznika Dk

Jezeli kazdy z jego elementéw jest rowny zeru, to af=7, Pt=
==yi=0, 8=+ t. j. podstawienie Ak =1 jest identycznoscig, to znaczy,
ie punkt ek nie jest punktem osobliwym.

Jezeli jednak, wytaczywszy przypadek powyzszy, pomimo tego jest

natenczas, poréwnywajac to ostatnie réwnanie z réwnaniem (4) (8 1),
widzimy, ze p*= p*'=l; a wiec wykladniki k'k, Ik sa woéwczas licz-
bami catkowitemi. Lecz, jezeli to ma miejsce, a nadto w rozwinieciach
yl, y? na szeregi, wedtug warunku c), nie wystepujg logarytmy, na-
tenczas taki punkt ek jest punktem zwyczajnym (mianowicie punktem
zerowym) funkcyj y'1, j? i przy rozwazaniu catki V na torze C mozna
go pomina¢.

Tak rozumiejagc punkty osobliwe réwnania (1), mozemy wypo-
wiedzie¢ nastepujgce twierdzenie: miedzy statemii pl, g grupy
G catek yl .7, istnieje przy zatozeniach a), 0), c), d)
(8 1) zwiagzek dwuliniowy (14) lub zwigzek:
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gdzie litery a.., a..l p, g, D majg znaczenie powyzej podane.

§ 4.

Podobnie, jak wyzej wspomniane zwiagzki liniowe miedzy stalemi
P i a (8 2), moga stuzy¢ zwiazki (14) w pewnych przypadkach do zu-
petnego oznaczenia grupy G podstawien calek yl, y2.

Jako przykiad zastosowania wezmiemy funkcye jl, j.i otrzymane
na podstawie réwnania rézniczkowego, nalezacego do kategoryi réwnan
rozwazanych w przytoczonej pracy ,O catkach i t. d. (str. 283
i nastepne).

Pytamy sie najprzdd, czy istniejg wogdle réwnania owej katego-
ryi, czynigce réwnocze$nie zado$¢ warunkom naszym a), 3), ¢), </)(8 1).

Na str. 286-ej przytoczonej rozprawy mamy Kk'i, k'i' okreslone przez
rownania (5%)1) *

gdzie ri, li sg liczbami catkowitemi, obecnie wskutek warunku
¢) skornczonemi. Wielkosci te nadto czynig zados¢ zwigzkowi (6*)

liczba catkowita,

gdzie n oznacza ilo$¢ wszystkich punktow osobliwych wraz z en==co.
Z réwnan (15) i z uwagi na warunek d) otrzymujemy réwnosc:

gdzie si jest liczbg catkowita.

Poniewaz wedtug (17) jest lisi=2ri--1, wiec Z moze by¢ tu
tylko liczbg nieparzyst 3. Mamy wiec przed sobg kategorye row-
nan rozwazanych pod (1) na str. 287 1 c. WOwczas zawsze sie staje
zado$¢ warunkowi (16) i (17), gdyz np. wystarczy przyjac:

') Liczby z gwiazdka odnosza sie do rozprawy ,O catkach i t. d.*
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To rozwiagzanie jednak, w razie, gdy liczby li nie sg wzgledem
siebie pierwsze, nie jest jedyne.

Zauwazmy dalej, ze wedtug (17) réwnoczesnie z li sg takze si
liczbami nieparzystemi. Wskutek tego Spotczynniki o, wprowadzone
L c. na str. 292, ktére stuzyly przy okreslaniu grupy F, a ktére wy-
razaty sie przez

sq wszystkie rowne — 1. Na podstawie wiec uwagi, pomieszczonej w no-
cie 8§ 2-go niniejszej pracy wnosimy, ze zwigzki liniowe (21*) 1 c. str.
297, miedzy p, q (odnoszace sie do podstawien eliptycznych) stajg sie
tozsamos$ciami, tak, iz dla oznaczenia statych p i q grupy (¢r) pozo-
staje zwiazek (20*) 1 c. str. 297, i zwiazek dwuliniowy (14).

Niech np. bedzie dane rdwnanie z trzema punktami osobliwymi
el, e» e3j z ktorych e3 = o i dla ktérych 71==72=73=5. Poniewaz
wedtug rown. (2) jest

wiec, podstawiajgc tu wyrazenia (17), mie¢ bedziemy:

Temu zwigzkowi sta¢ sie moze w nieskoniczenie wiele sposobow
zados¢. Jezeli, zgodnie z warunkami a) .... ¢Z), przyjmiemy sl=—-1,
s> =—1, s3=«3 otrzymamy

i rébwnanie rdzniczkowe bedzie miato ksztait:

Badajgc funkcye

np. przy pomocy odtworzenia ptaszczyzny z na ptaszczyne n, fatwo
przyjs¢ mozna do wniosku, ze funkcya n jest calkg eliptyczna
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Stad sie znébw okazuje, ze podstawienia, ktérym n ulega przy
obiegu punktéw osobliwych el, €2, co majg ksztah:

Poniewaz funkcya Przy Owych obiegach przyjmuje war-

tosci :

gdzie jest pierwiastkiem pierwotnym jednosci, wiec, jezeli
jeszcze przyjmiemy, iz dolny kraniec catki n (z) jest oo, mied bedziemy
podstawienia funkcyi n,

Lecz obieg kolejno okoto e3, et, e2 prowadzi do tozsamosci, skad wy-
nika, iz

Mnozac nakoniec n przez czynnik X mie¢ bedziemy podstawienia
r

~rodzgceu grupy funkcyi n (2):

Znajac wyrazenie analityczne funkcyi n (z) i jej podstawienia ro-
dzace, fatwo jest znalez¢ wyrazenia analityczne i podstawienia rodzace
funkcyj yy, yl Mianowicie, wedtug 8§ 1. (roz. Il. cyt. rozprawy)
mamy :

za$ wedtug 8. 2-go (tamze) mamy jako podstawienia odpowiadajgce obie-
gowi okoto:
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czyli z uwagi, ze wedtug

gdzie
Z kolei przejdzmy do funkcyj jy, j2. Ich podstawienia rodzace sa:

Przyjmijmy dla uproszczenia, ze takze w catkach y1, krance
dolne sa réwne oo. Wowczas:

Miedzy pozostatemi stalemi p, q istnieja zwigzki (20%*):

z ktérych mozna wyrazié¢ pi, g2 przez Nl ql:

i zwigzek

ktéry po podstawieniu za p.2, g2 powyzszych wyrazen redukuje sie do:

skad, z uwagi iz <71%%0, mamy
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Tym sposobem mozna wszystkie state gx, g2 wyrazi¢ przez pv

Mnozac jl,2 przez stata—, co zawsze jeszcze zrobi¢ mozemy, czyli, co
“ P\
na jedno wychodzi, przyjmujgc />l =7, otrzymamy podstawienia rodzace,

a wiec i grupe G zupetnie okreslona;

c. b. d o
8§ 5,

Jako drugi przyktad wezmiemy réwnanie rézniczkowe:

nienalezace do kategoryi réwnan rozwazanych w poprzedzajacym uste-
pie, a wiec, ktdrego rozwiagzania yl, y2 nie sg funkcyami jednowarto-

sciowemi argumentu N-'!. Punktami osobliwymi tego réwnania sa
V>

punkty: el—1, e2=0. e3=oo, w ktoérych wyktadniki k majg nastepu-
jace wartosci :

Czynig one widocznie zado$¢ wszystkim warunkom a) ... d) (8 1)

Postepujac podobnie, jak w ustepie poprzedzajagcym, znajdziemy
podstawienia rodzgce grupy I, odpowiadajgce obiegom zmiennej z okoto
el, e2) e3) w ksztakcie:

Jezeli znowu dla uproszczenia przyjmiemy, iz dolny kraniec catek
j» —jyidz {i=l, 2} jest s=oo, to z uwragi, iz wéwczasp3=qg3 =0, mamy
jako podstawienia rodzace grupy G:
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Miedzy py i pl, gl i g¢> istniejg zwigzki liniohvc odpowiadajgce
zwigzkom (20%), mianowicie:

Zwigzek (14) redukuje sie tu do réwnania:

czyli, poniewaz

a wedtug (19) p2=—ipi, redukuje sie do réwnania

Przyjmujac py=1, co, jak wiadomo, zawsze zrobi¢ mozna, miec¢
bedziemy podstawienia rodzace VI), a wiec i grupe G zupetnie ozna-
czona.

W przykiadzie tym na jedno jeszcze chcielibySmy zwrdéci¢ uwage.

Poniewaz suma roéznic

wiec rdéwnanie roézniczkowe posiada same rozwigzania algebraiczne 1).
Sg to funkcye

czynigce zado$¢, jak sie fatwo mozna przekona¢, réwnaniu algebraicz-
nemu stopnia 8-go i ,rodzaju* p = 2. Do takiego réwnania mozna
zawsze skonstruowa¢ dwie catki Abelowe gatunku I, liniowo od siebie
niezalezne. Temi wiasnie catkami sg nasze funkcye jl1, j2. Wskutek
tego z goOry juz mozna bylo przewidzie¢, ze miedzy peryodami tychze
catek istnieje zwigzek dwuliniowy. Nadto jednak, poniewaz wyznacznik
podstawien grupy I jest rowny jednosci, zwigzek ten rozni sie tylko

1) por. Vorl. iiber Modulfunctionen vpn Klein-Fricke, str. 103.
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czynnikiem statym od zwigzku (20). Okazuje sie to z poréwnania drogi
przez nas uzytej z droga, ktorej uzywali 1 c. Briot i Bouquet.
Sprawdzi¢ za$ to mozemy jeszcze w inny sposob.
Wprowadzmy w (20) zamiast pl i gl ich wyrazenia przez calki
okreslone (21). Otrzymamy zwigzek:

Toz samo réwnanie otrzymamy inng droga.
Zamiast zmiennej z wprowadzmy jako zmienng niezalezng wspom-
niang funkcye t;:

skad

Geometrycznie, wedtug teoryi Riemanna, znaczy to, iz o$miolis-
ciowg powierzchnie Riemanna, charakteryzujgcg powyzsze réwnanie
stopnia 8-go, rodzaju p=2, odtwarzamy na ptaszczyzne zmiennej n.
Na tej ptaszczyznie otrzymamy znowu powierzchnie Riemanna, ale tylko
dwulisciowa, ktdrej punktami rozgatezienia beda punkty, odpowiadajgce
punktom osobliwym e(, t. j.

odpowiadajgce
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Bedzie wiec to znowu powierzchnia rodzaju p—2 (fig. 3), jak by¢
powinno. Przy tem przeksztatceniu przechodzg catki Abelowe gatunku I
znowu w catki Abelowe tegoz samego gatunku:

Na powierzchni Riemanna n jako dwulisciowej tatwo nam okre-
§li¢c uktad toréw zamknietych, odpowiadajgcych peryodom catek, tak
zwany ,ukiad toréw kanoniczny!l.

Jako linie ,przejscia” (z jednego liscia na drugi) obierzmy linie:

1~c05 /~1V— —i. Wobwczas uklad 6w kanoniczny stano-

wi¢ bedg np. tory: Al, , Vf2, B2 (na figurze czesci kropkowane to-
row B~ B. znajdujg sie¢ na drugim lisciu lezacym pod pierwszym).

Nazwijmy peryody catek nl, n2 odpowiadajace tym torom:

Woweczas, jak wiadomo, miedzy wielkosciami wft istnieje zwigzek
w formie ,kanoniczneju

Lecz w naszym przypadku jest:

Nadto, uzywajac przeksztatcen: przekonamy

sie, ze:
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Uwzgledniajac te réwnosci, otrzymamy z (23) réwnanie:

zgodne z réwnaniem (23).
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