PRZYCZYNEK

do rachunku catkowego.
Napisat

F. Mertens.

Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz, mat.-przyr, z dnia 4 grudnia 1893 r.

Zamierzam tu wyprowadzi¢ kilka wzoréw, nalezgcych do rachunku
catkowego, ktore pozwalajg w wielu przypadkach znacznie uprosci¢
i skréci¢ catkowanie nieoznaczone wyrazen rézniczkowych algebraicznych.

1

Oznaczmy przez p. v liczby wymierne, z ktérych druga rézna od
jednosci, za$ przez Z, P, Q funkcye catkowite zmiennej .T, z ktérych Q.

nie posiada czynnika spélnego ani z pochodng swoja Q' = ani

él—.vz- 1
T funkcya P. Wezmy sobie za zadanie sprowadzi¢ catke

do innych catek podobnej budowy, ale 0o mniejszym wyktadniku przy
Poniewaz funkcya Q jest wzglednie pierwszg tak co do ¢>', jak

co do P, przeto takze jest wzglednie pierwszg co do iloczynu PQ. Szu-

kajac tedy, wedtug sposobu Euklidesa, najwiekszego spélnego dzielnika
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dwoch funkcyj Q i PQ', znajdziemy tenze czynnik = 1, a zarazem
dwie funkcye catkowite A i B zmiennej rr, ktére spetniajg tozsamosé

Rozmnézmy tozsamos$¢ te przez L i sprowadzmy funkcye BL, dzielgc
ja algebraicznie przez Q. do postaci

gdzie rzad reszty Bl nie dosiega rzedu dzielnika a C oznacza iloraz;
mamy natenczas

gdzie

Z tozsamosci (1) wynika

Jest za$ tozsamos$ciowo:

Mamy wiec

i otrzymujemy, catkujgc

gdzie dla skrécenia potozytem

Wz6r otrzymany (2) jest bardzo og6lny i mozna go stosowac
w licznych przypadkach..

Jezeli u jest wyktadnikiem utamkowym, za$ v wyktadnikiem catl-
kowitym dodatnym, wiekszym od jednosci, to wzér (2) pozwala spro-
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wadzi¢ catke j pjrgjv d8 funkcyi algebraicznej i do catki ksztattu

gdzie M oznacza funkcye catkowita,

Jezeli f. ¢ sg funkcyami catkowitemi zmiennej a;, z ktérych druga
jest rzedu nizszego anizeli pierwsza, i jezeli réwnanie

fF=0 (3)
posiada pierwiastki wielokrotne, to catka rozniczki wymiernej -y- dx

sktAda sie z czeSci przestepnej i nieprzestepnej czyli wymiernej. Her-
mite okazat ,), ze czes¢ wymierng tejze catki wyznaczy¢ mozna osobno
bez’' rozwigzania réwnania algebraicznego (3).

Za pomocg bowiem sposobu wyznaczenia najwiekszego dzielnika
spélnego dwéch funkcyj catkowitych mozna sprowadzi¢ mianownik /do
ksztattu PQ'i, gdzie Q jest wzglednie pierwszem do Q' i do Z, za$
v=>= 1 Jezeli P ma warto$¢ statg c, to bedzie -~dx — ¢ dx

/ —QV— . Je-

zeli za$ P jest rzedu wyzszego niz zerowego, to wyznaczy¢ mozna funkcye
catkowite Q, DI zmiennej r, ktére zado$¢ czynig roéwnaniu

przeto taMze funkcye catkowite Clt I\, ktére spetniajg réwnanie

tego réwnania wynika

JczH4 réwnanie

ma jeszcze pierwiastki wielokrotne, to do utamka ten sam sposob
zastosowa¢ mozemy, jak do , @ postepujac tak dalej, widzimy, ze
funkcye — roztozy¢é mozna na utamki ksztattu T w ktorych funk-

cya Q jest wzglednie pierwsza do swojej pochodnej Q°, za$ L mozna

1) Cours d'andlyse.
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przypusci¢ nizszego rzedu niz Q. Mozna wiec takze catke j — tZr roz-

. . fL
tozy¢ na same catki ksztattu dx.

f Ld
Wedtug wzoru (2) mozna catke r o wyktadniku v wigkszym

od jednosci sprowadzi¢ do funkcyi wymiernej i do catki ksztattu
QJlZcZAv‘
) .

Wystarcza w tym celu potozy¢é we wzorze (2) P = 1. Calki

za$ sq jedyne, ktére dajg funkcye przestepne.

2.

Oznaczmy przez R funkcye catkowitg zmiennej X rzedu w, przez m
liczbe catkowitg dodatna, a przez p. liczbe dodatna wymierng. Wezmy
sobie za zadanie sprowadzi¢ catke /xm RI dic do catek prostszych.

Roztozywszy @ Rl na czynniki i am+ntl, otrzymujemy przez

catkowanie czesciowe

Sprowadzmy R do ksztaltu AR-~m—~A, gdzie rzad reszty
r,._j nie dosiega rzedu funkcyj R i potézmy m_, = gdzie
rzad reszty rn_? nie dosiega rzedu liczby n—I, za$ a oznacza czynnik

staly, nadto dla skrdcenia

Natenczas bedzie:

i jasnem jest, ze VV nie dosiega rzedu?». Rozmnézmy réwnanie to przez
/1IN dx i zcatkujmy, to otrzymamyi

i wzor (4) przejdzie na:
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Tu catka ¥ NB! dx rozpada sic na catki postaci

tej samej budowy jak pierwotna, w ktorych jednakowoz m<tm.

3.
Catki ksztattu

w ktorych g i F oznaczajg funkcye drugiego rzedu zmiennej x bez
czynnika spo6lnego, wymagaja mozolnych rachunkow, jezeli czynniki
funkcyj g sa urojone i wedtug sposobéw, zawartych w podrecznikach,

djc i ocdjc
9\Ff 9V/
mienimy na wymierne. Dla wyznaczenia tych calek poleca sie sposéb

nastepujacy.

wyrazenia rézniczkowe przez stosowne podstawienie za-

Potézmy

i przypus¢émy, ze D' = O, a nadto (co wolno bez naruszenia og6lnosci)
ze Spoétczynniki 4 C' sg ilosciami dodatnemi. Jezeli przez s oznaczymy
niewiadomg i utworzymy funkcye

sg — F= (sA'-A) 4 2 {sBi-B) x 4- (sC, —C) 12,
to funkcya ta bedzie zupelnym kwadratem, jezeli niewiadomej s nato-
zymy warunek

Réwnanie to kwadratowe posiada pierwiastki:

ktore zawsze sg rzetelnymi i réznymi. Potozywszy bowiem dla skrécenia
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mamy znana tozsamosciowosg :

ktéra bezposrednio otrzymujemy, mnozac przez siebie wierszami wy-
znaczniki

a to w ksztatcie

Jezeli zamiast 91, potozymy ich wartosci (6), to rzeczona tozsamos¢
przejdzie na

czyli na

Z tozsamosci tej wynikajg réwnania :

Jezeli uwzglednimy, ze D' jest iloscia dodatng, to obydwa te ré-

whania opiewajg, Ze A mozna przedstawi¢ jako sume dwu ilosci nie-
ujemnych, n. p.
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Nadto A jako wyniknik funkcyj 7/, < zniknaé¢ nie moze, poniewaz

przypuscilismy, ze ¥ i g czynnika sp6lnego nie maja. Musi wiec A by¢
iloscig dodatna.

Jezeli przez VA rozumiemy warto$¢ dodatng pierwiastka, to

funkcya slg—/jest kwadratem dodatnym, a funkcya s? g—¥F kwadra-
tem ujemnym funkcyi rzetelnej liniowej. Mamy bowiem

i na mocy (7), (8)

Mozna wiec potozyé

gdzie a, B, a', B' oznaczajg wiadome ilosci rzetelne.

Oznaczywszy dla skrécenia funkcye liniowe a- -~ i x'-j-B'x przez
¢ i Y, mamy tozsamosci:

Tozsamos$¢ (11) rozpada sie na réwnania:

z ktérych wynika

czyli
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RoOzniczkujac dalej tozsamos¢ (12) co do X, otrzymujemy

a wyrugowawszy za pomocg tejze samej tozsamosci raz wyrazenie

drugi raz wyrazenie mamy

Tozsamos$¢ (14) podzielona przez wyrazenie

w skutek réwnania (13) przechodzi na

a tozsamos$¢ (15), podzielona przez wyrazenie

przechodzi na:
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Otrzymujemy wiec, catkujgc

Jezeli za$ uwzglednimy réwnanie

to druga catke mozemy napisa¢ takze w postaci

Z réwnan (16) i (17) wynika, jezeli je rozwigzemy co do calek
szukanych

Do calek poprzedzajgcych sprowadzic mozna catki

jezeli AC—B- Z> 0, tudziez calki:
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a mianowicie dwie pierwsze przez podstawienie

dwie drugie przez podstawienie

4.

Aby okaza¢ uzytecznos¢ wzoréw powyzszych,
do dwobch przyktaddow.

Wezmy sobie za zadanie wyznaczy¢ catke

Potozywszy dla skrécenia

nasamprzod musimy zado$¢ uczyni¢ tozsamosci

Znajdujemy

Jest wiec

Przez catlkowanie za$ czeSciowe otrzymujemy

a przeto mamy

zastosuje takowe
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. . FTA+B" 1T . . .. A o
Aby calke — ar wyznaczy¢, nalezy wyrazenie Q roziozyé

na czynniki tfii- -x + 1 i xX2— x+ 1 i rozwigza¢ tozsamos¢:

wzgledem niewiadomych funkcyj catkowitych (7, D, Wystarcza w tym
celu zauwazyé, ze

Rozmnozywszy pierwsze z tych réwnan przez X, otrzymujemy
Odjawszy za$ réwnanie (21) od réwnania (20), mamy

Jezeli teraz rozmnozymy tozsamosci (22), (19), (21) przez Spétczynniki
funkcyj A- -B' i dodamy, to otrzymamy tozsamos¢ (18)

Z tej tozsamosci wynika

Jest wiec

Jako drugi przyktad niechaj postuzy catka
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Aby bylo mozna zastosowa¢ wzér (2), nalezy nasamprzdd rozwiag
za¢ tozsamos¢

gdzie

Znajdujemy

Jest wiec

Przez catkowanie za$ czeSciowe otrzymujemy

a stad

Na mocy tozsamosci (22)‘mamy dalej

Catki po drugiej stronie stojgce

wyznaczy¢ mozna wedtug ustepu 3-go.

Funkcya za$
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staje sie zupetnym kwadratem dla pierwiastkdw réwnania kwadratowego

t. j. dla s=2 i dla s= -6-, mamy zatem:

RoOzniczkujac iloraz otrzymujemy

Jezeli to réwnanie podzielimy przez wyrazenie

to wynika

czyli

Tym samym sposobem, lub tez zmieniajac znak ilosci %, znaj-
dujemy
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Jest wiec

F. MERTENS.
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