0 wzorach
stuzacych do obliczenia liczby liczb pierwszych

nie przekraczajacych danej granicy.
Przez

ks. biskupa A. Baranowskiego.

Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. z dnia 2. lipca 1894 r.;
referent czt. Mertens.

Od lat Kilku zupetnie zalezalem pole gramatyki, a ugrzgztem, ra-
czej pograzytem sie w matematyce, nie jako fachowy, ale jak dyletant,
samouczek, bez prawidet, wskazéwek i znajomosci powszechnie przyjetych
formut. Napisatem kwadraty i szesciany liczb od { do 1000 z ich roéznicami.
Potegowatem liczby mate: 2, 22, 23.. 2300; 3, 32, 33.. 3200; 5, 52, 53..
5150, 7, 72, 73...785 Przy tej pracy poznatem stosunki i prawidia,
o0 ktérych pdézniej sie dowiedziatem, ze nazywane sa dwumianem Newton'a.
Zastanawiajgc si¢ nad stosunkami i prawami wyktadnikéw, wpadtem na
trop, ktéry mie doprowadzit do zbadania wieloksztattu podzielnosci liczb
ztozonych.  Przytem zbadalem wszystkie liczby w zakresie numera-
cyi od 0 do 1000; potem do 10000. Za wskazowka i porada Dra
Webera zapisatlem sobie dzieto Wertheima ,Die Theorie der Zahlen",
ale jego wyktad i znakowanie — dla mnie, jako laika, byly orzechami
zanadto twardemi na moje zeby. Zainteresowata mie jednak funkcya
@(m), jako majgca zwigzek z mojg analizg liczb w celu znalezienia pra-
widet, zapomocg ktérych mogtbym poznaé, ktéra liczba jest pierwsza,
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a jakie sg cechy liczb ztozonych. Przy pomocy Dra Hossfelda w Eise-
nach, poznatem zasady funkcyi ¢@(m). Opracowujgc te funkcye w za-
kresie do 100000, potem do 1,000000, wykrytem okresy symetrycz-
nych luk miedzy liczbami wzglednie pierwszemi, po usunieciu kazdej
z porzadku z liczb pierwszych ze wszystkiemi przez nig podzielnemi
liczbami i prawidto ogdlne, ze

oraz ze

Wykryta za$ symetrya luk w danym okresie, t. j. ze luka 1-sza
= luce ostatniej, 2-ga = przedostatniej , 3-cia z poczatku = 3-ciej od

konca i t d. az do potowy, czyli srodka okresu, to jest do

wskazata moznos¢ obliczenia na poczekaniu i zakresu numeracyi

oraz
gdyz
oraz

Zakomunikowatem te spostrzezenia przez p. Webera Drowi Hoss-
feldowi, ktory przyznat im wielkg wage;, ale potem zawiadomit mie,
ze juz w roku 1872 Dr. Meissel te same prawa odkryt i ogtosit,
tylko jeszcze nie wiedziat 0 wewnetrznej symetryi okresow i dla tego
wzOr jego posiada tylko + r, ale nie -r. Wydrukowat o tem za
mojem przyzwoleniem Kkréciutki artykulik o dopetnieniu przeze mnie
wzoru Meissela. Artykulik wyszedt niefortunnie, bo przed wydruko-
waniem nie przystat mi go do przejrzenia. Wsadzit doh bez potrzeby
wihasnego pomystu px, bez potrzeby i sensu. Kiedym go pézniej przeko-
nat, iz wszystkie trudnosci i pomytki wyrazenie —¢ (r—21, n) usuwa,
przystat mi do przejrzenia napisany do druku drugi artykulik o tem
samem; ale jego objasnienie —¢ (r—21, n),— 1, nie trafito do mojego
przekonania; moje za$ objasnienie on uwazat za naciggniete. W ten
sposob artykulik jego nie wyszedt z druku.

Dla wigkszego jeszcze uproszczenia obliczen funkcyi @(m), utozy-
tem analityczng tablice okresu p6, t j. (2. 3. 5. 7. 11. 13, 6) =
0 (30030, 6), ktora wielkie daje utatwienie przy obliczaniu wigkszych
zakresbw numeracyi.
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Potem napisatem teorye luk, ktérych Dr. Hossfeld nie podjat sie
sprawdzic.

Nareszcie usungwszy wszystkie liczby podzielne przez 2, 3 i 5,
jako tatwe do poznania, zanalizowatem zakres numeracyi 0, 1, 2, 3, ..
150060, czyli liczby wszystkie pierwsze w tym zakresie, oraz podzielne
przez 7, 11, 13, 17,..., t.j. przez p4, p5 p6, p7, ... Spisatem na ogot
liczb 40008, oznaczajac je wiasciwemi czynnikami n. p. 49=72, 77 =
7.11; 91-7.13, 1001=7. 11. 13 i t d.

Po6zniej z tego kajetu wypisatem osobno same tylko liczby pierwsze,
to jest

Gustaw Wertheim w dziele ,Elemente der Zahlentheorie" (Leipzig
1887) rozwija i przyktadem objasnia nastepujacy wzér Meissel'a do obli-
czenia w danym zakresie numeracyi liczb pierwszych str. 24,

¢ (n) oznacza tutaj, ile sie zawiera liczb bezwzglednie pierwszych w za-
kresie numeracyi od O, 1, 2, 3, ... n.

m oznacza, ile liczb pierwszych znajduje sie w szeSciennym
3

pierwiastku zakresu n, czyli m =y (v n).

p. oznacza, ile liczb pierwszych znajduje sie w pierwiastku kwa-
dratowym v n, po odjeciu liczby tychze liczb, bedacych w pierwiastku
szesciennym, czyli pp=¢ v n—m.

Wzér ten, dobry przy obliczaniu niewielkich zakresbw nume-
racyi, kiedy n nie przewyzsza setek, tysiecy; znosny jeszcze i przy
obliczaniu dziesigtek tysiecy; w wielkich za$ zakresach numeracyi, wy-
maga wiele miejsca, czasu i pracy. Mozna sie o tem przekonac, obli-
czajac chocby tylko

poniewaz za$
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przeto

Tego trzeba dowies¢ rachunkiem
nastepujacym.

Liczby te 14 sg nastepujgce:
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Obliczenie podiug tej metody dla n= 1,000000, wymaga miejsca

i czasu prawie 20 razy tyle, co dlan= 100000; gdyz v n= 100, a {(100)
=25; ¢ (n, m)=¢ (1,000000, 25). llos¢ wiec potrzebnych dzielern i odej-
mowarn bardzo sie powieksza.

Skraca sie nieco rachunek powyzszy przez uwzglednienie kota luk
W numeracyi, jakie powstajg przez wyjecie liczb podzielnych przez liczby
pierwsze. Kota te tworzg sie podiug wzoru
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Odkrycie tych kot przypisujg Drowi Meisselowi. To tylko mie
dziwi, ze Wertheim, wykladajac wyzej przytoczona formute Meissela,
nic o tych kotach nie wspomina. Dr. Hossfeld, gdym mu je zakomu-
nikowat, z poczatku uznat rzecz za nowa, a potem doniést, ze Dr. Meis-
sel je wynalazt i opisat w ,Mathematische Annalen® Bd. 11, okoto
roku 1870.

Wiegksze bez poréwnania od tych kot utatwienie obliczen daje
tablica analityczna funkcyi ¢ (m). Przytocze przykiad z tablicy z ra-
chunkiem luk ¢ (n, 6.

Za pomocg kot i tablicy rachunek, wyzej wykonany, robi sie tak:
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A zatem

W drugiej potowie formuty Meissela tylko czton — 1 jest natu-
ralnym, bo w numeracyi liczba 1 przez funkcye ¢ (m) pozostaje nie-
tknieta, a w wyrazeniu { (m) nie powinna sie znajdowac.

Czton zas: od wartosci ¢ (n, m) odejmuje za wiele

i dla tego staje sie potrzebng restytucya przez cziony

Jedyna racya moze by¢ chyba potrzeba odréznienia liczby

liczb pierwszych, znajdujacych sie w pierwiastku szesciennym, m= v n,
od reszty liczb pierwszych, znajdujgcych sie w pierwiastku kwadratowym,
gdyzm + y— 0¢+Vn.

Liczby podzielne przez liczby pierwsze, wyrazone przez @, z takg
samg tatwoscia, jak przez sigma, obliczajg sie i przez funkcye ¢ (m),

z tg tylko réznica, ze sigma bierze warto$¢ Y cata; funkcya za$

o (m) bierze te samg wartos¢ zmniejszong

Mozna sie o tem przekona¢ z nastepujacych obliczen; a najprzéd
sigma, i @ (n, m +5s).

1) Wyrazenie
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A zatem

Funkcya za$ ¢ (m) bez sigmy i bez jej restytucyi daje liczbe liczb
pierwszych, do ktérej nalezy doda¢ usuniete przez nig [funkcyag ¢ (m)]
liczb pierwszych 65, a odjaé¢ !; czyli

Stad wnioskuje, ze wz6r jest
prostszy i naturalniejszy od Meisselowskiego i nie trudniejszy do obli-
czenia.
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