
56.

NOUVELLE METHODE POUR TROUVER UNE LIMITE SUPERI- 
EURE ET UNE LIMITE INFERIEURE DES RACINES 
R⅛ELLES D’UNE EQUATION ALG½BRIQUE QUELCONQUE.

[Nouvelles Annales de Mathdmatiques, xιι. (1853), pp. 329—336.]

1. Lemme. Soient 

une suite de quantitas positives, assujetties a cette loi 

oil les μ, sont des qπantit0s positives quelconques.
Si, dans la fraction continue

(les quantitas q^, q<i... ^tant des quantit0s positives ou negatives), on a les 
in6galit^s 

(les crochets indiquent la racine carr^e positive du carrd de la quantity que 
ces crochets renferment), le d6nominateur de la fraction continue aura m0me 
signe que le produit qxq^q^... qr-ιqr∙

Dimonstration. Posυns
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5 6]  N o u v ell e  M et h o d e,  et c.  4 2 5

il est  ais e  d e  v erifi er  q u e  l es d e n o mi n at e urs  s u c c essifs d e  l a fr a cti o n c o nti n u e  

s o nt  

m 1  a  m e m e  si g n e q u e  q,'.

d o n e  q 2  a  m e m e  si g n e q u e  Wj,  et  a ussi  J/ii Wi » est  d e  m 0 m e  si g n e q u e :

d o n e  9 a a m e m e  si g n e q u e  Wj;  aι nsι  θst  d e  m e m e  si g n e q u e  q ^ q ^ q ,̂
et,  e n  c o nti n u a nt,  o n  p ar vi e nt  a  d e m o ntr er  q u e  ∕)i 1 Hi, m 3 ... e ’est- a- dir e

l e d d n o mi n at e ur  d e  l a fr a cti o n c o nti n u e,  est d e m e m e  si g n e q u e  l e pr o d uit  

∙∙∙ 9,r- ∖ qr∙

2.  T H ⅛ θ Rf e M E. Si  f( x) est u n e  f o n cti o n al g e hri q u e  e nti h' e d e  d e gr e  n,  
et si I’o n  pr e n d  ar hitr air e m e nt  u n e  a utr e  φ  ( ai) al g e bri q u e  et e nti er e, et d ’u n  

if ∙ φ
d e grι  m oi n dr e  q u e  n,  et  q u o n  d e v el o p p e  l a fr a cti o n e n  fr a cti o n c o nti n u e

O U  J Γι, ... Xr  s o nt d es  f o n cti o ns r ati o n n ell es d e  x,  et  si ι o n f or m e V e q u ati o n  

l a r a d n e r e ell e s u p eri e ur e d e  c ett e E q u ati o n  s er a pl us  gr a n d e,  et l a r a ci n e r e ell e  

i nf eri e ur e d e c ett e E q u ati o n  s er a m oi n dr e  q u a u c u n e d es r a ci n es r e ell es d e  

Vι q u ati o n

f { χ} ≈  0 ;

et  si t o ut es l es r a ci n es d e  l'E q u ati o n  { θ') s o nt i m a gi n air es, li q u ati o n

=  θ,

a ur a  a ussi  t o ut es s es r a ci n es i m a gi n air es.

D d n o nstr ati o n.  T o ns  l es q u oti e nts  d e  l a fr a cti o n c o nti n u e  q ui  s ui v e nt l e 

pr e mi er  q u oti e nt,  s a v oιr : X ,̂  X 3 ... s o nt e n  gι nιr al  d es  f o n cti o ns li n 6 air es 

d e  a;, et  Xi  s er a a ussi  li n e' air e, si φ  ( x) est  d e  d e gr e  n  —  1 ; l es c as p arti c uli ers  

n e c h a n g e nt p as l a m ar c h e  d e l a d 6 m o nstr ati o n ; m ais  il f a ut r e m ar q u er 

q u e  l ors q u e f { x) et  φ  { x) o nt  d es  r a ci n es c o m m u n es,  l e d er ni er  q u oti e nt  a ur a  

l a f or m e , [ χ] dt a nt Γ a v a nt- d er ni er  t er m e, et al ors, d a ns  I’e q u ati o n { θ), 

a u  li e u d e  A Γ∕  —  Gr ,̂  o n  d crit  si m pl e m e nt A T/.
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Soient L la plus grande racine et Λ la plus petite racine de Γ0quation {θ}; 
alors aucun facteur de {θ} ne pent devenir nul pour des valeurs de x comprises 
entre + ∞ et L, et entre Λ et — ∞ ; done on aura toujours

Or f{x} est evidemment e'gal au d0nominateur de la fraction continue 
multipli0 par un facteur constant. Done, en vertu du lemme, le d0nominateur 
de la fraction continue est de meme signe que le produit XiJVaXj...
pour les valeurs de x comprises entre + ∞ et L, et entre Λ et — oc ; mais dans 
ces intervalles la fonction g0n0rale JV,∙ n'0tant pas comprise entre + Ci et — C{ 
ne pent devenir nulle, et, par consequent, ne pent changer de signe; done le 
ddnominateur de la fraction continue conserve le meme signe pour toute 
valeur de x renfermee entre ces intervalles, et de meme f{x); L est done une 
limite sup^rieure et Λ une limite inf^rieure des racines de Γ0quation

∕ω=θ.

Le nombre des racines r^elles de Γequation {θ} est Evidemment pair, zEro 
compris; dans ce dernier cas, c*est-⅛-dire {θ} n’ayant aucune racine rEelle, 
f{x) ne changera done pas de signe pour des valeurs de x comprises entre 
+ ∞ et — ∞ ; autrement toutes les racines de f{x) = Q sont imaginaires. Le 
thEor⅛me est done complEtement dEmontrE.'

3. Si φ{x) est de degrE n — 1, la fraction continue renferme en geniral 
(sauf les cas ou quelques-uns des coefficients deviennent nuls), comme il 
a EtE dit plus haut, n quotients linEaires de la forme 

done, d’aprEs le thEoreme, la plus grande et la plus petite des 2n quantites 

sont respectivement une limite supErieure et une limite infErieure des 
racines de ΓEquation

∕(zc) = 0.
Si I’on prend (r = n) 

on vient au thEorEme EnoncE [p. 423].
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4. Lors meme que les quotients X^, X2> θtc., ne sont pas lindaires, on 
n’aura pourtant jamais a resoudre que des equations du premier degre. En 
effet, soient les 2r equations de degre quelconque

Il suffit de trouver une quantite I superieure aux racines de ces equations, 
et une quantite λ inferieure a ces memes racines, I et λ seront des limites 
pour Γequation

∕ω=o∙
Si done une de ces Equations est de degre p > 1, on applique a cette Equation 
le procede ci-dessus, en choisissant une function φ (x) de degre p — 1, et, en 
agissant ainsi, on arrivera par une sorte de trituration a n’avoir a trailer que 
des Equations du premier degre.

δ. On a 

plus la valeur de μi est petite, et plus on aura de chances a resserrer les
&· + G∙limites dans les deux fractions - ; par centre, on aura un desavantage sous

ce rapport dans les deux fractions suivantes θar Ci+i = ∕z⅛ι + — ;
®i+i Pi

plus ∕ii diminue, et plus augmente. Get inconvenient n’a pas lieu pour 

la derniere fraction; on peut done prendre pn = 0 et On = —.
Pn—i

6. Il est a remarquer que tons les raisonnements precedents subsistent 
en renversant la suite des p et Γdcrivaut ainsi:

7. Il y a lieu a des recherches int^ressantes sur la forme a donner a 
(1)(0:), et sur les valeurs ⅛ donner aux quantites p pour obtenir les limites 
les plus resserrdes, et je crois etre parvenu a demontrer que la forme la plus 
avantageuse est ∕' (a;), preciseinent la forme que M. Sturm a adoptee.

8. Dans la reduction en fraction continue de ■, nous n’avons con- 

sid0r0 que des quotients binδmes; mais on peut pousser les divisions plus 
loin et obtenir des quantitds de la forme
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le reste correspondant sera de la forme

En operant ainsi, le nombre de termes dans chaque reste ira en diminuant, 
comme dans le proced0 ordinaire, et le dernier reste sera de la forme Gaf-, 
μ, etant un entier positif ou negatif, et le dernier quotient de la forme 
Pλ∙p ÷ p etant un entier positif ou negatif; nommant les quotients
ainsi obtenus ... qr, on voit aisement qu’on aura 

ou M est une constante, i un nombre entier positif ou ndgatif dont la valeur 
depend de la maniere dont on a opere dans les divisions successives, et D est 
le denominateur de la fraction continue

Done, si I’on ^crit, comme ci-dessus.

nommant L et Λ les racines extremes de cette Equation, si zdro n’est pas 
compris entre + ao et Z, ni entre Λ et — oc , la demonstration donnee ci- 
dessus subsiste encore pour le cas gdneral. Et lors meme que zdro est 
compris entre ces limites, L et Λ restent tout de meme les limites pour les 
racines, abstraction faite de la racine zdro.
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