Rozwigzania zadaf, umieszczonych w 5.\

36*. Dowie$¢, ze suma
S S‘( (m) ((n+1)w(mk)) :

gdzie m i n catkowite i state, za§ x calkowita zmienna, przy a:=—m jest rowna
(1+ft)™, za$ Przy x<Zm jest =0.

Mamy wielomian

o.="n
i e R e
0=0
Oznaczymy:
— =N T” 1= mn ( )
m
2hwd‘ EAl
— 0 —0 -

m—1 j=(m—1)n :
Fb hep Ul Al e oco"—1 2 A(.m_l)xj

—o=0 = Jj=0
1=mn J=(m—1)n o.="n Jj=(m—1)n o 1n
(m—1) j%—d
2 4 2 A(m 1) ] Exa: N 4J
J=0 o=0 p—0u o= 0
skad jest oczywiste, ze
(m) (m—1)
Al 4‘1_
5........AiEJ,

gdzie j=i—a, 0 <t mn, Q<o <1,
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Kladac tutaj i = pn, -y ,, gdzie p dowolne, a w"n, otrzymamy dla
A=l QLR 8 v n
J =pn-\~Wfa=Apn—\—w, pn-{-w—1, pn—tw—2,....... G?—Dw+w>;
bedzie zatym:

l=n
(m) ] A(m— 1)

6
p)H—w = (p—1)n+w—+1

Przy pomocy tego ostatniego znajdziemy:

(m) i (m) (m A(mul)
p;z+¢b+1 X pn—{—w (p~1)n—+ w pr-w--1
(m— L) o A(m—l) (m s A(m— 2)

pn—{—w 1 pn-w (p—]))ml w o pn+tw-1

(m—t) (m—t) (m—t—1) 1(m~t‘])

“ptw4-1 T Tputw T (p—Dndw T T pndwdg

skad po zsumowaniu otrzymamy tatwo:

= 0
(m) (”L“t) (m—1—2) it S
N 4 (m—1—t)
pn+w—{~l :; j)l&+20 Et (p—1)n+w Apn+w+1

EN |

Polozywszy za$ w tym t=m—2, znajdujemy:

(m—1—t) (1) 2 oy 3
A}))L~f—zo+l % Ap;H-ule-O e 250

hubze w-1>n jezeli y>=0. W tym zaloZeniu otrzymamy

: =
' (m) S‘ ("L t) Z (m
R e mrg
s p
P1z+w+l el pn W e (1’\1)n+w
Jezeli w 5-tym potozymy i=w, w<n, todlaa=0,1,2 -, L h
mamy j—=—a —w—a=w, w—1.......... 0; a zatym mamy: "

=
(m) (m—1)
Qs e Aw _Z Aj , a stad

>
‘11(02): E‘Aj(l) = (?UT]) , gdyz AJ(,I):I i

0
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J=w J=w
37 (2 \ g1 w2y .
AE(‘):ZAJ;):Z(II):(; )1t.d.'
J=0 J=0

wreszcie ogolnie:

m m— 14w m—1-+w i :
10 : AEU ): (m T ): ( w) , gdzie wLn .
Kfadac w 8-ym:p=1, w=0, znajdziemyl
t=0 ti=10)
il e 2 A(”L—t)_ s‘ A(m—l't) , co na zasadzie 10-go do-
n+1 n _‘-J 0
t=m—2 t=m—2
starcz ;
} i ot e 1= ti? 0+m—t 2)
L— — ———
A(m) i n—1n S ( e
n+-1 ,5:;_2(" t=m—2 i
t=0 : t=0
n—+m—1—t) (I et i R
- 2 (n s Z (o ) i
t=m—1 t=m—1
m—+n m—1y (m—4n e m— 1
:(n—}~1 )——m(o )—_(m41) ”L()m—l) ;
Ktadac dalej w 8-ym: j?=1 oraz kolejno: w=L, 2,.........ccccecceeiinnn. W, otrzymamy
analogicznie -

+n41 ( Ny o R e O m—1
Afz‘”i a7 (;,)ti}ll )_ v (:i— 1) : An}i'j—_ (m—l ) it ( m——tl)

it. d. az wreszcie:

T A(m) 5 (nH—n—Hu—I) L (::;{—10—2

), gdzie w < n.

ndw  \m—1 ol
Podstawiajac nastgpnie do wzoru 8-go kolejno:
=2
p=3

w=0,"1, 2 uieess W—1,.0

P=p

Otrzymamy droga sumowania szereg wzorow, jak np.

e i —3
. A LR G G R
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(m) (m—{»3n-{—w—l)_(1n) (;n—f—Qn—f—w—Q

5vt+zo m—1 1/ \m—1 ) i

o) (fﬁi’f*””) Pl ol

it. p., az wreszcie dojdziemy do wzoru najogélniejszego:

k= =P

(m) m\ m-(p—kntw—k—1
i o A0 = 2( ( ¢ g |
Ktadac tutaj p —m, znajdziemy
o (n+1) (m—k)+-0—1
o m m n—- M8 1=W—
e o g v Z (— ( Sl )
M 4 ; oy i s 1 (m)

Poniewaz ostatnim spo6tczynnikiem rozwinigcia 2-go jest Amn =1, przeto
wzor 15-ty dla w—— 0 bedzie posiadat wartos¢ 1, dla wszelkiego zas w>l
jego warto$¢ musi by¢ réwna zeru, i mamy przedewszystkim dla w—1 =

N (n-41) (n—h)
m n-—1 M—
LA Z(——l)( 4 {40 ) =o0.
k=m 1) ( 5
L P ; my\ (n- m—Fk :
Jezeli wezmiemy sume: AZO (-1 ( ) (m—2 ) , to, ponie-

waz (1;:) :(;Cn—l)+(zl:i) , bedziemy mogli napisaé:

=m

e 2 2 (m——l) ((rz+1) (m—k) v

m—2
k=m—1 ;
3 ool e,

Lecz na zasadzie wzoru 15-go i tego, co o nim powiedziano, wynika, ze kaz-
da z sum skladajacych sumg¢ S jest zerem, tedy i $=0. To samo i w ten
sam sposob okazemy dla sumy, w ktorej x = m—3, m— 4,.., 2. 1, 0, przez
co czes$¢ druga danego twierdzenia jest dowiedziona.
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Dalej nader fatwo okaza¢, ze
i ==mn

(m) ; kimy (n+41) (m—Fk) -
20 Ai 42(_1) ( k) (m ) =(1-+n)

co stanowi dowod 1-¢j czesci twierdzenia. XY

37*. Znalez¢ liczbe catkowita, rowna sumie cyfr wlasnego szescianu.

W zalozeniu, ze liczba szukana jest n-cyfrowa, najmniejsza jej wartosc
okreslimy na 10"—L Poniewaz szeScian jej bedzie liczbg conajwyzej 3w-cyfro-
wa, a najwicksza warto$cig kazdej z ostatnich moze by¢ 9, suma cyfr szeScia-
nu szukanej liczby, a tym samym i ona sama, moze si¢ rowna¢ conajwyzej
27w. Stad wnosimy, ze liczba n winna odpowiada¢ nieréwnosci 10"—1<27w,
ktéra si¢ sprawdza jedynie dla w=l i n — 2. Liczba wiec szukana moze by¢
conajwyzej liczba dwucyfrowa, nie wicksza nad 54.

Przedstawiajac dowolng liczbe w postaci 3a-j-b, gdzie b — Q, -f-1 lub —1,
szescian jej wyrazimy jako 9<?+6%, tak iz kazdy szeScian badz jest podzielo-
ny przez 9, badz daje w tym razie na resztg -+-1. Tak tez zachowuje si¢
wzgledem mod. 9 1 suma cyfr szescianu, a wigc i sama liczba szukana.

Stad wnosimy, ze liczb, odpowiadajacych podanemu warunkowi, poszu-
kiwa¢ nalezy jedynie $rdod liczb szeregu

1,8,9,10.17, 18, 19, 26, 27, 28, 35, 36, 37, 44. 45, 46, 53. 54.
Z liczb jednocyfrowych wspomnianemu warunkowi odpowiadaja 1 1 8.

Szescian liczby dwucyfrowej jest liczba zlozong badz z 6 cyfr (powyzej
46), badz z 5 (od 22 do 46), badz wreszcie z 4 (ponizej 22). Z tego wzgle-
du liczby 53 i 54 z powyzszego szeregu nalezy wylaczy¢; jakoz sze$ciany ich
koncza si¢ na 7 i 4, tak iz choéby nawet pozostate cyfry byly 9, suma ich
uczyni tylko 52 i 49. Podobniez liczby 44, 45 i 46 o szescianach S5-cyfro-
wych, konczacych si¢ na 4, 5 i 6, nawet w razie 4 dziewiatek w tym skfa-
dzie, na sume¢ cyfr swych sze$cianow mogltyby daé tylko 40, 41 i 42, jako
wigc takie zawczasu moga by¢ odrzucane. Podnoszac do szescianu pozostale
liczby dwucyfrowe powyzszego szeregu, znajdziemy, ze wspomnianemu warun-
kowi odpowiadajg jedynie

17,18,26127
0 szescianach
4193, 5832, 17576 1 19683
tak iz ogdélem mamy tylko szeS¢ rozwiagzan obecnego zagadnienia*).
A. Lapareiwicz.

*) Zagadnienie obecne znalazlem w Frzypiskach Fitz Patricka do franc. prze-
ktadu ,,Rekreacji" Rouse Balia (I wyd., t. I. iy07 str. 18S) i zamiescitem w r. 1910
w ,,Przyjacielu Dzieci", formulujac je w sposob nast.:

Zapewne kazdy liczbg zna,
Ktora ciekawa wtasnos¢ ma:
Gdy do szescianu ja wzniesiemy
I cyfry tegoz wraz zbierzemy
Wypadnie w sumie—istny cud! —
Znowuz ta liczba, znana wprzod.
Liczb takich sze$¢ by¢ moze tylko.
Znajdzcie je wszystkie wolng chwilka. A L.



	A. Łaparewicz: Rozwiązania zadań, umieszczonych w 5. No.



