42,
GENERALISATION D'UN THEOREME DE M. CAUCHY*.

[Comptes Rendus de U Académie des Sciences, L111. (1861), pp. 644, 645.]

DANs son Mémoire sur les arrangements, 1844, M. Cauchy a établi le
théoréme suivant:
Soit 7 un nombre entier donné,
aa + Bb+qyc+ ...+ N =n;

en supposant a, b, ¢, ..., | des nombres entiers et inégaux, a, B, v, ..., A des
nombres entiers, et en faisant varier de toutes les manidres possibles les
valeurs du systeéme a, b, ¢, ..., [, on aura

: =]
ma. B ... TAathB . AT

ol 7z signifie le produit 1.2.3 ... a.

Je vais démontrer qu'on peut exprimer d'une maniére trés-simple la
wn+ﬂ+...+)\

ma.mB...mAab ..

valeur générale de X ji bour une valeur quelconque d’une

constante w.

En effet, il est trés-facile de voir qu'en posant I'équation en nombres
positifs et entiers
T+ T+ T+ X =m0,

et en attribuant & @, @y, ..., @, toutes les valeurs possibles qui satisfont a
cette équation (en regardant comme distinctes les solutions qui différent
dans les valeurs de z, quoique contenant le méme systtme de valeurs), on
peut représenter la série (nommée fonction de n et w) sous la forme

= P P

e < D1y ¢ 55 L TEAL)
Cest-a-dire

w"

a(r)’

[* See below, p. 290.]

r=1
X F(r,n)

»
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Or on voit immédiatement que F (r, n) n'est autre chose que le coefficient

de t* dans le développement de la fonction génératrice (t+t§’+§+...)r,

c’est-a-dire dans le développement de [log (1 —¢)7']". Donc évidemment la
série totale sera le coefficient de ¢* dans le développement de e»los((1-07)
c’est-a-dire de " dans (1%2).

En prenant w =1, on voit que la valeur est toujours 'unité pour toute
valeur de n, ce qui est le théoreme de Cauchy. En prenant o= —1, 1 étant
un nombre entier quelconque plus petit que », on trouve la valeur zéro.
Pour le cas de =—1, cette remarque avait déja été faite par M. Cayley,
dans le Philosophical Magazine (mars 1861). En prenant w =4, on trouve
1.3.5...2n-1

2.4.6...2n
la méthode des arrangements, en se servant du théortme que le nombre
des substitutions de 2n lettres qui peuvent étre représentées par des égales
d’un rang exclusivement pair est [1.3.5...(2n — 1)}, théoréme que je crois
étre nouvean, mais qui est intimement lié an théoréeme célébre de M. Cayley
sur la valeur des déterminants dits gauches.

pour la valeur de la série , ce qui peut se déduire aussi par

Voici une dernidre observation que je fais sur le théoréme général. On
remarquera que l'exposant de w**#+-+* est le nombre des parties dans la
partition de =, représentée par a répétitions de a, 8 de b,..., N\ de I:
Je nommerai donc 2+ 8+ 4+ ...+ X\ l'indice de cette partition, et je dis
qu'étant donné le nombre de ces indices, disons » (nombre qu'on peut trouver
pour une valeur quelconque de n par le théoréme trés-bien connu d’Euler
sur les partitions indéfinies), on peut faire dépendre les valeurs de ces »
indices de la solution d'un systéme de 24 équations algébriques & 2u in-
connues. Car pour une valeur quelconque de  on connaitra par le théordme

f—"+...+ﬁ. ol 1, 4y, ..., 1, seront les indices
@ O I

cherchés, et ¢,, g,, ..., g. des quantités inconnues, mais indépendantes de . \
En substituant pour @ successivement w, o*, @, ..., @* et en éerivant w'r=1,,
on aura 2u équations de la forme

du texte la valeur de 2" +

Frdre el .
2rig + . e peemdl 0’
“ % - s In

’f prenant toutes les valeurs de 1 jusqud 24. On peut done former une
équation dont dépendra la valeur de chacune des quantités 7, I,, ..., 1,,

et conséquemment de leurs logarithmes 4, iy, ..., %, les u indices de la
partition indéfinie de n.
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