
56.

SUR UNE CLASSE NOUVELLE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES D’UNE FORME INTEGRABLE.
[Comptes Rendus de l'Academie des Sciences, LIv. (1862), pp. 129—132.]COMMENCθNS par le cas des differences finies. Representons par ∆x le determinant

et considerons l'equation (1)ce qui au fond est aussi general que si nous ecrivions ∆x = Cγx.Je dis que l'equation (1) pourra etre satisfaite par la meme integrale que celle qui satisfait a l'equation (2)
p1, p2, ..., pi-1, etant des constantes. Car si cette derniere equation a lieu, on peut dans la premiere ligne du determinant substituer a
les quantites
sans changer la υaleur de ce determinant.Done on voit immediatement que ∆x devient egal a ∆x+1, e’est-a-dire ∆x sera constant; done l'integrale de ∆x = C sera
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56] Sur une classe nouυelle d’equations differentielles 309avec la condition α1α2 ... ai = 1. Cette condition est une consequence de la forme du dernier coefficient, (- 1)i, dans l’equation (2); de plus une autre condition se presente a cause de la valeur speciale qu’il faut attribuer a la constante C dans l’equation donnee.Pour obtenir cette derniere condition nous pouvons considerer les a et les α comme etant donnees et C comme une fonction de ces quantites. Or en faisant un quelconque des a egal a zero, le degre de l’equation (2) s’abaisse d’une unite, c’est-a-dire les i fonctions ux, ux+1, ..., ux+i-1 seront liees entre elles par une equation lineaire et consequemment le determinant ∆x sevanouira. Done C contient le produit α1α2... αi comme facteur. Mais on trouve aussi, en prenant x = 0, C egal au determinant a i lignes

qui est du degre i par rapport aux quantites a.DoncPour determiner F, on n’a qu a supposer
et on obtient immediatement par un theoreme bien connu

Donc finalement on aura pour l’integrale complete de l’equation (1), qui est de l'ordre (2i — 2), le systeme d’equations
avec les conditions (4)
systeme qui contient (2i — 2) constantes, le nombre qu'on doit avoir.On pent appliquer cette meme methode a un systeme d’equations beau- coup plus general. Car si on designe par P1, P2, ..., Pi-1 les fonctions algebriques de ux, ux+i, ..., ux+2i-2 qui satisfont au systeme simultane des (i — 1) equations
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310 Sur une classe nouυelle d'equations differentielles et [56et si, en conservant a ∆x la meme valeur que dans l'equation (1), on ecrit(5)il est evident qu’en faisant
∆x sera egal a ∆x+1 et ϕ sera toujours constant, car on aura

Donc l’equation (5) sera satisfaite par l’integrale
avec les conditions (6)

Passons au cas de la forme analogue des equations diffdrentielles. En supposant y une fonction de x, j’ecrirai diy/dxi=yi, et je nommerai Dxiy le determinant

Considerons d’abord l'equation
(7)Sans prendre la peine de passer par les moyens connus du cas des differences finies a des differences infiniment petites, il suffit de faire le rapprochement de la valeur de ux+1/u quand ux = ax avec celle de dxy/y quand y=eax pour conclure immediatement de la forme de l’integrale (1) celle de l'equation (7) qui sera evidemment

avec les conditions (8)
Avant de considerer quelques modifications tres-interessantes de cette equation, il sera utile d’etablir un theoreme elementaire sur les rapports des formes consecutives Dxiy entre elles.
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56] d'equations aux differences finies d’une forme integrable 311Pour fixer les idees, bornons-nous pour le moment a la considerationdu determinant

c’est-a-dire Dx4y, et des determinants mineurs qu’il renferme. Posons
En differentiant les quantites qui entrent dans ce determinant ligne sur 

ligne, on formera trois determinants nouveaux dont tous s’evanouiront iden- tiquement a cause de l'egalite de deux lignes (terme a terme) qui en resultera, sauf toutefois le dernier qui sera 

et qui exprimera consequemment la valeur deDe meme en diffhrentiant ce dernier determinant (colonne a colonne), on obtiendra 

comme la valeur deOn remarquera que tous les termes du nouveau determinant 

seront des determinants mineurs de Dx4y, et par un theoreme tres-connu on conclut que ce determinant compose sera egal au produit Dx2y × Dx4y, c’est-a-dire
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312 Sur une classe nouυelle d'equations differentielles [56et dans la meme maniere on peut etablir l’equation generale qui lie ensemble trois termes consecutifs quelconques de la serie
c’est-a-dire

(9)Avec l’aide de cette equation on parvient facilement a l'integration d’une classe tres-interessante d’equations differentielles du quatrieme ordre, parmi lesquelles on peut distinguer les equations
lesquelles ne sont que deux cas particuliers d’equations qu’on peut integrer par le moyen des fonctions elliptiques inverses.
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