O klasyfikacji ciagéw liczbowych.

-W wykladzie elementarnym moéwimy przewaznie o ciagach i sze-
regach zbieznych, nie analizujac blizej stanéw sprzecznych z wa-
runkami zbieznosci. Tymczasem rozpatrzenie mozliwie wyczerpu-
jace rozmaitych mozliwosci, rozmaitych, ze sie tak wyraze, rodza-
jow konstrukeji dowolnego ciagu lub szeregu, podnies¢ moze znacznie
stopien opanowania przez nauczyciela i jasno$¢ ujecia omawianego za-
gadnienia, a zdola tez zainteresowac i ucznia, majacego zywsze do ma-
tematyki zamilowanie. Oprze¢ sie trzeba przytym na podstawach teorji
mnogosci, co uczynie ponizej w zastosowaniu gléwnie do ciagéw licz-
bowych, unikajac starannie nadmiaru- okreslen i szczegélow.

Rozwaza¢ bedziemy ciag nieskoriczony.

[1] By iy
Kazda liczba ciagu, podlug znanej umowy, moze byé oznaczona
zapomoca punktu na prostej nieograniczonej. Mamy tedy nieskoriczo-
na liczbe punktow: :
[2] > ot S WO P

stanowiacych t. zw. mnogo$¢ nieskoriczona ') punktéw. Ogdlnie. mno-
goscia punktéw zowiemy wszelki ich zbiér (slowo, stanowiace  prze-
ktad dostowny francuskiej nazwy mnogosci: ,ensemble; w jezyku nie-
mieckim mamy: Menge — mnogos¢, Punktmenge — mnogosé¢ punktow)
na prostej lub innej linji, w ptaszczyznie, wreszcie w przestrzeni o do-

') Przeliczalna t. j. dajgea sie ,podporzadkowaé ciggowi liczb patural-
nych; 1, 2, 3, 4..n,... w ten sposob, iz kazdemu punktowi mnogosci odpowiada jed-
na z tych liczb jako wskaznik i nawzajem kazdej z nich odpowiada jeden tylko
punkt mnogosei. ;
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wolnej liczbie wymiaréw, ograniczonej lub nieograniczonej. Rozwa-
za¢ bedziemy dalej tylko zbiory punktéw, lezacych na prostej.

Punktem skupienia mnogosci nazywamy taki punkt, naleza-
cy do niej lub nie, ktory posiada w dowolnie blizkim sasiedztwie
punkty danej mnogosci. Inaczej: 4 jest punktem skupienia, jezeli przy
dowolnie malym e istnieje przynajmniej jeden punkt 4,, nalezacy do
mnogosci, i taki, iz dlugos¢ odcinka A4, czyli wartosé bezwzgledna
réznicy odpowiednich liczb @ i @, jest mniejsza niz ¢ (ale wigksza
niz 0):

- AAp <<e:czyli (a—an)<<e .

Wynika stad bezposrednio?), iz w dowolnie malym ,otoczeniu*
punktu 4 lezy nieskorniczenie wiele punktéw mnogosci. Istotnie,
na odcinku, réwnym 2e, ktorego srodek stanowi A, lezy przynajmniej
jeden punkt mnogosci 4,; oznaczmy przez e, jego odleglosé od 4,
t. j. Adp,=¢,. Oczywiscie e <e. Na odcinku dlugosci 2¢;, o srodku
w A, lezy znowuz na zasadzie okreSlenia przynajmniej jeden punkt
mnogosci danej A,,. Zalozmy, ze Ad,=¢,. Znajdziemy znow punkt
Ay, taki, iz 44, <e, it. d. nieograniczenie. Ostatecznie, na odcinku
réownym 2e, ktérego srodkiem jest punkt 4, znajduje si¢ nieskoricze-
nie wiele punktéw mnogosci, e¢. b. d. d.

& &~
o N e
R A ki

Fig. 1.

Uwazajmy jeszcze za dowiedzione znane twierdzenie:
[A] Mnogos$¢ nieskonczona punktow, lezacych na odcinku skoni-
czonym prostej (lub zamknietych w ograniczonym obszarze

2) Usuwam rozmy$lnie z niniejszego wykladu rozpatrywanie takich ciggow
(i odpowiadajgcych im mnogosei punktowych), w ktérych ta sama liczba (wzgl. ten
sam punkt) powtarza sie skoiczona lub nieskonezong liczbe razy, z réznemi wskazni-
kami porzadkowemi, co np. zachodzi w ciggu:

(—=1), (—1)3 (—1p..(—D~r...
Ny=ny=n;=..09 1=—1; By=n,=..0p%=+1 .
Punkty oznaczajace -1 i —1, moznaby uwazaé¢ za punkty skupienia, biorac za tresc
odpowiedniego okreslenia nie obecno$é jednego punktu w dowolnie matym otocze-
niu, lecz obecnoéé nieskonczonejliczby punktéw (w danym wypadku pokry-

wajacych sie wzajemnie) w takim otoczeniu. Warunek: |a—a,|>0 odrzucilibysmy
w tym wypadku. AL
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przestrzeni o dowolnej liczbie wymiarow) posiada przynajmniej
jeden punkt skupienia

Wreszcie uprzytomni¢ sobie nalezy wyraznie, iz wyrazy ciagu
ogolnego [1] lub punkty odpowiedniej mnogosci [2] moga byc upo~
rzadkowane w dwojaki sposob:

1) na zasadzie porzadku wskaznikow,

2) na zasadzie wielkosci samych wyrazow, t. j. kolejnego nastep-
stwa odpowiednich punktéow na prostej.

Po tych oméwieniach przystapmy do klasyfikacji ciagow na za-
sadzie wlasnosci odpowiednich zbioréw punktéw.

Kategorja I-a. Wszystkie punkty mnogosci [2] leza na ogra-
niczonym odcinku prostej i posiadaja tylko jeden punkt skupienia 4.
Odpowiednia liczbe a nazwiemy granica (w $cislejszym znaczeniu
tego wyrazu) ciagu [1], a ciag sam — zbieznym. Zbadajmy wlasnosci
tej liczby i poczyfimy jeszcze pewne odréznienia. Z okreslenia punk-
tu skupienia i z twierdzenia [4] wynika, iz, jezeli wylaczymy wszyst-
kie punkty, lezace wewnatrz odcinka czyli ,przedzialu“, réwnego

A A 4a A A4 4
=1
[a,=0; ay=1}; a;=%; a,=1}; a,=4; ag=1}; a;=%;... e=}; w'=5;]
Fig. 2.

2¢ (¢ dowolnie mate) i posiadajacego srodek w punkcie 4, to pozosta-
nie tylko pewna liczba skonczona punktow mnogosci, w przeciw-
nym razie bowiem istnialby co najmniej jeden jeszcze punkt skupie-
nia poza przedzialem 2¢, zawierajacym A (lub na jego kraricu), co by-
loby sprzeczne z zalozeniem, iz mnogos$¢ posiada tylko ten jedyny
punkt skupienia. Wsréd owej skorczonej liczby punktéw pozosta-
tych jeden bedzie posiadal wskaznik najwiekszy, rowny, przypusémy,
w. Wszystkie punkty o wskazniku wiekszym niz »/, naleza do grupy
wylaczonej i leza wewnatrz przedzialu 2: (ktérego srodkiem jest
punkt A).

Otrzymujemy znany warunek zbieznosci:

Warunek [a]: Przy dowolnie malym ¢ (>0)mozemy zna-
leze¢ takie ', iz dla wszelkiego n>n zachodzi nieréw-
nosc¢:

|an—a|<e.

Poniewaz odleglos¢ pomiedzy dwoma punktami, lezacemi w prze-
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dziale 2¢ (wewnatrz), jest <2¢, przeto warunek wyluszczony mozna
zastapi¢ innym: : : :
Warunek [b]. Przy dowolnie malym & (=2¢ z poprzednie-
go rozumowania, a wiec réwnie dowolnym, jak ¢), mozna znalez¢
takie n/, iz dla a>n' i p=1, 2, 3... zachodzi nieréwnos¢:
| @nyp—an|<<8 .

Oba te warunki znalezlismy jako konieczne; latwo dowiesé,
ze sa wystarczajace, t. j. ze mnogosé [2] posiada, przy zachowa-
niu jednego z nich, tylko jeden punkt skupienia. Istotnie, gdyby istnia-
ly 2 takie punkty: 4 i B, to dla okazania dostatecznosci pierwszego

, dla okazania dostatecz-

warunku wypadloby za ¢ wzia¢ dlugos¢ A2

nosci drugiego za ¢ dlugos¢

P A 9 MAB N o 1% S
S T (PA=A4Q=QM=MB=BN=30)

Fig. 3.

Otrzymalibysmy w 1-ym przypadku: poniewaz 4 spelnia waru-
nek |a—ay|<¢, (czyli AA,<¢) przy m> od odpowiedniej wartosci n’,
przeto poza otoczoniem PQ=2¢ punktu 4 (i na jego granicy) istnieje
tylko liczba skoriczona (< ') punktéw mnogosci; B tedy nie jest punk-
tem skupienia, co przeczy zalozeniu. W 2-im zas$ wypadku 2 punkty,
z ktérych jeden lezy wewnatrz otoczenia P@ punktu 4, drugi zas we-
wnatrz otoczenia MN (punktu B), bylyby w odleglosci <8, a ze punk-
ty te moga posiada¢ wskazniki dowolnie wielkie, przeto odnalezienie
n', odpowiadajacego warunkowi [b], byloby niemozliwe.

Jako przyklad ciagu zbieznego o postaci mozliwie ogélnej wez-
miemy ciag, ktorego n-ty wyraz:

[Przyklad 1]. an=1-+(— 1) -

(a,=0; a,=H; a,=1; a,=1}14i t. d. p. fig. 2).

Punktem skupienia bedzie punkt 4, oznaczajacy+-1. Punkty mno-
gosci znajduja sie w liczbie nieskonczonej z obu stron punktu 4-—na-
zwiemy taki punkt skupienia obustronnym. Ciag o wyrazie ogol-

WWW.rcin.org.pl



Ne 10 Wektor. : 563

nym: anzl—{—% odpdwiada}by mnogosci, w ktorej liczba nieskorniczo-

na punktow (wszystkie nawet w tym razie) lezalyby tylko z prawej
strony punktu A. Nazwiemy taki punkt punktem skupienia le w o-

stronnym—mnogos¢, oznaczajaca ciag o wyrazie ogdlnym: a,=1 g

posiadataby wtym samym miejscu punkt skupienia prawostronny.
Wezmy jeszcze dla przykladu ciag:

[Prlyklad 2]: _%) %) '-%9 2%) %) 17?) %%) %%

on_3 on 1
g =g )

Ciag ten dazy rowniez do 1 przez wartosci mniejsze niz 1 (punkt
skupienia prawostronny), rézni sie jednak od ciagu poprzedniego tym,
iz wyrazy jego nie wzrastaja stale, lecz przeciwnie réznica a,—an—;
wciaz zmienia znak. Mamy tedy nowe rozroéznienia:

1) ap—a,1>0 przy wszelkim », lub tez przynajmniej przy n>
od pewnego 7'; ciag nazwiemy ciagiem rosnacym (poczynajac od
pewnej wartosci wskaznika).

2) ap—a,1<0 i t. d.—ciag malejacy.

3) zaden z tych warunkéw nie jest zachowany
nazwac¢ ciagiem falistym (zbieznym).

Rozroznienia te, napozor banalne, powtarzam tutaj ze wzgledu na
ich wartos¢ dydaktyczna. Jest rzecza pozyteczna okaza¢ uczniowi, iz
np. ciag wcale nie musi by¢ koniecznie rosnacym (w $cislym znacze-
niu tego slowa), aby posiadal granice ,prawostronna“ i t. d. Mozna
rowniez zwroci¢ uwage, ze kazdy ciag, posiadajacy granice prawo-
stronna, moze by¢ jednak uporzadkowany w inny sposéb tak, iz
stanie sig¢ ciagiem rosnacym (przynajmniej poczynajac od pewnego
wskaznika); ze przerobka analogiczna da sie zastosowa¢ do ciagu
0 granicy lewostronnej; ze atoli ciag o granicy obustronnej nie moze
by¢ uporzadkowany podlug kolejnego nastepstwa odpowiednich puuk-
tow (na prostej). Mozna go natomiast rozdzieli¢ na dwa ciagi: jeden
rosnacy, drugi malejacy, rozdzielajac odpowiednia mnogos¢ punktow
na dwie mnogosci, z ktérych jedna zawiera¢ bedzie wszystkie punkty,
lezace z lewej strony punktu skupienia, druga — wszystkie punkty
z prawej strony (dolaczajac do jednej z nich sam punkt skupienia, je-
zeli nalezy do danej mnogosci) i porzadkujac potym wyrazy ciagow
podlug nastepstwa punktow *).

( Qop—1=

ciag moznaby

3) Z wyjatkiem punktu skupienia, ktéry moze otrzymacé¢ numer porzadkowy do-
wolny. :
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Zanim przejdziemy do kategorji ll-ej, okreslimy jeszcze, co nazy-
wamy punktami krancowemi czyli krancami (lewym i pra-
wym) ¥) mnogosci. Ot6z, lewy kraniec stanowi taki punkt, nalezacy
domnogosci lub stanowiacy jej punkt skupienia, zktoére-
go lewej strony niema zadnego punktu mnogosci, podobniez pra-
wy kraniec stanowi i t. d. Tak w przykladzie 1-ym kraniec lewy stano-
wi punkt, oznaczajacy 0, kraniec prawy — punkt, oznaczajacy +14. Te
same nazwy zastosujemy do ciagu, méwiac o ]ego lewym i prawym
krancu.

Kategorja IIl. Mnogos¢ [2]

' B g By e B s

nie posiada zadnego punktu skupienia (w odleglosci skoiiczonej). Mo-
zliwe sa trzy ewentualnosci:

1) Mnogos¢ [2] posiada tylko lewy kraniec (istnienie obu krancow
pociagaloby za soba nalezenie do kategorji I-ej). Analitycznie: jakkol-
wiek wielkie m obierzemy, zawsze znalez¢é mozna taka liczbe ) iz
dla m>n'ra,>m (poniewaz z lewej strony punktu M lezy tylko liczba
skoriczona punktéw mnogosci, <(n'). Mozemy to oznaczy¢ symbolicznie:

lim ap=-+co .,
n=c
2) To samo ze zmiana kierunkéw i znakow:
lem ap—=—oco .
n=w

3) Niema ani punktu krancowego z prawej strony, ani punktu
krancowego z lewej.  Inaczej: istnieja punkty mnogosci, lezace w od-
leglosci dowolnie wielkiej od punktu, oznaczajacego zero, z obu jego
stron, Przy dowolnym m, mozna znalez¢ taka liczbe #/, iz dla n>n'"
|as|>m i ponadto istnieje zawsze przynajmniej jedno (a wiec i nie-
skonczona liczba) n,>n' takie, iz: a, >0 1 n,>n' takie, iz: a,,<<0.

Przyktad: ciag, ktorego m-ty wyraz:

[przyktad 3] an cos%@ '

Dwa pierwsze wypadki bywaja zwykle podciagane pod nazwe
rozbieznos$ci, w Scislejszym znaczeniu tego stowa. Natomiast ciagi,
czyniace zado$¢ warunkom, wymienionym w 3), naleza juz raczej do
kategorji, ktora obejmuje wszystkie pozostale mozliwosci — do kate-
gorji ciagéow oscylujacych, podlug terminologji d-ra Bottchera
(Zasady algiebry, str. 607). Okreslenia ciagéw rosnacych (ewentual-

4) Albo: ,dolnym* i ,gornym“—modyfikacja bez znaczenia.
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no$¢ mozliwa w wypadku 1-ym) i malejacych (w wypadku 2) pozosta-
ja takie same jak w zastosowaniu do ciagéw kategorji I-ej, zbieznych.
Kategorjadll. Mnogosé¢ [2] sklada sie z punktéw, lezacych na
skonczonym odcinku prostej (oba krarice istnieja) i posiada wiec’e]
niz jeden punkt skupienia. Oznaczmy owe punkty skupienia:
. S o g i

Odpowiednie liczby @, a”,...a® ... nazwiemy granicami (w luzniej-
szym znaczeniu tego stowa) ciagu

(1] @1y Qgy Gg-os Qo
W dowolnym otoczeniu kazdego z tych punktow lezy meskon-
czenie wiele punktow mnogosci — zaden z nich tedy nie moze posia-
da¢ wskaznika, wiekszego od innych. Stad wynika bezposrednio:
Warunek [aa): Przy dowolnie malym ¢ i dowolnie wielkim »'
mozna znalez¢ jedna przynajmniej taka wartos¢ n,>n (a wiec
i nieskonczona liczbe takich wartosci ®), iz: ‘

|&'—an|<e
jedna przynajmniej (a wiec i nieskorniczenie wiele) wartos¢ ny>n', ta-
ka, iz

|a”——a,,2|<e
jedno (a wiec i nieskornczenie wiele) n,=>n', takie iz

|a"—an, | <

it d dla wszystkich punktow skupienia a® .

Niech kazdy punkt skupienia A® stanowi srodek przedmalu mniej-
szego niz 2¢ — w takim razie wewnatrz pozostalych przedzialow
prostej (i na ich kraicach) lezy liczba skonczona punktow mnogo-
sci (podlug twierdzenia [4]); ktory$ z nich ma wskaznik najwiekszy n,.
Punkty, nalezace do przedzialow, otaczajacych punkty skupienia, maja
wskazniki wieksze niz n,. Otrzymujemy tedy:

Warunek [ab]: Przy dowolnie malym e mozna znalez¢ taka war-
tos¢ m,, iz dla kazdego m>n, zachodzi jedna (przynajmniej) z nie-
rownosci: -
|a® — a,|<e.

Analogje z warunkiem [a] zbieznosci sa widoczne; oba warunki

5) Liczba ich moze zreszta nie byé przeliczalna, t. j. nie czyni¢ zados¢é warun-
kowi, wymienionemu w odsylaczu 1-ym.

¢) Poniewaz po znalezienin n, bierzemy je za n’ i szukamy nowej wartosei n,>n’
i t. d. nieograniczenie.
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[aa] i [ab] sa konieczne do tego, by ciag nalezal do kategorp III -€j
i posiadal jako granice liczby o, a”, a"...a® ... :

Warunek [aa] pociaga za sobq 1stn1en1e wszystkich wymienio-
nych w nim punktéw skupienia, t. j. wystarcza do tego, by wnio-
skowaé, iz ', a"....a® ... sa granicami ciagu; lacznie z warunkiem [ab)
SW1adczy, iz ciag posiada, jako granice: @, a" it. d.i2e innych
granlc nie ma. Rozwijajac dalej poréwnanie, mozna wywnioskowac:

“Warunek [ba): Przy istnieniu dwu lub wiecej punktéw skupienia
dla dowolnego ¢ i dowolnego #' istnieja takie wartesci n'; n'’, .. n®....
wieksze od n' i w liczbie nieskoriczonej, iz:

|#no—ann]<? ,

(gdzie n¥, n® stanowia dwa dowolne wyrazy z ciagu: n”, n'”, ... n®),

‘Warunek [bb]. Przy dowolnym ¢ mozna znalez¢ takie n,, iz dla
kazdego n>n, istnieje przynajmniej jedno (a wiec i nieskoriczenie
wiele) p z clagw: 1, 2,...7.... takie, 12

| antp— an|<0

Rzecz oczywista, ze spelnianie sie tych warunkéw (koniecznych)
[ba] 1 [bb] s$wiadczy tylko o istnieniu jednego co najmniej punktu
skupienia, ale nie o istnieniu okreslonych punktéw &, a"...a® ...
ani o°ich liczbie. Analogiczna uwaga moze by¢ zreszta zastosowana
do odpowiedniego warunku [b] zbieznosci: swiadomos$¢, ze mozna zna-
lez¢ ' takie, iz dla n>n'

| @p4+n — an|< niz dowolnie male @ (p=1, 2, 3....)

nie daje jeszcze bezposrednio oznaczenia liczbowego samej gra-
nicy a.

Mnogos¢ Dunktow skupienia posiada w rozwazanym wypadku oba
krarnce: lewy i prawy. Pomijajac dowdd, wynikajacy bezposrednio
z twierdzenia, iz mnogos¢ punktow skupienia jest zawsze zamknie-
ta, t. j. zawiera swoje punkty skupienia, stwierdzimy tylko, ze kazdy
z tych kraricow musi by¢ punktem skupienia mnogosci danej [1]. Ciag
tedy, nalezacy do. kategorji III] posiada wsrod swych granic najwiek-
sza (,la plus grande limite“) i najmniejsza; pojecia te maja waz-
ne zastosowanie w teorji funkcji. Okreélenie klasyczne granicy naj-
wiekszej brzmi jak nastepuje: Tt

Przy dowolnie malym ¢ mozna znalez¢ takie n', iz dla kazdego
n=>n' zachodzi nieréwnosc: SRR

el ok An—a<e ; ;
oprocz - tego istnieje przynajmniej jedna (a wiec i nieskoriczona ich
liczba) wartos¢ n taka, iz Vi

et
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|as—a|<e.
Pomijajac dowod, odsylam do zalaczonego rysunku (fig. 4).
Ciagi rozwazanego typu moga by¢ tworzone sztucznie przez la-
czenie dwuch lub kilku ciagéw zbieznych. Tak np. 2 ciagi:

1
3, .4, ¢, e s

o [przyktad 4].
8, 3, 4. S

taczymy w jeden, piszac po kazdym wyrazie pierwszego odpowiedni
wyraz drugiego:

$1. 3 30 ,
¥ 8% &) %9, 39 .3 n’ )

(3TN

Ciag taki posiada dwie granice: granice najwieksza réwna 1
i1 granice najmniejsza =0. Mozemy tez otrzymac¢ ciag 0 nie-
skonczonej liczbie wartosci granicznych, laczac nieskoriczona (przeli-
czalna) liczbe ciagéw zbieznych. j

WW‘M s .
A A A

Fig. 4. 7)

Bqdzierﬁy przytym porzadkowali wyrazy podlug linji zygzakowa-
tych, wskazanych na jednej lub drugiej tablicy:

TABLICA 1.
1 granice:

a1, d1a, A1z, Q14 . . . . | a'

7 A
Gidje0lon " LEaR S Ak a

// /
(LT e £ e S R a"

.
el A N P a®
(¢ e ) I A g R aln)

") Wyjasnienie fig. 4@ M —kraniec lewy danej mnogos$ci, N — kraniec prawy,
A’ — oznacza granice najmniejsza a’, A’/ — granice najwieksza a'”’. (Rysuuek nalezy
uzupefnié w mysli, pamigtajac, ze w sasiedztwie kazdego punktu skupienia lezy istot-
nie nieskolczenie wiele punktow mnogosci).
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TABLICA 2.

54 foet
an, 12, 413, 14
@9y, A2, (3 (24,
1
|

a3, A3, A33, . . . . B

Chyy Wy, By v v S s

Otrzymamy:

z tabl. 1): ayy, @y, @y, Ay, Ggyy g5

z tabl. 2): @y, G5, Gy, Gyy, Ggyy Bgy oeee

W kazdym wypadku mozna odpowiednie prawo sformulowac
arytmetycznie. Nalezy zwroéci¢ uwage na to, ze oprocz granic a, a’,...
..a® . ciag zlozony, otrzymany w podobny sposob, moze posiadac
jeszcze inne granice, ktére nie byly granicami ciagéw pierwotnych,
lecz stanowia granice ciagu ich granic (@, ", @"..a® ..) lub granice
ciagéw, otrzymanych przez rozmaite polaczenia wyrazow roznych
ciagow danych.

Zagadnienie odwrotne: rozklad danego ciagu, posiadajacego wie-
le wartosci granicznych, czy tez, jesli kto woli, oscylujacego dokola
tych wartosci, na ciagi zbiezne, t. j. innemi slowy, rozklad mnogosci
o wielu punktach skupienia na mnogosci, posiadajace po jednym takim
punkcie, jest rowniez zawsze mozliwe. Latwo je rozwiazac
przy skoriczonej liczbie punktow skupienia — przy liczbie nieskonczo-

4, I L

¢, ¢, £,

s g

»

Fig. 5.

nej zacza¢ mozna od tego, by wyodrebni¢ wéréd nich pewien ciag

malejacy lub rosnacy.

- o0 Ay, A11,y oo ON oo

Zalozmy: Ak
|an—ar]=¢

Idm—au |=82
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Utwoérzmy teraz z ciagu:

[1] o @iy gy yyonns Oy o
ciagi w sposob nastepujacy:

Do pierwszego wezmiemy za pierwszy wyraz, wyraz @, cia-
gu [1], za drugi—pierwszy (po @) a,y, wyraz ciagu [1] taki, iz

| a,—ay |< o 22 trzeci—pierwszy ay, z nastepnych wyrazow taki iz:
S .
|a1—-a3'|<T etc... wogdle:
€
|ai—an | <— o

Pierwszy ciag:

’
By y Gg' s B’y v By v

Do drugiego ciagu: za pierwszy wyraz: a, (o ile ten wyraz nie
zostal juz wziety do poprzedniego ciagu), za drugi: pierwszy (po
a,) z wyrazow ciagu [1] a,” taki iz

e)

an — ay” | <<=

| an <
(sy—mniejsza z dwuch liczb: ¢ i &)

o »

potym: | an—ay” |<%
. ,] . s 5(2)
i wogdéle: |an—ay’|< 51

Ciag drugi:
(ay), ay, ag”y e Ap”y
Ogolnie wyrazy ciagu l-go:®)
(@), aguy, @zay.... dya ...
czynia zado$¢ warunkom

(sp—mniejsza z dwuch liczb: & i ¢).
W ten sposob:

1) rozdzielamy pomiedzy nowe ciagi wszystkie wyrazy uagu da-
nego;

%) Oproez, byé» moze, pierwszego, za ktéry bierzemy a;, o ile ten wy-
raz nie zostal juz wzigty do ktérego z poprzednich ciagéw. tg @) — Wyraz

pierwszy po «;, spelniajacy warunek: |aL—a2(;)|<—2~ g X

www.rcin.org.pl
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2) zaden wyraz jednego ciagu nie moze rownoczesnie by¢ zali-
czony do innego, poniewaz (procz ewentualnie pierwszych wyra-
z6w nowych ciagow, co do ktorych zostala dana zupelnie wyrazna
umowa), z kazdym punktem granicznym Ay kojarzymy tylko te punk-
ty, ktore leza blizej tego punktu, niz punktéw sasiednich:

Ay1 1 Ay .

8) kazdy ciag jest istotnie ciagiem nieskoniczonym i ma za gra-
nice (jedyna odpowiednia warto$¢ ay, poniewaz inaczej punkty Ay nie
bylyby istotnie punktami skupienia mnogosci [2]. ¢. b. d. d

Poniewaz dalej kazdy ciag zbiezny' moze by¢ rozlozony (ew. ze
zmiana sposobu uporzadkowania) na dwa ciagi: malejacy i rosnacy
(lub zastapiony jednym tylko: malejacym lub rosnacym), przeto zasad-
niczemi elementami kazdego ciagu kategorji Il sa ciagi rosnace i ma-
lejace. Obeznani z teorja mnogosci latwo nawiaza ten fakt do nauki
o liczbach nieskonczonych porzadkowych.

Jako przyklad, wezmy ciag:

[przyktad 5] sinl, sin2, sin3,..smn...°)

Kazda z liczb w przedziale (—1, +-1) stanowi dlanin wartos¢ gra-
niczna. Granica najwieksza: +1, najmniejsza: —1. Wszystkie te war-
tosci graniczne stanowia zbior nieprzeliczalny — gdybysmy je chcieli
ponumerowac, t. j. podporzadkowa¢ ciagowi liczb naturalnych, to nie
moglibysmy znalez¢ zadnego takiego prawa, ktéreby wyznaczylo dla
kazdej danej, okreslonej liczby tego zbioru, réwnie okreslone miej-
sce (skoriczony wskaznik). Moéwimy o takiej mnogosci, iz moc jej
jest wyzsza, niz moc mnogosci przeliczalnych—w danym wypadku jest
to moc ,continuum“. Mimo to wyrazy ciagu, na zasadzie naszego
twierdzenia, mozna uporzadkowa¢ w nowych ciagach, zbieznych,
w liczbie nieskoriczonej przeliczalnej. To samo sie stosuje do ciagu
wszystkich liczb ulamkowych pomiedzy 0 a 1, uporzadkowanego po-
dlug mianownikéw, a przy réwnych mianownikach, podlug licznikow,
z wylaczeniem ulamkow, dajacych sie skrocic:

1
2

)
Ol

3 3 y Gt T
)y 4y R ML R B

PN

)

[plzykl 6] %) 311) %’
Granice zajmuja przedzial: (0,1).

9) L, Bottcher. Zasady algiebry, str. 607. Zostal tam podany przykiad ogél-
niejszy:
sin o, sin 20, sin 30 sin no. ...
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Kategorja IV. Mnogoé(’:
[2J _ = Al) AZ’ A A

posmda punkty skuplema w odleglosm skonczonej, ale jednoczesnie
nie ma krarnca lewego, prawego lub obu. Jest to polaczenie poprzednie-
go przypadku z jednym z 3-ch, obejmowanych przez kategorje II. Zmian,
jakie nalezaloby wprowadzi¢ do warunkow [aa], [bb] etc. (kategorja
II) nie bede tu wyluszczal, wobec danego juz powyzej materjatlu dja-
lektycznego. Co do rozkladu na ciagi zbiezne, mozna go uskuteezni¢
zapomoca wskazanego sposobu, jezeli liczba punktow skupienia jest
nleskonczond—3e7e11 jest skoriczona, to ciag sie rozpadnie na tylez
ciagow zbieznych i oprdocz tego na Jeden lub 2 ciagi rozbiezne, ulo-
zone z wyrazow, pozostalych po zamknieciu w odpowiednich prze-
dzialach punktéow skupienia.

Szeregowi:
Uy i
adpowiada ciag sum:
31) Sy Sg oo
8 =3 szzul—*—z%;.... Ln—ul+“2+?l3+---~uny

i odwrotnie:
"’1:5‘1
Uy=8, — §

Un7=Sp — Sn—1
Ug=84— 8,

Szereg dany a priori mogl powsta¢ w ten sposob z dowolnego
ciagu, a wiec ciag jego sum moze naleze¢ do kazdej z rozpatrzonych
kategorji. Szerég nazywamy zbieznym, o ile tén ciag jest zbiezny.
Szereg o wyrazach wytacznie dodatnich lub ujemnych daje ciag sum
rosnacy lub malejacy (s,—s; ma znak staly)—a wiec zbiezny lub roz-
biezny, ale nigdy nie oscylujacy (kategorja I 3), kategorja IlI, IV). Sze-
reg naprzemienny (o wyrazach kolejno dodatnich i ujemnych)
podlega takim samym ewentualnosciom, co i szereg dowolny. Istotnie,
utworzmy z dowolnego ciagu: s,, s,... szereg u,-+u,+uy1-...

Jezeli w tym szeregu mamy dwa nastepujace po sobie wyrazy
dodatnie u,, p41, to umiescimy pomiedzy niemi wyraz uy dowolny

WWW.ICin.org
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ujemny, a Wyraz un4izastapimy przez wyraz =u, 1+ uy|; stosujac po-
dobna czynnosé¢ do dwu nastepujacych po.sobie wyrazéw ujemnych,
otrzymamy ostatecznie szereg naprzemienny, ktory w ciagu swych sum
posiada oprécz sum:

8, 8y, By e Gnerse

jeszcze inne liczby, powstale dzieki wyrazom wstawionym, a wiec pod-
lega jeszcze wiekszej liczbie ewentualnosci, jest jeszcze bardziej zlo-
70ony.

W calym powyzszym wykladzie rozmyslnie odwolywalem sie jak
najbardziej do intuicji gieometrycznej. Uzycie rysunkéw, na ktérych
sa oznaczone punkty, odpowiadajace wyrazom danego ciagu, stanowi

e=0,02
y=0,7

|ajg—y|>¢ poniewai ayq —y=3%—H=+ .

1718 19 20 2 22 23 % o

Fig. 6 (Odciete w skali 10 razy mniejszej niz rzedne).

ilustracje niezbedna, nasuwajac, przy dobrej interpretacji, pomysly do
najscislejszych dowodéw analitycznych. Drugi sposéb uzmyslowienia
polega na wykreslaniu djagramow, w ktérych wyrazy ciagu sa rzed-
nemi, wskazniki — odcietemi. W ten sposéb, w przeciwstawieniu do
pierwszego, uwydatniamy druga zasade uporzadkowania wyrazéw: po-
dhug wskaznikéw (nie za$ wielkosci wyrazow). Latwo wtedy okazac,
jak punkty reprezentacyjne, wraz z laczaca je linja tamana zblizaja sie
coraz bardziej do pewnej prostej, rownoleglej do osi odcietych, kto-



Ne 10 Wektor. 573

rej punkty maja za rzedna granice ciagu zbieznego; réznice pomiedzy
ciagami zbieznemi: rosnacemi, malejacemi i falistemi, ciagami rozbiez-
nemi i oscylujacemi uzmyslowia sie nader dobitnie. Na fig. 6-ej zala-
czam wykres ciagu, ktory stanowil przyklad 6. Latwo sie przekonac
przy dostatecznej liczbie punktéow reprezentacyjnych, iz istnieja punk-
ty, lezace dowolnie blizko kazdej rownoleglej do osi odcietych
(o réwnaniu: y=2; 0<<a<_1). Mozna takze, laczac punkty reprezenta-
cyjne nowemi linjami lamanemi, odpowiednio dobranemi, uplastyczni¢
rozklad ciagu na ciagi zbiezne.

v Tadeusz L.azowski.
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