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27.

NOUVELLES REMARQUES SUR LES COURBES DU TROISIÈME 
ORDRE.

[From the Journal de Mathématiques Pures et Appliquées (Liouville), tom. x. (1845),
pp. 102—109.]·

propose de 
a quelques

développer ici quelques conséquences de la théorie que j’ai 
mois, dans ce Journal \ [26], des points correspondants des 

Rappelons d’abord la signification de ce terme et ajoutons-y

les tangentes à la courbe 
les points correspondants 
que ces paires correspon- 
AB, A'B' sont situés sur

Je me 
donnée, il y 
courbes du troisième ordre, 
quelques nouvelles définitions.

On dit que les points A, A' sont correspondants quand 
en ces points se rencontrent sur la courbe. En considérant 
A, A' et les deux autres points correspondants B, B', on dit 
dent, quand les points d’intersection H, h de AP, A'B ou 
la courbe. Les trois paires A, A', B, B', H, h sont nommées paires supplémentaires
ou système supplémentaire. On dirait de même que les deux systèmes AA', BP, Hh 
et A^A'i, BγB'γ, Hγhγ sont des systèmes supplémentaires correspondants, si, par exemple, 
A, A' et Al, A'i, &c., formaient des paires correspondantes.

On peut nommer quadrilatère inscrit le système de quatre droites qui passent par 
les points supplémentaires AA', BB', Hh, et conique d’involution chaque conique tangente 
à ces quatre droites, ou, en d’autres termes, inscrite dans un quadrilatère inscrit. H 
est inutile d’expliquer ce que veulent dire coniques d’involution correspondantes, ou 
quadrilatères correspondants, ou l’expression conique correspondante à une paire donnée 
de points correspondants, &c.

Démontrons les théorèmes suivants :

Théorème I. “ Les tangentes menées par un point P de la courbe à trois coniques 
d’involution correspondantes forment un faisceau en involution.”

1 Voyez page 28ô du tome ix.
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à la conique d’involution. On sait que les 
ainsi du point P de la courbe, par les points 
à la conique menées par ce même 
PB, PB', PL, PL', et de même

υoint, un 
PB, PB', 
tangentes 
avec une 
tangentes

Mais 
iden- 
Donc 
quad-

Chaque conique peut se réduire à une paire de points qui correspondent aussi aux 
coniques (ce qui justifie la dénomination que nous avons donnée à ces coniques). 
Considérons un quadrilatère inscrit ΛΛ', BB', H h, la conique d’involution tangente aux 
côtés de ce quadrilatère, et deux paires LL', MM' de points correspondants, ces paires 
étant correspondantes l’une à l’autre et 
lignes menées d’un point quelconque, et 
A, A', B, B', forment avec les tangentes 
faisceau en involution. Mais ΡΆ, PA',
PL, PL', PM, PM', forment aussi des faisceaux en involution ; donc les deux 
forment, avec PL, PL' et PM, PM', un faisceau en involution. De même, 
conique correspondante à la première, PL, PL', PM, PM' et les deux 
forment un faisceau en involution ; donc PL, PL' et les quatre tangentes forment un 
faisceau en involution, et de même en introduisant la troisième conique.

Théorème II. “ On peut circonscrire à une conique d’involution donnée une 
infinité de quadrilatères inscrits correspondants au premier.”

Soient A, A', B, B', H, h comme auparavant ; et A^, A'^ une paire de points 
correspondants qui correspondent à ceux-ci; en menant par A^, A'^ des tangentes à la 
conique qui se rencontrent en B^, B'j, H^, h^, on voit d’abord que les lignes PA, PA', 
P Al, PA'i et les tangentes à la conique forment un faisceau en involution; et récipro­
quement, chaque point P qui satisfait à cette condition appartient à la courbe, 
en prenant, par exemple, pour P le point B^, les lignes PA^, PA'i deviennent 
tiques avec les deux tangentes, ce qui satisfait à la condition d’involution. 
Bi, B'i, Hi, hi appartiennent à la courbe, ou A^, A'i, B^, B'i, forment un
rilatère inscrit correspondant au premier ou à la conique.

Théorème III. “Les centres d’homologie de deux coniques d’involution correspon­
dantes forment un quadrilatère inscrit correspondant aux coniques.”

Considérons les deux coniques et une troisième conique quelconque. Chaque point 
P pour lequel les six tangentes forment un faisceau en involution appartient à la 
courbe. En prenant pour P un centre d’homologie des deux premières coniques, les 
deux paires de tangentes deviennent identiques, ce qui satisfait à la condition d’invo­
lution ; donc les six centres d’homologie sont sur la courbe, ou ces six points sont les 
sommets d’un quadrilatère inscrit qui correspond aussi aux coniques.

Réciproquement,

Théorème IV. “ Le lieu d’un point P qui se meut de manière que les tangentes 
menées par ce point à trois coniques données quelconques, forment toujours un faisceau 
en involution, est une courbe du troisième ordre qui passe par les dix-huit centres 
d’homologie des coniques prises deux à deux, ces centres formant six à six des quadri­
latères inscrits correspondants.”

La démonstration analytique de la première partie de ce théorème, quoique longue, 
paraît assez intéressante pour trouver place ici. Pour plus de symétrie, prenons 

V pour les coordonnées indéfinies d’un point, et représentons par

T = 0, r = 0, r' = 0,

me

r
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l es é q u ati o ns d es  tr ois c o ni q u es, T,  & c.  ét a nt d es f o n cti o ns h o m o g è n es d e l a f or m e

T  =  Λ +  Brf  +  C ζ ^  +  2 F η ζ  +  2 G ξ ξ  +  2 H ξ η,

( R ' U
S oi e nt  - , c o or d o n n é es d u  p oi nt  P  ; m ett o ns,  p o ur  a br é g er.

( d e m a ni èr e  q u e W  =  0 s er ait l’é q u ati o n d e l a li g n e p ol air e d u p oi nt P). N o us  a v o ns

U T  - 1 F 2  =  0,

p o ur l’é q u ati o n d es d e u x t a n g e nt es m e n é es  p ar l e 

pr o b a bl e m e nt c o n n u. Il est cl air d ’a b or d q u e c ett e  

q ui a u n d o u bl e c o nt a ct a v e c l a c o ni q u e d o n n é e,  

all o ns r é d uir e c ett e é q u ati o n, o n v oit e ns uit e q u ’ell e  

dr oit es  q ui p ass e nt  p ar l e p oi nt  P.

B C  —  F ^  =  a,

G H- A F =f,

o n tr o u v e, e n eff et,

a  ( y ξ- - ζ η Ύ  +  b {z ξ-  x ζ y  +  c  (î cj/ -

+  - y ξ }  +  - y ζ)  { y ζ- ^ y } + { y ζ  - z η)  {z ξ  - x ζ)  =  o,

et d e l à, e n p os a nt

=  bz ^  +  c y ^  —  2f yz,

3 3  =  Ci c ≡  +  α, ε ≡  —  2 g xz,

(fl √ =  a y ^  +  b x ^  —  2 h x y,

p oi nt P  à l a c o ni q u e. C el a  est  

é q u ati o n a p p arti e nt à u n e c o ni q u e  

et p ar l a f or m e à l a q u ell e n o us  

a p p arti e nt à u n s yst è m e d e  d e u x  

E n  d é v el o p p a nt et é cri v a nt

G A  - ( P =  b, A B-  H ^  =  c,

H F- B G  =  g, F O- G H  =  h,

j p =  a yz  - g x y  - h xz  +f a ? , 

¢ 5  =  - h yz  - f x y - ∖- g y ∖

=  c x y  -f xz - g yz  +  hz\

o n o bti e nt

O U,  e u tr a ns p ort a nt l’ori gi n e  a u p oi nt P,

ar  + w  -W ’? = θ;

et d e m ê m e,  p o ur  l’é q u ati o n d es  t a n g e nt es, p ar  c e m ê m e  p oi nt  a u x d e u x a utr es c o ni q u es

gl " F + W- 2 ^ " ^  =  θ∙

O n  o bti e nt  d o n c,  p o ur  l a c o n diti o n q u e  c es li g n es f or m e nt u n  f ais c e a u e n i n v ol uti o n,

, 3 3  , '

3 3',

3 3 ",

=  0,

w w w.r ci n. or g. pl
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e n r e pr és e nt a nt d e c ett e m a ni èr e  l e d ét er mi n a nt f or m é a v e c c es n e uf q u a ntit és.  

F or m o ns  d ’a b or d l a f o n cti o n

a w'- '̂ 3 3 ".

C el a  s e r é d uit à

Z  [— 2  {f c}  a ? y  —  2  { c g) x y ^  +  { c a } y ^z  —  2  (/ a) yz ^  —  2  { b g } xz ^  +  ( ù c) +  4  ( y ^) x yz  +  ( b a) 2 ≡],  

o ù { β } = {f' c "- Γ c'}, & c.

M ulti pli a nt  p ar f or m a nt e ns uit e l es q u a ntit és  a n al o g u es et aj o ut a nt; é cri v a nt a ussi

c  {f g } + {f g' }+ c "  {f Y } = { Cf g },

c ’est- à- dir e ( ç/ ^) p o ur  l e d ét er mi n a nt  f or m é a v e c l es n e uf  q u a ntit és

C,/  g, c ∖f ∖f, c' ∖r,f ∖

o n o bti e nt d ’a b or d l es t er m es

- 4  ( cfff) +  2  ( f c g } +  2  ( ^/ c) a ^ y' ^z ∖

q ui s e d étr uis e nt  ; l es a utr es t er m es c o nti e n n e nt z ^ c o m m e f a ct e ur, et e n é c art a nt c ett e  

q u a ntit é,  l’o n o bti e nt e n d er ni èr e a n al ys e l’é q u ati o n

( c 6∕) i κ ≡ +  ( α φ) y ^  +  { b a h) +  4  ( 7 ⅛ A) x yz

+  [ 2 ( a gf} +  ( c α Λ)] y ^z  +  [ 2 { b h g }  +  ( α 6∕)] . 2  ̂+  [ 2  Ç cf h)  +  ( δ c '̂)] n c ^ y

+  [ 2 { af h  ) +  ((i b g)] yz ^  +  [ 2 ( b gf } +  ( δ c Λ)] z a ^ +  [ 2 { c h g } +  ( c α∕)] x y' ^  =  0

( o ù l’o n p e ut, si l’o n v e ut, é crir e z =  1). C ’est l’é q u ati o n d ’u n e c o ur b e d u tr oisi è m e 

or dr e.

O b s e r v a ti o n . C ett e  m ét h o d e  p e ut  êtr e util e  d a ns  l’i n v esti g ati o n d ’a utr es pr o bl è m es  

r el atifs a u x c o ni q u es. P ar e x e m pl e, l a q u esti o n d e d ét er mi n er l es c e ntr es d ’h o m ol o gi e  

d e  d e u x  c o ni q u es d o n n é es  r e vi e nt à c ell e- ci: s atisf air e i d e nti q u e m e nt à l’é q u ati o n

F + 3 3  9j ≡  +  < 2 Γ  r +  + 2 ? ^  ̂ 7 7

k +  3 3 V  +  +  2 2 € &' e ?  +  =  0,

c  +  k b'  =  b, & c.,

t Z z ' U
p ar c e q u e, e n eff e ct u a nt c el a, il est f a cil e d e v oir q u e -, - s o nt l es c o or d o n n é es d u  

Z Z

c e ntr e c h er c h é. E cri v o ns

a  +  k a'  =  a,

l’o n o bti e nt l es si x é q u ati o ns

b ^ ≡ ^ - h c y ^ —  ' 2 >i yz =  0,

c zr ® - 1- a ^ 2 —  2 g 2 z c  =  0,

a y 2 -I- h zr ≡ —  2 hi τ y  =  θ,

c. 2 5

w w w.r ci n. or g. pl
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o n o bti e nt ai nsi,

d o nt  l es tr ois d er ni èr es  s e d é d uis e nt d es  a utr es. O n  p e ut,  d e  c es si x é q u ati o ns, éli mi n er  

l es si x q u a ntit és  i c ≡, z ≡, yz, z æ, x y, c o nsi d ér é es c o m m e i n d é p e n d a nt es; 

t o ut e r é d u cti o n f ait e.

( a b c —  a P  —  b g ≡  —  c h ≡  +  2f g h) ≡  = =  0,

é q u ati o n q ui d ét er mi n e l a q u a ntit é k  ; l es tr ois pr e mi èr es é q u ati o ns

é q ui v al e nt es à d e u x, q ui s uffis e nt p o ur d ét er mi n er l es r a p p orts -, -
Z· Z

d e r a p pr o c h er c ett e s ol uti o n d e c ell e q u e l’o n d é d uit d e l a t h é ori e d es p ol air es  

pr o q u es. P ar  e x e m pl e, l’é q u ati o n q ui vi e nt d ’êtr e o bt e n u e e ntr e l es q u a ntit és a,  

est pr é cis é m e nt c ell e q ui e x pri m e q u e l a f o n cti o n

+  ∖i y ^  +  c z ’ +  2ft∕ z  +  2 g Λ 7 z  +  2 h α∙ y

s e di vis e  e n f a ct e urs li n é air es. R e m ar q u o ns  e n c or e q u e,  d a ns  l a g é o m étri e  s oli d e, l’é q u ati o n

Î Z T- T F ≡  =  O

d e vi e n n e nt

Il s er ait

al ors

f a cil e

r e ci-

b....

a p p arti e nt a u c ô n e, a y a nt l e p oi nt P  p o ur s o m m et, et cir c o ns crit à u n e s urf a c e d u  

s e c o n d or dr e  q ui  a p o ur  é q u ati o n T  =  0. C ’est u n  c as p arti c uli er  d ’u n e  a utr e f or m ul e q u e  

v oi ci  :

“  E n  r e pr és e nt a nt p ar u n e f o n cti o n li n é air e d es tr ois v ari a bl es ξ, y, ζ ( o u d e  

q u atr e  v ari a bl es  s a ns t er m es c o nst a nts), et p ar  P  l a m ê m e  f o n cti o n d e x, y, z, l’é q u ati o n  

a p p arti e nt a u c ô n e a y a nt p o ur s o m m et l e p oi nt d o nt l es c o or d o n n é es s o nt æ,  y, z, et  

p ass a nt p ar l a c o ur b e d ’i nt ers e cti o n d u pl a n P  =  0, et d e l a s urf a c e d u s e c o n d or dr e  

T  =  0. Et  d e m ê m e  p o ur d e u x  v ari a bl es. ”

J e fi nir ai e n cit a nt u n t h é or è m e d e g é o m étri e d û à M.  H ess e  \ q ui a q u el q u es  

r a p p orts a v e c l e s uj et q u e  j e vi e ns d e tr ait er :

“  L e  li e u d ’u n p oi nt P,  q ui s e m e ut  d e m a ni èr e  q u e s es p ol air es p ar r a p p ort à  

tr ois c o ni q u es d o n n é es  s e r e n c o ntr e nt d a ns  l e m ê m e  p oi nt,  est u n e c o ur b e d u tr oisi è m e 

or dr e  ; et e n c or e c ett e c o ur b e n e c h a n g e p as  q u a n d  o n r e m pl a c e l es c o ni q u es d o n n é es

ιf = 0, U' = Q,  t 7 " =  0,

p ar tr ois n o u v ell es  c o ni q u es d e l a f or m e

λ P + λ't Γ  +  λ " C Γ "  =  O. "

C ett e  c o ur b e d u  tr oisi è m e or dr e est t o ut à f ait disti n ct e  d e  c ell e q u e  j’ai c o nsi d ér é e.

V o y ez  l e J o ur n al d e  M.  Cr ell e,  t o m e x x viii.

w w w.r ci n. or g. pl




