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80.

SUE QUELQUES TRANSMUTATIONS DES LIGNES COURBES.

[From the Journal de Mathιmatiques Pures et Appliqu6es (Lionville), tom. XIV. (1849) 
pp. 40—46.]

Je suppose qu’une courbe quelconque soit repr0sent^e par une Equation homogbne 
entre trois variables x, y, z, et je me propose d’examiner (en ne faisant attention qu’aux 
droites et aux coniques) ce que signifient les transmutations

I.

II.

III.

ces quantitds dtant prises dans chaque cas pour de nouvelles coordonndes. Les 
thdorbmes auxquels on se trouve conduit comprennent les thdorbmes qu’obtient M. Wil­
liam Roberts par sa mdthode gdn0rale de transmutation en derivant n = ⅜, n = 2. (Foir
sa Note sur ce sujet, t. xiii. [1848] de ce Journal, page 209).^

I. Soit

Je supposerai ici et partout dans ce mdmoire que PQR soit le triangle formd par 
les droites

M. William Roberts a bien voulu me parler Γ6t6 pass0 έ Dublin, avant que cette Note e∆t paru, des 
th6orδmes qui devaient s’y trouver: cela me suggera, et je lui communiquai, peu de jours aprδs, la deuxi0me 
et la troisiδme de mes methodes de transmutation. On verra dans la suite que ce sont la premiere et la 
deuxiδme de mes m6thodes qui correspondent aux cas ra=⅜, n = 2, respectivement, mais que la troisi⅛me est aussi 
trfes 6troitement U6e avec le cas n=⅜.
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472 SUR QUELQUES TRANSMUTATIONS DES LIGNES COURBES. [80

Cela pose, en considerant les nouvelles coordonnees ξ, η, ζ, on voit tout de suite 
qu’un syst^me d’dquations telles que 

correspond a un point; qu’une equation lineaire quelconque 

correspond ⅛ une conique qui touche les trois cotes du triangle PQR (ou, si Γon veut, 
inserite ⅛ ce triangle); et qu’une equation quelconque du second ordre 

correspond a une courbe du quatrieme ordre qui touche les trois cotes du triangle PQR, 
chaque c0te deux fois. Et redproquement, de telles coniques et de telles courbes du 
quatribme ordre peuvent toujours se representer par une equation lineaire ou par une 
equation du second ordre entre les coordonnees ξ, η, ζ.

On deduit de la cette propriete generale:

“Tout theorbnie desc'riptif qui se rapporte a des points, a des droites, et a des 
coniques, conduit a un theoreme qui se rapporte d’une maniere analogue a des points, 
a des coniques qui touchent chacune trois droites fixes, et a des courbes du quatrieme 
ordre qui touchent chacune ces trois droites fixes, deux fois chaque droite.”

En supposant que les coefficients g, h se rdduisent a zdro, 1’equation 

est celle d’une conique tangente aux deux droites PQ, PR, et la courbe du quatrieme 
ordre se r^duit a deux coniques egales et superposdes Γune a Γautre. De la:

“ Tout theoreme descriptif qui se rapporte a des points, ⅛ des droites, et a une 
conique, conduit a un theoreme qui se rapporte d’une maniere analogue a des points, a 
des coniques qui touchent chacune trois droites fixes, et a une conique qui touche deux 
de ces droites fixes.”

En particulier, en supposant que les deux droites fixes que la conique touche 
soient les deux droites tangentes a cette conique qui passent par un des foyers, et 
que la troisieme droite fixe soit a Γinfini:

“Tout theoreme descriptif qui se rapporte a des points, a des droites, et a une 
conique, conduit a un theoreme qui se rapporte d’une maniere analogue a des points, 
⅛ des paraboles qui ont pour foyer commun un point fixe, et a une conique qui a 
aussi ce point fixe pour un de ses foyers.”

II. Soit a present

Un systeme d’dquations telles que 
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correspond a quatre points qui formeront ce que Γon pent nommer un systeme symetrique 
par rapport aux points P, Q, R, on tout simplement un syst&me sym6trique. On voit 
sans peine que les quatre points d’un meme systeme symetrique sont tels, que le 
quadrilatere formd par ces quatre points a pour points de concours des diagonales et 
des c6tds opposes les points P, Q, R. Pour ne pas interrompre la suite' des raisonne- 
ments, il convient d’entrer dans quelques . details relatifs a ce sujet. Nous nommerons 
courbe symetrique par rapport aux points P, Q, R, ou simplement courbe symetrique, 
toute courbe lieu d’un systeme symdtrique. Cela posd, il y a une infinite de coniques 
symdtriques; savoir, toute conique par rapport a laquelle les points P, Q, R sont des 
points conjuguds (cela veut dire par rapport έ, laquelle Γun quelconque de ces points 
a pour polaire la droite mende par les deux autres) est une conique symdtrique. 
Remarquons qu’une courbe symdtrique du quatridme ordre pent se rdduire a un systeme 
de deux coniques telles, que les points de chaque systdme symdtrique de la courbe 
soient partagds deux έ, deux sur les deux coniques. En effet, considdrons une conique 
telle, que, par rapport a cette conique, le point P ait pour polaire la droite QR. 
Il est facile de construire une autre conique telle, que Γensemble des deux coniques 
soit une courbe symdtrique. Pour cela, menons une transversale quelconque PMN qui 
rencontre la conique donnde aux points M, N'. soient M', N' les points de rencontre 
des droites QM, NR et des droites QN, MR-, le lieu des deux points M', N (lesquels 
seront en ligne droite avec le point P) sera la conique dont il s’agit. Nous dirons 
que les deux coniques sont des coniques suppldmentaires.

En revenant a notre but actuel, une dquation lindaire quelconque 

correspond a une conique symdtrique. Une dquation du second ordre quelconque 

correspond έ, une courbe symdtrique du quatrieme ordre. Et rdciproquement, toute 
conique symdtrique, ou toute courbe symdtrique du quatrieme ordre, pent se reprdsenter 
par une dquation lindaire, ou du second ordre, avec les coordonndes ξ, η, ζ. De la cette 
propridtd gdndrale:

“ Tout thdoreme descriptif qui se rapporte a des points, a des droites, et a des 
coniques, conduit a un thdoreme qui se rapporte d’une manidre analogue a des systemes 
symdtriques (par rapport a trois points fixes), a des coniques symdtriques, et a des 
courbes symdtriques du quatrieme ordre.”

Dans ce thdoreme on pent, si Γon veut, considdrer Γun des points d’un systeme 
symdtrique comme reprdsentant le systeme, et substituer aux mots systemes symetriques 
(par rapport a trois points fixes), le mot points.

En supposant que dans la courbe du quatrieme ordre on ait a la fois 

il est facile de voir que la courbe du quatrieme ordre se rdduit a deux coniques 
suppldmentaires.

C. 60
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En effet, ces conditions dtant remplies, en rdtablissant les valeurs de ξ, η, ζ, on 
obtient une equation qui se divise en deux Equations, telles que 

qui appartiennent, comme on le voit sans peine, a une paire de coniques supplemen- 
taires.

De la, en remarquant qu’il est permis de faire abstraction de Γune de ces coniques:

“ Tout thdor⅛me qui se rapporte a des points, a des droites, et a une conique, 
conduit £i un theorδme qui se rapporte d’une maniere analogue a des points, a des 
coniques symdtriques (par rapport a trois points fixes), et a une conique telle, que, 
par rapport ⅛ cette conique, Γun des trois points fixes a pour polaire la droite men0e 
par les deux autres points fixes.”

Supposons en particulier que les deux points fixes dont nous venons de parler 
8θient les points ou la droite a Γinfini est rencontree par un cercle qui a pour centre 
le troisieme point fixe; ce troisi⅛me point fixe sera le centre tant des coniques syme- 
triques par rapport a ces trois points fixes, que de la conique par rapport a laquelle 
le troisi⅛me point fixe a pour polaire la droite menee par les deux autres points 
fixes. De plus, les asymptotes de Γune quelconque des coniques symetriques formeront 
avec les droites imaginaires asymptotes du cercle un faisceau harmonique, et de la les 
asymptotes de la conique dont il s’agit seront a angle droit, ou, autrement dit, cette 
conique sera une hyperbole dquilatere. De la enfin:

“ Tout thdorbme descriptif qui se rapporte a des points, ∙ a des droites, et a une 
conique, conduit a un thdoreme qui se rapporte d’une maniere analogue a des points, 
⅛ des hyperboles dquilateres et concentriques, et a une conique concentrique avec les 
hyperboles.”

III. Soit enfin

Cette supposition conduit a Γune des methodes de transmutation donnees par M. Steiner 
parmi les observations generales qui forment la conclusion de son ouvrage intitule: 
Systematische Entwickelung &c., [Berlin, 1832], methode qu’obtient M. Steiner au moyen 
de la theorie de Γhyperboloide gauche. Je la reproduis ici tant pour en faire voir la 
theorie analytique qu’a cause de son analogic avec les methodes I. et II.

Il est evident d’abord qu’un syst⅛me d’dquations telles que 

correspond a un point; de meme, une equation lineaire quelconque, telle que 

correspond a une conique qui passe par les trois points P, Q, R, et une equation 
<pelconque du second ordre, telle que
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c orr es p o n d a u n e c o ur b e d u q u atri b m e or dr e q ui a l es tr ois p oi nts P,  Q,  P  p o ur  
p oi nts d o u bl es. R ^ ci pr o q u e m e nt,  d e t ell es c o ni q u es et d e t ell es c o ur b es d u q u atri e m e  
or dr e p e u v e nt t o uj o urs s e r e pr es e nt er p ar d es E q u ati o ns  li u 0 air es et p ar  d es E q u ati o ns  
d u s e c o n d or dr e. D e  1 ⅛ :

“ T o ut  t h e or b m e d es cri ptif q ui s e r a p p ort e a d es p oi nts, a d es dr oit es, et a d es  
c o ni q u es, c o n d uit a u n t h e or b m e q ui  s e r a p p ort e d ’u n e m a ni er e  a n al o g u e έ. d es p oi nts,  
έ d es c o ni q u es q ui p ass e nt p ar tr ois p oi nts  fi x es, et a d es c o ur b es d u q u atri e m e  or dr e  
q ui o nt c es tr ois p oi nts fi x es p o ur p oi nts d o u bl es. ”

E n  s u p p os a nt q u e Γ o n  ait a l a f ois α  =  0, &  =  0, l a c o ur b e d u  q u atri e m e or dr e s e 
r ^ d uit a u n e c o ni q u e q ui  p ass e p ar  l es d e u x p oi nts Q,  P  ( o u, si Γ o n  v e ut,  ' a u s yst e m e 
f or m d d e  c ett e c o ni q u e et d es  dr oit es P Q,  P P ∖ D e  Ι έ,:

“  T o ut  t h d or e m e d es cri ptif q ui s e r a p p ort e a d es p oi nts, a d es dr oit es, et a u n e  
c o ni q u e, c o n d uit a u n t h ^ or e m e q ui s e r a p p ort e d ’u n e m a τιi er e  a n al o g u e a d es p oi nts,  
a d es c o ni q u es q ui p ass e nt p ar tr ois p oi nts fi x es, et a u n e c o ni q u e q ui p ass e p ar  
d e u x d e c es p oi nts fi x es.”

O n  n e p e nt p as p arti c ul aris er c e t h d or e m e d e m a ni er e  a o bt e nir d es t h e or e m es 
i nt er ess a nts. M ais,  e n pr e n a nt l es p ol air es r e ci pr o q u es d es d e u x t h e or e m es q ui  vi e n n e nt  
d ’etr e o bt e n us,  o n  a c es pr o pri et es  n o u v ell es  :

“  T o ut  t h d or b m e d es cri ptif q ui s e r a p p ort e a d es dr oit es, a d es p oi nts, et a d es  
c o ni q u es, c o n d uit a u n t h d or e m e q ui s e r a p p ort e d ’u n e m a ni er e  a n al o g u e ⅛  d es  dr oit es,  
a d es c o ni q u es q ui t o u c h e nt c h a c u n e tr ois dr oit es fi x es, et a d es c o ur b es d e l a 
q u atri e m e  cl ass e q ui  t o u c h e nt c h a c u n e c es m e m es  dr oit es fi x es, d e u x  f ois c h a q u e dr oit e  ;”

et :

“ T o ut  t h e or b m e q ui s e r a p p ort e a d es dr oit es, a d es p oi nts, et a u n e c o ni q u e,  
c o n d uit a u n t h d or d m e q ui s e r a p p ort e d ’u n e m a ni er e  a n al o g u e a d es dr oit es, a d es  
c o ni q u es q ui t o u c h e nt c h a c u n e tr ois dr oit es fi x es, et a u n e c o ni q u e q ui t o u c h e d e u x  
d e c es dr oit es fi x es.”

D e  l a, c o m m e d a ns l a m et h o d e  I.:

“  T o ut  t h d or e m e q ui s e r a p p ort e a d es dr oit es, a d es p oi nts, et a u n e c o ni q u e,  
c o n d uit a u n t h e or e m e q ui s e r a p p ort e d ’u n e m a ni er e  a n al o g u e a d es dr oit es, a d es  
p ar a b ol es q ui o nt p o ur f o y er c o m m o n u n  p oi nt  fi x e, et a u n e c o ni q u e q ui  a c e m e m e  
p oi nt fi x e p o ur u n d e s es f o y ers; ”

t h d or e m e q u e  Γ o n  d oit  c o m p ar er a v e c l e tr oisi e m e t h d or e m e q u e d o n n e  l a m dt h o d e  I.

P o ur  c o m pl dt er c ett e t h d ori e, n o us a uri o ns d u aj o ut er l es d e u x t h d or e m es p ol air es  
r d ci pr o q u es d u pr e mi er et d u d e u xi e m e t h d or e m e q u e d o n n e  l a m dt h o d e  I.; m ais  c el a  
s e f ait s a ns l a m oi n dr e  p ei n e. Q u a nt  a u pr e mi er et a u d e u xi e m e t h d or e m e q u e  d o n n e  
l a m dt h o d e  II., l es p ol air es r d ci pr o q u es d e c es d e u x t h d or e m es n e c o n d uis e nt a ri e n 

d e n o u v e a u.
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