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94.

NOTE SUR L’ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

[From the Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. XLL
(1851), pp. 57—65.]

Sort, pour observer autant que possible la symétrie :

Su = /k sin am i

VB’
u -
Cu= cosam vk
u
Gu= Aach’
1 K 4 K 41K

a=k+%, %‘U=Vlz‘, %8—-——;/70—,

et soit pour abréger :
Su=z 8Sv=y, &ec.

Cu=\/(1 -%) =%,

Gu: ’\/(l_sz)':X//’
CuGu=y/1—-ar*+a)=X X, =X.
Cela posé, les méthodes d’Abel donnent les expressions suivantes de sinam d'une

somme quelconque d’arcs: savoir

1.8, a8 0, 18]

S+vt. )= T 0o, §e,... 78]’
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94] NOTE SUR L’ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 541

pour un nombre impair 2n —1 d’arcs, et

, TR0 L 000, 0, ... 098]
S+v+.) == 1 e, #0,.. 00]

pour un nombre pair 2n darcs. Dans ces expressions les symboles dans lesquelles
entrent les lettres 6, ©, sont censés représenter les déterminants, dont on obtient les
termes en changeant successivement ces lettres en #, X; v, YV; &e.

J’ai trouvé qu'on a aussi

[0, 6,,... 670, 60, 0, ... "]
[1, @ ..07> 060,60 ,..60)]

Clutv+..)=

pour un nombre impair 2n — 1 d’arcs, et

[68,, @9, ..0649,0,08,..060mMm0)
LB % .. @ Qe 08 ... 296 ]

Cu+v+..)=

pour un nombre pair 2n darcs. Les valeurs correspondantes de G (u+v+...) se
trouvent en échangeant les symboles ®, et ©,,.

Particuliérement pour la somme de trois arcs on a :

— [0, ¢, O]

S(u+v+'w)=[1—026—®],
®, 60, 60,

C’(u+v+w)=——[ El 7 g0] ],
@, 00,, 60,

G(20+’U+W)=[_—Iﬁ‘TOT@)]].

A

Pour réduire ces expressions & une forme qui soit encore applicable au cas ot deux
quelconques des quantités u, v, w sont égales, il n’y a qu'a multiplier les termes des
fractions & droite par
I (@Y +yX) (yZ+2Y) (2X +2Z)

L@ e - e e

cela donne, aprés une réduction un peu difficile :

-Q[6, € O]=@YZ+yZX + 2XY)— ayz(a — 2® — i — 2* + a%?%?),

Q[®, 0, 60,]=(1 - k) X,Y,Z, - % (y2X + 22Y + 2y2) XY, Z,,

a[e,, ¢8,, 00])=(1- ;o) X,V,2,~ kX + =¥ +ay2) X,Y,Z,

Q[1, 6 600]= 1-1y2—2z%—ay+ayt—ayz(@YZ+yZX +2X7),
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de maniere qu’en écrivant

NOTE SUR L’ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

[94

M=1— &P — y's* — 2% + a®y’s* — wyz («YZ + yZX + 2X7Y),

on a

2YZ + yZX + 2XY — ayz (a — & — 3 — 2° + 2%y%?)
M ’

Su+v+w)=

(1 —katys) XY 7, — 7 (y:X + oV +ay2) X, Y, 2,

Cu+v+w)=

M

(1 B ]lcwﬂyzzz) XIIY/lZ/I -k (yZX +awY + .’EyZ) X’Y’Z’

Gu+v+w)=

M

Les mémes formules peuvent étre trouvées plus simplement en écrivant u + v+ 39,
v+3v+48 au lieu de u, v. La somme u+v+w se change par 1a en u+v+w+ (v+9),
et les fonctions S (v +v+w), C(u+v+w), G(u+v+w) deviennent S(u+ v+ w),

—Cu+v+w), —Gu+v+w). De plus 2, X,, X,, X et y, ¥,, ¥,, ¥ se changent
3 S ek b 0. G 1 Bt o ki Pk g .
en —5, WC 7, ’L\/’C Z, ;2 et —?—;, WG —y—', 'M/k'?, i et 'on a
Su+v+w)=— 2 , 1, —z2X|+|a 2, —X
3/2 s _yY ys, Y, -Y
2 7 Al Z R
C(u+v+w)= Ilc “X,, X, kX |+|& @, -X
ng//’ I7// ’ kyY; 3/3, ¥, = Y
L sl 27, 9 oitelvans ieZ
Gut+v+w)y= &k g ]%””X” elbial e
J MR 1 ; g
yr, e k.y " A e
i 2t e 27, 13% 28 67

"?

Ces formules conduisent aux formes réduites que l'on obtient en multipliant par le

facteur beaucoup plus simple

En passant, il y a & noter les

WZ +2Y) (2X + xZ)

G-HE—a)

Q __wY+yX

F i wz__yz

équations identiques

&0 (X |=
v v X
%y, et i
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94] NOTE SUR L’'ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

auxquelles conduit la méthode qui vient d’étre expliquée.

valeurs de C'(u+v+w), G (u+v+w) on obtient I'équation

543

Aussi en multipliant les

VXYZ+ AyzX +MzzY + NayZ

Cu+v+w)Gut+v+w)=

dans laquelle
V=1 +y%2+2°2 + 2y —
A =TI + 222Y322,
M =1II + 2y°2°X?,
N =1II + 222 X*Y?,

D=—a+2@+y*+2*) —a(y2+
+ 22%y%2? (y°2° + 2°4* + a*y®) —

222* + 2%y?) + (202 —

dax®y?2 + a2y (2 + oy + 2°) + 2y,

4) a2z

{1 — 9222 — 2% — 2% + aa™y’s® — ayz (@Y Z + yZX + 2X Y)}*’

Qs (at + g + ) — aaty'sh

Pour le cas de quatre arcs, je n’ai trouvé que le sinam de la somme. -En

effet on a
Su+v+w+p)=—|1, 2
14 28
i (R
1 ity

4

y}
27
M

ou les termes de la fraction sont & multiplier par

Q=—

X
DD A |
Z, 237
gty

@Y +yX) (@Z + 2X) (T + tX) (yZ + 2Y) (2T + tZ) tY + yT)

(@—y) (@*—2") (& — ) (* — 2°) (& —

Mais il est plus simple de se servir de la forme

Su+v+w+p)= o N
Ll

i y 2h 2y

1.

LA e

>

—aX

_yY

A
L

t2) (tz 2)
z, —a2X,
4 e 2K
z3’ Z b
t3, /i

que l'on obtient de la méme maniére que la forme analogue pour

facteur est

O, =

X +2Y) (2T +t2)

et I'on obtient, toute réduction faite,

S(u+v+w+p)=%,
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544 NOTE SUR L’ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. [94

N =1 — a2y?%?) (@YZT + yZTX + 2TXY +tXYZ)
— {(a— 2 — 3 — 22 — B + Y2220 + 2200° + *a*y? + 2Py’2? — any )
x (Xyat + Yzt + Ztwy + Twyz)),

D=1 -2 — 2% — B — y°2* — 2’2 — Oy’ — (Y + 2%° + 2 + Y°2* + 28 + ) 2Pyl
+ Ayt + a (a®y’e? + Y20 + 20 4 Paty?) + a (2® + YR + 2+ 1) 2yt
+ (2 — 20%) a*y222t?
— @Y+ X stZT — (2% + 2 X)) yt YT — (22T + 2X?) y2YZ
— (2 +22Y?) atXT — (*T* + ¢2°) ayX Y — ($Y? + 1) 22X Z.

Il y a & remarquer qu'en employant la premiere valeur de S(u+v+w+p) et le
-facteur correspondant, on aurait trouvé le méme numérateur, et aussi le méme dénomi-

A

nateur, ce qui donne lieu & des équations identiques, semblables & celles qui ont lieu
pour le cas de trois arcs.

Revenons & l'expression

5 @ X|@Z+:sY) (X +ol) @Y +yX)
PR AR L e o L

2 N2 %7

qui donne le numérateur de S(u+v+w). En mettant 2* =g, %X = A, &c. on voit
quil s'agit d'effectuer la division de

1, a, 4|(B+0C)(C+A4)(4+B)

par le produit (b—c)(c—a)(a—2>b), les fonctions 4, B, C denotant des racines carrées
de fonctions rationnelles d'une forme particuliere. Or, en supposant toujours que les
carrés de 4, B, C soient des fonctions rationnelles, et d’ailleurs d’une forme quelconque,
cela peut se faire dans tous les cas particuliers au moyen de I'équation identique

1, a A|(B+C)(C+4)(A+B)

SR e

1, gt
=|1 a A*|(A*+B+(C*+BC+CA+A4B)—|1, a, A*
1, -3, B 1. %, B*
1 e Q2 1,i .0, C¢
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94] NOTE SUR L'ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.
De méme le dénominateur de S (u+v+w) depend de I'’équation analogue

1, a, ad |[(B+0)(C+A4)(4+B)

3 Bl T I
1.5 ey ol
=|1 a ad?|A*+B+C*+BC+CA+AB)—|1, a, ad*|;
b, vhB 35000 A TR
§ R D 1, dplira ()¢

et le numérateur et le dénominateur de S(u+ v+ w+ p) dependent de I'équation

1, a, a3 ad |(A+B)A+0)(A+D)(B+C)(B+D)(C+D)
1, b b2 bR
1" ‘e ey cC
1 d. e die D
=M|1 "a a, @ad*|-N|1 a @, 'ad*|+P|1, a a, ad'|,
1570, b2 "hR2 1, %6, 562" 'bB* 1, S0 h% RS
1, e e e (e e R pO4 ) RS T UL R O
L da g e dTR L a0 dDA e i el e

dans laquelle
M=2ab?c®+ ... +a*0?+ ... + a®bc + ... + 3atbed + ...,
N=(a+b+c+d)(a®+ b+ + a?) + (abc + bed + cda + dab),
P= a+b+c+d,

et de I'équation

1, a, 4, ad |(A+B)(A+0)(A+D)B+0)(B+D)(C+D)
L, eby B bk
1
1

QWb

Lc e

cedn D idi
=(a®*+ ... +abc*+ ...+ 2abcd) | 1, a, 4%, ad®|—|1, a, A4 ad‘]|;
Db JoR RS 1 B4 bB*
1 T RN O O 0 Ted s i ate
e SOTR R diDs Meads D DA

o

mais je n’al pas encore trouvé la loi générale de ces équations.

C. 69
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546 NOTE SUR L’ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. [94
Pour faciliter l'usage des symboles S, C, G, je veux exprimer par cette notation
les propriétés les plus simples des fonctions elliptiques. Cela me donnera aussi 'opportunité

d’arranger d’une manitre particuliére les formules qui se rapportent & la somme ou &
la différence de deux arcs. On a d’abord

C’u=1—l—15.82u,

Gu=1-Fk. S,
Kl Cu.Gu,

0'u=—}c.su.Gu,

Gu=—Fk.Su.Cu,
SEOR—0 ¢ =1 G (0)-=T]
SEQ) =11 ¢ ) =0, G0y =10,

S8Cw=-8@w), C(-w=C@), G-u=G@)

SG=vh  SGH)=T;, SGv+i=o,
Cav= 0, C@H=", CGv+i=o=,

G (%v) =K, G (%8) =0, G_(%‘U i %8) =%

S(u+%v)‘=vkdu0u, S (u+38)= VIE%
C’(u+§v)=_7—ll:".%, O (s +35) & %5’1&
Gutiy= o, G(u+§8)=:/zk,.g—z,
S+ du+ )= _A%L,
C(u+%v+%b’)=%.§—3,
G utdv+19)= ivk. 5,

S (u + mv + n&) = (— 1)™", Su,
Cu+mv+ns)=(-1m .Cu,
Gu+mv+ns)=(—=1)" .Gu.
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94] NOTE SUR L’ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 547

Dans ces équations les symboles S, C, G, v, 8, k, k', 1 et S, G, C, &, v, ]1 z]I:, 4%

peuvent étre échangés les uns d'avec les autres. Les formules fondamentales qui se
rapportent & deux arcs sont

Su.C'v.Gv+Sv.C’u.Gu
1—8%.S8% f

S (u +v) =

ou.ov-}c.su.au.sv.av
1—S%. Sw i

Gu.GQv—Fk.Su.Cu.Sv.Cv
1—-S%.8% 4

Cu+v)=

G (u+v)=
auxquelles on ajoutera :

)_(1+S“’u.S2v)(O’u.Gu.0v Gv) — Su. Sv (a — 28% — 28% +a S . S“v)
5 (1= S . S%w) '

Cu+v)G(u+v

Mais pour trouver toutes les formes différentes de ces équations, mettons pour
abréger (en supposant comme auparavant Su =z, &c.):

A=xY N A,= yX:
B=X ¥V B’=——wg/XY

"=

O=XY, O=-koyX7,

"=

P=a—ap
=i 1 _1 2 2

R=1 —ka* —ky* + 2*

s=xv, s=-Fg,
T '—-%'X”K, T,=—y17//X/’
U=eX,Y,, T = e,
K=1-—a%2

Alors on aura
A+ A i 54 URU 20

Ao iy By (P Dt g
_B+B U-U_. Q . 8S+¥8

Gle o mm g A N IR RS -
PPt ISR

Gu+v)= Gy, o Ll o - St ey

69—2
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548 NOTE SUR L’ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. [94

et les valeurs correspondantes de S (v —v), C'(u—v), G (u—v) se trouveront en échangeant
les signes de 4', B, C', 8, T", U.

[Reverting to the functions sinam, cosam, Aam, or say sn, cn, dn, instead of
S, €, D, and introducing Dr Glaisher’s very convenient notation s, ¢, d, for the
sn, cn, dn of w, and s, ¢, d, for those of v, the formule just obtained may be
written

sn (4 +v) = 8100 + 8,6, AT eSS g 8,0,y + 8,60, A 810165 + 83y
1 — k%s.%,2 81Colly — S:0:dy €1y + 81018505 d,d, + ks,c.8:c,°
el — &Sy 810y — 80y 1 — 87— 8.2 + K%%7 cidcady — k8,8,
it o v~ S o <, S Fodsdy | ddt R :
818y 1020 20101 €102 1018200y 10y + 781018505
dydy — k28,0,8,6, 81,5 — SxduC oy + k%88 1 — k%2 — k28,2 + k?s.2s;?
dn(u+v)=;2 TVAE2NDs 1d12 SAVAEN 1w1vVawa 192 | 1 o 1...’

1 — k22,2 81Caly — 8,0,y €:Co + 8,048, did, + k28,6,8565

viz. we have thus a fourfold representation of the addition-equation for each of the three
functions. ]

De ces formules il peut étre tiré un grand nombre d’équations identiques; par
exemple celles-ci:

(42— A" =KP, &e, $—8*=QR, &,
(B+B)(C—C)=KE@+S), &, (B-B)C+C)=K(S-78), &,
BC— BC' = ES, &, B0 - BC = ES, &,

S+ &) (T+T')(U+ U)=(8-8)(T-T)(U—-U)=PQR,
STU +8TU +8TU +S8STU =0,
STU +8TU +8TU +8T'U = PQR,

A-4YES +8)= C-0C)YU-T), &c,
A4+4YS -8)= C+C)(U+T), &e,
(A-A4YT -T)=P(C-C0), &c,
A+ANT +T)=P(C+C), &c,
A-4)(U+U)=P(B-FB), &e,
A+A){U-U)=P@B+DB), &,

&e., &c.,
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¢94] NOTE SUR L'ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 549

et ces équations donnent immédiatement et dans les formes les plus simples, les formules
qui se rapportent aux sommes et aux produits des fonctions de u +v et u — v, par exemple

S ) S@—o)=224",

savoir au moyen de la premiere de ces équations identiques:

Su+v)S(u—v)= %;

de manidre que toutes ces formules peuvent étre considérées comme comprises dans les
équations fondamentales et dans ce systéme d’équations identiques.
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