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Wiadoma powszechnie, ze pflaszczyzny styczne do powierzchni
skosnej w punktach, lezgcych na tej samej linii prostej tworzacej, dajg
pek ptaszczyzn jednokreslny z szeregiem punktéw stycznosci. Rdwniez
znane jest twierdzenie, ze pary punktéw na linii tworzacej, w ktorych
ptaszczyzny styczne powierzchni skosnej sg do siebie prostopadie, two-
rzg inwolucye eliptyczng, ktdrej punkt centralny, czyli $rodek, jest
punktem linii zwezenia (strykcyjnej) tej powierzchni. Atoli, zdaje sie,
nie zauwazono, ze na linii tworzacej powierzchni skosnej, oprécz prze-
rzeczonej inwolucyi eliptycznej, istnieje nieskonczenie wiele inwolucyi
hiperbolicznych, pozostajacych w Scistym zwigzku z owa inwolucyg elip-
tycznag, a mianowicie, ze pary punktdw na linii tworzacej, w ktérych
ptaszczyzny styczne powierzchni skosnej leza symetrycznie wzgledem
dwu plaszczyzn do siebie prostopadtych przez te tworzaca przesunietych,
tworza inwolucye hiperboliczng, ktérej punktami podwdjnymi, czyli
ogniskami, sg punkta stycznosci owych dwu plaszczyzn do siebie pro-
stopadtych, a wiec punkty zamienne inwolucyi eliptycznej.

Istnienie tych inwolucyi hiperbolicznych spostrzegtem, traktujac
w biezagcym roku w Szkole politechnicznej teorye analityczng powierz-
chni prostokreslnych, i dowodze go w niniejszej pracy naprzdd sposo-
bem analitycznym, tak jak je wykrylem, a potem syntetycznym. Do
wodu syntetycznego udzielit mi profesor Mieczystaw tazarski, gdym mu
swe spostrzezenie zakomunikowat.
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1. Przedstawienie analityczne powierzchni.

Powierzchnie mozna przedstawi¢ analitycznie dwoma sposobami,
albo zapomocg jednego réwnania miedzy trzema spétrzednemi pun-
ktu na tej powierzchni lub spohrzednemi ptaszczyzny stycznej do tej
powierzchni, albo tez zapomocg trzech réwnan, wyrazajgcych trzy
Spétrzedne punktu powierzchni jako funkcye dwu parametréw zmien-
nych. Ten drugi sposéb jest ogdlniejszym od pierwszego i prowadzi
do wzoréw symetryczniejszych, anizeli pierwszy, dlatego uzyjemy go
w tej pracy.

Znaczenie geometryczne tego sposobu, poraz pierwszy uzytego
przez Gaussa w Disquisitiones generales circa superficies curvas (Gauss
Werke, t. IV. str. 219), jest nader proste. Jakoz niech beda dane trzy
réwnania:

wyrazajgce Spotrzedne prostokagtne punktu x, y, z jako funkcye dwu
parametréw u i v. Dajac na u i na v wszelkie warto$ci od —oodo +oo,
otrzymamy oo} punktéw, ktérych ogét tworzy powierzchnie. Jezeli
przyjmiemy, ze parametr u posiada warto$¢ statg, zresztg jakagkolwiek,
natenczas réwnania (1) dadzg nam o punktéw, odpowiednio do nie-
skonczenie wielu wartosci, jakie da¢ mozna na parameter v, a wiec
beda przedstawiaty pewna linig, ktérej réwnania we spoétrzednych pro-
stokgtnych otrzymamy, rugujgc v miedzy réwnaniami (1). Kazdej innej
wartosci na u odpowiada inna linia, a dajac na u wszelkie wartosci
od — oo do + oo, otrzymamy nieskonczenie wiele, czyli uktad linii u.

Podobnie, gdy parametr v posiada warto$¢ stata, beda réwnania
(1) przedstawialy innag nieskonczono$¢ punktow, czyli innag linie, a da-
jac na v wszelkie wartosci od — codo -- co, otrzymamy druga nieskon-
czonos$¢, czyli drugi uklad linii v. A zatem, przedstawiajgc powierzch-
nie przez rownania (1), kazdy punkt na powierzchni bedzie punktem
dwu linii na tej powierzchni, z ktérych jedna nalezy do ukiadu u (od-
powiadajacych réznym wartosciom na u), a druga do ukiadu v.

Zauwazmy jeszcze, ze zatozywszy w (1)/ (U, v) = u, ¢ (u, v) =,
mie¢ bedziemy rownanie powierzchni

we spoOtrzednych prostokatnych punktu, wzgledem jednej z nich roz-
wigzane.
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Il.  Spotrzedne linii prostej.

Jezeli przez punkt (a, b, ¢) poprowadzimy prosta, ktérej dostawy
kierunkowe sg (I, m, n), to te prosta przedstawia sie analitycznie za-
pomocg dwu réwnan

albo zapomocg trzech réwnan

gdzie u oznacza zmienng odlegtos¢ punktu biezacege prostej (X, Y, 2)
od punktu statego (a, b, c).

W roéwnaniach (2) zachodzi sze$¢ ilosci statych: I, m, n, a, b, c,
od ktérych wartosci zalezy potozenie prostej. Zdawatoby sie zatem, ze
chcac w zupetnosci wyznaczy¢ potozenie prostej, potrzeba jg poddac
tylu warunkom, aby otrzyma¢ sze$¢ rownan miedzy temi szeScioma ilo-
Sciami statemi; wszelako mozna okazaé, ze cztery réwnania do tego celu
wystarcza.

Jakoz, sprowadzmy réwnania (2), tgczac po dwa stosunki, do
postaci:

z ktérych kazde jest bezpo$redniem nastepstwem dwu pozostatych, i po
t6zmy w tych réwnaniach naprzéd x=o, potem y=0 a nakoniec z=0,
znajdziemy dla punktéw, w ktorych prosta tych réwnan przebija ptasz-
czyzny yz, zX, Xy, hastepujace Spoéirzedne:

Stad czytamy, ze potozenie prostej rownan (2) zalezy wprawdzie
od szesciu iloci, a mianowicie od trzech dostaw kierunkowych
I, mn
i nadto od trzech ilosci
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ze jednak miedzy temi iloSciami zachodzg dwa zwigzki; mamy bowiem
widocznie

a nadto miedzy trzema dostawami kierunkowemi zachodzi zwigzek

A zatem, jezeli cztery z tych ilosci sg dane, wtedy pozostate dwie
mozna wyznaczy¢ zapomocg réwnan (5) i (6), a nastepnie b ¢ zapo-
mocg rownan (4).

Hosci I, m, n, A, Y, v wprowadzit do geometryi analitycznej Plucker
(w Neue Geometrie des Raumes, gegrundet auf der Betrachtung der
geraden Linie als Raumelement. Leipzig 1868) pod nazwg spotrzed-
nych linii prostej.

Wyznaczmy n. p. linie prosta, z tego warunku, aby ona przeci-
nata cztery dane proste

Warunek, aby prosta réwnan (2) przecinata prostg réwnan (7), wyraza
sie pod postacia wyznacznika

ktéry sie rozktada na sume dwu wyznacznikéw

albo wreszcie, rozwingwszy oba wyznaczniki podiug elementéw trzeciegj
kolumny i wprowadziwszy znakowania (4), przez

gdzie 11, mi, ni, Ai, pi, vi s3 dane Spotrzedne prostej (7).

Dotaczywszy do czterech réwnan (8) dwa réwnania (5) i (6), miec
bedziemy sze$¢ réwnan, z ktérych wyznaczymy Spétrzedne linii prostej,
cztery dane proste przecinajacej. Nastepnie z rownan (4) wyznaczymy
a, b, c

Réwnania (8) sa wzgledem niewiadomych I, m, n, A, p, v stopnia
pierwszego, gdy tymczasem rownanie (5) jest stopnia drugiego. Stad
tez na niewiadome otrzymamy dwa ukiady wartosci, co dowodzi, ze
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istniejg dwie proste, przecinajgce cztery dane proste. Wprawdzie takze
réwnanie (6) jest stopnia drugiego, wszakze ta okolicznos¢ pocigga za
sobg tylko ten skutek, ze na dostawy kierunkowe I, m, n dla kazdej
z dwu prostych otrzymamy dwa ukiady wartoSci réznigce sie jedynie
znakami, a wiec nalezace do dwu przeciwnych kierunkow tej prostej.

I1l. Powierzchnie prostokres$ine.

Jezeli warunki, jakim sie poddaje linie prostg, prowadzg tylko
do trzech réwnan miedzy jej spotrzednemi, wodwczas istnieje o pro-
stych, dopetniajacych tych warunkéw; albowiem Spétrzedne prostej, kto-
rych Spétrzedne czynig zado$¢ trzem réwnaniom [oprécz réwnan (5) i (6)]
wyznaczymy, gdy wartos¢ jednej z nich dowolnie naznaczymy. Ta nie-
skofczonos¢ prostych utworzy pewnag powierzchnie, ktérag nazywamy
powierzchnig prostokresing.

Przedstawienie analityczne powierzchni prostokre$inej w postaci
Gaussowej znajdziemy zapomocg uwagi nastepujagcej.  Niech

beda roéwnania prostej tworzacej. Zapomocg trzech réwnan warunko-
wych w polgczeniu z dwoma réwnaniami (5) i (6) wyznaczymy wszyst-
kie Spétrzedne tej prostej przez jedne z nich, lub, gdy te jedne przy-
rownamy do funkcyi dowolnej parametru v, wszystkie Spoirzedne jako
funkcye jednego parametru v, poczem przy pomocy réwnan (4) wyzna-
czymy takze a, b, ¢ jako funkcye tego parametru.

Wstawiwszy te wartosci na I, m, n, a, b, ¢ w(9), mie¢ bedziemy
Spotrzedne X, y, z punktu biezacego na ktérejkolwiek prostej tworzacej
powierzchni prostokres$inej, wyrazone jako funkcye dwu parametrow
uiv, czyli mie¢ bedziemy Gaussowe przedstawienie analityczne po-
wierzchni prostokresinej.

Gdy v = const, rownania (9) przedstawiajg uktad prostych two-
rzacych powierzchni prostokresinej; a gdy u=const., réwnania (9) przed-
stawiajg ukfad pewnych krzywych na tej powierzchni, przecinajgcych
wszystkie jej tworzace.

Jako przyktad weZmy pod uwage hiperboloide jednopowiokows.
Wiadomo, ze te powierzchnie mozna utworzy¢ dwojakim sposobem, po-
ruszajac linie prosta, tak aby ona przecinala trzy dane proste skosne,
t. j. takie, ze zadne dwie nie leza na jednej plaszczyznie, ze zatem na
hiperboloidzie jednopowlokowej lezg dwa ukiady prostych tworzacych,
takie ze proste tego samego uktadu nie przecinajg sie, gdy tymczasem
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kazda prosta jednego ukfadu przecina kazdg prostg drugiego ukiadu.
Te dwa uktady prostych tworzacych mozna bezposrednio otrzymac z réw-
nania osiowego hiperboloidy jednopowitokowej

jakoz widoczna, ze wartosci na ¥, z, ktore czynig zado$¢ jednoczes-
nie dwu réwnaniom:

albo dwu réwnaniom:

uczynig zado$¢ takze roéwnaniu (a). A zatem proste réwnan (b) przy
zmiennem v przedstawiajg jeden ukiad tworzacych, a réwnania (c) przed-
stawiajg drugi uktad tworzacych hiperboloidy jednopowtokowej réwna-
nia (a).

Sprowadzajac rownania (b) i (c) do postaci

gdzie znak (—+) odnosi sie do pierwszego ukiadu, a znak (—) do dru-
giego ukiadu tworzacych, i réwnajac do u napisane trzy stosunki réwne,
mieé¢ bedziemy:

jako przedstawienie analityczne hiperboloidy jednopowiokowej.
Latwo spostrzec, ze ilosci (acos v, b sin v, 0) sa spGtrzednemi
punktu elipsy szyjnej, t. j. elipsy réwnan

przyczem v oznacza kat mimosrodowy punktu na elipsie szyjnej; ilosci
za$ asin —bcosv, -+ c sg proporcyonalne do dostaw kierunkowych
tworzacej réwnan (d) lub (e) (przy statem v), same za$ dostawy kierun-
kowe sg

gdzie znowu znak (+) odnosi sie do uktadu (d), a znak(—) do ukiadu (e).
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IV. Plaszczyzna styczna powierzchni prostokres$inej.

Roéwnanie ptaszczyzny stycznej powierzchni prostokresinej réwnan:

w ktérych ilosci |, m, a, b, ¢ sg funkcyami parametru  znajdziemy,
jak nastepuje.

JezelibySmy z dwu pierwszych rownan wyznaczyli parametry u
i v jako funkcye zmiennych x iy i wartosci otrzymane podstawili w trze-
cie réwnanie, wypaditoby réwnanie powierzchni ksztattu

Poniewaz plaszczyzne styczng do powierzchni tego réwnania w punkcie
(x, y, z) przedstawia sie przez réwnanie:

gdzie X, Y, Z oznaczaja Spéirzedne punktu biezacego ptaszczyzny stycz-
nej, a p i q sg wartoSciami pochodnych czastkowych

w punkcie stycznosci. Potrzeba zatem znalez¢ wartosci na p i q i te
wartosci w (10) podstawié.

Azeby otrzymac p, rézniczkujemy czatkowo réwnania (9) wzgle-
dem X, uwazajac ilosci z, u i v za funkcye dwu zmiennych niezalez-
nych x i y. Znajdziemy tym sposobem trzy réwnania:

w ktorych

Rugowanie pochodnych czastkowych miedzy temi trzema

réwnaniami daje pierwszy z dwu wzoréw nastepujacych:
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drugi otrzymamy tak samo, rézniczkujgc czastkowo réwnania (9) wzgle-
dem zmiennej vy.

Z (10) i (11) wyplywa zatem nastepujagce rownanie ptaszczyzny
stycznej powierzchni prostokre$inej rownan (9) w punkcie (x, y, 2):

Z tego roéwnania czytamy: 1-e ze plaszczyzna styczna powierzchni
prostokresinej zawiera w sobie te tworzacg, ktora przechodzi przez punkt
stycznosci; albowiem, jezeli Spoétczynniki réwnania (12), ktére sg pro-
porcyonalne do dostaw kierunkowych normalnej, pomnozymy odpowied-
nio przez dostawy kierunkowe I, m, n tworzacej, to suma tych trzech
iloczynéw przywiedzie sie tozsamosciowo do zera, jakakolwiek warto$¢
miatby parameter w, gdyz tak

jakotez

2-re ze phaszczyzna styczna w kazdym innym punkcie tej samej two-
rzacej jest — moéwiac w ogoélnosci — coraz inng, ze przeto plaszczyzny
styczne powierzchni prostokre$inej w punktach tej samej tworzacej daja
pek plaszczyzn, majacych za o$ te tworzaca; albowiem spétczynniki
w réwnaniu plaszczyzny stycznej (12) zaleza od odlegtosci u punktu
stycznosci (X, y, z) od punktu (a, b, ¢) tworzacej, na ktorej ten punkt
stycznosci lezy.

Wypowiadajac te drugg wiasnos¢ plaszczyzny stycznej powierzchni
prostokresinej, uzyliSmy zwrotu ,méwigc w ogdllnoscifdyz zachodzg
przypadki, w ktérych ptaszczyzna styczna w kazdym punkcie tejsamej
tworzacej powierzchni prostokresinej jest zawsze tasamg plaszczyzna.
Rozbiorem tych przypadkéw szczegélnych zajmiemy sie w artykule na-

stepujacym.
V. Powierzchnie prostokresine rozwijalne.

Powierzchnie prostokre$ine, ktére w kazdym punkcie tworzacej
maja tesamg plaszczyzne styczna, nazywajg sie powierzchniami roz-
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wijalnemi, dlatego ze, jak wiadomo, mozna je bez sfaldowania
i bez rozdarcia rozwina¢ na plaszczyznie.

Azeby powierzchnia prostokresina byta rozwijalng, Spétczynniki
w réwnaniu plaszczyzny stycznej (12) powinny by¢ niezaleznymi od
parametru u. Zachodzi to w trzech przypadkach nastepujacych:

l-e. Jezeli I'=0, m'=o0, n =0, a wiec gdy dostawy kierunkowe
kazdej tworzacej sa stalemi, od parametru v niezaleznemi, jezeli zatem
wszystkie proste tworzace sg rownolegte, t. j. jezeli powierzchnia pro-
stokreslna jest powierzchnig walcowa.

W tym przypadku wyrazenia (11) przywodzg sie do

skad, wskutek (14), wyptywa

réwnanie rézniczkowe wszystkich powierzchni walcowych, ktérych two-
rzace maja kierunek dany (I, m, n).

2-ie. Jezeli a'=o0, b'=0, c=0, a wiec jezeli wszystkie tworzace
przechodza przez tensam punkt staty (a, b, ¢), t. j. jezeli powierzchnia
prostokresina jest powierzchnig stozkowva.

W tym przypadku wyrazenia (11) przywodzg sie do

skad, wskutek (13), wyptywa

a ze wedle (9)

wiec

Jest to rownanie rézniczkowe wszelkich powierzchni stozkowych,
majacych wierzchotek w punkcie danym (a, b, c).
3-cie. Jezeli

albowiem wtedy wyrazenia (11) mozna przywiesé do



288 WL Zajaczkowski.

a wiec p i q beda niezaleznemi od parametru u.

Otrzymane wartosci na p i q sg funkcyami samego parametru v,
ktérego rozne wartosci odpowiadajg réznym tworzacym. Jezeli przeto
miedzy réwnaniami (12) wyrugujemy ten parameter v, otrzymamy zwigzek

utrzymujacy sie dla wszystkich tworzgcych, czyli wazny dla wszystkich
punktéw jakiejkolwiek powierzchni rozwijalnej tego trzeciego rodzaju.

RO6zniczkujmy ostatnie réwnanie czastkowo raz wzgledem drugi
raz wzgledem y. Kiadac, jak zwyczajnie

otrzymamy

skad, po wyrugowaniu funkcyi ¢' (¢), wypada

réwnanie rozniczkowe wszelkich powierzchni rozwijalnych tego trzeciego
rodzaju.

tatwo okaza¢, ze w tym przypadku kazda tworzaca przecina two-
rzagca po niej nastepujaca, t. j. te, ktérej odpowiada warto$¢ v + duna
parameter v. Jakoz roéwnania tworzacej, ktéra nastepuje bezposrednio
po tworzacej (9) sa

te za$ réwnania, wskutek réwnan (9), gdy istotnie przeciecie ma miej-
sce, przywodza sie do:

A zatem, jezeli sie te dwie tworzace przecinajg, wéwczas trzy ostatnie
rébwnania daja te samag warto$¢ na u, t. j.

OtrzymalisSmy wiec warunki na poczatku ustepu przywiedzione.
Powierzchnie rozwijalng w tym trzecim przypadku nazywamy rozwi-
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Jalna w Scistem tego stowa znaczeniu. Rézni sie ona od powierzchni
walcowych i stozkowych zasadniczo tem, ze gdy w tamtych wszystkie
tworzace przecinajg sie w jednym punkcie, nieskonczenie odlegtym
w razie powierzchni walcowej, a znajdujacym sie w odlegtosci skonczo-
nej w razie powierzchni stozkowej, to w tej szereg punktéw, w ktorych
kazda tworzaca przecina te, ktéra po niej nastepuje, tworzy pewng li-
nie, tak zwang krawedz zwrotu powierzchni rozwijalnej, ktorej
réwnania otrzymamy, rugujac u z réwnan (9) zapomocg (19), a nastepnie
miedzy tak otrzymanemi réwnaniami

rugujac parametr v.

Poniewaz nie jest naszem zadaniem wyczerpujagcy wyklad teoryi
powierzchni prostokre$inych, wiec pomijamy inne wiasnosci powierzchni
rozwijalnych, a przystepujemy do wykazania pewnych wiasnosci po-
wierzchni prostokresinych nierozwijalnych. Azeby jednak nastepnie nie
przerywa¢ toku wyktadu, wyjasnimy wprzody niektére pojecia geome-
tryi nowszej, jakiemi operowaé bedziemy.

VI. Jednokres$Inos¢ i inwolucya.

Powiadamy, ze dwa szeregi punktéw A, B, C, D,.. i Al Bl Cl,
Dl..., potozone na tej samej prostej (lub na dwu réznych prostych) sa
jednokresine, jezeli kazdemu punktowi jednego szeregu odpowiada
jeden punkt drugiego szeregu i jezeli miedzy odlegtosciami dwu odpo-
wiadajagcych sobie punktow obu szeregéw, rachowanemi od dowolnie
obranego poczatku (lub od dowolnie obranych poczatkéw), zachodzi
zwigzek stopnia 1-go tak wzgledem jednej, jakotez wzgledem drugiej
odlegtosci, t. j. zwigzek ksztattu:

w ktorym x i x1 oznaczajg odlegtosci dwu odpowiadajagcych sobie pun-
ktéw obu szeregéw, za$ a, b, ¢, d sg Spoétczynniki state.

Dwa szeregi punktéw jednokresine A, B, C, D,... i Al, Bl Ci, D1,...
posiadajg te wiasno$¢, ze stosunek podwdjnego podziatu czterech pun-
ktow (ktérychkolwiek) jednego szeregu jest rowny stosunkowi podwoj-

nego podziatu czterech punktéw drugiego szeregu, ktore tamtym odpo-
wiadaja, t. j. ze
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Jakoz, jezeli X, y, z, u sa odlegtosci punktow A, B, C, D od
pewnego poczatku, a x1, yl, z1, ul sg odlegtosci punktow Al Bl, C1, D1,
ktére tamtym odpowiadaja, od tego samego lub od innego poczatku,
wowczas wskutek zwigzku jednokresinosci (21)

skad wyptywa

Jezeli oba szeregi jednokres$ine lezg na tej samej prostej (podsta-
wie) i jezeli miedzy odlegtosciami odpowiadajagcych sobie punktow, ra-
chowanemi od tego samego poczatku zachodzi zwigzek stopnia 1-go
i oraz symetryczny wzgledem obu odlegtosci

powiadamy wodwczas, ze pary odpowiadajgcych sobie punktéw tych dwu
szeregdw pozostajg w inwolucyi (kwadratowej).

Odpowiadajgce sobie punkty sg wtedy zamienne, t. j. jezeli
punktowi uwazanemu za punkt pierwszego szeregu, odpowiada punkt
Al w drugim szeregu, to na odwrot punktowi Al, uwazanemu za punkt
pierwszego szeregu, odpowiada punkt A w drugim szeregu. Jakoz w (22)
wyptywa

jakotez nawzajem

Zamiast wiec mowi¢ o dwu szeregach punktow jednokresinych na
jednej prostej, pozostajgcych w inwolucyi, méwi sie 0 szeregu par pun-
ktéw, tworzacych inwolucye.

Jezeli poczatek, od ktérego liczy sie odlegtosci punktéw szeregu
inwolucyjnego, przeniesiemy do punktu w (t. j. znajdujagcego sie w od-
legtosci = z od pierwotnego poczatku), natenczas miedzy odlegtosciami
pary punktow zamiennych zachodzi¢ bedzie zwigzek

a gdy na wyznaczenie z przyjmiemy

wowczas wypadnie
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Z tego wzoru czytamy, ze iloczyn odlegtosci pary punktéw za-
miennych inwolucyi od punktu o, wyznaczonego réwnaniem (23) jest
staty, t. j. dla wszystkich par posiada tesamg wartos¢. Tak wyzna-
czony punkt a zowie sie punktem centralnym albo sSrodkiem
inwolucyi.

Punkt ol zamienny z punktem centralnym a jest punktem nie-
skonczenie odlegtym; albowiem wedle (22)

wskutek (23).

Mozemy zawsze przyjaé, ze spotczynnik a w réwnaniu (22) po-
siada warto$¢ dodatnia. W takim razie wyptywa z wzoru (24)

W pierwszym przypadku, t. j. kiedy miedzy spétczynnikami ro-
wnania inwolucyjnego (22) zachodzi taki zwiazek, ze ac — b2 > 0, inwo-
lucya zowie sie eliptyczna, a jezeli ac — b2 < 0, inwolucya zowie sig
hiperboliczna.

A zatem, w inwolucyi eliptycznej lezg punkty zamienne po przeci-
wnych stronach punktu centralnego, a w inwolucyi hiperbolicznej leza
one z tej samej strony punktu centralnego.

W inwolucyi (kwadratowej) par punktow istniejg dwa punkty
podwadjne, t. j takie, ze kazdy z nich jest zamienny z soba samym.
Jakoz, jezeli w réwnaniu inwolucyjnem potozymy Xx1=Xx, wypadnie ro-
whanie stopnia 2-go

ktérego pierwiastki wyznaczaja odlegtosci tych dwu punktéw podwoj-
nych od przyjetego poczatku.

Te dwa punkty podwdjne, zwane takze ogniskami inwolucyi,
sg urojone lub rzetelne, stosownie do tego, czy inwolucya jest eliptyczna,
czy tez hiperboliczng; albowiem w pierwszym przypadku pierwiastki
rownania (25) sg urojone, a w drugim sg one rzetelne i rozne.

Podstawiwszy takze w rownaniu (24) x1=x, otrzymamy

skad czytamy, ze punkty podwdjne inwolucyi hiperbolicznej leza po
obu stronach punktu centralnego w roéwnych od tegoz odlegtosciach.
Oznaczmy przez F i Fl te punkty podwojne.
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Para punktow podwdjnych jest harmonicznie sprzezona wzgle-
dem kazdej pary punktow zamiennych n. p. A i Al t j.

Jakoz skoro punkty zamienne z punktami podwdéjnymi sg te punkty
same, wiec stosunek podwdjnego podziatu czterech punktéw (A, F, F1, Al
musi byé réwny stosunkowi podwojnego podziatu czterech punktéw
z tamtymi zamiennych (Al F, F1, A), t. j.

a ze AA1=AIA, wiec, po opuszczeniu odcinkéw réwnych po obu stro-
nach réwnosci, wypada stad

co bylo do okazania.

Przypomnie¢ nalezy jeszcze twierdzenie Pappusa, podiug kté-
rego pek promieni, wychodzacych z jednego punktu, wierz-
chotka peku, jest jednokresiny z szeregiem punktow, w jakich po-
przeczna jakakolwiek przecina te promienie. A mianowicie, jezeli a, b,
¢, d sg cztery promienie peku, a A, B, C, D punkty, w ktérych po-
przeczna te promienie przecina i jezeli przez (a, b), (c, b)... oznaczymy
katy miedzy promieniami ai ¢, ¢ i b..., brane w Kkierunku od pierwszego
z promieni do drugiego te katy zawierajgcego, wowczas

To samo twierdzenie stosuje sie takze do peku ptaszczyzn wy-
chodzacych z tej samej krawedzi, osi peku.

VII. Powierzchnie skosne, inwolucya eliptyczna na tworzacych
powierzchni sko$nych.

Powierzchnie prostokre$lne nierozwijalne nazywamy skosnemi
(fr. gauche, ang. skew) albo wichrowatemi (niem. windschief).
Jej rownania sg nastepujgce:

w ktérych — jak juz wiadomo — u jest jednym parametrem, a |, m,
n, a b, ¢ sg pewnemi funkcyami drugiego parametru v. Zarazem, je-
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zeli powierzchnia tych réwnan ma by¢ skos$ng, a wiec, jezeli sie sasied-
nie proste tworzace nie majg przecina¢, pochodne rzeczonych funkcyi nie
powinny czyni¢ zado$¢ warunkom:

Zatozeniu v = const odpowiadajg tworzace, a zatozeniu u = const
odpowiadajg pewnie krzywe na powierzchni skosnej, przecinajagce wszyst-
kie tworzgce.

Plaszczyzne styczng do powierzchni réwnan (9) przedstawiliSmy
przez réwnanie:

Aby wyznaczyé potozenie tej plaszczyzny, trzeba wzig¢ pod uwage.
ze plaszczyzna styczna kazdej powierzchni przecina te powierzchnie
w linii krzywej (rzetelnej albo urojonej), dla ktorej punkt stycznosci
jest punktem podwojnym (weztem, punktem zwrotu albo punktem odo-
sobnionym), ze przeto na plaszczyznie stycznej przez punkt stycznosci
przechodzg dwie proste, tak zwane styczne przegiecia, (rzetelne
i rézne, rzetelne i razem sie schodzace, albo urojone), ktére z powierzchnig
majg nie tylko dwa, ale co najmniej trzy punkta spdlne. Owoz jezeli
ma sie do czynienia z powierzchnig skosna, to jedna styczng przegiecia
jest tworzaca przez punkt stycznosci przechodzaca, a drugg znajdziemy,
gdy z punktu stycznosci wyprowadzimy prostg, ktora przecina dwie
tworzace bezposrednio nastepujagce po tej, na ktorej lezy punkt stycz-
nosci; albowiem ta prosta, majac z powierzchnig trzy po sobie nastepu-
jace punkta spélne, bedzie druga styczng przegiecia. Ze taka prosta
istnieje, wynika stad, ze sie sasiednie tworzace powierzchni skosnej nie
przecinaja, a wiec jezeli przez punkt stycznosci i przez kazdg z dwu
bezposrednio nastepujacych tworzacych przesuniemy po plaszczyznie, to
te dwie plaszczyzny muszg sie przecigC, a ich linia przeciecia bedzie
zadang prosta. Plaszczyzna tych dwu stycznych przegiecia bedzie ptasz-
czyzng styczng powierzchni skosnej.

Celem uproszczenia dalszego rachunku, wezmy tworzaca, ktéra
przechodzi przez punkt stycznosci (odpowiadajaca pewnej wartosci na
parameter v), za 0§ z-6w, a ptaszczyzne styczng w poczatku spotrzednych
O za plaszczyzne zx. Poniewaz réwnania tworzacej uwazanej, przy zro-
bionem zatozeniu, przywodza sie do
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a przeto a=b=c=O, I=m=0, n=1, (po wstawieniu owej wartosci na
v), wiec wskutek tego réwnanie plaszczyzny stycznej (12) powierzchni
skosnej przywiedzie sie do:

a ze dla z=u = 0 to réwnanie musi sie przywies¢ do Y =0, a przeto
musi by¢ takze b'=0, wiec rdwnaniom ptaszczyzny stycznej powierzchni
skosnej w punkcie z1) bedzie:

Oznaczmy przez ¢ kat, jaki ta ptaszczyzna czyni z ptaszczyzng
zx, mamy wtedy:

Odetnijmy nastepnie na osi x-6w, poczawszy od poczatku spét-
rzednych, dtugoscé=Il, i w koncowym punkcie tego odcinka wystawmy
prostg y prostopadta do osi x-6w i lezacg na plaszczyznie xy. Jezeli
przez { oznaczymy punkt, w ktorym ta prosta y przecina $lad na xy
plaszczyzny stycznej w punkcie z i zarazem odlegtos¢ punktu { od osi
x-0w, bedzie wéwczas tg@ =, wskutek czego réwnanie (28) daje

Stad czytamy, ze szereg punktéw stycznosci z na osi z-6w i sze-
reg odpowiadajgcych im punktéw { na prostej y sq szeregami jedno-
kresinymi. A ze szereg punktdw ( jest jednokresinym z pekiem plasz-
czyzn stycznych w punktach z odpowiadajacych punktom {, wiec takze
szereg punktow stycznosci z bedzie jednokreSinym z pekiem ptaszczyzn
stycznych. Mamy zatem twierdzenie:

Pek ptaszczyzn stycznych powierzchni skos-
nej w punktach tejsamej tworzacej jestjednokresiny
z szeregiem punktow stycznosci.

Niech z! bedzie innym punktem na osi z-0w, a ¢l niech oznacza
kat, jaki ptaszczyzna styczna w tym punkcie czyni z plaszczyzng zx,
mamy wtedy takze:

a gdy przez 8 oznaczymy kat miedzy ptaszczyznami stycznemi w pun-
ktach z i z1, 6=¢l1—@, to

1) Dla krétkosci wystowienia, moéwiac punkt z, rozumie¢ bedziemy zarazem jego
odlegtos¢ od poczatku.
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Stad czytamy, ze gdy wowczas

A zatem: Pary punktéw z, zl tworzacej, w ktérych
ptaszczyzny styczne powierzchni skosnej sa do sie-
bie prostopadte, tworzg inwolucya*

Ta inwolucya jest eliptyczng; albowiem

Punkt centralny czyni zado$¢ réwnaniu
Oznaczajgc go przez Z, mamy zatem

Podstawiwszy te warto$¢ za z1 w (30) i uwzgledniwszy, ze
otrzymamy

Mamy zatem dowiedzione twierdzenie Chasles'a: Styczna
trygonometryczna kata, jaki ptaszczyzna styczna
w ktorymkolwiek punkcie tworzacej czyni z plasz-
czyzng styczng w punkcie centralnym na tej two-
rzacej, jest proporcyonalna do odlegtosci obu pun-
ktow.

VIIl.  Wyznaczenie punktu centralnego. Linia zwezenia
powierzchni sko$nej.

Punkt centralny inwolucyi eliptycznej pary
punktéw na tworzacej powierzchni skosnej jest pun-
ktem, do ktérego dazy spodek najkrotszej odlegto-
sci miedzy tg tworzaca a tworzgaca, ktdra po niej na-
stepuje, gdy ta ostatnia dazy do zlania sie z pierwsza.

Zatrzymujgc ten sam uklad spétrzednych, jaki przyjelismy w ar-
tykule poprzedzajacym, wezmy pod uwage tworzacag nieskonczenie blizka
osi oz, t. j. tworzaca nieskonczenie blizka tworzacej réwnan

1) Odwrotno$¢ spétczynnika przy jest tak zwanym para-

metrem dystrybucyi. tatwo okazaé, ze ten parametr jest réwny najkrétszej od-
legtosci miedzy dwiema sasiedniemi tworzacemi, podzielonej przez kat miedzy temi two-
rzacemi.
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Poniewaz dla tworzacej (26)
wiec réwnanie tworzacej nieskonczenie blizkiej, t. j. tej, ktora odpowiada
wartoéci v—dv na parameter v, bedg nastepujace:

Rzut najkrotszej odlegtosci miedzy prostemi (26) i (34) na plasz-
czyzne Xxy jest oczywiscie prostopadty do rzutu prostej (34) na te plasz-
czyzne; a ze ten ostatni czyni z osig x-6w kat, ktérego tangens réwna

sie m/l, wiec tangens kata miedzy osig Xx-0w i rzutem przerzeczonej

najkrotszej odlegtosci réwna sie — —, a nastepnie réwnanie ptaszczy-

zny przesunietej przez ten rzut i przez o$ z-6w jest

Ta ptaszczyzna przecina oczywiscie prosta (34) w spodku najkroét-
szej odlegtosci miedzy tg prosta i prosta (26); znajdziemy zatem Spdt-
rzedne tego spodka z roéwnan (34) i (35) (po wyrugowaniu u). W szcze-
goélnosci, bedzie

A jezeli teraz zatozymy, ze prosta (34) nieskonczenie sie zbliza
do prostej (26), t. j. ze dv dazy do 0, wolwczas punkt, dla ktérego z
posiada napisang dopiero warto$¢ dazy do pewnego potozenia na prostej
(26), i w tem potozeniu granicznem bedzie

a zatem polozeniem granicznem rzeczonego spodka jest istotnie punkt
centralny inwolucyi eliptycznej na tworzacej (26).

Miejscem punktéw centralnych inwolucyi eliptycznych na tworza-
cych powierzchni skosnej jest pewna krzywa, tak zwana krzywa zwe-
zenia albo strykcyjna powierzchni skosnej. Jej réwnania we spot-
rzednych prostokagtnych otrzymamy, gdy najprzéd znajdziemy wartosci
spotrzednych punktu centralnego na jednej tworzacej, wyrazone przez
parametr  a potem parameter v wyrugujemy miedzy tak otrzymanemi
réwnaniami.

Wyjasnimy to postepowanie na przykiadzie, biorac pod uwage
hiperboloide jednopowtokowg
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Niech

bedg réwnania dwu tworzacych tego samego ukiadu tej hiperboloidy.
Przesunmy przez prosta (b) ptaszczyzne réwnolegty do prostej (c), t. j.
(jak fatwy rachunek pokaze) ptaszczyzne réwnania:

przesunmy nastepnie przez prostg (c) ptaszczyzne prostopadig do plasz-
czyzny (d), t. j. ptaszczyzne réwnania:

natenczas ptaszczyzna (¢) przetnie prostg (b) w spodku najkrétszej od-
legtosci miedzy prostg (b) i (c).

Jezeli wiec w (e) za X, Y, Z wstawimy wartosci na x, y, z wyptywa-
jace z réwnan (b), otrzymamy po uskutecznieniu tatwego rachunku:

a gdy teraz zalozymy, ze sie prosta (c) nieskonczenie zbliza do prostej
(b), ze zatem v' dazy do v jako swej granicy, bedzie dla tej granicy:

lub, potozywszy dla skrdcenia
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Podstawmy te wartos¢ na u w roéwnaniach (b), otrzymamy wow-
czas spoOtrzedne spodka punktu centralnego na tworzacej (b)

Aby za$ otrzymaé¢ rdéwnanie linii zwezenia, dos¢ miedzy réwna-
niami (h) wyrugowa¢ parameter v. Jednem réwnaniem tej linii jest
rownanie hiperboloidy (a), potrzeba zatem otrzymac tylko drugie. Owoz,
piszac rownania (h) pod postacig

znajdziemy stad

To samo rdwnanie otrzymalibySmy dla drugiego uktadu tworza-
cych hiperboloidy. A zatem, linia zwezenia hiperboloidy jednopowioko-
wej (a), odpowiadajaca obu uktadom prostych tworzacych, jest krzywa
rzedu 6smego, w ktérej te hiperboloide przecina powierzchnia stozkowa
rzedu czwartego, przedstawiona przez réwnanie (j). Ta krzywa skiada
sie z dwu krzywych rzedu czwartego, z ktérych jedna jest linig zwe-
zenia odpowiadajgcg jednemu ukfadowi tworzacych, a druga jest linig
zwezenia odpowiadajaca drugiemu uktadowi tworzacych.

Wypadek ten zgadza sie z wypadkiem podanym bez dowodu
przez Salmona (w Treatise on the analytic geometry of three dimen-
sions, wyd. IV. str. 425).

W przypadku szczeg6lnym, kiedy hiperboloida jest obrotowa, a za-
tem b= wowczas, skoro A=B, C=0, réwnanie (j) sprowadza sie do

Obie wiec linie zwezenia, sg przecieciem sie hiperboloidy z ptasz-
czyzng z=0; t. j. kolo szyjne jest linig zwezenia dla obu uktadow linii
tworzacych hiperboloidy jednopowtokowej obrotowe;.

Inny spos6b wyznaczenia linii zwezenia, taczacy sie z teorya od-
ksztatcenia powierzchni skosnych podaje p. Darboux (w swem wiel-
kiem dziele: Lecons sur la theorie generale des surfaces. Paris, 1894,
t. 1, str. 299).
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IX. B nwolucye hiperboliczne par punktéw na tworzacych
powierzchni sko$nej.

Oprécz poznanej dopiero inwolucyi eliptycznej, istnieje na kazdej
tworzacej powierzchni skosnej nieskonczenie wiele inwolucyi hiperbo-
licznych, pozostajagcych w Scistym zwigzku z owg inwolucya eliptyczna.

W artykule VII. okazaliSmy, ze jezeli przyjmiemy jedne z two-
rzacych za o$ z-6w, a ptaszczyzne styczna w poczatku spotrzednych za
ptaszczyzne zx, to plaszczyzna styczna w punkcie (o, o, z) na tej two-
rzacej wyrazi sie przez rownanie

a przeto, ze ta plaszczyzna styczna czyni z plaszczyzna zx kat ¢, dla
ktérego

Oznaczmy przez ¢l kat, juki z plaszczyzng zx tworzy plaszczyzna
styczna w punkcie (0, o, z1), bedzie wtedy takze:

Owoz zatézmy, ze te dwie plaszczyzny styczne lezg symetrycznie
wzgledem plaszczyzny zx, mamy woéwczas tg @ + tg ¢l =0, a przeto,
wskutek (28) i (28a):

skad wyptywa

a to dowodzi, ze pary punktéw z i zI tworzg réwniez inwolucye, ktorej
punktem centralnym jest

a punkta podwdjne czyli ogniska sg pierwiastkami réwnania stopnia 2-go:

Ta inwolucya jest widocznie hiperboliczng; jednym jej punktem
podwdéjnym jest punkt z=0, t j. punkt stycznosci ptaszczyzny zx, a dru-

gim punkt z

dla ktérego, wedle (28), tg@p= o, a przeto punkt

stycznosci na osi z-6w ptaszczyzny stycznej prostopadlej do ptaszczyzny zx.
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Mozemy zatem wypowiedzie¢ twierdzenie:

Pary punktdéw na tej samej tworzgcej powierzchni

skosnej, w ktdrych pltaszczyzny styczne lezg
symetrycznie wzgledem ktérychkolwiek dwu ptasz-
czyzn stycznych do siebie prostopadtych, a te two-
rzgca w sobie zawierajacych, tworzg inwolucye hi-
perboliczng, ktdrej punktami podwdjnymi sa pun-
kty stycznosci owych dwu ptaszczyzn stycznych do
siebie prostopadtych.

taczac to twierdzenie z drugiem twierdzeniem artykutu VII, mamy
twierdzenie dodatkowe:

Pary punktéw zamiennych inwolucyi eliptycz-
nej na tworzacej powierzchni skosnej sg punktami
podwdjnymi nieskonczenie wielu inwolucyi hiper-
bolicznych, istniejacych na tej samej tworzgcej.

Tych twierdzen mozna dowieS¢ sposobem syntetycznym, jak na-
stepujel):

Przesunmy przez tworzaca g (prostopadta do plaszczyzny papieru)
powierzchni skosnej plaszczyzne e i pary plaszczyzn a i al, b i bl,...

nachylone do ptaszczyzny e pod Kka-
tami o, ¢l..; otrzymamy wowczas dwa
peki ptaszczyzn (a, b,.) i (al, bl,.)
jednokresine, ktérych odpowiadajace
sobie elementy a i al, b i bl, sg
elementami zamiennymi. Albowiem
ptaszczyznie al, uwazanej za element
X peku (a, b,...), odpowiada w peku
(o1, bl,..) element x1, ktdry sie scho-
dzi z ptaszczyzng a.

A zatem, peki jednokreslne (a, bh,.) i (al, bl,..) tworzg pek inwo-
lucyjny (a,2 b, bl;..), ktérego elementa podwdjne schodza sie z plasz-
czyzng e i z plaszczyzng F do plaszczyzny e prostopadiy; albowiem od-
powiadajgce sobie ptaszczyzny pekéw (o, b,...) i (al, bl,...), nachylone do

ptaszczyzny e pod katami m i  schodza sie razem: pierwsze na ptasz-

czyznie e, a drugie na ptaszczyznie f.
A ze pek ptaszczyzn stycznych, przesunietych przez tworzacg po-
wierzchni skosnej, jest jednokre$iny z szeregiem punktéw stycznosci,

1) Dowdd udzielony mi przez prof. tazarskiego.



0 INWOLUCYI PUNKTOW. 301

wiec pary punktéw stycznosci A i Al B i Bl,... ptaszczyzn stycznych
aial b i bl.. tworzg réwniez inwolucye, ktérej punkta podwdjne
schodzg sie z punktami stycznosci ptaszczyzn e i f.

Plaszczyzne e przyjeliSmy dowolnie, na tworzacej g znajduje sie
zatem nieskonczonos¢ szeregdéw inwolucyjnych hiperbolicznych, ktérych
punkta podwojne E! i F1, E2 i F2 sg punktami par ptaszczyzn stycz-
nych el i fl, e2 if2, do siebie prostopadtych; a ze pary punktéw el iFl
e2 i f2,.. tworzg inwolucye eliptyczng, ktorej $rodek jest punktem linii
zwezenia powierzchni skosnej na tworzacej g, wiec miedzy szeregami
inwolucyjnymi hiperbolicznymi a szeregiem inwolucyjnym eliptycznym
zachodzi ten zwigzek, ze pary punktow zamiennych szeregu inwolucyj-
nego eliptycznego sg parami punktow podwodjnych w owych szeregach
inwolucyjnych hiperbolicznych.
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