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NOTIONS

SUR LA

THEORIE DE L’ELASTICITE.

L’exposé qui suit est la 1'epr0duc.tion de Lecons pro-
fessées a I'Ecole Polytechnique. La théorie de I'élasticité
a é1é récemment introduite dansles programmes de cette
Ecole et le nombre des lecons qui lui sont consacrées
est nécessairement fort restreint. On a pensé qu’il ne se-
rait pas sans intérét pour l'enseignement de publier un
résumé qui, en raison de sa bri¢veté méme, offre ’avan-
tage de ne présenter que les parties strictement essen-
tielles d’une théorie dont les éléments sont épars dans
un grand nombre de Traités et de Mémoires originaux.

I. — THEORIE DES TENSIONS INTERIEURES.

1. Définition. — Soit un systéme de points matériels,
infiniment rapprochés, dans lequel on suppose des forces
intérieures. Imaginons, dans ce systéme, un élément
plan dont I'aire soit w; le plan P de cet élément, indé-
finiment prolongé, partage le systéme en deux parties
A et B. Considérons, parmi les actions exercées par A
sur B, celles dont la direction traverse © et supposons
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(6)
que I'on opére leur réduction comme si B était un solide
invariable. On admet que le systéme de ces forces est
réductible i leur résultante appliquée au centre de gra-
vité M de I'élément plan (1), et cette résultante R est ce
que P'on appelle la tension élémentaire sur celle des
faces de I’élément plan qui est contigué a A.

La résultante R est généralement oblique a I'élément.
Si elle est normale & cet élément et dirigée vers A, elle
représente une traction; si, encore normale a cet élé-
ment, elle est dirigée vers B, elle représente une pression ;
si elle est comprise dans le plan de I’élément, on Pap-
pelle tangentielle.

2. La tension élémentaire, sur celle des faces de 1’élé-
ment qui est contigué a B, s’obtiendrait de méme en
composant celles des actions exercées par B sur A dont

<la direction traverse ». En vertu du principe de 'action
et de la réaction, cette nouvelle résultante est égale et
opposée a la précédente, de sorte que les tensions élé-
mentaires sur les deux faces d'un élément plan quel-
conque sont égales et opposées.

3. Il résulte immédiatement de la définition précé-
dente que, sil’on considére dans le systéme un volume
V limité par une surface quelconque, le systéme des
actions exercées par les points extérieurs a V sur les
points intérieurs est équivalent au systéme des tensions
élémentaires exercées sur les faces extérieures de tous
les éléments de la surface limite.

(') En fait, le systéme des forces considérées est réductible a la
résultante R appliquée au centre de gravité de I'élément plan et a
un couple dont ordre infinitésimal est supérieur de deux unités a
celui de la résultante: on ne tient pas compte de ce couple.
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4. Divisons la résultante R par I'aire w; on admet
que le quotient tend vers une limite finie quand o tend
vers zéro, et cette limite E est ce que 'on appelle la tension
par unité de surface, ou simplement, la tension au point
M sur le plan P. En considérant © comme infiniment
petit, on peut poser R = Ew, de sorte que la tension
élémentaire s’obtient en multipliant la tension par I'aire
de I’élément.

5. La tension E, sur des plans P paralléles, menés
par tous les points d’un systéme, varie d'un point a un
autre en intensité et en direction; de plus, en un méme
point M, elle varie avec 'orientation du plan P; enfin,
s'il y a mouvement intéricur, pour un point et une
orientation déterminés, la tension varie avec le temps.

Si donc on désigne par
x, v, z les coordonnées du point M;

%, 3, v les cosinus directeurs de la normale au plan P
dirigée vers la région contigué a celle des faces de ce
plan a laquelle se rapporte la tension ;

X, Y, Z les composantes de la tension;

les quantités X, Y, Z sont, en général, des fonctions des

variables (x, y, z; , (8, v; t) qui, si elles étaient déter-

minées, feraient connaitre a chaque instant la direction
et I'intensité de la tension élémentaire sur un élément
quelconque.

Nous allons établir que la détermination de ces trois
fonctions revient a celle de six nouvelles fonctions de
quatre variables sculement (&, y, z, t) et que, de plus,
ces nouvelles fonctions sont lies entre elles par trois
équations aux dérivées partielles, linéaires du premier
ordre.

Ces diverses relations résultent de la nécessité qu’une
portion quelconque du systéme soit en équilibre sous
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(8)
I’action des tensions élémentaires exercées sur sa sur-
face et des forces qui sollicitent sa masse.

6. Afin d’exprimer les conditions de cet équilibre,
nous considérons un point quelconque M du systéeme et
un élément de volume m dont ce point fasse partie. La
densité en M étant p, nous désignerons par pwX,,
ew Yo, pw’Z, les composantes, suivant les axes coordon-
nés, de la résultante des forces extérieures qui solli-
citent la masse de I'élément m. Si le systéme est en
mouvement, les composantes X, Yo, Z, doivent com-
prendre, d’aprés le principe de d’Alembert, les forces
d’inertie dont les valeurs sont, pour 'unité de masse,

Az dxy a2z
W /1 v e AR T e

Nous désignerons, en outre, par les indices 1, 2, 3
les valeurs que prennent les composantes X, Y, Z de la

tension lorsque la direction de la normale au plan sur
lequel elle s’exerce se confond successivement avec les
directions positives des axes OX, OY, OZ. Les neuf

quanlités
xl: \'l' ZI'
M A
xsa Yfl' 7‘3

sont, ainsi que X,, Y,, Z, ct p, des fonctions de quatre
variables, qui sont le temps ¢ et les coordonnées x, y, =
du point M.

y 8 l',"(]uili[)r(.’ du parallélépipede élémentaire. —
Cela posé, imaginons que 1'élément m soit un parallélé-
pipede dont les arétes a, b, ¢ soient paralléles aux axes
et dont le point M soit le centre.

On sait que les forces extérieures qui agissent sur cet
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élément satisfont aux six conditions d’équilibre d’un so-
lide invariable, suivant lesquelles :
1° La somme des projections des forces sur trois axes
est nulle pour chaque axe;
2° La somme des moments des forces par rapport a
trois axes est nulle pour chaque axe.

Fig. 1.

Le systéme de ces forces est équivalent aux tensions
élémentaires agissant aux centres des six faces dont les
aires sont be, ca, ab, et aux forces pwX,, pwY,, pwZ,
appliquées au point M.

Evaluons d’abord la somme des composantes de toutes
les forces suivant I'axe des a3 les faces A et A’ donnent
a cette somme les deux termes

dX;)\ : a dX,
[)c(\l———— oy ) —bc(\[—; —([—l>,
s f it g /X
dont I'ensemble se réduit a m’T’_' .
Le groupe des faces B, B et celui des faces C, €/ don-
ant de méme , . aXs o1 . fi
nent de meme, rcspuuw ment, m—(ﬁ— et w —— e ; enhin,

les forces qui agissent sur la masse ajoutent un dernier
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(10)
terme pw X,. En égalant a zéro la somme de ces forces
et en divisant par @, on a la premiére des équations sui-
vantes; les deux autres résultent d’une sommation sem-
blable des composantes paralléles a OY, puis des com-
posantes paralléles & OZ :

[ dX, , dX, dX;

& ~air o e e bk
dY, Yy o Xy A d
(l) g5 1 +*(—[}7 —:—7[?+r/\u-(),

dZ, dIZ, dZy
a4z Tdy T d@

+ pZy=o.

8. Ecrivons maintenant 1'équation des moments par
rapport i un axe paralléele 4 OX passant par le point M.
La résultante des forces pw Xy, pw Yy, pwZy, étant appli-
quée au point M, donne un moment nul. Les compo-
santes des tensions élémentaires rencontrent I'axe ou lui
sont paralléles, a exception des deux composantes, pa-
ralleles 4 OZ, appliquées en B, B et des deux compo-

Fig. 2.
c
|
/
¥ : B
|
A |,’]
PR RSl 1S e .
\ [//I“ v A
Sl
|
| 3 A

santes, paralleles a OY, appliquées en C, C'. Les deux
premiéres sont dirigées en sens contraires et leurs valeurs
ne different de la composante caZ, relative an point M
que de quantités infiniment petites par rapport a elles-
mémes; elles forment un couple dont le bras de levier
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est égal a b et dont le moment est
caly < b= abcly=wl,.

De méme, les forces appliquées en C, C' constituent un
autre couple dont le moment est — wY,. L'équation des
moments est, par conséquent, w(Z,— Y;)=o0; d'ou
Lsg— Y,.

On a deux équations analogues en rapportant les mo-
ments a des axes paralléles a OY et OZ passant par le
point M, ce qui donne le systéeme

(2) 2= Y3, X3= 12, Yi=X,;

les équations expriment que, des neuf composantes, six
sonl égales deux a deux. Afin de préciser les composantes
égales, désignons les neuf composantes par la lettre E
affectée de deux des indices x, y, z; le premier indi-
quant I'axe perpendiculaire au plan sur lequel s’exerce
la tension, le second I'axe paralléle ala composante. On
a ainsi
xl = E.l‘,l‘y Yl .. E.t.yv Zt i E‘r,:y
(3) A WIBEE A WERIRE YT Y
X Bos Y B

Zs,

PR 1%
et les relations (2) deviennent

) Wamliy . Baawi S Bayels:

Elles expriment que, si 'on intervertit les deux indices,

la composante conserve la méme valeur.

9. Introduction des N, T'. — Nous poserons désor-

mais
E.r,.v = Ny, E)',_y' = N27 E;

N
AN S R AR RS

D’aprés cette notation, les N donnent les composantes
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normales de la tension pour les trois plans perpendicu-
laires aux axes et les T donnent les composantes tangen-
tielles qui sont égales deux a deux. Le systeme des neuf
composantes est alors représenté par le tableau suivant

Nis. “ha el
J PR P
T T Ny

ct les équations (1) peuvent s’éerire

d Ny sd byt iy

dr T dy AR
dN, dT,
+ —

+;X0: o,

5 ‘ - —— +pYo=o,
S0t dy ds P ram
8T SN
| dy PR R e

10. E{/uilibre du tétracdre élémentaire. — Suppo-

sons, en second lien, que I'élément de volume w, dont
le point M fait partie, soit un tétraédre dont les arétes
AB, AC, AD sont paralléles aux axes. Désignons par «,

l'.lg. 3:

%, v les cosinus directeurs de la normale extérieure a la

face BCD, par o laire de cette face, par wy, wa, w3 les
s ) | 19 )

aires des trois faces triangulaires respectivement per-

pendiculaires & OX, OY, OZ.
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D’aprés un théoréme sur la projection des aires,
on a

(6) Wy = 0w, wy = Bw, w3 = yw.

Cela posé, les tensions élémentaires sur les quatre
faces du tétracdre et les forces qui sollicitent sa masse
se faisant équilibre, les sommes des projections de ces
forces sur chaque axe doivent étre nulles.

En projetant les forces sur 'axe des x, les faces w,
W, Wy, wy donnent rcspectivmncnt les termes oX,
— o Ny, —w, Ty, — w3 Tyj les forces qui agissent sur
la masse donnent le terme pw X, ® étant le volume du
tétraédre qui est un infiniment petit du troisieme ordre
négligeable par rapport aux autres qui sont du second.
En égalant a zéro la somme de tous ces termes et en
ayant égard aux équations (6), on a la premiére des
équations suivantes

s X=Nya+ T;8 + Ty,
Y :T;,z%—\'z;’» e 1‘1‘.’7
( Z=Tea+ T+ N3y,

les deux autres équations résultant d’une sommation
semblable des composantes paralléles a OY, puis paral-
leles a OZ.

Les équations (7) montrent comment X, Y, Z dépen-
dent de a, @3, v; il résulte de ces équations que la déter-
mination de X, Y, Z se réduit a celle des six fonctions
N, T, lesquelles sont a quatre variables x, y, z, ¢ et doi-
vent vérifier les trois équations (5), qui sont aux déri-
vées partielles linéaires du premier ordre.

11. Composante de la tension suivant une direction

quelcongque. — Soit MN (=, {3, v) la normale & un plan
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P passant par le point Mj projetons la tension corres-
pondante sur une direction quelconque MS (o, ¥, v).
Désignons cette projection par E, i, le premier indice se
rapportant a la normale au plan et le second a la direc-
tion suivant laquelle on estime la tension. On a

Elz_’x: Xa'+Y (‘1, e Z‘(',

et, en remplacant X,Y, Z par leurs valeurs (7), on
obtient

Ens= Nyaa'+ No B8+ Nayyy' + Ty(By' + v8")

L9 + To(yo' + ay')+ T3 (B’ + Ba’).

Cette expression ne changeant pas quand on permute
les deux systémes de variables (a, 8,v), (¢, &, ¥'),

on a
En‘s b Es,nv

ce qui démontre un théoréme général dont la récipro-
cité des composantes tangentielles (n°8) n’est qu’un
cas particulier.

12. Surface directrice. — En particulier, la compo-
sante de la tension, normale au plan sur lequel elle
s’exerce, s'obtient en confondant la direction MS avec
la direction MN. En désignant cette composante par N.
la formule (8) donne

(9) N=Nya2+ Ny82+ N3y2+4 2T By +2Tyya + 2T;3af,

et celle composante sera une Lraction ou une pression

suivant que sa valeur sera positive ou négative.
Supposons maintenant qu’a partir du point M on

porte, sur la normale au plan, une longueur MN dont

le carré représente la valeur absolue de % et, le point M

étant pris comme origine, désignons par x, y, z les
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coordonnées du point N. On aura

&x )4 b 1
i e B 1 JEN

en prenant le signe 4 ou — suivant que N est positif
ou négatif. En portant dans I'équation (g) les valeurs
%, 3, v tirées des équations (10), il vient

(r1) Nyz2+Nyy?+ N3s2+oTyys+uTesw + 2Tyxy =1,

de sorte que le lieu du point N est une surface du second
degré ; cette surface est dite directrice.

Lorsque la valeur de N conserve le méme signe,
quelle que soit la direction (=, 3, v), cette surface est
un ellipsoide; mais, si cette valeur change de signe,
Pellipsoide est remplacé par le systéme de deux hyper-
boloides, dont I'un correspond au signe +, 'autre au
signe —. Ces deux hyperboloides, dont I'un est a une
nappe et 'autre 4 deux nappes, sont conjugués, c’est-
a-dire qu’ils ont le méme centre avec les mémes axes ct
un méme cone asymptote.

La composante N est nulle pour les plans qui sont
perpendiculaires aux génératrices du cone asymptote et
I’on a, sur ces plans, des tensions tangentielles.

13. Tensions principales. — Si’on prend pour axes
coordonnés les axes principaux de la surface directrice,
les rectangles disparaissent de son équation, de sorte
que 'on doit avoir Ty = o, Ty =0, Ty =03 les compo-
santes tangentielles sont donc nulles sur des plans
perpendiculaires aux nouveaux axes, et les tensions sur
ces plans se réduisent a leurs composantes normales.
Donc, en tout point du systéme, il y a trois plans sur
lesquels les tensions sont normales.
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Les trois tensions, normales aux plans sur lesquels
elles s’exercent, sont dites principales.

14. Ellipsoides des tensions. — On obtient une
autre surface du second degré, qui est toujours un ellip-
soide, en portant, a partir du point M, sur la direction
méme de la tension, une longueur ME égale a sa gran-
deur.

En eflet, les coordonnées du point E sont alors les
composantes X, Y, Z de la tension et 'on déduit des
relations (7), pour «, 3,v, des valeurs linéaires en X,
Y, Z. En portant ces valeurs dans I'équation

92 @2
p2

o+ Y=y,

on a I'équation d’un ellipsoide.
Les directions des axes de cet ellipsoide se confondent
avec celles des tensions principales; car, en prenant

celles-ci pour axes coordonnés, on a
0y =0, Hg=9. 13=0,
et, des ¢quations (7) réduites aux suivantes
X=Na, Y=Np, Z=N,y,
oun tire I'équation
‘ \ % \' g - | Z 2
= i i )
&)+ (&)~ ()
qui est celle d'un ellipsoide rapporté i ses axes,
15. Formules de transformation des tensions. —

Supposons que I'on change la direction des axes coor-
donnés 5 soient

5

ol 3 PR ’ ~'
=0T + Ay + %33,

=312 + Bay' + B35,

-

L)k et S
:‘.’1.1‘ = "2) = Y35

L
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les formules de transformation, dans lesquelles les lettres
a, 3, v aflectées des indices 1, 2, 3 représentent, suivant
la régle connue, les cosinus des angles que les nou-
veaux axes font avec les anciens.

Nous avons désigné par (N, T') les composantes des
tensions exercées, au point M, sur des plans perpendi-
culaires aux anciens axes; appelons de méme

IR, (TR
T N
AT WO

les composantes, suivant les nouveaux axes, des tensions
exercées, au méme point M, sur des plans pergcndicu—
Jaives aux.ayly o 2l

Les (N, T") sont les coeflicients de 1’équation de la
surface directrice rapportée a des paralléles aux nou-
veaux axes, menées par le point M, et il suffit de porter
les valeurs précédentes de x, y, z dans 'équation (11),
pour obtenir les expressions suivantes qui donnent les

(N, T") en fonction des (N, T'),

N} = Nya}+ No B3+ Nay?+2T Bivs
+ 2Ty o+ 2Tsa By,

Ng=Nya3+ N2fB3+ N3y3+2T; 8272
+ 2 Taysas+ 2Tyas 3,

N5 = Nyad+ Naf3+ N3y3+2T1Bsvs
+2Tyysas+ 2Ty23 853

T} = Nyaga3+ szz Bs+ Ns‘(z‘{s-’-* Tl(?z‘(:ri— Y2 {33)
+ Tao(ya2s+ 22y3)+ Ts (2 83+ Baas),

T, = Nyagay + No B3 81+ Nyyayi+ T1(Bayi+ y3B1)
G Tz(‘{aa1+ ag Y1)+ Ta(x:s;@r‘-— ﬁ39‘1)-

T = Nyagas+ NaB1Ba+ Nayrva+ Ti(Biya+ 1182
+ Ta(y122+ 212 )+ Ta( a1 B2+ Braa).

(12)
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II. — DEPLACEMENT GENERAL D UN SYSTEME DE POINTS.

16. Formules fondamentales. — Considérons un
systeme de points infiniment rapprochés rapporté a trois
axes reclangulaires. Concevons ce systeme déplacé de
telle maniére que les projections u, v, w du déplacement
d’un point quelconque M soient des fonctions continues
des coordonnées primitives x, y, z de ce point.

Pour un point N(ax + A, y + k, z + 1), infiniment
voisin de M, les projections du déplacement sont

N du dtbe e dy

it g h—+ 3 k o g
; P O S

(l'}) N P P I‘II -—'(—l-)‘//n—r- jslv
: dw dw , dw

e dov: = h -+ ;1)— k+ s I

Imaginons, par le point M, des axes paralleles & OX,
OY, OZ; par rapport a ces axes, les coordonnées de N
sont &, k, L avant le déplacement; apres le déplacement,
ces coordonnées deviennent

KA=h+u—u,
(14) K=k+ v—p,

U'=1+w—w,

c'est-a-dire, d’aprés les formules (13),

A= (1 -+ {@) h o+ 5{? k + dul

(I.I‘ ([, {[; ?
P geY o idy
£15) A,,._%l¢+<l+$>A+$l,
. dw LR dw
I—Eh*;— ;[_;’ /L"‘— (\]+ z)[.
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Ces expressions sont linéaires en %, £, [; par suite,
les points N situés, dans le voisinage de M, sur une
surface F (%, k, [)= o, seront aprés le déplacement sur
une surface du méme degré. Ainsi, les points d’une
sphére viendront sur un ellipsoide; les points d’un plan
sur un plan; de méme, les points qui étaient sur une
droite restent sur une droite.

17. Dans ce qui suit, nous considérerons exclusive-
ment des déplacements tels que les différences 2'— £,
K —k, I' — [ soient trés petites par rapport a h, k, L.
Dans cette hypothése, les neuf dérivées partielles qui
entrent dans les formules (13) et (15) ont des valeurs
trés petites que nous traiterons comme des infiniment
petits. Nous désignerons par ¢ la variation trés petite
qu’éprouve une quantité quelconque par suite du dé-
placement et nous traiterons les 6 comme des différen-
tielles.

18. Décomposition du déplacement. — Les formules
(13) montrent que le déplacement d’un élément entou-
rant le point M est déterminé par les valeurs que pré-
sentent en ce point les neuf dérivées partielles de u,
¢, W par rapport a x, y, z.

On peut substituer a ces dérivées neuf nouveaux coef-
ficients dont I'interprétation géométrique est plus com-
mode ; en posant

du dv : dw
a5t = — aA; = —
= e e

dw do du dw dy du
= —— 4 — 20p = —— -+ = 2 2by = — - -
0 ay - ds 30y dz dz L dz sy d)f’
_dw dy Aeinay ',[E i de du
\ = dy T da s Bt PR ~L R b el
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(70)

les expressions (13 ) peuvent s’écrire

W=u-+pyl —psk+ah—+ bk + byl,
(a77) V=90 +psh—pil +~bsh -+ ayk + by,
? W =w -+ prhk—pih-+byh+ bk + asl.

On en conclut que le déplacement («/, ¢/, &) du
point N s’obtient en composant :

1° Le déplacement (u, ¢, w);

2° Le déplacement dont les composantes sont

‘ uy = pyl — p3k,
vy = psh — p,
wi=p1k—pah;

(18)

3° Le déplacement dont les composantes sont

Us=ayh + bzk + by l,
(19) vo=bgh + ask + b, 1,
we=byh + by k +ayl.

Le premier de ces déplacements composants est iden-
tique au déplacement du point M.

Le deuxiéme est une rotation, aux composantes an-
gulaires (py, p2y ps) autour d’un axe passant par le
point M.

Le troisieme peut se représenter comme il suit.

19. Soit la série des surfaces homothétiques ayant
pour équation

(20) a1 &2+ asy2+ azz2+2b,yz + 20352 + 2bzzy = A.

Supposons le centre au point M et considérons celle
de ces surfaces qui passe par le point N, ce qui déter-
mine A par la condition

(21) a2+ ayk2+ az 2+ 26kl + 2bylh + 203 hk = ).
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(1)
D’aprés les valeurs (19), le plan tangent a cette sur-
face au point N a pour équation

(22) UsZ + O + We3 =)

Par suite, le déplacement (uy, ¢2, w,) du point N est
normal a la surface qui passe par ce point. De plus, si
I'on désigne par & la grandeur de ce déplacement et
par w la perpendiculaire abaissée du point M sur le

plan tangent, on a
A

{0 B B e s e e e
/12 )2 )2
yus+ vz +— wj

ol >

d’ou il résulte que la grandeur du déplacement est

donnée par la formule § = =
™

20. En résumé, on peut dire que le déplacement d’un
élément environnant le point M se compose d'une trans-
lation, d’une rotation autour d’un axe et d’une déforma-
tion.

La translation est déterminée par les composantes u,
¢, w du déplacement du point M.

La rotation est déterminée par les quantités py, pa, ps,
que nous appellerons rotations élémentaires.

La déformation est déterminée par les six quantités
a,, as, as, by, by, by, que nous appellerons déforma-
tions élémentaires.

Les rotations et déformations élémentaires sont défi-
nies par les relations (16).

11 est & remarquer que, d’aprés ces relations, les rota
tions disparaissent lorsque «, ¢, & sont les dérivées par
tielles d’une fonction ¢(x, y, z) des coordonnées.

21. Dilatation linéaire. — On appelle dilatation
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linéaire le rapport de I'accroissement d’une longueur a
sa valeur primitive.
Cherchons la variation trés petite de la distance r du
point M au point N dont les coordonnées relatives sont
hy k, L. De la relation 72 = L2+ k? + [2, on tire

ror=hoh+ kdk+ 181
Les relations (14) et (17) donnent

Oh=psl —psk+ ajh+ byk+ byl,
Ok = psh —pyl + byh + ayk + by,
8l = pik —poh+ byh + bk + ayl,

(23)

et 'on a, par suite,
(24) rdr=aih®+ a)k?+ asl2+ 2 by kl+ 2bylh + 2 by hk.

Désignons par a la dilatation linéaire et par «, 3, v
les cosinus directeurs de MN ; on a

et la formule (24) devient
(25) a=a1a?+ a2+ agy?+ 20, By + 28y ya + 25;4f.

Cette formule donne la dilatation linéaire dans la direc-
tion (a, 3, ). La dilatation se réduit aux valeurs a,,
as, ay lorsque la direction (o, 3, y) devient suecessive-

ment paralléle aux axes OX, OY, OZ.

22. Dilatation angulaire. — Soient N,, N, deux
points infiniment voisins de Mj désignons par les lettres
ry hy k, [, aftectées des indices 1 et 2, les distances de
ces points au point M et leurs coordonnées relatives. En
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appelant V 'angle N;MN,, on a

rirgcosV = hyhy+ kiky+ Uy s;
d’ou, par différentiation,

cosVo(ryry) —ryrysinV.38V
RO TN TN R S TSNS TG S

Cette formule se simplifie lorsque I'angle V est droit et,
en ayant égard aux formules (17), il vient alors

— 3 rre. 8V = ayhyhy + asky ks + aglyly + by (ky by + Ui ks)
oy 1)2(11 hy + Iy 12) e ,13(IL| ks + /‘.l Ilg)

ou, en posant — $5V = b et en introduisant les cosinus
directeurs de MN,, MN,,

b=ajaa;+ ’523132“‘ azY1Ys + 1)1(?’1‘{2":‘ '(132)

) 7 bz('{laz—r‘ ayys) —+ 1‘3(“132+31°‘2)~

Cette formule donne la moitié de la diminution
qu’éprouve, par la déformation, I'angle primitivement
droit des deux directions (o, 3¢, v1)s (%2, B2y T2)-

Cette quantité se réduit a by, b, by lorsque les deux
directions dont il s’agit sont successivement. paralléles a

(OY, 0Z), (OZ, 0X), (OX, OY).

23. Dilatations et glissements. — Ces propositions
définissent la signification géométrique des six défor-
mations élémentaires.

Imaginons un parallélépipéde élémentaire dont les
arétes soient paralléles aux axes coordonnés; le dépla-
cement général du systéme transporte ce parallélépipede
en le déformant. Il résulte de ce qui précede que les
quantités a,, a,, a; représentent les dilatations des aré-
tes et que les quantités 26, 2b,, 2b; représentent les
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diminutions des angles, primitivement droits, compris
entre les arétes prises deux a deux.
On appelle fréquemment dilatations les quantités a,,
ay, ay et glissements, ou distorsions, les quantités 2b,,
2 by, 2bg.

24. Surface des dilatations. — Reprenons la formule
(25) qui donne la dilatation linéaire dans une direction
quelconque. Si 'on porte, a partir du point M, dans la
direction (2, {3, v), une longueur MA égale a la valeur
absolue de la dilatation @ et si, le point M étant pris
comme origine, on appelle &, y, z les coordonnées du
point A, on a

@
s

le signe étant -+ ou —, suivant que a est positif ou né-
gatif. En éliminant o, {3, v entre ces équations et I'équa-
tion (25), il vient

(27) @122+ @y ¥+ @332+ 2by ¥z + 2by 30 + 2b3xy =1,
Lol 1 W4 3

de sorte que le lieu du point A est une surface du second
degré. Cette surface est un ellipsoide s’il y a, en tous
sens, ou dilatation ou condensation autour du point M.
S’il y a dilatation dans certaines directions et condensa-
tion dans d’autres, I'ellipsoide est remplacé par deux
hyperboloides conjugués.

25. Dilatations principales. — Si I'on prend pour
axes coordonnés les axes principaux de la surface des di-
latations, les rectangles disparaissent de son équation,
de sorte que l'on a b,=o0, by=o0, by=o0. Donc, en
tout point d’un systeme qui subit une déformation, il
existe trois directions rectangulaires telles que les an-
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gles de ces directions, prises deux a deux, restent droits
apreés la déformation.
Les dilatations, dans ces directions, sont dites princi-

pales.

26. Formules de transformation des déformations
élémentaires. — Quand on change la direction des axes
coordonnés, les déformations élémentaires a,, a,, aj,
by, by, by deviennent a', a,, a}, b\, b,, b;. Pour avoir
les nouvelles valeurs en fonction des anciennes, il suflit
de transformer I’équation (27) de la surface des dilata-
tions par la substitution

=, + agy' + a3z,
- ’ 2] ! o SRt
Y =12+ By -+ Bs 5,

=%+ Y2 + 135

Les coeflicients de I'équation transformée donnent,
pour les nouvelles déformations élémentaires, des ex-
pressions qui ne différent de celles que 'on a obtenues,
au n° 13, pour les (N, T”), que par la substitution de
[ BT RN

Il est a remarquer que les formules que I'on obtient
ainsi donnent la relation

(28) ay + ay + ay = ay+ as + as,

de sorte que la somme des dilatations suivant les axes
est un invariant.

27. Dilatation cubique. — La déformation change le
volume d’un élément environnant le point M. Le rap-
port de I'accroissement de ce volume a sa valeur pimitive
est la dilatation cubique au point M. Tout volume étant
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décomposable en téiraédres, il suffitd’évaluerladilatation
d’un tétraédre.

Considérons avec le point M trois points infiniment
voisins N, N,, N;. Désignons leurs coordonnées rela-
tives par les lettres /4, &, [ aflectées des indices 1, 2, 3.
Le volume du tétraédre dont ces quatre points sont les
sommels est

Py Ry
Vosgine Mo s ol
6 |

hy ks U i

En désignant par (/', ¥, l') les valeurs de (4, k, [) aprés

la déformation, ce volume devient

KORT

Vi R ¥
A0 e S
BwR

En ayant égard aux formules (15) qui expriment
I, K, l'Y en fonction de (&, k, 1), on voit immédiate-
’ b b b ’
ment, par la régle de la multiplication des déterminants,
que V' est le produit de V par le déterminant

| du du du
H -t — o PRRNE
i dr dy dz
e
¥ dx g dy ds
dw dw & fl(_v
dx ;/7 e

On a donc V'== VA, et ]a dilatation cubique 0, égale a
V-V g

—y— est donnée par la formule

(29) 0=A—1.

Cette expression, ne dépendant pas de I'orientation du
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tétraédre, s’étend a un volume quelconque; elle s’ap-
plique & des déplacements quelconques u, ¢, w, sans res-
triction relative a 'ordre de grandeur des neuf dérivées
partielles.
Quand ces dérivées sont trés petites, 'expression
trouvée se réduit a la suivante :

du dv  dw

(30) 0 - ([_1' = (/_)7 - 7[‘:: .

28. Cette derniére formule peut s’établir comme il
suit : soit un élément parallélépipédique, ayant un
sommet au point M, dont les arétes soient dans les direc-
tions des dilatations principales. Désignons par a', ),
)y ces dilatations principales.

Par la déformation, les arétes sont respectivement
multipliées par 1 + @', 1 4 @, 1+ a5 de plus les angles
restent droits. Donc le volume de I’élément est multiplié
par (1+d,) (14 dy) (1 + ), ou par 1 + a|, + @, + da,
en négligeant les quantités treés petites d’un ordre supé-
rieur au premier. Il en résulte que la dilatation cubique
est

0 = a + a + aj.

On a donc, pour un systéme d’axes quelconques,

d’apres la relation (28),

0 = ay+ ay+ as,

ce qui donne la formule (30).

III. — EXPRESSIONS DES TENSIONS DANS UN SYSTEME
ELASTIQUE DEFORME.

29. Expressions des (N, T) en fonction des (a, b).

— Nous appellerons érat naturel d’un systéme matériel
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celui ot il n’existe aucune tension. Si, a partir de cet
état, on déforme le systéme par Papplication de forces
extérieures, les tensions cessent d’¢tre nulles par suite
de la variation des forces intérieures.

L’hypothése fondamentale de la théorie de 'élasticité
consiste a admettre que [’action mutuelle de deux
points matériels devient insensible dés que la distance
de ces points dépasse une limite tres petite.

Par suite de cette hypothese, la valeur que la tension,
sur un plan quelconque, en un point quelconque M,
acquiert aprés le déplacement de ce point, dépend uni-
quement de la déformation subie par la portion du sys-
téme comprise dans un volume trés petit autour du point
que on considére. Or nous avons vu que la déformation
de cet élément est complétement déterminée par les va-
leurs que présentent au point M, par suite de son dé-
placement, les six déformations élémentaires (a, b); done
les (N, T') sont des fonctions des (a, b).

Supposons que ces fonctions puissent étre représentées
par la série de Maclaurin et ne conservons, a cause de
la petitesse des variables, que les termes du premier
ordre. En remarquant en outre que, dans I'état naturel,
les tensions sont nulles avec les déformations, on est
conduit a ce résultat : lorsqu'un systéeme élastique
subit une petite déformation a partir de son état na-
turel, les siz composantes (N, T) sont des fonctions
linéaires et homogeénes des six déformations élémen-
taires (a, b).

30. Les coeflicients de ces fonclions, au nombre total
de 36, dépendent de la constitution du systéme, autour
du point M, avant la déformation. Ils peuvent étre, si
celte constitution est variable d’un point & un autre, des
fonctions des coordonnées x, ), z de ce point. lls se ré-
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duisent a des constantes si, comme nous le supposerons
dans ce qui suit, le systéme est homogéne.
Nous écrirons comme il suit les valeurs des (N, T') :

N = 9(ay, as, a;, by, by, by),

(31)
X = \‘{(a]w Az, A3, bls b27 b3)'

en nous rappelant que les caractéristiques @ et §, que
. ]
nous aftecterons successivement des indices 1, 2, 3, re-
présentent des fonctions linéaires et homogénes.
Le nombre des coeflicients se réduit beaucoup, lorsque
le systéme posséde, dans son état naturel, certains élé-
ments de symétrie.

31. Principe de la réduction. — Supposons que le
systéme présente, dans son état naturel, la méme dispo-
sition par rapport a deux systémes distincts d’axes coor-
donnés (S) et (5). Il est évident que, relativement a
(8), les expressions des (N, 1) en (a/, ') doivent étre
les mémes que celles des (N, T) en (a, b), relativement
a(S).

Pour exprimer les conditions que cette identité de
forme des fonctions impose aux variables dont elles dé-
pendent, on opére commie il suit :

1° On exprime les (N, T") en fonction des (N, T') par
les formules de transformation du n° 15.

2° Dans les expressions ainsi obtenues, on substitue
aux (N, T') leurs valeurs (31);

3° On remplace enfin les (@, b) par leurs valeurs en
fonction des (@, &') en se servant des formules de trans-
formation du n°® 26.

Les expressions fournies par ces trois opérations doi-
vent se confondre, quand on supprime les accents, avec
les formules (31) qui donnent les (N, T') en fonction

des (a, b).
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Nous allons appliquer cette méthode a quelques cas
particuliers.

31. Plan de symétrie. — Supposons d’abord que,
dans I’état naturel, le systeme soit distribué symétrique-
ment, autour d'un point quelconque M, par rapport a
un plan mené par ce point dans une orientation déter-
minée. Prenons I'axe des z perpendiculaire 4 ce plan;
puis, conservant les axes OY, OZ, remplacons I'axe OX
par son prolongement. Les relations qui lient les (N, T")
aux (N, T') deviennent

Ny=N;, Ny=N,,  Np=N,
Tty Tis ol Rl

On a de méme, entre les (a, b) etles (a', 8'), les re-

lations
Qieiay Qs =ills Q=04

By='8), By=—1byy . by=—b).

Donc les relations (31) doivent rester les mémes
quand on y change a la fois les signes de Ty, Ty; b, by.
Il faut, en conséquence, que les coeflicients de b,, by

) 1 RS )
soient nuls dans Ny, Ny, Ny, T et que les coeflicients de
a,, as, as, b, soient nuls dans T, T.

On a ainsi les formules suivantes, qui sont a vingt

coeflicients,
{ Ni=91(ay, as, as, by), Ty = Yy (ay, @, as, by),
(32) Ny = ¢a(ay, as, as, by ), Ty= $s( by, b3),

Ny= ‘?3(a17f’2w03ybl)~ T3 = $3(bs, b3).

32. Trois plans de symétrie. — S’il y a, au méme
point M, un second plan de symétrie perpendiculaire a
OY, les équations (32) doivent rester les mémes quand
on y change a la fois les signes de T,, Ty; b,, b;. Cela
montre qu’il y a alors nécessairement un troisiéme plan
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de symétrie perpendiculaire a OZ, et les formules se
réduisent aux suivantes, qui renferment douze coefli-
cients,
‘ Nl:({:’l<alaa2a @), Ty = kb,
(33) ) (2:?2(01’0-2, as), Ty = hg by,

N3 = "?3(611,“27“3)» Ty = h3b;,

Iyy hoy Dy désignant des constantes.

On voit que les composantes T, Ty, Ty s’annulent
avec by, by, byjil en résulte que, dans ce cas, les direc-
tions des tensions principales se confondent avec celles
des dilatations principales.

32. Isotropie. — Pour un systéme isotrope, les re-
lations (31) doivent se transformer en elles-mémes
lorsqu’on substitue aux axes coordonnés tout autre sys-
teme d’axes rectangulaires. Pour simplifier le calcul des
conditions qui en résultent, nous attribuerons d’abord
aux nouveaux axes certaines directions particuliéres, en
remarquant de plus que les équations (33) doivent déja
comprendre, en particulier, celles qui sont relatives a
Iisotropie.

33. Supposons d’abord que I'on permute circulaire-
meut les axes OX, OY, OZ. Ce changement d’axes pro-
duit les substitutions

Ns; i Naa Ny By Ty, Ty ay, as, ay, by, by, by

(Nu N, N3, Ty, T, T3> <a,. as, as, by, by, bs)
:
et les équations (33) doivent alors rester les mémes.
Il en résulte d’abord que les trois constantes /oy, ha,
hs ont une méme valeur /%, ensuite que Ny, N3 se dé-
duisent de N en y permutant circulairement les varia-
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bles; de sorte que 'on a
Ny = o(a, a3, a3), Ty = hby,
(34) Ny = o(a, a3, ay), Cily = b

N; = o(as, ay, as), hs=—"hl;.

33. Supposons maintenant que, conservant I’axe OX,
on permute les axes OY, OZ, ce qui change a,, a; en
ag, as. La valeur de N, devant rester la méme, la fonc-
tion @ doit étre symétrique en a,, ay; elle est donc de la

forme
Aa,+ B(ay+ ay),

ce que ’on peut écrire

B(ay+ as+ a3)+(A —B)a,
ou bien
M+ 2pay,
en désignant par § la dilatation cubique et par %, . deux
constantes. Les formules (34) deviennent ainsi

( Ni= A0 + 2pay, Ty= kb,
(35) No= A0 +2pa,, T — fibha;
2 N3 = );0 —2Mnas, T3 — Ilb3.

34. Supposons enfin que I'on fasse un changement
quelconque d’axes coordonnés; on doit trouver les
mémes formes (35) et les mémes coeflicients pour les
(N, T') en fonction des (a', 0'); par exemple, on doit
avoir

(36) N, = A0 +2pal.

Or, en désignant par o, 3, v, les cosinus des angles

que OX! fait avec OX, OY, OZ, on a (n° 15)

N, = Ny ai+ Ny B3 + Nyy?

3~ s
(37) + 2Ty Brys+ 2Ty ay+ 2T5e4 By
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et 'on a aussi (n° 26)

I — 1 (2 2
ay = araf+ ay i + asy}
+2b1B1y1+2byy12+ 2639, By

(38)

Cela posé, sil’on porte les valeurs (35) dans 'expres-
sion (37), on trouve

"=M+2p(aial+ a B+ asv})

+ 2h(by Byy1+ bayy o+ byay By),
ou bien, d’aprés la relation (38),
Ny=M-+2pa) +2(h—2p)(bBi1v1+ bayi0y—+ b3y By).

Donc, pour que cette valeur se réduise a 'expression
(36), il faut que l'on ait A — 2y = o. Le calcul des
autres (N, T") conduit au méme résultat.

= ; : : :
35. En résumé, dans le cas des systémes homogénes

et isotropes, on obtient, pour les (N, T), les valeurs

suivantes, renfermant deux cocflicients constants A, 1,

Ny =20 +-2p.ay, =0y,
(39) No= M +2pa,, s —511b,;
[ N3= A0 + 2p.as; Ty= 2 1b;.

La méthode qui a conduit a ce résultat repose sur les
principes employés par Lamé dans ses Lecons sur la
théorie mathématique de Uélasticité des corps solides
(1856). Les expressions des tensions dans les milicux
isotropes déformés ont été données pour la premiére fois
par Cauchy (1827), en calculant directement la résul-
tante des forces intérieures considérées comme fonctions
des distances des points entre lesquels elles s’exercent.
Cette autre méthode, qui permet de supposer que I'état
primitif ne soit pas ce que nous avons appelé un érat
naturel, conduit a admettre que, lorsque la déformation
a lieu a partir de cet état naturel, on a %= 1, de sorte

5 3
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ue les formules sont 4 un scul coeflicient; mais ce
q 5
point est encore l'objet de controverses.

36. Lzpressionsdes (N,T) en fonction des déplace-
ments u, ¢, w. — En remplacant dans les expressions
(39) les déformations élémentaires (@, &) par leurs va-
leurs (16) dun® 18, il vient

TR ., du o dw  dv
M=M-aZ  T=w(F+E)
" dy du dw
4 = A0 + —— 9= s et
(40) Ny = A0 251-([.}/7 Fe—in (d;.' +(/.1'>’
N dw dy du\
vt TenlgEe )

et I'on a, dans ces formules,

du dy dw

4 TEE —_— .
(41) O_d.r+({}'+(lz

Ces valeurs des (N, T') se rapportent a la position du
point M apres son déplacement, c’est-i-dire au point
dont les coordonnées sont & + w, ¥ -+ v, z -+ w; mais,
quand le déplacement est trés petit, on peut, comme
nous le ferons dans les calculs qui suivent, rapporter les
composantes des tensions au point (x, y, 7).

IV. — EquATiONs DE L'EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT
INTERIEUR POUR LES SYSTEMES ISOTROPES.

37. Equations indéfinies. — Les six fonctions
(N, T) doivent vérifier les trois équations (5) du n° 9;
dans ces équations, les quantités X, Y,, Z, représen-
tent, rapportées a l'unité de masse, les forces exté-
rieures qui sollicitent le point M et clles comprennent,
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si le syslé;nc se déforme ou vibre, lesforces d’inertie
qui ont alors pour valeurs — L’f!f, —- di: il En
dt? dt? dt?
dégageant les forces d'inertie et représentant encore par
Xo, Yo, Zy les composantes des forces extérieures qui
agissent sur la masse du point M, les équations (5) de-

viennent

dN, dT; dT, & d2u

‘ w i bl S » (ke lr

dT; dNy dT, d?p

4 o —_—  —— 0 Bl ARt
(42) { dx dy dsz g de’
( dT, dT, dN, 2T b d?w
e iRty inate Pl T T

o étant la densité du systéme au point M.
En substituant les valeurs (40) et en ayant égard a
Pexpression (41) de 0, on obtient les trois équations

suivantes :

()\—Q—»p)i()—%—[l(d;" i _f_f[_'zi')_r_gx e
dz dz* dy? dz? FF A T

db dze dp dze dxe
(O\_FP')@ﬁ—l <¢Zr—2+d)/2 +dz=> VLt it >

db d?w dxw (12 w o d?w
—;';—l-ll Aot —f—"—{;z‘-—f— 7<) + Loy =p0 ——°

L’expression dillérentielle

d2F e diE -
dz? e

Q,
>
5|

RS
@
1

v

est ce que Lamé a appelé le parametre différentiel
du second ordre dela fonction IY. Nous représenterons
ce paramétre par AF, en posant symboliquement

> d? >

A=t g T I
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et les équations (43) prennent ainsi la forme simple

< ay £ d2u
()\—+—p.)(—[;—r—p..&u -1—9}\0:97!_2.,

dh : 20

(41) (()\"F[J.)Z;—i—{lﬁv +PYU:P%U"-”
db d2w
‘()k—‘rp.);l:—r (LAW»:-F,ZO:‘;.TH_.

Ces équations, dites indéfinies, sont applicables, in-
distinctement, a tous les points du systéeme.

38. E(/umion.c définies. — En général, des eflorts
extérieurs donnés agissent sur la surface du systeme
que I'on considere. 1l en résulte denouvelles équations
qui doivent étre satisfaites aux limites du corps, c’est-
a-dire sur la surface sculement. On obtient ces nou-
velles équations, dites équations définies on équations
a la surface, en dcrivant que, pour un point quel-
conque de la surface limite, I'effort extérieur s’exercant
sur un élément plan de cette surface a la méme gran-
deur et la méme direction que la tension correspon-
dante.

Soient, pour un point quelconque (x,y, z) de la
surface limite,

I Veflort extérieur par unité de surface ;
1, m, nles cosinus directeurs de la force I';
o, b, y les cosinus directeurs de la normale extérieure a

la surface;
X, Y, Zles composantes de la tension.

Les équations a la surface sont

i =% i =Yy R =
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ou bicn, en remplacant X, Y, Z par les valeurs (7) du
n° 10,
Fl =Nja+ T8+ T,y,
Fm = Tia+ Nof + Ty,
Fn = Tya+ T8 + Nsy.

Les premiers membres de ces équations, ainsi que «,
B, v, doivent étre considérés comme des fonctions don-
nées de x, y, z. En remplacant les (N, T') par leurs va-
leurs en fonction des u, ¢, w, spécialement par les va-
leurs (40) dans le cas des milieux isotropes, on a trois
équations auxquelles doivent satisfaire sur la surface
limite les déplacements u, v, w, fonctions de x,y, z, t.

Les mémes fonctions doivent satisfaire, dans toute
I'étendue du milien, aux équations indéfinies (44).

39. E{/uilibre d’élasticité. — Quand il s’agit de
Péquilibre, les fonctions «, v, w sont indépendantes du
temps et les seconds membres des équations (44) sont
égaux a zéro.

Si l'on suppose de plus que les seules forces exté-
rieures sont celles qui s’exercent sur la surface du mi-
lieu, les quantités X,, Y,, Z, disparaissent des équa-
tions (44) qui se réduisent aux suivantes :

()\—|—g1)g£ + pAu = o,
10
46 A+ L—*—uAv =
(§
)\—'T—J.Q—G—U.A‘V:O.
el o o Sihent.

On a ainsi trois équations différentielles auxquelles
satisfont les déplacements u, v,

)

w fonctions de x, y,
et il s’agit de trouver des solutions de ces équations
telles que les équations a la surface (45) soient égale-
ment satisfaites.
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40. Cas particulier. — Supposons que les déplace-
ments soient les dérivées partielles d’une fonction des
coordonnées

2 do _do g do
Tedw i) (l_}/’ Tids
On en tire
a2 12 12
g B, A e
dz? dy? dz? ¥
et, par suite,
do d b
A= =% =t N == .
¢ dz dx ? dr

On a donc, dans ce cas particulier,

10 {i] db
Au:-(—, A‘):i’ Aw = —
dxz dy ds

et, en supposant A + 2 p différent de zéro, les équations
(46) se réduisent aux suivantes

) b R0

‘d_‘r:()’ = 0.

0 — =
dy : dsz

Pour qu’elles soient satisfaites, il faut et il suflit que
ladilatation cubique soit constante dans toute I’étendue
du systeme déformé.

V. — ExEmMPLES D EQUILIBRE.

a. — Compression normale et uniforme.

41. Soit un systéeme élastique soumis, sur toute sa
surface, a une pression normale et uniforme P. La di-
rection (/, m, n) de cette pression étant opposée a la di-
rection (2, 3, v) de la normale extéricure, les équations
définies (45) deviennent

‘_pzlea-%T:;;@"*‘T?Y'
| —PB=TyatrNp+Ty,
(_p.{ = Tya + T; B + N3v.
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Suapposons maintenant que, 'origine des coordonnées
restant fixe, les déplacements u, v, w soient représentés
par les valeurs

(48) u=—axz, v=—ay, w=—as,
a étant un coeflicient a déterminer.

Par ces valeurs, les équations indéfinies (46) sont
évidemment satisfaites; les T sont nuls et les N se ré-
duisent a

(3% + 2p). Done, pour satisfaire aux équa-
tions (47), il suffit de prendre
P
A —= ————o
3A+oap
Les déplacements (48) satisfont alors a toutes les
conditions de I'équilibre d’¢lasticité.

b. — Extension longitudinale d’un prisme.

42. Considérons un solide prismatique dont les arétes
soient paralléles a4 OZ : soit I la traction, rapportée a
I'unité de surface, qui agit sur chacune de ses bases.
Nous allons vérifier que, dans I’équilibre d’élasticité, les
déplacements peuvent étre représentés par les valeurs
{“9) u——anr, pi=—ay, W==cZz,

a et ¢ étant des constantes convenablement détermi-
nées.

En eflet, ces valeurs vérifient d’abord les équations
(46); de plus, d’aprés les formules (40), elles donnent,
pour les T, des valeurs nulles et, pour les N, des valeurs
constantes dans toute I'étendue du milieu

Ni=Ny=(c—2a) —aap,

Ns=(c— 2a)\k + ac .

Or Ny, N, sont nuls a la surface latéraledu prisme et Ny
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est égal a 1Y sur les bases; on a donc les équations

he—2(A+p)a=

I
=

(A+2p)c—2)ra=F,

d’ou Pon tire

A A
e W
5 AT 5 mlo B g
(5% > 3A+2p X 2 3 +2p

Avec ces valeurs, les déplacements (49) satisfont a toutes
les conditions d’équilibre.

c. — Equilibre d’une couche sphérique.

43. Soit un solide homogéne et isotrope limité par
deux spheres concentriques. Ce solide est soumis, sur
chacune des surfaces sphériques, a une pression normale
el uniforme; on se propose de déterminer I'état d’équi-
libre.

Placant 'origine au centre de figure, considérons un
point quelconque Mj désignons par z, y, z ses coor-
données dans I'état naturel et par 7 sa distance a I'origine,
de sorte que

(51) ri— N v S gt

Les forces appliquées au solide sont évidemment telles
que, par suite de la déformation, le point M se déplace
sur le rayon mené de 'origine a sa position primitive
et la grandeur du déplacement ¢ est la méme pour tous
les points primitivement situés a Ja méme distance de
Iorigine. On a donc

(Ha)) e

{

|

i
o l‘tt

e étant une fonction de 7 & déterminer.
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4%. Remarquons d’abord que ces valeurs de u, v, w
sont les dérivées partielles d'une fonction ¢ de x, y, 7.
On a, en elfet,
mdr—}—ydy+;d;'

udr +vdy +wds=-¢ ;

Or la relation (51) donne
z dr +y dy + zdz = rdr,
donc I'expression précédente est égale a = dr et elle est,
par suite, la diflérentielle totale de la fonction
(53) o = fedr.

Il en résulte (n° 40) que, pour satisfaire aux équations
indéfinies de I'équilibre, il suffit d’exprimer que la dila-
tation cubique est constante. Or on déduit des va-
leurs (52)

de = x2de r*—xY
Ae T A A e
dy 2 d= rz—y?
(54) =L+ 5L,
dy r2 dr r3
dw z2de . r2—z?
et T SR
11 en résulte
dz €
55 LT et
S dr r’
et l'on a, par conséquent, en désignant par ¢ une con-
stante,’
dz 3
56 — +2-=73c¢.
$98) dre. o7

L’intégrale générale de cette équation est
57 e=cr+ —»

b étant une nouvelle constante arbitraire.
Par cette valeur de ¢, les déplacements (52) satisfont
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(42)
aux équations indéfinies; nous allons maintenant déter-
miner b et ¢, de maniére & satisfaire aux équations dé-

finies.

45. Substituant a cet effet les valeurs (52) dans les
expressions (40) des N, T, il vient

v N1:3)\r‘vt—‘2u.("]:{[ja~ T]‘.2u"’:<(—i—s—s»)q
S Nery dr O T Ty
No=3Ac+2p Vi (-]—: S Ty=2u o2 (_ls L i),
fossn TN rMgr b Vipt\ dpian
_ 22 de m}/(da o
S o e i A sy
Sl Snsln ety r* \dr l')

On simplifie I’étude des tensions autour d’un point
en faisant passer par ce point I'axe des x; on a ainsi
Z = r, 9 =0, z = o0 et les valeurs (58) donnent

de

g S
h,__?)/\c—i—zytd,‘,

: ; €
11\2: N3: 3)\C~‘r—2{.’.;'

Les composantes tangentielles étant nulles, on voit que
les tensions N,, Ny, N sont principales; la condition
N, = N montre que Pellipsoide des tensions est de ré-
volution autour du rayon mené du centre au point
considéré.

En remplacant enfin ¢ par sa valeur (37), les ex-
pressions des tensions N deviennent

( 5 fub
s N,,—ri/.—r—-).;uc—ﬂ—{,
i
(59) ‘ P
: 2.0
( Ne=Nz=(3A+2p)c—+ / .

Désignons maintenant par r, 7, les rayons des surfaces
sphériques qui limitent intéricurement et extéricure-
ment le solide et par Py, Py les pressions qui s’exercent
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normalement et uniformément sur ces surfaces; en ex-
primant que N, se réduit & — P, sur la surface intérieure

et a —P, sur la surface extérieure, on a deux équations

4 1
‘ (8 +apje—tb2 —_p,
(60) ) /"01)
( (.})\4—2{\1)0—'7‘:;,.:_[)1,
2 1

qui déterminent b, ¢, et, par les valeurs que 'on obtient

ainsi, toutes les conditions d’équilibre sont satisfaites.
On tire des équations (60o)

riPo— ri P,

- =9
(BA—+o2p)(ri—ry)

< (Po—P;

4u(ri—ri)

{ibr)e = b

et, en portant ces valeurs dans les formules (57) et
(59), on obtient la solution compléte du probléme.

d. — Equilibre d’une couche cylindrigue.

46. Soit un solide homogene et isotrope limité par
deux cylindres de révolution concentriques et par deux
plans perpendiculaires aux arétes. Ce solide est soumis,
sur chacune des surfaces cylindriques, a une pression
normale et uniforme, et sur chacune des bases a une
traction paralléle aux arétes; on se propose de déter-
miner ’état d’équilibre.

Placant I'origine au centre de figure, prenons laxe
OZ paralléle aux arétes; soient, dans I'état naturel, x,
¥, z les coordonnées d'un point M du solide et r la
distance de ce point a 'axe OZ, de sorte que

(62) P2 g0,

Par suite de la déformation, le point M se déplace évi-
demment dans le plan méridien passant par sa position

primitive, et I'on peut décomposer son déplacement en
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deux : I'un ¢ sunivant la direction de la distance r,
Iautre w paralléle aux arétes.
Nous supposerons que ¢ ne dépend que de », et que w
est proportionnel a z. Posant, en conséquence,

(63) u:z%, (%

Il
(0]

s

) w=7cC23,

nous allons vérifier que I'on satisfait a toutes les condi-
tions de I'équilibre par des valeurs convenables de la
fonction ¢ et de la constante c.

47. Les valeurs (63) donnent d’abord

xdr+y dy 4
T +czds,

wdr +vdy +~wds=c¢
et 'on a, par la relation (62),
rxdx+ydy=rdr.
Il en résulte que Pexpression précédente est égale a

edr + cz®, et qu’elle est par suite la différentielle totale
de la fonction

(64) (_ozfsa’r—*—éc;?.

Les valeurs (63) des déplacements sont donc les dé-
rivées particlles de la fonction ¢ et il suffit, pour satis-
faire aux équations indéfinies de I’équilibre, d’exprimer
que la dilatation cubique est constante. Or on déduit
des valeurs (63)

dut ot de y2
—— = — = 4 ¢
dr 7t dr r3
1y 2 de z2
(65) el 1_, L 7; e
0y A S e
dw ¥
% i s
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Il en résulte
d=

(66) 0=

+c,

b B

ct, par suite, en désignant par a une constante, on peut
écrire

dz

(.‘" — - ,
(67) o s 2a

Slo

L’intégrale générale de cette équation est
b

(68) e=ar—+ —
=

et, en adoptant cette valeur, les déplacements satisfont
aux équations indéfinies, quelles que soient les con-
stantes arbitraires a, b, ¢; nous allons déterminer ces
constantes de maniére a satisfaire aux équations définies
ou conditions a la surface.

48. Substituons les valeurs (63) dans les expres-
sions (40) des (N, T). En remarquant que, d’aprés les

relations (66) et (67), on a

0=2a+c,
on trouve

72 dr r3
y2 de

ke e
r: dr rd

2 d: 2

N1=)\(za+c)+2p<x s —i—'La), Ty = o,

(69) ({ Ng= A(2a + c)+2p(
N;=A(2a +¢)+ apc Ty=op—

Pour simplifier I'étude des tensions autour d’un point,
faisons passer par ce point le plan XOZj; on a alors

r=r =0,
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et les valeurs ci-dessus deviennent

dz
N1:)\<2d+0)+2"i(7;) T1:07
Nzi)\(p,aﬁ—c)—l—zué, Te=o,
N3y= A(2a +c)+apec, T;=o.

Les composantes tangentielles élant nulles, les tensions

Ny, Na, N3 sont principales. En remplagant ¢ par sa va-

leur (68), les expressions de ces tensions peuvent s’é-
) L

crire

; X 2u.b

Ni=a2(hA+p)a+ he— ——,

70 k g 21.b

it Ne=2(A+p)a+ e+ =,
7

Ny=2ka+ (A +2p)c.

Désignons maintenant par ry, 7, les rayons des sur-
faces cylindriques qui limitent intéricurement et exté-
ricurement le solide, et par Py, P, les pressions qui
s’exercent normalement et uniformément sur ces sur-
faces; soit enfin I’ la traction appliquée sur I'unité de
surface de chacune des deux bases. En exprimant que

I :

on a:
1° Sur la surface cylindrique intérieure, Ny == —Py;
2° Sur la surface cylindrique extérieure, Ny == — P,

3° Sur la base, Ny = I, on a trois équations

fla 2u.b
2(h+p)a+diec— —~—— =—P,,

re

s i 20.b
s 2(A+p)a+Aiec — —— =—Py,

2ha+ (A +2p)e=F,

qui déterminent a, b, ¢, et, par les valeurs que I'on ob-
tient ainsi, toutes les conditions d’équilibre sont satis-
faites.
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La premicre et la deuxiéme des équations (71) don-
nent d’abord
‘ 2(A+p)a+Are= ,—‘2'—[)?— 'T: £
(72) g il
( b:(r’o—Px)f{iﬁ

2u(ri—r3)

T TR

et ces relations donnent les valeurs définitives de Ny,
N,. Enfin la troisi¢éme équation (71) et la premiére (72)
donnent « et ¢, de sorte qu’on ale systeme de valeurs

fe et A+op i s 0 Py F
20(3X +2p) ri—ri 20 (3h +2wp) '’
) LR Polriri
el e s e R
2 - 7 e A
A A+ S A 1'_;':’,_[?0——— riP; :
EoAs = 2l RIA+20) ri—rd
qui donne la solution compleéte du probléme.
VI. — MouvEMENTS INTERIEURS DES SYSTEMES ISOTROPES.
49. E{]ual[ons des mouyvements intéricurs. — Consi-

dérons un systéme élastique homogéne, isotrope, sous-
trait a toute force extérieure et indéfini dans tous les
sens; supposons que les points de ce systéme, ayant été
dépla'cés, soient abandonnés avec des vitesses initiales a
I’action des forces intérieures. Le milieu se mettra en
mouvement, et, si 'on désigne par u, ¢, w les projec-
tions du déplacement du point dont les coordonnées
étaient a, y, z dans I'état d’équilibre, ces projections
devront étre considérées comme des fonctions de ax,
¥, z et du temps £.

Ces fonctions satisfont aux équations (44) qui, en
faisant abstraction des forces extéricures X,, Yq, Z,
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deviennent
db d>u
()\+p)d—$+‘uAu_V T
d?y
(74) { Aﬂwd P =pers
(A + p)—— + pAw = o
dz 3 dt

Le probléme général des mouvements vibratoires con-
siste a trouver des fonctions w, ¢, v salisfaisant a ces
trois équations aux dérivées partielles du second ordre,
et telles que leurs valeurs initiales, ainsi que celles de
leurs dérivées 22 ) ﬁ, s

dti dts e
des coordonnées x, y, z.

, soient des fonctions données

Nous mnous bornerons a montrer, par un exemple
simple, comment on peut, a I'aide des équations (74),
étudier les propriéiés de mouvements particuliers pour
lesquels on connait @ priori la forme des fonctions qui
représentent les déplacements.

50. Mouyvements simples. — On appelle mouvement
simple ou mouvement par ondes planes tout mouvement
dans lequel les déplacements sont de la forme

‘ u=pcos(axr + by +czs—st+9),
(75) t

v=gcos(axr+ by +cs—st+ ¢),
w=rcos(ax+dy+cs—st+¢),

Pyqs s @y b, ¢; 5, @ désignant des constantes.

Examinons d’abord les propriétés générales de ces
mouvements que l'on a a considérer dans un grand
nombre de théories physiques.

51. Les formules (75) montrent d’abord que I'on a

constamment
14 4 w
= = -

P q 7
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de sorte que, pour un point quelconque, le mouvement
est rectiligne.

Désignons par p la distance du point (X,.00, 2 }vau
plan, passant par lorigine, représenté par I'équation

(76) S e S L L P
En posant

(79) h?= a?+ b2+ c2,

hp=ax+ by +caz,

et les formules (75) peuvent s’écrire

(78)

5

0= qcos(hp—st—+«

( u=pcos(hp—st+ o),
r ¢
\ w = rcos(hp — st+ o),
On en conclut que tous les points situés a la méme
distance du plan représenté par I’équation (76) sont, au .
méme instant, déplacés de la méme maniére: de la la

dénomination de mouvements par ondes planes donnée
aux mouvements dont il s’agit.

52. Pour une valeur donnée de ¢, les déplacements
u, v, w prennent les mémes valeurs lorsque o s’accroit
d’une quantité /, telle que 2/ = a=; cette quantité, dé-
- terminée par la relation

(79) Ani

représente ce que 1'on appelle la longueur d’ondula-
tion. ;

Pour une valeur donnée de ¢, les déplacements u, ¢,
w prennent les mémes valeurs lorsque ¢ s’accroit d’une

S. i
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quantité <, telle que s = =2mx; cette quantité, déterminée

par la relation

(80) T==—)

représente ce que on appelle la durée de la vibra-
tion.

Enfin, les valeurs des déplacements restent les mémes
si I'on fait croitré ¢ de At et p de Ap, pourvu que 'on

suppose
(81) hAp—s At =o,
par conséquent
Ap
— =w,
At
la valeur de w étant
s 7
82 3) e ki
(82) - h T

La quantité v, déterminée par la relation (82), repré-
sente la vitesse de propagation.

53. Mouvements simples compatibles. — Cherchons
maintenant les conditions auxquelles doivent satisfaire
les déplacements d’un mouvement simple pour que ce
mouvement puisse se propager dans un milieu isotrope
donné, c’est-a-dire soit compatible avec la constitution
de ce milieu.

Les expressions (75 ) doivent alors satisfaire aux équa-
tions (74); si 'on pose, pour simplifier,

ar +by +czs—st+o=1,

les valeurs (78) donnent
db

0 =—(ap + bg + cr)siny, 3 a(ap + bg +cr) cosy,
d2u
o e Sl J
Au=— h%p cos, i s2p cos,
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et la substitution de ces valeurs, dans la premiére des
équations (74), donne, en supprimant le facteur com-
mun cos?, la premiére des équations

(A+ p)a(ap + bq + cr)+(ph2—ps?) p = o,

(83) § (A+p)b(ap + bg + cr)-+(ph*—ps?)g = o,
(A+p)e(ap +bg +cr)+(ph2—ps?)r=o,

les deux autres résultant de la substitution des valeurs

(75), faite de la méme maniere, dans la seconde, puis
dans la troisiéme des équations (74).

5%. Sil'on ajoute les trois équations (83), respecti-
vement multipliées par a, b, ¢, on trouve
(84) (ap +bg +cr)[(h +2p)h>— ps?]=o.

Il faut donc que I'on ait, ou (A+2p)h*—ps*=o,

ou ap + bg + cr=o.

55. Vibrations longitudinales. — Dans le premier

cas, la relation
(A+2p)h2—ps2=o0

. . S
donne, pour la vitesse de propagation v = -,
A+ 2
(85) (u:\/;i‘f.
De plus, puisque p./i2 — p5*=—(% + 1) h*, les équa-

tions (83) donnent

(86) B g Piais by

R

Or p, ¢, r sont proportionnels a u, v, w3 a, b, ¢ sont
proportionnels aux cosinus directeurs de la normale au
plan fixe représenté par I’équation (61); done les rela-
tions (86) expriment que la vibration est perpendicu-
laire au plan de Uonde.
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Les vibrations simples, normales 4 I'onde plane, se
propageant avec la vitesse (85), sont dites longitudi-
nales.

56. Fibrationstransversales. — Dans le second cas,
I’équation ap + bg + cr = o exprime que la vibration
seffectue dans le méme plan de l'onde ; de plus, les
relations (83) se réduisent a

pht—ps?=o,

ce qui donne, pour la vitesse de propagation,

(87) :\/L

La dilatation cubique, donnée par la formule
6 =—(ap + bg + cr)cos, est égale i zéro, de sorte
que le mouvement a lieu sans que la densité du milien
soit altérée.

Les vibrations simples, paralléles 4 I'onde plane, se
propageant avec la vitesse (87), sont dites transver-
sales.

57. En résumé, les mouvements simples qui peuvent
se propager dans un milieu homogéne et isotrope ap-
partiennent nécessairement a 'un des deux systémes de
vibrations, longitudinales ou transversales. Les vitesses
de propagation, différentes pour les deux systemes, ont,
pour chaque systeme, une valeur déterminée restant
la méme quelles que soient les durées et les amplitudes
des vibrations propagées. Enfin il est i remarquer que,
dans tout mouvement longitudinal, la direction de la
vibration est déterminée; le mouvement est polarisé.
Au contraire, dans tout mouvement transversal, la vi-
bration n’est assujettie qu’a étre dans le plan de I'onde;

son orientation dans ce p];ln peut élre quc]conquc.

http://rcin.org.pl



¢ 58]

58. Propagation de la lumiére dans un milieu
isotrope. — Dansla théorie des ondulations, on attribue
les phénomeénes lumineux aux vibrations d’un milieu
élastique particulier. On admel que, dans les corps non
cristallisés, ce milieu peut étre considéré comme isotrope
et I'on suppose que ses vibrations sont régies par les
équations (74), avec la condition spéciale X +2p. = o.

L , . , .
En posant ‘5 = e, les équations peuvent alors s’écrire

ate (A dl
\;U—g_e e <4 g

\

dze dh
(88) S (.\( - @),

d>w di
7= (2= %)

La condition A + 2 .= o attribue une valeur nulle a
la vitesse de propagation des ondes longitudinales, de
sorte que, par suite de ’hypothése admise, le milieu ne
peut propager que des ondes planes transversales, non

polarisées avec la vitesse © = /e, la méme dans toutes
les directions.

59. Propagation de la lumiére dans un milieu cris-
tallisé. — On peut rattacher la théorie physique de la
double réfraction cristalline a la théorie de I’élasticité en
admettant que, dans un cristal transparent, il existe
trois directions telles qu’en rapportant a ces directions
les vibrations de I'éther, ces vibrations soient régies par

les équations
" d2u ( (Z(}>
p-—1 4 A . S ’
\ dt? . b o e

a2y 5 ( b
8¢ 0 et e 7
(89) g (Ao )
2w

: IA ¢ dH
gms M

http://rcin.org.pl



( 54 )
qui ne different de celles des corps isotropes que par la
substitution de trois coeflicients distincts e, f, g au coef-
ficient unique e.

Pour qu’un mouvement, représenté par les formules
(75), puisse se propager dans le milieu, il faut que les
déplacements u, ¢, «w satisfassent aux équations (89); en
opérant comme au n°® 53, on trouve les trois conditions

/

s2p=ce|[l2p—a(ap + bg + cr)|,
(90) ) stq=f[hrq —b(ap + bg +cr)],
( s2r=g[htr —c(ap + bg + cr)).
Désignons par [, m, n les cosinus directeurs de la
normale a 'onde plane, de sorte que

a b c
==t m = 4, Rits o
h

h h

En divisant par /* les équations (go) et observant que

5 _ o, il vient
e + .
h 2

g (w2—e)p =— el (Ip + mq + nr),
(91) ' (02— f)g =— fm(Ilp +~mq + nr),
\ (02— g)r =— gn(lp + mq + nr).

Ces équations sont linéaires et homogénes en p, ¢, r,
et, en éliminant ces trois quantités, on a une équation
du troisicme degré en w? donnant les vitesses différentes
avec lesquelles une onde plane peut se propager dans la
direction (I, m, n). Pour faire I’élimination, il suffit
d’écrire les équations de la manic¢re suivante :

P Sy drayt sulgtee I ¥ o : .
(92) - el oy e (Ip + mq —+ nr)

wi—e w:—f wi—g

On en déduit immédiatement I'équation

(03) el? fm?> &n?
3 e e =2 — 1=
\9 w2— ¢ w2— f w— g 2

qui admet une racine nulle.
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Pour cette racine, les équations (g2) donnent
Y gpAl | i
i A
ces équations correspondent 4 un mouvement simple
longitudinal; mais la condition w?= o montre que ce
mouvement ne peut pas se propager.
Les deux autres racines o sont fournies par I'équa-
tion

(94)

2 m? n?

= =0
g fe0r g ’
(O] e w i [0} g

qui coincide avec 'équation aux vitesses des ondes
planes trouvée par Fresnel.

A chacune de ses racines correspond, d’aprés les équa-
tions (77), une direction déterminée de la vibration, de
sorte que, dans chaque direction, se propagent, avec des
vitesses différentes, deux ondes planes polarisées.

(Extrait des Nouvelles Annales de Mathématiques, 3¢ série, t. VII;
novembre et décembre 1888.)
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