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137.

[187

RECHERCHES ULTERIEURES SUR LES DETERMINANTS

GAUCHES.

[From the Jowrnal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. L. (1855),
pp. 299—313: Continuation of the Memoir t. XXX1I. (1846) and t. XXXVIIL (1849);

52 and 69.]

J’a1 déja donné une formule pour le développement dun déterminant gauche.

"En prenant, pour fixer les idées, un cas particulier, soit

12345 | 12345 = | 11,
21,
31,
41,

| 31,

12,
22,
32,
42,
52,

13,
23,
33,
43,
53,

14,
24,
34,
44,
54,

(ot 12=-21, &c, tandis que les quantités 11, 22, &e.

formule peut étre écrite comme suit:

12345 | 12345 = 11
&1k

+11 .
+11 .

+11
+11
+11

+22 .
+22.
+22 .
+33 . 44 .
. (2345)°

+11

+ 22 .
+33 .
+ 44 .
+55 .
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w22
22
22 .
22 .
. 33 .
.33 .
. 44 .
33 .
33 .

44
44

33 .
33 .

44

44
55

44

55

(1345):
(1245)
(1285)
(12342

44 .
(45

. (35)
55 .

(34

. (25)
. (24
55 .

(23)

. (15)
55 .
.55 .

(1497
(13)?

. (12)

ne

s’évanouissent pas).

Cette
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Les expressions 12, 1234, &ec. & droite sont ici des Pfafians. On a

1 2=
1234 =12.34 + 13.42 + 14.23

et en écrivant encore un terme, pour mieux présenter la loi:

123456 = 12.34.56 + 13.45.62 + 14.56.23 + 15.62.84 + 16.23.45
+12.35.64 + 13.46.25 + 14.52.36 + 15.63.42 + 16.24.53
+12.36.45 + 13.42.56 + 14.53.62 + 15.64.23 + 16.25. 34.

J’ai trouvé récemment une formule analogue pour le développement dun déter-
minant gauche bordé, tel que

al234 | B1234 = aB, al, a2, a3, a4 |;
|18, 11, 12, 18, 14
| 88, ‘21, 22, 23, 24
!33, 81, 32, .88, 84
| 4B, 41, 42, 43, 44

cette formule est:

21234 | B1234 =aB . 11 . 22 . 33 . 44
+aB .12 .12 . 33 . 44
+aB .13 .13 . 22 . 44
+aB .14 .14 . 22 . 33
+aBf .23 .23 .11 . 44
+aB . 24 .24 .11 .33
+aB .34 .34.11.22
+aB . 1234 . 1234
+al . B1.22. 33 . 44
+a2 . P82 .11 . 33 . 44
+a3 . B3 .11 .22 . 44
+ad . B4 .11 .22 . 33
+al23 . B123 . 44
+al24 . B124 . 33
+al34 . B134 . 22

+0a234 . 8234 . 11.
26—2
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Il est & peine nécessaire de remarquer que dans les Pfaffians & droite, o entrent
des symboles tels que la, 81, &c., qui ne se trouvent pas dans le déterminant dont il
s'agit, il faut éerire la=—al, Bl=—-18, &c. Le symbole Ba ne se trouve ni dans le
déterminant, ni au c6té droit. Cependant il convient de poser Ba=-—afB; car cela étant,
il serait permis de transformer les Pfaffians, en écrivant par exemple aB12 =— Bal2.

Je remarque en passant que, si avant de poser I’équation Ba=—aB, on suppose que
les deux symboles «, 8 deviennent identiques (si par exemple on écrit a=@=25), on
aurait par exemple

2B.12=2eB.12 + al.28 + a2.B1="55.12 + 51.25 + 52.51=55.12, &e,
et on retrouverait ainsi la formule pour le développement de 12345 | 12345.

La nouvelle formule peut étre appliquée immédiatement au développement des
déterminants mineurs. En effet, en se servant de la notation des matrices, on aura

11, 12, 18| sl ool JogTes ruigTes o 19T 8,
| T123[1z

21, 22, 23 _93713, +13]13, —21[31

31, 32, 33 —32[12, —S1[%1, +12[12
11, 12, 13, 14| =——t _|+234[234 —134]23% -—124]324 -123]42
) 1234 | 1234 | | | Foivi
21, 22, 23, 24 _ 934 [134, +134 134 - 214314, — 213413
31, 82, 33, 34 _ 324124, —314[ 214, + 214214, — 312412
41, 42, 43, 44 _ 433123, —413[213, —412]312, +193 123

et ainsi de suite. On suppose toujours que chaque terme de la matrice & droite soit
divisé par le dénominateur commun. On voit que les déterminants mineurs qui cor-
respondent 3 des termes tels que aa, sont des déterminants gauches ordinaires, avec le
signe +, tandis que les déterminants mineurs qui correspondent & des termes tels que

2B, sont des déterminants gauches bordés tels que B... | a..., avec le signe —.

Pour donner des exemples de la vérification de ces formules, je remarque que l'on
doit avoir

123 123= 11. 23] 23
-12 . 23[13
~18,. 32 ]12:
équation qui peut aussi étre écrite sous la forme
123 [ 123 =,11 ..28 | 28
+21.23[13
+31. 32[12.

www.rcin.org.pl
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En effet, en développant les deux c6tés, on obtient:
11.22.33 + 11.(23) + 22.(13)* + 33.(12)*=11.(22.383 + (23))
+21.(21.33 + 23.13%)
+31.(31.22 + 32.12%).

On voit que les deux termes marqués par un + se détruisent et que l'équation est
identique. On doit avoir de méme,

1234 | 1234 =11 . 234 | 234

—12 . 234 [ 134
—13 . 324 | 1%
—14 . 423123,

ou, ce qui est la méme chose:
1234 | 1234 =11 . 234 | 234
+21 . 234 134
+31 . 324|124
+41 . 423 123;
c'est-a-dire, en développant des deux cotés:

11.22.83.44 + 11.22.(34) + 11.33.(24) + 11.44.(23)
+ 22.33.(14) + 22.44.(13) + 33.44. (12) + (1234) =

11[22.33. 44 + 22 (34)* + 33 (42)* + 44 (23)]
+21 [21.88. 44 + 2134 . 34*% + 23,13 .44+ + 24.14.33%]
+31[31.22. 44 + 3124.24* + 82.12. 44} + 34.14.22¢]
+41[41.22.33 + 4123.23*% + 42.12. 33+ + 43.13. 224].

Cette expression est en effet identique, comme on le voit en observant que les
six. termes marqués par un + se détruisent deux & deux, et que les trois termes
marqués par un (*) sont ensemble équivalents & (1234)%

Je remarque que le nombre des termes du développement du déterminant gauche
est toujours une puissance de 2, et que de plus, ce nombre se réduit & la moitié,
en réduisant & zéro un terme quelconque aa. Mais outre cela, le déterminant prend
dans cette supposition la forme de déterminant dun ordre inférieur de l'unité. Je
consideére par exemple le déterminant gauche 123 | 123. En y faisant 33=0 et en
accentuant, pour y mettre plus de clarté, tous les symboles, on trouve

123 [123'=11". (23) + 22'. (13"

www.rcin.org.pl
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De 13, en écrivant

11=13.11, 12=11".23,

22=13.22,
on obtient v

12 [12=11 .22+ (12)
=11". {22/.(18) + 11'.(23'},

c’est-a-dire

2112=11'.123] 123.

On a de méme
1234 | 1284’ =11". 22’ . (34 + 11’.83. (242 + 2233’ (14) + (1234')
et de la, en écrivant
11=14.117, 12=11'.24, 23=1234,
22 =14'.22, 13=11".34,
33 =14'.33,
on obtient
128 [123=11.22.33 4+ 11.(23) + 22.(31) + 33 (12)®
=11". 14’ {22'. 33" . (14> + (1234')* + 11’.22". (34 + 11". 33" . (24')%},
c’est-a-dire,
123 | 123=11". 14/ . 1234 | 1234
De méme
12345 | 12345’ =11’ . 22’ . 33’ . (45')
+117 . 22" . 44’ . (35')
+117 . 33" . 44/ . (25')"
+22" .33 .44 . (15
+117 . (2345)
+22" . (1345%)
+33" . (12457)
+ 44" . (1235")
Or il est permis d’écrire
11=15'.11, 12=11".25, " 23 =1235/, 1234 =2345""11'. 15/,
22=15".22, 13=11'.85, 24=1245
83=15.88, 14=11".45, 34=1345,
44 =15". 44"
En effet, les quantités & gauche ne sont lies entre elles que par la seule équa-

tion 1234=12.34+13 .42+ 14 .23 qui est satisfaite identiquement par les valeurs a
substituer pour les quantités qui y entrent. Cela étant, on trouve d’abord:

1234 | 1234 = 11" (15")" 12345 | 12345,



137] RECHERCHES ULTERIEURES SUR LES DETERMINANTS GAUCHES.

Je prends encore un exemple. On a

123456 | 123456"=11" .
+ 11" .
+117,
+11".
+22 .
+ 11’ .
+ 117 .
+117 .
+117 .
+ 22 .
+ 22",
+ 22/ .
+ 33" .
+33 .
+ 44 .
+ (123456

Ici, il est permis d’écrire:

L= 611
22 = 16'.22/,
33 =16, 38,
44 =16". 44/,
55 =16'.55,

1234 = 2346".11".
1235 = 2356'.11".
1245 = 2456.11".
1345 = 3456'.11".

12 =11".26¢,
13=11". 3¢,

14 =11". 46,
15=11'. 56/,

16/,
16/,
16;

22’ .
22’ .
22’ .
33 .
g8
22
8%
4
55 .
. (1456')2

33

44 .
55" .
44 .
55 .
55" .

23 = 1236/,
24 = 1246,
25 = 1256,

33 .

33

44 .
44 .
44 .

44/ .
il 5
55’ .

55
55

(3456'):
(2456')
(2356)
(2346):

(1356'):
(1346')
(1256):
(1246)
(1236')

34 = 1346/,
35 =1356",

16, 2345 =123456".16’,

(56
(46'):
(36'):

. (26')

. (16y

45 = 1456,

207

car les valeurs des quantités & gauche satisfont identiquement aux équations qui ont lieu
Far exemple l'équation 1234 =12.34 + 13.42 + 14.23

entre ces mémes quantités.

devient 2346’.16"= 26".1346" + 63".1246" + 46’.1236".

Or Texpression & droite devient, en développant:

26/ (13'. 46" + 14'.63' + 16", 34)
+68 (12/.46" + 14'.62' + 16'.24)
+46 (127.86" + 13'.62 + 16.23),

www.rcin.org.pl
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et les termes qui contiennent le facteur 16, donnent ensemble 16’.2346", les autres
termes se détruisent deux & deux. On obtient enfin, en effectuant la substitution:

12345 | 12345 = 11’ (16) 123456 | 123456';
et ainsi de suite.
Je fais les mémes substitutions dans les matrices inverses, en supprimant cependant

la derniére ligne et la dernidre colonne de chaque matrice. On trouve ainsi, en y
ajoutant les équations ci-dessus trouvées par rapport aux -déterminants :

11’ . 123 | 123'=12 | 12,

1.
1212

+ 9828, 18728
-231%, +13] 1%

13 . 123 [ 128

117 . 147 . 1234 | 1234'=123 | 123,

1
14/ . 1234 | 1234/

+234 [ 234, —134]234, —124[324 |=
— 234|124, +134 134, —214] 814
— 324 124, —314 | 214, +124 124

1 1237123 ;
oo i g g0 ciud s, | RN L R
m o -2 B | |

+23]13, +13113, . 21|81
+32 (12, 312l +12]12

117 . (15) . 12345 | 12345 =1234 | 1234,

1
15" . 12345 | 12345’

|+ 5355 [ 2345, — 1345 | 2345, — 1245 | 3245, — 1235 | 4235 |=
— 9345 [ 1845/, +1345 | 1845', — 2145 | 3145', —2135 | 4135’
— 3245 | 1245, — 3145 | 2145', + 1245 | 1245, — 3125 | 4125’
— 4235 | 1235, —4135 | 2135, —4125 | 3125, +1235 | 1235

1 ORISR [ L7 ) i)
e T 34+ ——— — 134 | 234, —124 | 324, —123 | 423 |,
To34| 1234 | ok | 284 i | | |
+ 234 | 134, +134 | 134, —214 | 314, —213| 413
+ 324 | 124, —314 | 214, +124 [ 124, —312 423
|+ @33 | 123, —413 213, —412] 312, +123]123

et ainsi de suite.

www.rcin.org.pl
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I est bon de changer un peu la forme de ces équations. On en déduit sans
peine:

1 2.23] 2% - 123 ] 128’

13 . 123 ] 128’ e
-2.2313, 7t gl )
22
ke oo BPREIR. o :
12 |12 ;5 B '
Loy L. {818
+2.271, 32 1|1—-2|2—
F ok TESRTIE L St Wil
~TosaTien |2 P -, —2. T84 284, ~2.12a | 324
-2. 234 |34, 2.134 | 134'3——23%}—231, —2.974 [ 314’
okt WSRO
~2. 324 [ 124, —2. 314 [ 214, 2.124 | 124'-1—2:1—3'3——
T it | BT 198 oo
T im| - BIB-—qr — -2. B[, —2.12[32 ;
+2.23[13, +2.13‘|13-1£2[213?3, —-2.21[31
g 123 [ 123
+2.32712, —2.3121, +2.12|12-—_3|—3-

et ainsi de suite.

Les formules que je viens de présenter, peuvent &tre appliquées aussitét & la
solution de la question suivante: “Trouver x,, x,, X;, &c., fonctions linéaires de =,
z,, x5, &c. telles que

11 x,2 4+ 22 x.2 + 33 x,2 + &c. = 11 2,2 + 22 2 + 83 &2 + &e.,”
cest-d-dire: transformer une fonction quadratique 1lz?+ 22z + 33z + &ec. en elle-
méme par des substitutions linéaires. Il suffira d’écrire la solution pour le cas de
trois indéterminées: on satisfait identiquement & I’équation
11 22+ 22 x2 4+ 83 x2 =11 2,2 + 22 2,2 + 33 x3®

en écrivant
(i xd, X3)=WT_—I_2—3X
+2_2m3_123_1|11_23’ -2.13723, -2.12732 (11, 222,, 33a;).
~9.9313, +2.137 15 —12—32'2123, —2.21[31
-2.82] 12, —2.W, 4+2:48 ] 12—2%;
C. II. 27
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Voila la transformation propre. On en tire la transformation impropre de 1lz?®+ 22
en elle-méme en écrivant 83 =0; car, cela posé, les valeurs de x,, x, ne contiennent
pas x;, et lon n’a plus besoin de la valeur de x;, On obtient ainsi la solution

z

suivante ; savoir, on satisfait identiquement & I'équation
11/ x2 4+ 22’ x2 =11’ 22 + 22’ 2,2
en écrivant

1 ———  128]12%
X, § o e O s SRR R
( 2) 53] 125 2898 .28 e

~2.23]19, 218718 ~

, —2.13] 2% (112, 22'a,),

1237123

ce qui est une transformation tmpropre. Mais en y faisant la substitution 11 =13".11’,
22=18.22, 12=11".23, on réduit la solution & celle-ci, savoir on satisfait identique-
ment & 'équation 11x,? + 22x,* = 112,® + 222, en écrivant

1 ol b (11z,, 22a,),
(xl,x2)=12—|12 -2.2[2+—7—, —-2.1]2

4 on 2ei 11
,+2.2Il, +2.1l1— 99

|

[ \V]

ce qui est encore une transformation impropre, qui correspond de plus prés a la
formule pour la transformation propre; la seule différence est que les signes des
termes de la premiére colonne de la matrice en sont changés.

En introduisant des lettres simples a, b, &c. & la place des symboles 11, 22, &c.,
je considere d’abord la transformation propre

ax? + by* = aa® + by?

Ici, en écrivant

1 R 1 R i
21, 99 ‘ —-v, b
la formule donne
1 ab—1v?, —2vb (@, y).
U ki ey
ab + v* 2a , ab-—1°

La transformation wmpropre
ax?® + by? = aa® + by?

s'obtient au moyen de la formule donnée plus bas pour la transformation propre de
la fonction aa®+ by®+ c2* en elle-méme. En y écrivant ¢ =0, on obtient

1

aN —bu2,  2aub
< ¥)= oot i

e, —an + b2

(z, ).
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A

J’ai déja fait voir de quelle maniére cette formule se rattache & la formule pour
la transformation propre; la différence entre les formes de ces transformations dans ce
cas simple est assez frappante.

Pour obtenir la transformation praopre

ax® + by® + ¢z* = aa® + by® + ¢z,

Jécris
11 12 Al 8t =i i, v, —pl;
21, 22, 23 -, b, A
31, 32, 33 A R -
cette formule donne
1
¥, z)=abc+a7\2+by’+cv2 ¥
abe + a\? — bu® — cv?, 2 —cv)b 2 (A +bu)c (=, y, 2).
2Ap+cv)a , abc—ar*+bu?—cr?, 2(uwv—al)c
20N —bp)a 2(uv+ar)b , abc—a\ —bur— cr?

La transformation tmpropre en elle-méme
ax®+ by® + cz® = aa® + by® + cz*

peut étre tirée de. la transformation propre en elle-méme de la fonction donnée ci-apres
ax®+ by*+c2* + dw?; en y écrivant d=0, on obtient

1
x 3 2= bep? + cac® + abt® + ¢* 2
— bep? + cac® + abr — ¢?, —2brep — 2bcpa 2ca ¢ — 2berp (z, vy, 2).
2arp — 2acpo , bep®—cact+abr®— ¢,  — 2cpd — 2cacT
— 2ac¢ — 2abpt ] 2bpp — 2abar , bep®+ cac® — abr?— ¢?

Pour vérifier que cette expression n'est en effet autre chose que la formule pour
la transformation propre, en y changeant les signes de tous les termes, j'écris dans la
formule pour la transformation propre, a=b=c=w. On a ainsi pour la transformation
propre ]

xX+y +at=at+y + 2
I'équation
1 ‘ @2 A2 — put — 1 2 — 2vw 20N +2u0 (2, ¥y, 2),

R R e

2Ap+ 20 , =N+ pt—17 2uv — 2\
20N — 2uw 2ur + 2\, @— N4 pl—?

27—2
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et en écrivant dans la formule pour la transformation impropre, a=b=c=1, d=0, et
M a4, v, —o au lieu de p, o, 7, ¢, on obtient pour la transformation impropre

X2+y2+zz=za+y2+z2’
’équation
(x z)———!——— X
RSP U

— @ — N u? 407 -2+ v, — 20\ - 2p0 (%, ¥y, 2).
—2Du—2v0 , —@+N—pi+1 2uv — 2\
- 200+ 2pu0 —2ur— 2 0 , —@?+N—pi—2?

Pour obtenir la transformation propre

ax? — by? + ¢z* + dw® = az® + by® + c2* + dw?,

Jécris
8 s gt [ S0 2 TR P a, v, —up p|;
., 2% 235 24 —v, b, Xd o
3, 82..383, 34 Rl i el -
41, 42, 43, 44 -p, —0o, —7, d

cela donne d’abord, en mettant pour abréger,
¢=Np + po +v7,
la valeur du déterminant
1234 | 1234 = abed + bep® + caa® + abr? + ad\? + bdu? + cdv® + ¢*
(ce que je représente par k).
Jajoute aussi la valeur de la matrice inverse

1 i o Lol 3 el 7 e

21, 22, 23, 24
l 31, 32, 33, 34

; 41, 42, 43, 44
Savoir :

1 bed +br® +co® +dN, —cdv -7+ dru—cpo,
" cdv + ¢ +dru —cpo,  acd +b7+cp® +du?,.
--bdp—op +dav —bpr,  ad\+pp + duv —aor,
bep +Np +cvo — bur, aco 4+ uep — cvp + anT,
bdu +op +drv —bpr, —bcp —Ap + cvoe — bur
~ad\ —p¢p +duv — aoT, —ace—ud —cvp + art
abd +aa® + bp* +dv*, —abr—vd +bup —aro
abr +vp +bup —aka,  abc + a4+ bu? + cv?

www.rcin.org.pl
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On a pour la transformation, I'équation (x, y, z, w) =

1 | abed — bep? + cao® + abr®+ ad\?

k| —bdp?—cdvt—¢? 2b (— cdv —1¢ +dAp —cpo)

>

o e 0»2 . e 2

2a (cdv + 1+ dAp—cpa) ab(i:_l ;:iZZP_ cdi,(z & ;zab-r a8 i

2a (— bdpu — ap + drv — bp7), 2b (ad\ +pp +duv —acr) |,

| 2a (bep + A + cvo —but) 2b (aco + pp —cvp +arr) ,

2¢ (bdp +op +dav—bpr) , 2d(—bep—Ap+cve —but) (=, y, 2, w).
2¢ (— ad\ — pp +duv —aot), 2d(—aco — pud — cvp + art)

abed + bep? + caa® — abt® — ad\®
—bdy? + cdv® — ¢*

2¢ (abr + v + bup — ara)

2d (— abt — v + bup — aro)

abed — bep? — cao® — abr® + ad\?
+b8p + cdi® — ¢

b

)

Je suppose que lon ait a=b=c=d=w, et jécris Y =— =, clest-a-dire

€6

Y= }P—_*-—’;—cﬂ'r ou Ap+puo+rvr+yYw=0. En faisant cette substitution, on trouve
d’abord k= w*R, ol
‘R=x2+p‘2+y2+1’,2+f,2+0-2+ 'r”+m’,

et puis pour la transformation propre

x2+y2+z2+w2=w2+y2+z2+w2’
I'équation (x, y,; z, w)=

1| —p*++7m+ 0+ M —p ==Y, —20v+ 27 + 2:u — 2po,

R 20y — 27 + 2\u — 2po, PP—a’+ 1+ — N+ p— P —
— 20p + 20 + 2\ — 2p7, 20\ — 2pYr + 2uv — 207,
20p — 2\ + 2v o — 2uT, 200 — 2pr — 2vp + 22T,
20 — 20 + 2Ny — 2p7 , = 2wp + 2\ + 2v0 — 2urT (=, ¥, 2z, w).
— 20N+ 2pY + 2uv — 20T , = 2w+ 2ur—2vp + 27
pPt+ot=1+ 0 —N— @2+ 1=V, — 207+ 20y + 2up — 2o
207 — 20 + 2pp — 2\o , =P —T @+ N pt ot —

On peut changer la forme de cette expression, en y écrivant

A=3(a—d), pu=3B-B), v=5(@ry—-v) ¥+=%(©-9),
p=%(a+d), o=3(B+H), T=i(y+v) w=}(8+7¥);
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cela donne
@+ B+ P+ S —a?— B — g2 —82=0,
R=}(@+B+y+&+a*+ B2 +v2+87),

de maniére qu'en écrivant

M=a+8 +y +8&,

M=a%+3"%+42+ 8,
on obtient

R=}(M+M)=vy (MM,

et la formule pour la transformation devient

1 | —ad +BB +q9y +88, —aB' —Bd—yd +8&y,
® 3. % W)=
VAI) | _ag— B +o8 +8y,  ad — BB+ yy +8F,
—ay —BY —yd +8B', ¥ —By —yB -3,
-—asl +B’Y’ —'YB,— Bal » —‘afyl—Bal-l- 'yal _BBI,

—ay +B8Y —qd =88, ¥ +By —yB'+dd (z, y, 2 w).
—ad =By —yB +8d, —ay +B& +qd +85

ad + BB — vy + 8¢, af’ — Ba’ + 48 + &y

aff —Bd —y8 —8y', —ad — BB — yy' + 88

On voit donc que méme sans supposer l'équation M = M’, cette formule donne la
transformation propre

x2+y2+z2+wﬁ=z2+y2+z2+w2‘

Cette solution est & peu prées de la méme forme que la solution smpropre donnée
par Euler dans son mémoire “Problema algebraicum ob affectiones prorsus singulares
memorabile ” Nov. Comm. Petrop., t. xv. 1770, p. 75, et Comm. Arith. collectae, [4to.
Petrop. 1849], t. 1. p. 427. Je remarque aussi que cette méme solution peut étre
déduite de la théorie des Quaternions. En effet, ¢, j, k étant des quantités imaginaires

telles que ?=p=k=—1, jk=—kj=1, ki=—1k=j, ij=—ji=Fk, on obtient, en effectuant
la multiplication :

(xi+yj+zk+w)=—Nﬁﬂ}ﬂ;s(ai+ﬁj+fyk+8)(wi+yj+zk+w)(a’i+,3'j+'y'k‘+8’),

X, ¥, z w ayant les mémes valeurs que dans la dernitre formule de transformation.

En changeant les signes des termes de la quatritme colonne, on en tire pour la
transformation impropre

X2+ y 422+ w=2a+ g2 4 22+ o
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la formule suivante plus symétrique :

(XY, 2, W= 1 " —ad +BR +oy +88, —aB' —pad —y& +38y,
VY —af —Bd + 48 &y, ad —BR +yy +8¥,

—ay —BY —qd +88, af —By —yB -8,

—ad +By —yB -8, —ay —pBY +ya —8f,

215

—ay +B88 —yd -8B, —a¥ —By +yB -8 | (2, y, 2 w)

—ad — By —yB +8d, ay - —yu — 58’
ad’ +B:8/" '7')', +88’, _aﬂl +Bar —78/ —8")"
aB/__Ba/ s 78/ —8’)”, ad +BB/+ 'Y'YI B

Ces formules pour la transformation, tant propre qu'impropre, de la fonction
'+ + 22 +w® en elle-méme, sont utiles dans la théorie des polygones inscrits dans

une surface du second ordre.
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