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Tresé: 1. Charakter metody i przedmiotu matematyki; proba okreslenia ma-
tematyki. 2. Jej przediniot. 3. Charakter jej zagadnien. 4.Jej cel. 5. Nieza-
leznos¢ od innych nauk. 6. Zastosowania. 7. Znaczenie matematyki przy
studjowaniu filozofji. 8. Uklad tresci w niniejszym tomie Poradnika; sto-
sunek wzajemny trzech stopni i odpowiadajace im kategorje czytelnikow.
9. Rola matematyki w wyksztalceniu ogélnym. ;

10. Podzial matematyki (objasnienia do tablicy). 10,1, Charakter
tablicy. 10,e. Gieometrja a analiza; przedmiot gieometrji matematycz-
nej. 10,3, Inne podzialy matematyki. 10,4, Matematyka elementarna
a wyZsza.

1. Matematyka zajmuje zupelnie odrebne stanowisko $réd
ogélu nauk. Jest to jedyna (przynajmniej dzisiaj) nauka, zmu-
szajaca z koniecznoscia do wiary w swe wyniki i w swych
- dowodach nie odwolujagca sie nigdy do doswiadczenia !). Przyj-

1) Nie zajmujemy tu — o ile to mozliwe — Zadnego stanowiska filo-
zoficznego. Nie chcemy wiec rozstrzygaé, czy réznica ta miedzy matema-
tyka a innemi naukami jest absolutna, czy teZz jest roZnica stopnia tylko
Opisujemy tu jedynie cechy matematyki tak, jak sie one bezposrednio przed-
stawiaja, nie wdajac sie w filozoficzna analize i krytyke tych danych
obserwacji. Chcemy wiec tylko powiedzie¢, Ze prawdy matematyczne na-
rzucaja sie z koniecznodcia, Ze nie moZemy uznaé za prawdziwe zdan
sprzecznych z niemi; i Ze przy ich uzasadnianiu nie potrzebujemy sie po-
wolywaé na §wiadome dodwiadczenia (sa to wlasnie cechy, ktore po-
siada jedynie matematyka). Przez to nie stajemy w sprzecznosci z Zadnym
z pogladéw filozoficznych na matematyke, w szczegdlnosci z pogladami
empirykéw; bo to nie wyklucza jakich§ mozliwych watpliwosci co do
prawd matematycznych ze stanowiska metafizyki czy teorji poznania
ani twierdzenia, Ze pojecia i pewniki matematyczne pochodza z doswiad-
vzenia (por. rozdzial: Zagadnienia filoz. mat.).

Réwniez nie twierdzimy tu; Ze Zadna inna nauka nie moZe uza-



4 Z. Janiszewski.

rzyjmy sie na przykladzie oznaczania dlugosci okregu kola,
czym rozni si¢ badanie matematyczne od badania doswiadczal-
nego pod wzgledem metody, przedmiotu i rezultatu.

Badanie doswiadczalne bedzie polega¢ na mierzeniu, mo-
zliwie dokladnym, obwodu kél materjalnych, zrobionych z réz-
nych materjaléw i majacych rézne srednice; przekonamy sie,
ze w granicach dokladnos§ci doswiadczenia sto-
sunek dlugosci obwodu do dlugosci srednicy bedzie dla wszyst-
kich kol mierzonych ten sam. Stad wnioskujemy, ze wszyst-
kie wogole kola beda posiadaly te samg wlasnos¢, czego jednak
absolutnie pewni by¢ nie mozemy. Inaczej postapi matematyk:
poda on najprzod Scisle okreslenie kola i za pomoca samego
rozumowania, nic nie mierzac i, Ze tak powiemy, »zamkngwszy
oczy«, wywnioskuje z tego okreslenia, jako konieczna wlas-
no$¢ kola, te stalos¢ stosunku obwodu do $rednicy; rezultat,
w ten sposob otrzymany, jest oczywiscie bezwzglednie
pewny.

Przypusémy, Ze ktos chce sprawdzi¢ sluszno$¢ naszego
twierdzenia w ten sposob, Ze rysuje kolo i wykonywa pomiary.
Przypusémy, Ze otrzymal rezultat réZzny od obliczenia matema-
tycznego. C6Z my na to? Powiemy po prostu, ze zle narysowal,
lub zle zmierzyl; Ze jezeli figura narysowana wlasnosci danych
nie posiada, to nie jest kolem.

Ta réznica metod i charakteru rezultatéw badania do-
swiadczalnego w poréwnaniu z matematycznym wynika z réznicy
miedzy badanemi przedmiotami, gdyZ tylko pozornie wydawalo
sig, ze przedmiot badan tych jest wspolny. Kolo materjalne
a kolo matematyczne — to' dwa zupelnie rézne przedmioty, po-
zostajace w tym stosunku do siebie, Ze pierwsze posiada z pew-
nym przyblizeniem cechy drugiego. Jednak kolo materjalne —
to przedmiot, ktéry moZemy pozna¢ tylko za posrednictwem

sadni¢ swych rezultatéow z absolutna pewnoscia i droga niedoswiadczalna.
Stwierdzamy tylko, Ze Zadna tego nie uczynila, lub przynajmniej préby,
podjete w tym Kkierunku, nie wuzyskaly powszechnego uznania. Tak
np. starano sig¢ przedstawi¢, jako nauke apodyktyczna i aprioryczna, me-
tafizyke (Spinoza), etyke, mechanike (DEscArTES, EULER).
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zmyslow, gdy tymczasem kolo matematyczne jest naszym wlas-
nym, swiadomym wytworem umyslowym.

Wezmy inny przyklad. Wrzucamy do skarbonki raz 3 gro-
szaki, drugi raz 5. Wiele wrzuciliSmy groszakéw do skarbonki?
Empiryczny sposéb — to rozbi¢ skarbonke i przeliczy¢ monety.
Jednak kazdy przeloZy sposéb matematyczny: nie zagladajac
do skarbonki, »zamknawszy oczy«, doda 3 do 5. Operacje te
wykona w my$li, w mysli swej zobaczy wynik 8. I nie be-
dzie mial Zadnej watpliwosci, Ze zgodny jest on z rzeczywi-
stoscig: sprawdzanie empiryczne (jezeli tylko dobrze pamieta,
co wrzucil) kazdy uzna za najzupelniej zbyteczne, za nieroz-
sgdne nawet. I gdyby nawet kto, rozbiwszy skarbonke, prze-
liczyl nasze groszaki i znalazl ich np. tylko 7, to i to nie za-
chwialoby naszej wiary w wynik matematycznego rozumowania:
powiedzielibySmy bez wahania, Ze jaki$ groszak musial wypasc,
czy stalo si¢ co innego, lecz nigdy nie przyznamy, Ze
3 + 5 nie jest réwne 8 !). To jest fakt wewnetrzny — to, Ze

1) Mozliwos¢ teoretyezna niezgodnosci miedzy wynikiem matema-
tycznym a wynikiem doswiadczenia tlumaczy sie tym, Ze i tu takze przed-
mioty badania matematyki i doswiadczenia nie sa iderityczne. Twierdzenie
matematyki dotyeczy sumy matematycznej 3 wrzuconych groszakéw i 5
wrzuconych groszakéw (w matematyce wprawdzie mowa jest o liczbach
abstrakeyjnych 3, 5, 8, a nie o »3 wrzuconych groszakach« i t. d., lecz
wiemy z logiki, Ze co jest prawdziwe dla poje¢ ogélnych, to jest praw-
dziwe dla przedmiotow, podpadajacych pod nie); sprawdzamy za$ doswiad-
czalnie, ile jest groszakéw w skarbonce po ich wrzuceniu. Otéz wrzucenie
w jedno miejsce, polaczenie fizyczne przedmiotéw nie jest dodawaniem
matematyeznym; odpowiada mu tylko w razie, gdy uczynimy zaloZenie
fizyezne: Ze rozpatrywane przedmioty nie zmienia sie przy tym polaczeniu.
Jestesmy tak przyzwyczajeni do tego zaloZenia, Ze nie u$wiadamiamy
sobie, Ze je czynimy; a jednak latwo podaé¢ przyklady, w ktorych ono
nie sprawdza sie¢: np. gdybySmy wrzucali zamiast groszakow krople rteci.
Albo wlejmy do naczynia 1 litr wody i 1 litr spirytusu. Matematyka
mowi tylko, Ze wlelidmy 2 litry plynu; i tyle tylko jest — abstrahujac
od mozliwosei pomylki — absolutnie pewne. Czy jednak w naczyniu be-
dzie 2 litry plynu? — o tym juz matematyka nic orzec nie moze; w na-
czyniu mogloby weale plynu nie byé¢, a np. cialo stale. Po odpowiedz na
to pytanie musimy si¢ zwréci¢é do doswiadczenia, ktére poucza nas,
Ze w naczyniu bedzie plyn, w objetosci mniejszej niz dwa litry.

- oy~
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mozemy badanie matematyczne przeprowadzi¢ w mysli i ze czu-
jemy przymus bezwzglednej wiary w wynik tego badania — fakt,
ktéry tu tylko stwierdzamy, nie wdajac si¢ w dyskusje nad nim.

I to wlasnie odnajdywanie prawd w sobie i niemoz-
liwo$¢é wyobrazenia ich sobie inacze]j jest najbar-
dziej znamiennym dla prawd matematycznych?). Najlepszym
wiec sprawdzianem dla odréznienia matematyki od innych
nauk jest jejs dedukcyjnos¢, zakladajaca abstrakcyj-
nos$¢ jej przedmiotu i pociagajaca za sobg bezwzgledna pew-
nos¢ jej rezultatow; sprawdzianem najlepszym dzisiaj, cho¢
‘niezupelnie dobrym, gdyZz daje okreslenie troche za szerokie.

Nauki doswiadczalne wprawdzie poslugujg sie tez w wiek-
szym, lub mniejszym stopniu dedukcja, tak, Ze moga wiele re-
zultatow otrzymac na tej drodze, jednak opieraja si¢ przy tym
na poprzednich rezultatach, otrzymanych droga doswiadczalng.
Matematyka za$ posluguje sie wylacznie rozumowaniem bez
zwracania sie do doswiadczenia 2).

2. Dedukcyjnosé matematyki jest to jednak tylko jej forma;
prawda, ze dla niej tak istotna, z jej najglebszych wlasciwosci
wynikajaca. Jednak pozostaje pytanie: jaka jest tre$ ¢ matema-
tyki, co jest jej przedmiotem? Zwykla odpowiedz na to
brzmi, Ze matematyka jest nauka o wielkosciach, czy liczbach.
Okreslenie to jednak Scisle nie jest: jest ono za ciasne.

Lecz nie kusmy sie o wyczerpanie tresci matematyki w jed-
nym zdaniu, okresleniu. Rozwija si¢ ona, zyje: dziedzina jej
rozszerza sie; zakreSlic z gory jej granic nie mozemy. Lepiej
ja poznamy, wykazujac kierunek jej rozwoju.

Matematyka zaczela sie od badania liczb %). Liczby, jak-

1) Fakt ten pozostanie, chocbysmy don dodali empirystyczne jego
wytlumaczenie (por. Zagad. filoz matem.).

?) W kwestji, mogacej tu nasuna¢ watpliwosci, co do pochodzenia
i charakteru pewnikéw matematycznych por. nizej Podstawy gieometrji
i Zagadnienia filoz. matem.

%) Calkowitych; potym dopiero wprowadzono ulamki, liczby mewy-
mierne, ujemne i urojone i t. d. (np. nadskonczone, idealne), przez co od-
dalano sig coraz bardziej od pierwctnego .pojécia liczby, od pierwotnego
przedmiotu matematyki. Wiecej jeszcze oddalamy sie oden w kierunku
rozwoju, ktory jest przedstawiony ponizej.

o R
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kolwiek pojecia proste, sa juz abstrakcja; badamy je, abstra-
hujac od tego, czego one sa liczbami. Zrazu méwiono o licz-
bach indywidualnych: 3, 5, 6,.. Potym zauwazono — doszlo to
do pelnej swiadomosci dopiero w czasach nowozytnych — Ze
najciekawszemi wlasnosciami liczb, sa to wlasnosci ogdlne,
t. j. takie, ktére posiada kazda liczba ). Wlasnosci te moZna
wiec pozna¢, badajac liczby po zabstrahowaniu od ich
wlasnosci indywidualnych, t. j. badajac liczby 2, 5, 8, abstra-
hujac od tego, zZe to jest wlasnie 2, albo 5, albo 8, a nie jaka
inna liczba — przez co jestesmy w moznosci oznaczyé kazda
z nich jednym i tym samym znakiem, np. litera a. Céz wtedy
jeszcze pozostanie z liczby? Co pozostanie z liczby 2, jesli
zabstrahujemy od tej jej wlasnosci, ze jest ona liczba 2, a nie
liczba 3, lub 7? Zostanie z niej to, Ze jest jakqs$ liczbg. Ozna-
czajac liczby ogoélnie przez litery a, b, ¢, i nie troszczac sie,
jakie mianowicie liczby litery te przedstawiaja — sa to »ja-
kies« liczby — wstepujemy na drugi stopien abstrakcji. Przy-
kladem tego niech sluzy twierdzenie
a3y =>b¥a

Takie prawdy, jak wyraZona przez wzor powyzszy, mozna
réwnie dobrze uwazacé za wyrazenie wlasnosci liczb, jak i za
wlasnosci dzialan (w danym razie mnozenia). MoZemy wiec trak-
towac réwniez te ostatnie jako przedmiot badain matematycznych.

Dzialanie jest to przedmiot bardziej abstrakeyvjny niz liczba.
Rozpatrujac okreslone dzialanie, np. mnozZenie, abstrahujemy od
tego, na jakich (okreslonych) liczbach jest ono wykonane: mno-
zenie jest tym samym dzialaniem, czy mnozymy 2 przez b, czy
3 przez 7, i mozemy je przedstawi¢ przez a >< b. Przechodzac
od peszczegdlnych, okreslonych dzialan, jak dodawanie, mnoZenie,
do dzialania wogdle, wznosimy sie na stopien abstrakcji wyz-
szy od poprzedniego. Pokrewnym pojeciu dzialania jest pojecie
funkcji?), pojecie szczegoélniej wazne, ktére dominuje w wyz-

1) Przynajmniej kazda liczba danego rodzaju. Podobnych za-
strzeZen nalezy sie domysla¢ i w dalszym ciagu.

?) Objasnienie elementarne tego pojecia znajdzie czytelnik w Stop-
niu II, §16; zas Scisle i abstrakcyjne okreslenie w rozdziale: Teorja
f‘unkcji zmiennych rzeczywistveh, §1.

# B3
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szej matematyce dzisiejszej i jest glowna mozZe jej trescia (a za-
czyna tez przenika¢ i do matematyki elementarnej). Takze
w badaniach nad funkcjami abstrahujemy zazwyczaj od indy-
widualnych cech danej funkcji, badajac ogélnie pewne rodzaje
funkcji. I znéow utrwalamy dokonang abstrakcje, oznaczajac
ogolnie funkcje przez litere; i operujemy ta litera, nie pytajac,
jaka mianowicie funkcje (danego rodzaju) oznacza.

Tutaj przestaniemy $ledzi¢ matematyke w jej Smialym
wdzieraniu si¢ na coraz zawrotniejsze wyzyny abstrakecji —
z tego miejsca, gdzie stoimy, wzrok nasz juz nie siegnie jej
dalszych drog?!).

WidzieliSmy, jak w rozwoju matematyki przybywaja
jej nowe pojecia, jako przedmioty badania. Przybywaja jej
one i dzieki innym jeszcze Kkierunkom rozwojowym. Jednym
z poje¢ najwazniejszych, w ostatnich czasach wciggnietych
w zakres badan matematycznych, jest pojecie zbioru (w ma-
tematyce mowimy mnogosc) jakichs przedmiotéw, wszystko jedno
jakich. Jest ono elementarniejsze od pojecia liczby, bo dopiero
do zbioru przedmiotéw moZna zastosowaé pytanie: ile? w ja-
kiej liczbie? t. j. liczbe mozemy uwazaé, jako wlasnos$¢é
zbioru. Pojecie to stalo sie podlozem badan nad funkcjami
(jako odpowiedniosci miedzy elementami dwu zbioré w liczb)?2);
moze by¢ tez uwazane za podstawowe i w gieometrji, do ktorej
zaraz sie zwrocimy, gdyZz przestrzen i kazda figura gieome-
tryczna jest zbiorem punktéw. To tez znany filozof mate-
matyki COUTURAT pisze: »jezeli wiec istnieje w matematyce po-
jecie pierwsze i zasadnicze, to nie jest nim pojecie liczby, lecz
wlasnie pojecie zbioruc.

Jednoczesnie z pierwszemi badaniami nad liczbami, naj-
dawniejsza dziedzina matematyki, zaczela sie doswiad-

1) Stad tez nie dziw, Ze nauka matematyki jest tak trudna dla
wielu; o ile bowiem z poczatku przedmiot matematyki jest prosty i dla
kazdego zrozumialy - - jeden, dwa, trzy.. — potym staje sig, dzieki abstrak-
cjom i matematyeznemu opracowaniu, tak subtelnym, a tak zloZonym, Ze
specjalnej trzeba zdolnosci, ktorabym nazwal infelektualna wyobraznia,
by go sobie odtworzyé¢, utrzymaé¢ w umysle i operowaé¢ nim.

?) Por. rozdz. Teorja funkecji zmiennych rzeczywistych.

- hh —
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czalnie rozwija¢c gieometrja. Po przeniesieniu egipskiej
gieometrji doswiadczalnej na grunt grecki, spostrzezono, ze do
niej mozna zastosowa¢ metode dedukcyjna: Ze doswiad-
czenie jest zbyteczne i Ze oparszy sie na paru jasnych faktach
(pewnikach), mozna wszystkie inne prawdy gieometryczne z nich
wysnu¢, z absolutng S$cislosciag i pewnoscia je udowodnié.
Stala si¢ ona przez to czescia matematyki, chociaz przedmiot
jej w tym stadjum rozwoju (gieometrja grecka jest to
w zasadzie nasza gieometrja elementarna, szkolna) — byl Zu-
pelnie rézny od pierwszego przedmiotu: liczb.

Matematyka jednak nie zniosla takiej dwoistosci przed-
miotu; wykazywali$my wprawdzie, Ze matematyka zajmuje sie
réznemi przedmiotami, lecz sa to przedmioty, stojace ze soba
w Scislym zwiazku i jednego rodzaju, wszystko czysto my-
slowe!). Musiala ona wyrugowa¢ ten element obcy jej i jej
dedukcyjnej metodzie, jaki tworzyl przedmiot gieometrji: prze-
strzen (pomimo jej zidealizowania) i jej podstawy: pewniki.

Najpierw uskuteczniono polaczenie tych dwu dziedzin przez
podporzadkowanie gieometrji analizie matematycznej?) (gieo-
metrja analityczna); w najnowszych czasach jednak gieometrja
znalazla swg wlasng droge: wchodzac w $cisla lacznosé z ana-
liza, zachowala swa odrebnosé¢. Stalo sie to dzieki t. zw. me-
todzie aksjomatycznej: przez uznanie aksjematéw za okre-
slenia, a przedmiotéw gieometrycznych — za utwory my-
slowe, okreslone jedynie przez obrane aksjomaty. Stoso-
wanie tej metody nie ograniczylo si¢ jednak do gieometrji: tak
samo zaczeto traktowac¢ i analize (okreslajac jej poszczegolne
przedmioty, np. liczby, jako cos$, co spelnia pewna grupe aksjo-

1) Nie wszyscy zgodza sie na odmoéwienie przestrzeni charakteru
ezysto racjonalnego (np. nie zgodza sie racjonalisci i neokantysci); jednak
zgodza sie pewno na to, Ze przestrzen i pojecia analizy sa to rzeczy
réznorodne.

?) Mowimy. tu o analizie w szerszym znaczeniu, zaliczajac do niej
caly ten dzial matematyki, ktory nie jest gieometrja, wiec arytmetyke
teoretyczna, teorje liczb, algiebre i t. zw. analize nieskonczonostkowa (por.
nizej tablice). W ciasniejszym znaczeniu rozumiemy przez analize tylko
analiz¢ nieskonczonostkowa.

S
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matéow i uwazajac ja za teorje formalnych rachunkow)?).
To przeksztalcenie sie gieometrji wprowadza nowa trudnos¢
w okresleniu przedmiotu i dziedziny matematyki: wydaje
sie, ze do niej nalezy — tym samym prawem, co i gieometrja —
kazda teorjaczystodedukcyjna. A wiec powrdciliSmy
do podanego na poczatku okreslenia (za szerokiego). Nie cheagc .
wiec wdawac¢ sie tu dluzej w poszukiwania tej subtelnej gra-
nicy matematyki, poprzestaniemy na tym pierwszym okresleniu,
szerszym i jasniejszym, oraz dogodniejszym dla celéw Porad-
nika, wlgczajac do matematyki dwie nauki jej pokrewne: ra-
chunek prawdopodobienstwa i logistyke.

Rachunek prawdopodobiefistwa zwykle nawet zalicza sie
do matematyki. Jednak z wieksza slusznoscia moznaby go
uwazac za nauke odrebna, gdyz przedmiotem jego jest »pra w-
dopodobienstwo« — pojecie obce wlasciwej matematyce.
Logistyka, czyli logika matematyczna, bywa réwniez zaliczana
do matematyki, a nawet sporna jest kwestja zasadniczej réznicy
miedzy matematyka a logika. Tak np. znany filozof wspolczesny
HusseRL pisze (Logische Untersuchungen, t. I, str. 252—253):

»Nikt nie moze zabroni¢ matematykom zagarna¢ tego
wszystkiego, co nalezy opracowywaé wedlug formy i metody
matematycznej. Tylko ten, kto nie zna matematyki, jako nauki
nowoczesnej, zwlaszcza formalnej matematyki, i sadzi ja tylko
wedlug EUKLIDESA i ADAMA RIESE, moZe jeszcze trzymac sie
powszechnego przesadu, jakoby istota matematyki lezala w liczbie
i ilosci. Nie matematyk, lecz filozof przestepuje swa naturalna
sfere prawna, gdy sie opiera »matematyzujgcym« teorjom lo-
giki i nie chce swych tymczasowych wychowancow odda¢ ich
naturalnym rodzicomc.

1) Dla objasnienia ostatniego ustepu por. dalsze ustepy w Porad-
niku, a mianowicie: o réznicy miedzy gieometrja a analiza — niZej
w objasnieniu do tablicy; o metodzie aksjomatycznej i dzisiejszym ujmo-
waniu matematycznej gieometrji — w Podstawach gieometrji; o zna-
czeniu metody aksjomatycznej, jako najwyZszego stopnia omawianego wyzej
procesu abstrakeji-— w Zakonczeniu; o stosunku gieometrji do przestrzeni
(fizycznej czy psychologicznej) — w Zagadnieniach filozoficznych
matematyki; o ujmowaniu analizy czysto for malnie - z fxlovoflcznego
punktu widzenia (nominalistycznie) — tamze. :

— 216 —
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Dla dalszej charakterystyki matematyki — do zorjento-
wania sie w aktualnym jej terenie badan oraz w jego po-
dziale—sluza podana nizej tablica i objasnienia do niej. Tu
dodamy jeszcze dla charakterystyki jej zagadnien slow Kkilka,
uzupelniajacych rozwiniecia poprzednie.

3. Niejeden pewno wyobraza sobie, ze matematyk zajmuje
sie ciagglym rachunkiem, otoczony jest liczbami, ktére dodaje
i mnozy (i moze nawet, Zze »wyZsza« matematyka polega na
zajmowaniu sie wigkszemi liczbami!) Niechze si¢ ci zdziwia
wiadomoscia, Ze w ksigzkach matematycznych nie spotykamy
prawie innych liczb calkowitych, jak 1, 2, 3, 4, b. Moznaby
powiedzieé, Ze b jest najwieksza liczba, jaka zna matematyk ')

W jaki spos6b ten dziwny napozor fakt jest mozliwy, objas-
nia nam omoéwiona wyzej daznos¢ matematyki do abstrakcji
i do ogélnosci, oraz nastepujaca cecha matematyki: matem a-
tyke interesuje nie wielkosé, lecz jakosc?).

Przyjrzyjmy sie, jakie pytania stawia sobie dzi$ matema-
tyka. Najczesciej pytamy o wlasnosci przedmiotu matematycz-
nego (liczby, réownania, funkcji, figury gieometrycznej i t. p.)
tak, Zze moZzemy odpowiedzie¢ przez »take« lub »nie«. Pytamy

Y Jest to w zgodzie (a pewno i w zwiazku) z tym faktem psycho-
logicznym, Ze my naprawde, bezposrednio, znamy tylko pierwszych pare
liczb. 5 jest pewno najwieksza z nich: przy duZym wysilku uwagi moze
jeszcze odréznimy, bez przeliczeniaibez pomocy jakichkolwiek
innych §rodkow (np. uloZenia — choéby w mysli — tych danych przed-
miotéw w figure jakiegos znanego nam ksztaltu, np. takiego, jaki posia-
daja grupy oczek na kartach do gry), czy zbiér dany zawiera 4 czy 5
przedmiotow; watpié nalezy, czy to jest mozliwe dla liczb wiekszych.

To, cosmy powiedzieli w tekscie, objasni nam mozliwo$é innego
faktu (z psychologji matematykow): wielu wielkich matematykéw bylo
bardzo zlemi rachmistrzami — »nie umieli dodawaé«; do nich naleza
NewToN, PoissoN, KuMMER (p. AHRENS, Scherz u. Ernst i. d. Mathem.).

?) Méowimy tu ogélnie; zdarza sie, Ze trzeba pewna wielkos¢ wy-
liczyé, ale wyliczenie to uwazamy zwykle tylko jako $rodek do odpo-
wiedzenia na inne pytanie, dotyczace jakosci. Mowimy tez tylko o wlas-
ciwej czystej materhatyce na stopniu najwiekszego rozwoju. Inaczej przed-
stawi sie matematyka tym, ktorzy zajmuja sie nia dla jej zastosowan,
inaczej takZe tym, ktérzy sie ucza jej poczatkow (szczegolniej w zakresie
stopnia I) i nie moga jeszcze wzniesé sie na wyzyny abstrakeji.

— 217 —
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np., czy jaki§ zbior ma skonczong czy nieskonczong
ilos¢ elementéw (np. zbior pierwiastkow danego rownania, lub
punktéow osobliwych funkcji), czy co$ istnieje czy tez nie
istnieje (np. wspélny dzielnik dwu liczb calkowitych, pierwia-
stek réwnania), lecz nie o okreslone wielkos$ci?).

Te ostatnie oznaczamy zwykle ogélnym znakiem, np. a,
nawet w przypadkach, gdy liczba ta jest ozna-
czong i gdy moglibysmy ja obliczyé¢.

Gdy w szczegolnosci chodzi nam o zbadanie jakiej$ liczby
(np. pierwiastku danego réwnania), to zazwyczaj nie pytamy,
czy jest ona zawarta miedzy 10 a 20, czy tez jest wiekszg od
1000; wielko$¢ jej jest nam obojetna. Pytamy, jakie ona posiada
wlasnosci, do jakiego nalezy recdzaju. A liczb nie dzielimy na
rodzaje wedlug ich wielkosci, lecz zgola inaczej, przyczym
liczby bardzo malo réznigce sie wielkoscia zaliczamy do réz-
nych rodzajow, podczas gdy do jednego rodzaju moga naleze¢
liczby jak najbardziej pod wzgledem wielkosci roézne.

Pierwszym takim podzialem na rodzaje jest podzial na
liczby calkowite i niecalkowite. Liczby te majg rézne bardzo
wlasnosci; i nic nam nie pomoze np. wiadomos$é, Ze badana
liczba @ jest mniejsza od 24, a wieksza od 1%, bo to nas nie
objasnia, czy ona jest rowna 2, a wiec calkowita, czy tez jest
réozna od 2, wiec (przy powyzszych nieréwnosciach) liczba
niecalkowita; wtedy, o jakkolwiek mala liczbe réznilaby sie od 2,
rézni sie swemi wlasno$ciami od 2 bardziej, niz np. liczba 1000.

To objasnia nam znaczenie i potrzebe Scislosci (doktad-

1) Na przykladzie réwnania mozZemy bliZej jeszcze przyjrzeé sie
charakterowi zagadnien matematycznych: gdy wiec odpowiemy w sposéb
twierdzacy na pytania, czy pierwiastki istnieja i czy jest ich ilos¢ skon-
czona, to stawiamy sobie czasem pytanie: ile ich jest, lecz interesuje
nas ta liczba tylko wtedy, gdy jest mala (1, 2, 3); w przeciwnym razie
szukamy tylko jej zwiazku z innemi liczbami (zazwyczaj nieokreslonemi),
wchodzacemi do réwnania; tak w wypadku roéwnania algiebraicznego, do-
wodzimy, Ze ilo$¢ pierwiastkow jest réwna stopniowi réwnania. Nigdy za$
prawie nie pytamy o wielko§¢ samych pierwiastkow: mozemy tylko pytaé
oich zwiazek z innemi liczbami zagadnienia, lub o ich rodzaj, o czym
patrz niZej. Tendencja ta dalaby sie i dalej sledzi¢, co wytlumaczyloby nam
pozorne od niej odstepstwa.

. QHP
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no$ci) matematycznej w rezultatach (nie méwie tu o potrzebie
scislosci  (poprawnosci) w dowodzeniach, co rozumie sie
samo przez sie): i to nam objasnia, dla czego matematyka nie
zadowala sie rezultatami przybliZonemi i dla czego wyliczenia
»dokladnych« w znaczeniu fizykow przybliZzen nie maja
dla matematykéw ZzZadnego znaczenia.

Widoczniejsze jest to jeszcze przy podziale na liczby wy-
mierne (t. j. calkowite i ulamki) i niewymierne. Do rozstrzyg-
niecia bowiem, czy dana liczba nie jest calkowita (nigdy
jednak do stwierdzenia, Ze dana liczba jest calkowity!) wy-
starcza czesto przybliZenie, bo np. gdy mamy: a”>21i a< 3,
to @ nie moze by¢ liczbg calkowita. Do rozstrzygniecia zas,
czy dana liczba jest wymierna, czy nie, Zadne przybliZenie
wystarczyé nie moze, bo miedzy kazdemi dwiema liczbami
znajduje sie nieskonczenie wiele wymiernych i nieskonczenie
wiele niewymiernych.

W badaniach matematycznych w pewnych razach zado-
walamy sie¢ nieré6wnosciami; lecz jest to tylko pozorny
wyjatek od tego, co zaobserwowaliSmy wyZej: i wtedy chodzi
nam nie o przybliZenia, nie o wielko$¢, lecz o pewng wlas-
nos$¢ badanej liczby, o podzial liczb na dwa rodzaje (mniej-
szych i niemniejszych od pewnej liczby), tak, Ze na postawione
pytanie moZemy odpowiedzie¢ przez »tak« lub »nie«. Np. gdy
mamy dany postep gieometryczny

l14+a+t+a®+a®+...,

1

ktérego suma dla || <1 réwna si¢ ——-, a ktéry przy |a|>1
jest rozbiezny i wcale o jego sumie méwié nie mozna, wazng jest
dla nas tylko wiadomos¢, do ktérego z dwu rodzajow liczb na-
lezy |a|: do mnmiejszych, czy niemniejszych od 1?7 Przyczym
do jednego rodzaju zaliczamy liczby 1 i 1000000, a do réznych
1 i 22%%% % (i wogdle dowolnie malo mniejsze od 1). I tu
wiec nie wystarczy przybliZzona ocena wielkosci do dokonania
zupelnego podzialu.

Zauwazymy tu, dla unikniecia nieporozumien, jeszcze jedno:
w matematyce moéwi sie czesto o przyblizeniach. Jest to jednak
zupelnie co innego, niZ przyblizenia w zwyklym znaczeniu.

o DEN —
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Pojecie matematyczne przyblizen moze wlasnie sluzyé za przy-
klad doskonalosci i subtelno$ci matematycznej (np.: pojecie gra-
nicy; przybliZenia liczb niewymiernych za pomocg wymier-
nych).

4. Nie-matematykom nasuwa si¢ czesto pytanie: jakiemu
celowi sluzy ten caly gmach wiedzy tak abstrakcyjnej, jakg
jest matematyka? Wtedy zazwyczaj, jako na racje bytu mate-
-matyki, wskazuje si¢ na jej zastosowania, szczegélniej na
rozw6j techniki, ktory stal sie mozliwym jedynie dzieki ma-
tematyce nowozytnej. OdpowiedZ ta jednak traci swg war-
tosé, gdy zwrécimy uwage, jak drobng jest ta cze$¢ matema-
“tyki, ktora ma zastosowania; wieksza za$ jej czes¢ »czeka na
zastosowanie« i to, jak sie wyraza A. PRINGSHEIM '), »czeka na-
prozno«. Wprawdzie nie mozemy twierdzi¢ o zadnej teorji ma-
tematycznej, ze nigdy nie znajdzie zastosowania, lecz uspra-
wiedliwia¢ racje bytu tych teorji takim malo prawdopodobnym
zastosowaniem byloby to samo, méwi dalej PRINGSHEIM, co uzasad-
nia¢ zadania $rodkéw pienieznych na ekspedycje polarng moga-
cemi stad wynikng¢ korzysciami handlowemi. Tego usprawiedli-
wienia nalezy — jak §wiadcza o tym zgodnie wyznania réznych
matematykow — szukac gdzieindziej: w matematyce samej
w sobie. Dobitnie wypowiada to POINCARE: »gdy pracujemy, to
nie tyle dla rezultatow pozytywnych,doktoérych, jak ttum przypusz-
cza, jedynie przywiazujemy wage, ile dlaodczuwania wzruszen este-
tycznych i komunikowania ich tym, ktérzy sa zdolni je od-
czuwacC« ?), oraz wyrazniej jeszcze w ksigzce: La Valeur de
la Science (str. 82, a w tlum. polskim 88): »nie waham si¢
powiedzie¢, Ze matematyka zasluguje, aby uprawia¢ ja dla niej

HUber Wert und angeblichen Unwert der Mathematik
(Festrede), (Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung, t. 13,
1904, str. 357—382), str. 380; takZe w tlum. ros. »Wiestnik Znanija«, Nr. 7
i 12, r. 1904. Ciekawa ta mowa zawiera odparcie zarzutéw, czynionych ma-
tematyce przez W. HAMILTONA i SCHOPENHAUERA.

%) Notice sur Halphen. Journal de I’Ecole Politechnique, cah.
60, 1890.

— R
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samej i ze dzialy, nie dajace si¢ stosowac¢ do fizyki, powinny
by¢ uprawiane na réwni z innemi«?) ;

Zadajae sobie pytanie, gdzie szuka¢ wlasciwego celu dazen
naszych, przyznamy, ze przedewszystkim w Prawdzie i Pigknie;
tym wlasnie wyzszym duchowym potrzebom matematyka czyni
zadosc.

Prawda ta, ktéra podaje matematyka, dotyczy bezposrednio
nie przedmiotéow materjalnych, lecz naszych konstrukcji umy-
stowych. Czy dlatego ma mie¢ mniejsza wartos¢? Czyz prawa
mysli naszych, naszego wewnetrznego $wiata nie sa rowniez inte-
resujace, jak i prawa $wiata zewnetrznego?

Czesto tak rozumiana matematyke por6wnywaja z szachami,
nazywajac ja pogardliwie zabawka, a przedmiot jej urojeniem. Jest
to niesluszne poréwnanie. Teorja gry w szachy nie jest naukg nie
dlatego, ze przedmiot jej przez nas jest wymyslony, Ze jest kons-
trukcja umyslows, jak i przedmioty matematyczne—i w dziedzinie
faktéw materjalnych istnieja prawdy, nie posiadajace war-
tosci naukowej (np. dokladna waga stolu, na ktérym pisze)
i zbiory prawd, nie tworzace nauki — lecz, Ze przedmiot ten
nie jest ani ogélny, ani powigzany z innemi. Wogoble wartos¢
poznanej prawdy jest tym wieksza, im bardziej ta prawda roz-
szerza lub poglebia nasze poznanie, t. j. im bardziej jest ogoélna
i powigzana z reszta naszych wiadomosci. Te wlasnie cechy po-
siadaja w wysokim stopniu prawdy matematyczne.

Nie mniej, a moze wiecej jeszcze, celem zajmowania sie
matematyka jest jej piekno. Dowodéw na to pelno w wypo-
wiedzeniach sie réznych matematykéw. Oto jak charakteryzuje
dzielo matematyczne MITTAG LEFFLER: »najlepsze dzielo mate-
matyka jest dzielem sztuki, sztuki wznioslej, doskonalej, $mialej
jak najbardziej skryte marzenia wyobrazni, jasnej i przezroczej
jak mysl oderwana«?). Prawda, Ze tylko garstka jednostek od-
czuwa to; lecz »nie masz sie czemu dziwic«, pisze GAUss w liscie
do ZorJ1 GERMAIN, »czar tej subtelnej nauki objawia sie w ca-

) Por. AHRENS, Scherz und Ernst in der Mathematik,
skad czerpiemy wiekszos¢ przytoczonych tu cytat.
?) »Sophie Kowalewskye, Acta math., 16, 1892/1893, str. 388—389.

oy
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lym swym pigknie tylko tym, ktérzy maja odwage ja zgle-
bi¢« ). »

Rozumie si¢, kto pigkna tego sam nie odczul, temu wskazac
go nie mozna; powinien uwierzy¢ $wiadectwu innych i musi
zadowoli¢ si¢ wiadomoscia, Ze poréwnac da sie ono najlepiej
z pigknem muzyki lub architektury (z harmonja tonéw i linji)?2).

Na pytanie wigc, na co sa te abstrakcyjne teorje mate-
matyczne, ta »zabawka«, odpowiemy rowniez pytaniem: »na
co sg symfonje mvzyczne?« Czy muzyke tez nazwiemy za-
bawka? ?)

5. Matematyka, jako nauka aprioryczna, nic nie zapozycza
od innych nauk, wyjawszy chyba od logiki: znajomos$¢ (i to

) Sopnie GERMAIN, Oeuvres philosoph., ed. 1896, str. 275. GAuss
pisze tu gléownie o Teorji liczb.

?) Por. PoixcAarE, La Valeur de la Science, str. 82, (tlumacz.
pol. str. 88). Minkowsk1, Diophantische Approximationen (1907),
przedmowa, i BoLrzMANN, Gustav Robert Kirchhoff (Akad. Festrede,
Graz, 15. XI. 1887, str.28—30). —J.W. A. Youne (The teaching of mate-
matics, Londyn, 1911), cytujac GOETHEGO, ktéry nazwal tum gotycki
»muzyka stezala«, powiada, Ze lepiej nazwacby go moZna »skamieniala
matematyka« (petrified mathematics). Inaczej sadzi KummERr, dla ktorego
wlasciwe piekno matematyki jest podobne raczej do piekna przyrody (Uber
einige math. und philos. Grundanschauungen Leibnizens,
Festrede, Berlin, Akademie, 1867).

Nie chcac poprzestaé¢ na $wiadectwie samych matematykéw, przy-
taczamy tu jeszcze ustep z ksiazki F. Rupio, Uber den Antheil der
math. Wiss. an der Kultur der Renaissance, str. 19, (Sammlung
gemeinverst. wiss. Vortr., Virchov-Holtzendorff, H. 142): »To, co z nieprze-
parta sila pociagalo do nauk matematycznych wielkich mistrzéw Odrodzenia,
takich jak Brunellesco, Lionardo da Vinci, Rafael, Michelangelo i w szczegdl-
nosci takze Albrecht Diirer, nie bylo wylacznie daZeniem do wszech-
stronnego wyksztalcenia. Mieli oni §wiadomos¢, Ze, przy calej swobodzie
indywidualnej wyobrazni, sztuka takZe zna prawo koniecznosci i odwrot-
nie, przy calej niewzruszonosci logicznej budowy, i matematyka rozwija
sie wedlug praw pieknac.

%) Porownanie z szachami i tu jest plytkie: szachy moga da¢ zado-
wolenie estetyczne, ktére da sie poréwnaé z eleganckim i doweipnym ‘roz-
wiazaniem poszczegoélnego zagadnienia matematycznego, ale nigdy z ta
harmonja przedmiotéw i zwiazkéw matematycznycb, odkrywanych przez
twierdzenia i teorje, ani z artystycznym planem i budowa samej teorji.

< e
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praktyczna tylko) zasad poprawnego rozumowania. To tez jedna
tylko logistyka mozZe by¢ wymieniona, jako jej nauka pomocnicza.
Poza logistyka moga interesowac¢ matematykow specjalnie jeszeze
filozofja matematyki i historja matematyki. Wszystkie te nauki
zaliczamy jednak ze wzgledow praktycznych do matematyki
i traktujemy o nich w niniejszym dziale, w odpowiednim wiec
miejscu bedzie mowa o ich znaczeniu dla matematyka (por.
tez Wst@p do stop. III).

6. Matematyka natomiast jest nauka pomocnicza dla bardzo
licznych, coraz liczniejszych nauk. KANT scharakteryzowal na-
wet ogolna tendencje ujmowania naszych wiadomosci w formy
matematyczne w tych slowach: twierdze, ze w kazdej z nauk
przyrodniczych tyle tylko mozna znalez¢ wlasciwej nauki, ile
w niej znajdzie sie matematyki!). Szczegolniej w badaniu przy-
rody martwej jest ona nieocenionym narzedziem, tym bar-
dziej i skuteczniej stosowalnym, im dokladniej przedmiot jej
da sie zanalizowac¢ i zmierzy¢. Mechanika np. daje sie prawie
calkowicie napisa¢, ze tak powiemy, w jezyku matematycznym,
z pomoca wzorow. To tez fizyka i astronomja wymagaja grur-
townego wyksztalcenia matematycznego (szczegodlniej réwnan
rozniczkowych, szeregéw Fourier’a, rachunku.warjacyjnego, ra-
chunku prawdopodobienstwa). Inne nauki przyrodnicze nie wy-
magaja tyle matematyki, lecz zawsze co najmniej algiebry
i gieometrji w zakresie szkolnym, poczatkéw gieometrji anali-
tycznej i rachunkéw rézniczkowego i calkowego. Nauki techniczne
wymagaja jeszcze znajomosci gieometrji wykreslnej. Z nauk hu-
manistycznych wymienie tylko ekonomje i statystyke (i ich
praktyczne zastosowania, gléwnie nauke o ubezpieczeniach), jako
te, w ktérych matematyka zdobywa coraz szersze zastosowanie.
W niektérych dzielach ekonomicznych uZywane sa nawet row-
nania rézniczkowe 2).

') Vorrede zu den metaphysischen Anfangsgriinden
der Naturwissenschaft.

?) Glownym przedstawicielem tego kierunku matematycznego w eko-
nomji politycznej jest PARETO, obecnie profesor w Lozannie; z dziel jego
wymienimy: Cours d'économie politique, Lozanna, t. I, 1896, t. II,
1897, por. tez jego artykul w t. I, cz. II-giej Encykl. der Math, Wiss.,

PORADNIX DLA SAMOUKOW, T. I. 2
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7. Studjowanie filozofji — cho¢ tu matematyka zastosowan
w ciasniejszym znaczeniu nie ma — wymaga znajomosci mate-
matyki w niemniejszym stopniu. Wyszkolenie bowiem w logicz-
nym, $cislym rozumowaniu i krytycyzm, ktore daje matema-
tyka, wykrywajaca czesto falsz i w prostych, oczywistych na-
pozor, sadach, komuz sa tak niezbednie potrzebne, jak filozo-
fowi? Dalej filozofja zajmuje sie podstawami i zasadniczemi
pojeciami nauk, a wiec przedewszystkim matematyki, bo te sag
podstawa dla wszystkich (przynajmniej przyrodniczych) nauk.
Zreszta i bez tego w filozofji uzywa sie wciaz poje¢, na ktore
wlasciwe Swiatlo rzuca matematyka: ilo$¢, ciaglosé¢, nieskon-
czono$¢. W poszczegélnych dzialach filozofji ta potrzeba po-
znania matematyki wystepuje jeszcze wyrazniej: jesli kto sie
zajmuje logika, ten powinien sie zapozna¢ z rozumowaniami
matematycznemi, z tworzeniem sie poje¢, jako z materjalem
do badan; jesli teorjg poznania — to wazna dlan jest wartosc
poznawcza matematyki, podstawy matematyki; jesli historja
nauk, metodologja nauk, lub t. zw. filozofja przyrody, to po-
trzeba znajomosci matematyki nawet nie wymaga objasnienia.
Jak wazna role w systematach filozoficznych odgrywaja za- .
patrywania na matematyke, do$¢ wspomnie¢ KANTA. Przy-
pomnijmy tu sobie tez, ilu $réd najwiekszych filozofow bylo
matematykami: PYTAGORAS, PLATON, DESCARTES, LLEIBNIZ; to nie
pozostalo bez wplywu na ich pisma filozoficzne. Z dzisiejszych
szkol filozoficznych w wiekszosci matematyka odgrywa wazna
role: wymienie tu szkole HUSSERLA, (ktdérego zasadnicze poglady
filozoficzne uksztaltowaly sie pod wplywem studjéw nad mate-
matyka i filozofja matematyki, jak sam to zaznacza w przed-
mowie do swego dziela »Logische Untersuchungen«), em-
pirjo-krytycyzm (historja mechaniki MACHA), szkole marburska
i szkole FRrIESA; aby sie o tym przekonaé, dos¢ zajrze¢ do wy-
dawanych przez nie pism. Z tego wzgledu matematyka staje
sie przy studjowaniv filozofji w pewnym znaczeniu praktycznie

p. . Anwendungen der Mathematik auf Nationaldconomie,
1902, stronic 27; w wydaniu francuskim tej encyklopedji artykul ten znaj-
duje sie w t. I, cz. (volume) IV, zeszyt 4, 1911.
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potrzebng: dla swobodnego rozumienia i krytycznej oceny wyda-
wanych dzis pism filozoficznych. Zauwazy¢ tylko trzeba, zZe
poniewaz filozofja w poszczegélne wyniki matematyki prawie
nie wchodzi, mozna wiec bez znajomosci matematyki czytac
ksigzki filozoficzne, powolujace si¢ na matematyke, lub ja ana-
lizujgce i mie¢ wrazenie, Ze si¢ je rozumie; lecz pamietajmy,
ze rozumie¢ a rozumie¢ — to duzZa roznica.

To tez i dzi$ nalezy wstepujacym na droge filozofji po-
wtorzy¢ te slowa, ktore przed wiekami PLATON umiescil u wej-
Scia do swej akademji: :

»Bez znajomosci gieometrji niech tu nikt nie wchodzi«?).

8. Jako nauka o ogélnych formach wszystkich zjawisk
(pozostajacych po zabstrahowaniu od wszelkich cech jakoscio-
wych przedmiotu), oraz jako jedyna $cisla nauka dedukcyjna,
matematyka ma olbrzymia wartos¢ ksztalcaca: rozwija wy-
obraznie, uczy rozumowac scisle i wyrabia zdolnosci, ktore ulat-
wiaja orjentowanie sie w zjawiskach zloZonych. Dlatego tez
od kazdego wyksztalconego czlowieka wymaga sie nie tyle wia-
domosci, ile pewnego wyszkolenia matematycznego. Stopien II-gi
matematyki w Poradniku (czyli mniej wiecej kurs szkoly
Sredniej) odpowiada zakresowi koniecznych do tego celu wiado-
mosci. Stopien I-szy nie powinien by¢ uwazany za Konieczny
wstep do stopnia II-go. Obejmuje on cze$é tych samych przed-
miotéw, co i stopien II-gi, wyloZonych tylko w sposob latwiejszy,
bardziej pogladowo, praktycznie, w bezposrednim zwiazku z za-
stosowaniami do zycia codziennego. Jest to kurs propedeutyczny,
nie zas wlasciwa, czysta teorja; korzysta¢ z niego moga samoucy,
ktérzy nie nabyli znikad zdolnosci $cislego myslenia, albo kto-
rym chodzi tylko o osiagniecie bezposrednich korzysci pra-
ktycznych, potrzebnych w zyciu codziennym, gospodarstwie i rze-

1) Wyraz »gieometrja« jest tu oczywiscie uzyty, jako synonim wy-
razu »matematyka« (toz samo spotykamy u pisarzy francuskich).
O planie i sposobie prowadzenia studjéw matematycznych dla filo-
zofa por. Wstep do III stopnia.
%
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miosle, ktérzy wiec moga poprzesta¢c na stopniu I. Ci, co ucza
dzieci w poczatkowym okresie nauczania, znajda w stopniu I
spis poleconych podrecznikéw, inne wskazoéwki — w rozdziale,
zatytulowanym: Metodyka nauczania.

Troche wyrobiony czytelnik, pragnacy zdoby¢ $rednie wy-
ksztalcenie ogolne, powinien zacza¢ od stopnia II-go. Nie zrobi
on zadnego skoku, opuszczajac stopien I-szy, wszelkie bowiem
wiadomosci od najelementarniejszych (lecz w ukladzie syste-
matyczniejszym, niz w stopniu I-szym) znajdzie w podreczni-
kach stopnia II-go. Tylko w razie, gdyby te podreczniki oka-
zaly sie dlan za trudne, winien pomagac sobie bardziej pogla-
dowemi podrecznikami stopnia I-go.

Znajacy algiebre, gieometrje (elementarna) i trygonometrje
w zakresie stopnia II-go, moze zacza¢ odrazu od stopnia III-go.
Radzimy tylko przeczyta¢ w kazdym razie Wstep do stopnia II-go.
Zbytniej jednak skrupulatnosci w opanowywaniu matematyki ele-
mentarnej trzeba sie takze wystrzega¢: nie na zapamigtaniu
bowiem wszystkich szczegélow, lub poznaniu wiekszej ilosci
wzoréw polegaja postepy w matematyce, lecz na zdobyciu i zgle-
bieniu nowych poje¢ i metod. Wlasciwe tez poglebienie wiado-
mosci z matematyki elementarnej (»poglebienie, nie zas »roz-
szerzenie«) mozna osiagna¢ dopiero na poziomie stopnia III-go,
z jednej strony przez studjowanie podstaw gieometrji i arytme-
tyki, z drugiej za$ przez ujecie jej z pomoca poje¢ wyZszej ma-
tematyki, spogladajac na nia z wysoko obranego punktu wi-
dzenia.

Kto zaczyna studjowanie wyzszej matematyki, powinien po
przeczytaniu Wstepu do stopnia III-go, czyta¢ tylko rozdzialy
o naukach, od ktérych ma zaczaé, bez wzgledu na porzgdek
tych rozdzialéow. Poszczegolne rozdzialy bowiem stopnia III-go
nie sg przeznaczone do odczytania po kolei jednym ciagiem, lecz
raczej do uzytku podobnego, jak encyklopedje (co ulatwia skoro-
widz rzeczowy). Niektore rozdzialy majg charakter popularyza-
cyjny i moga sluzy¢ np. czytelnikom stop. II-go do uzupelnienia
swych wiadomosci (szczegolniej Arytmetyka, Teorja mnogosci, Te-
orja liczb, Gieometrja analityczna i syntetyczna, Podstawy gieome-
trji, Topologja, Logistyka, Rachunek prawdopodobienstwa i Zagad-
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nienia filozoficzne matematyki; por. Wstep do stopnia Il-go, § 2).
Obeznany juz nieco z matematyka wyzsza moze czyta¢ ktorykol-
wiek interesujacy go rozdzial, bo sa one zwykle niezalezne od
siebie; w przeciwnym razie cytaty ulatwiaja odnalezienie innych
miejsc w Poradniku, potrzebnych do zrozumienia czytanego roz-
dzialu. Naogol wystarcza do ich zrozumienia znajomosé mate-
matyki elementarnej (stopien II-gi), (co nie wyklucza, %e nie-
ktére w nich zdania, a nawet ustepy moga nie by¢ zrozumiale przy
tym minimalnym przygotowaniu). Wyjatek stanowia rozdzialy:
Teorja funkeji analitycznych, Réwnania rézniczkowe zwyczajne,
Réwnania funkeyjne i calkowe, Rozwiniecia na szeregi, Rowna-
nia rézniczkowe o pochodnych czastkowych, Teorja grup, Gieo-
metrja rézniczkowa, Rachunek warjacyjny, do ktérych zrozu-
mienia potrzebne sa przynajmniej poczatkowe wiadomosci o sze-
regach, funkcjach zmiennej rzeczywistej, z rachunku rozniczko-
wego i calkowego, oraz gieometrji analitycznej.

9. Pozadana jest rzecza, aby i ci, ktéorych przyszla spe-
cjalnes¢ nie wymaga znajomosci matematyki, wyjrzeli troche
poza zakres stopnia II-go w interesie swego wyksztalcenia ogdl-
nego!), a to ze wzgledu na nieproporcjonalno$¢ miedzy iloscia
materjalu stopnia II-go a IIl-go. Jak to juz widaé bowiem z po-
danej nizej tablicy, matematyka elementarna jest znikoma
czescia calodei matematyki. » Elementy EUKLIDESA sa taka sama
malg czescia calej matematyki, jak Iljada — literatury, lub
rzezby Finjasza — calej sztuki wszechswiatowej«, trafnie po-
rownywa C.J. KEYSER (Mathematics, N. York, 1907, str. 8).
A zdarza sie czesto, Ze konczacy szkole maja wrazenie, iz ele-
mentarna algiebra i gieometrja wyczerpuja zakres zagadnien
matematyki i Ze cala dzisiejsza matematyka wyzsza, pozostajac
w ciasnym kole tych, siegajacych starozytnosci zagadnien, po-
lega na znajdowaniu wiekszej liczby podobnych, tylko bardziej
skomplikowanych wzoréw. Poglad zas taki — gdy sie zwazy,
jak wspaniale matematyka rozwinela sie w czasach nowo-

1) Ksiazek, popularyzujacych zagadnienia wyzszej matematyki, nie-
stety prawie niema (por. stop. II-gi). W jaki mianowicie sposéb nalezy uzu-
pehié stop. II-gi w kierunku powyZszym, p. Wstep do stop. II-go i I1I-go.
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zytnych i najnowszych — jest tak dalekim od prawdy, Ze mu-
simy go uzna¢ za blad zgola niedopuszczalny, szczegoélniej wo-
bec tego znaczenia, jakie rozwoéj matematyki mial i ma dla
kultury dzisiejsze;j.

Zludzenie, ze taki zastdj istnieje w matematyce, powstaje
stad, Ze jest ona nauka najbardziej zachowawcza!), malo co
z jej zdobyczy zostalo pozniej odrzucone, bo wszystkie prawie
tak sg solidnie ugruntowane, ze wytrzymuja probe czasu. Nie
z bezkrytycznego pietyzmu dla tego, co stare, wynika ta zacho-
wawczosé, gdyz matematyka jest przedewszystkim krytyczna
i nie zatrzymuje swej Kkrytyki przed najprostszemi, najoczy-
wistszemi prawdami.

To jednak, ze nowe badania nie zmieniajag wynikéw mate-
matyki elementarnej, nie powinno nam zaslania¢ faktu, Ze ma-
tematyka jednoczesnie nalezy do najbardziej postepowych —
rozwija sie niezmiernie szybko, kroczac réznemi drogamj, zdo-
bywa coraz to nowe dziedziny, nie bojac sie najsSmielszych,
najparadoksalniejszych nowych teorji; wspominamy tylko liczby
urojone, gieometrje nieeuklidesowskie, odrzucajace dawne pew-
niki gieometryczne i teorje mnogosci, ktora dowiodla, ze czes$é
moze sie réwnacé calosei.

Blizsze wskazowki co do studjow w zakresie kazdego
stopnia podane sa w odpowiednich wstepach.

W szczegolnosci we wstepie do stopnia ITI-go uwzglednione sa
potrzeby tych wszystkich, ktorzy z jakiegokolwiekbadz wzgledu
chca posias¢é wyksztalcenie matematyczne, wyzsze od Sred-
niego, i to w jakimkolwiek zakresie az do specjalnosci osta-
tecznej i przygotowania sie do pracy tworcze].

10. PODZIAL MATEMATYKI (objasnienia do tablicy). 10, 1. Po-
dana tu tablica’)sluzy dwojakiemu ‘celowi. Cel pierwszy jest

1) ...»tak zachowawcza, jak matematyka, ktoéra nie burzy prac okre-
sow poprzedzajacych, by w ich miejsce wznosié nowe budowle«. (HANKFL,
Die Entwickelung der Mathematik in den letzten Jahrhun-
derten, 1885, str. 7). 2) p. str. 235.
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teoretyczny, poznawczy: chcemy da¢ pewne wyobrazZenie
o ogromie i rozgalezieniu matematyki oraz uporzadkowac
znane juz czytelnikowi teorje.

Drugi cel tablicy jest praktyczny: ma ona byé¢ niejako
katalogiem rzeczowym galezi matematyki, tak, aby czy-
telnik, odszukujac na tablicy nazwe jakiego$§ nieznanego mu
zupelnie dzialu, mogl sie zorjentowac do jakiej dziedziny badan
on nalezy, co ulatwi szukanie wiadomosci o nim. Dlatego sta-
ramy sie osiagna¢ w tablicy mozliwa zupelnosé¢ i wyszczegol-
niamy w niej nawet takie dzialy matematyki, ktére z wiekszg
moze slusznoscia nalezaloby uwazacé jako czedci innych teorji,
niz jako teorje samoistne.

Tablica ta jest tylko bardzo niedokladnym przy-
bliZzeniem istotnego stanu rzeczy. Nie moZna bowiem mysle¢
o dokladnosci podzialu tam, gdzie si¢ ma do czynienia z tak
zywym, rozwijajacym sie i tak niepodzielnym materjalem, jaki
przedstawia matematyka. Matematyka tworzy tak organiczng
calo$¢, ze niepodobna jej rozczlonkowaé bez pewnego znieksztal-
cenia. Tymbardziej przy poréwnywaniu roéznych dzialow ze
soba, wobec braku jakich$ ustalonych uméw co do mierzenia
waznosci dzialéw, stopnia ich rozwoju i Scislosci zwiazku z in-
- nemi, trzeba sie zadowoli¢ oceng bardzo przybliZona.

Nadmieniamy w-szczegolnosci, Ze uwidoczniliSmy na tablicy
tylko te zwiazki miedzy odrebnemi dzialami, ktéore nam sie
wydaly wazniejsze, lub specjalnie ciekawe, abstrahujgc od
reszty. Stad juz wynika, Ze tablica ta, oprécz tego, Ze jest nie-
dokladna, musi by¢ w znacznym stopniu subjektywna: kto
inny ulozylby ja inaczej; my sami moglibySmy zmieni¢ ten
uklad na inny. Czytelnik tez powinien jg traktowaé jako probe,
ktoérej celem da¢c mu mozZno$é orjentacji w pierwszych chwi-
lach studjow, a w dalszych — tlo do tworzenia wlasnego pogladu
(tlo moze by¢ i kontrastem), materjal do zastanowienia.

Zwiazki pomiedzy dzialami matematyki sa réznego chara-
kteru: wspélnosé przedmiotu, wsp6lno$é metody i charakteru ba-
dan, positkowanie sie rezultatami jednej galezi przez inna i wresz-
cie zwigzek czesto polega na tym, Ze jedna nauka jest czescig
innej. Tak np. teorja funkcji eliptycznych albo algiebraicznych
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nalezy do teorji funkcji analitycznych, a badania stozkowych
naleza do gieometrji analitycznej lub syntetycznej (zaleznie od
przyjetej metody badania). Nie uwidoczniamy tych roéznic,
nadmieni¢ tylko, Ze przy rozmieszczaniu kierowalismy
si¢ pokrewienstwem przedmiotu, inne zwiazki oznacza-
jac tylko laczacemi linjami, naogél zas kierowalismy sie glow-
nie wzgledem praktycznym: oile studjowanie jedne]
nauki jest przydatne lub konieczne do studjo-
wania innej. Opuscilismy tez zwigzki, rozumiejace sie same
przez sie, wynikajace z istnienia innych zwigzkow.

10, 2. Matematyke dzieli sie zwykle na dwa wielkie dzialy:
analize i gieometrje. Podzial ten istnieje rzeczywiscie, ale w wyz-
szej matematyce nie jest tak wyrazny, jak sie zrazu wydaje.
Czy polega on na réznicy badanego przedmiotu? Gieometrja
taka, ktora nalezy do czystej matematyki, nie bada przestrzeni
tizycznej, lecz tylko wlasnosci matematyczne tej —i innych —
przestrzeni (do nich np. nalezy czas)!). Kto ma chociaZ pojecie
o gieometrji analitycznej, ten wie, Ze badac¢ linje a badac
funkcje, jest to w rezultacie prawie to samo; co wiecej, w ujetej
abstrakcyjnie wyzszej gieometrji analitycznej linje i wszelkie
inne figury gieometryczne nie sg niczym innym, jak wlasnie
pewnemi réwnaniami- lub innemi utworami analizy. I czy mozna
powaznie twierdzi¢, ze badania, dotyczace figur urojonych
1 przestrzeni wielowymiarowych, dotycza widzialnej, czy chocby
intuicyjnej przestrzeni?

To samo stosuje sie i do nieanalitycznej, t. zw. czystej
gieometrji, do ktérej naleza: gieometrja elementarna, topologja
(w kierunkach DEHNA i SCHOENFLIESA) i gieometrja syntetyczna;
dzisiejsze bowiem teorje podstaw gieometrji uniezaleznily réw-
niez i czysta gieometrje od wszelkiego — empirycznego, czy in-

1) PoINCARE (Analysis Situs, Journal de I'Ecole polytech., 1895,
(2) 1, str. 1) mowi: »gieometrja nie ma jako jedyvnej racji bytu opisu bez-
posredniego cial, ktore podpadaja pod nasze zmysly: jest ona przedewszyst-
kim studjum analityeznym grupy«. O pojeciu matematycznej przestrzeni,
lepiej rozmaito$ci, bedzie mowa w rozdziale: Podstawy gieometrji;
o jej stosunku do przestrzeni fizycznej — w rozdziale: Zagadnienia fi-
lozoficzne matematyki.
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tuicyjnego — elementu przestrzennego. Dla czystej gieometrji
jednak mozna predzej okresli¢ réznice jej przedmiotu od przed-
miotu analizy: gieometrja czysta zajmuje sie utworami gieo-
metrycznemi, okreslonemi przez pewniki bez pomocy liczb.
lLecz jest to roznica zbyt niejasna.

Na czym wiec polega roznica miedzy temi dwiema gale-
ziami matematyki, szczegolniej, gdy gieometrja jest traktowana
analitycznie? Najczesciej uslyszymy odpowiedz, Ze réznia sie
jezykiem: jedna nazywa przedmioty swych badan linjami,
prostemi i t. d., druga zas$ funkcjami, réwnaniami I-go stopnia
i t. d. Gdy wnikniemy glebiej w te odpowiedz, to zobaczymy,
ze wskazana w niej roznica nie jest powierzchowna: w sposobie
nazywania Kkryje sie sposéb ujecia rzeczy.

Ujeciem przedmiotu i metoda badania — nie za$ przed-
miotem — réznia sie miedzy soba analiza i gieometrja. To tez
wiekszosé przedmiotéw badan matematycznych bywa trakto-
wana i gieometrycznie i analitycznie, jakby ogladane z dwu
stron. Bo kazdy fakt da sie wypowiedzie¢ i w jezyku gieo-
metrji i w jezyku analizy; tylko, Ze jeden fakt wyraza si¢
prosciej w jednym z tych jezykow, a inny w drugim. Stad
tez powstaje réznica stawiania zagadnien w obu dzialach.

10, 3. Bardziej jednak zasadniczym podzialem matematyki
wydaje nam si¢ podzial na matematyke utworéw ciaglych i nie-
ciaglych (discret). Do ostatniej zaliczamy teorje liczb i teorje
grup nieciaglych wraz z algiebra ). Do pierwszej — reszte ana-
lizy (analize w znaczeniu ciasniejszym) i prawie cala gieo-
metrje %),

RézZnica miedzy temi dwoma dzialami matematyki jest
bardzo znaczna, zaréwno w metodzie badan, jak i w przedmiocie

) Algiebra wprawdzie zajmuje sie wielomianami, ktore sa funkcjami
ciaglemi; lecz nie bada ich jako funkeje, w swych dowodach uzytku z cia-
glodci nie robi (wyjawszy t. zw. fwierdzenie zasadnicze algiebry), i tylko
takie dowody uwazamy za wlasciwie algiebraiczne.

?) Z gieometrji do matematyki form nieciaglych moznaby zaliczyé
topologje (kierunek DEHNA), a takZe gieometrje elementarna, o ile ta zaj-
muje sie linjami lamanemi, szczegoluiej zas dzial gieometrji o wielokatach
i wielescianach foremnych.
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i w zagadnieniach (co nie wyklucza istnienia miedzy niemi gle-
bokiego zwiazku). Zastosowan jednak rezultatéw jednego z tych
dzialé6w do drugiego jest stosunkowo malo.

Podobnym podzialem, ale dotyczacym tylko analizy w cias-
niejszym znaczeniu, jest podzial na analize wielkosci zesp o-
lonych (funkeji analitycznych) i analize wielkosci rze-
czywistych (funkcji dowolnych)?).

Podzial ten jest bardziej zasadniczy niz wedlug przed-
miotu, bowiem ze zmiang zakresu badania (ograniczeniem sie
do funkcji zmiennych rzeczywistych, lecz za to znoszac ogra-
niczenie, Ze maja by¢ one analitycznemi) zmieniaja sie i zagad-
nienia, zmieniaja i metody, co zmienia caly charakter badania ).

10, 4. Pozostdje nam powiedzie¢ sléw pare o podziale ma-
tematyki na elementarng i wyzsza; rozumie sie¢ jest to podzial
konwencjonalny; w praktyce matematyka elementarna nazy-
wamy dzialy, wchodzace w zakres nauczania w szkole sredniej
i bezposrednie ich rozwiniecia, bez wprowadzenia nowych pojec,
a wiec cala gieometrje grecka i algiebre sredniowieczna.

Matematyka rozwija sie, tworzac nowe, coraz bardziej
zloZone pojecia, ktére coraz to dalsza droga dzieli od pojec
prostych, bedacych jej punktem wyjscia; wprowadzenie kazdego
takiego nowego pojecia — kazde wejscie na nowy poziom ab-
strakcji — mozna uwaza¢ za przejscie do »wyzszego« szczebla
matematyki. Ten podzial na szczeble bedzie oczywiscie dla
kazdej galezi matematyki rozny i scharakteryzowany przez
wprowadzenie r6znych nowych pojec.

Jednak wprowadzenie  pojecia granicy, bardzo waznego,
tworzy przeskok najbardziej wydatny, tak, Ze mozemy pojecie
to uwaza¢ za kamien graniczny, znaczacy przejscie do mate-
matyki wyzszej. Wystepuje ono wprawdzie juz w gieometrji
elementarnej przy obliczaniu pola kola i t. p., ale wlasciwie
jest to juz wkraczanie do matematyki wyzszej, do rachunku
calkowego.

) Gdyby$my chcieli rozciagna¢ podzial ten i na gieometrje, to do
matematyki utworéw dowolnych (vzeczywistych) zaliczyé nalezy topologje
(kierunek SCHOENFLIESA) i teorje krzywych dowolnych.

%) O tym podziale por. Rozwiniecia na szeregi.
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Wiystarczajacym jednak dla scharakteryzowania matema-
tyki wyzZszej ono nie jest, gdyz nie w kazdej galezi matema-
tyki zostaje wprowadzone i nie odgranicza matematyki elemen-
tarnej np. od algiebry wyzszej, ani od teorji liczb.

Znaczenie takie wyrazu »elementarny« utarlo sie takze
w analizie wyZszej: nazywamy tam zwykle »elementarnyme
kazdy dowod, poslugujacy sie tylko pojeciami teorji liczb
i algiebry (cho¢by bardzo zloZonemi i trudnemi) bez uzZywania
pojecia granicy, co wecale zreszta nie oznacza, Zeby on mial
byé¢ latwiejszy od dowodu analitycznego.
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