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1. Topologia, zwana takze Analysis situs, jest naukg o ta-
kich wlasnosciach utworéw gieometrycznych, ktére nie znikna,
gdy utwory przeksztalcimy w dowolny sposéb ciggly i jedno-
jednoznaczny '), czyli takich, ktére nie znikng po dowolnym
wygieciu i rozszerzeniu lub skurczeniu sie figury (bez rozdarcia
i bez zlepienia w jakimkolwiek miejscu)?). W pierwszej chwili

) t. j. taki, Ze kazdemu punktowi danej figury odpowiada jeden
i tylko jeden punkt figury przeksztalconej (jednoznacznoéc), oraz parze
zblizajacych sie nieskonczenie punktéow — para punktéw, réwniez nie-
skonczenie zblizajacych sie (ciaglo$é), i odwrotnie. WyraZenie jedno-
Jednoznaczny (ein-eindeutig) oznacza to samo, co odwracalnie jedno-
znaczny. W tym samym znaczeniu bywa uzywany po polsku niezbyt udatny
wyraz dwujednoznaczrny (z francuskiego biunivoque).

?) Pogladowo moZemy sobie tak wyobrazi¢ przedmiot naszych badan:
jesli mamy jakié przedmiot z gnacego si¢ materjalu, np. kawalek sznurka
ze zszytemi ze soba koncami, to opisujac jego ksztalt nie bedziemy mé-
wili o chwilowych jego wlasnosciach (czy jest on kolem, elipsa lub troj-
katem, co zaleZy od tego, jak go ulozymy), lecz o tych stalych, istotnych
wlasnosciach ksztaltu, ktére sie nie zmieniaja wraz ze zmiana warunkow;
a wiec: ze nie ma on koncoéw, Ze jest linja zamknieta, Ze posiada taka
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388 ' Z. Janiszewski.

mozna mie¢ wrazenie, ze zZadna wlasnos¢ figury przy tak do-
wolnych przeksztalceniach nie zostanie zachowana (bo rzeczy-
wiscie, prawie zadna z tych, ktéorych badaniem zajmujg sie inne
dzialy gieometrji, zachowang nie zostaje): mozemy trojkat prze-
ksztalci¢ np. na kwadrat, na kolo i t. p. i to na dowolnie wielkie
lub male. Jednak po zastanowieniu si¢ staje si¢ oczywistym —
co mozna (i naturalnie trzeba) $ciSle udowodnié — ze od-
cinka prostej nie mozna przeksztalcié!) w sposéb ciagly na
okrag kola; nalezalo by chyba zlepi¢ konce odcinka, a to, jak
wiemy, nie jest dozwolone. Zamknietos$¢ linji jest wiec taka
wlasnosciag niezmienng, ktérej badaniem zajmuje sie topologja.

a taka dlugosé. Gdybysmy jednak w dodatku sobie wyobrazili, Ze jest on
zrobiony z materjalu, ktory rozciaga sie i kurczy dowolnie (czesciowo wlas-
nosci te posiada guma), to musielibySmy przesta¢ mowi¢ o jego dlugosci,
ograniczajac sie przy jego opisie do takich wlasnosci, jak zamknietosc,
t. j. do wlasnosci rozpatrywanych wlasnie przez topologje. Podobnie, gdy
moéwimy o ksztalcie pewnego czlowieka, mamy na mysli tylko pewne
niezmienne wlasnosei tego ksztaltu (niezmienne wobec przeksztalcen
innych, niz w topologji), gdyZ czlowiek siedzacy ma — w zwyklym zna-
czeniu, ze stanowiska gieometrji elementarnej — ksztalt inny, niz ezlowiek
stojacy, inny przy zgieciu reki, a inny przy jej wyprostowaniu (por. przy-
pisek na str. 398). ;

Tu musimy odrazu rozstrzygna¢ jedna mogaca sie nasunaé¢ watpli-
woké: nasze okreslenie ciaglosci przeksztalcenia jest niezupelnie zgodne
z podanym jego objasnieniem pogladowym. Gdybys$my chcieli otrzymaé
takie przeksztalcenie zupelnie ogélne, naleZaloby przyja¢ obok gietkosci
i rozszerzalnosci jeszcze przenikalnosé figury. O ile przenikalnosé
odrzucamy, to otrzymamy specjalny dzial topologji (Comnexus), w ktorym
~ nie rozwaza sie figury samej w sobie, lecz
w stosunku do reszty przestrzeni i roz-
patruje tylko przeksztalcenia calej prze-
strzeni wraz z dana figura. Tak np. po-
siadanie wezla przez linje zamknieta (model
takiej linji otrzymamy zawiazawszy wezel
na kawalku sznurka i potym polaczywszy
jego konce; p. fig. 24) nie jest jej wlas-
noscia niezmienna, jeéli bedziemy rozpatry-
wali te linje sama w sobie; bedzie zas, gdy ja bedziemy rozwazali w lacz-
nosci z przestrzenia tréjwymiarowa, w ktoérej sie ta linja znajduje.

) Méwiac o przeksztalceniu w tym rozdziale, mamy zawsze na mysli
przeksztalcenie ciagle i jedno-jednoznaczne.

Fig. 24.
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2. Nauka ta powstala dos¢ pdézno, w polowie w. XIX.
Pierwsza praca w tym Kkierunku, napisang ze sSwiadomoscia,
ze mamy tu do czynienia z nauka nowg, byla praca LISTINGA:
Vorstudien zur Topologie (w Gottinger-Studien
1847 r.). Od niej zwykle datuje sie powstanie topologji. Jednak
znacznie wecezesniej zajmowal sie réznemi nalezacemi tu za-
gadnieniami EULER (1707—1783) (p. nizej).

Prawie jednoczesnie z LISTINGIEM zajal sie, zmuszony do
tego swemi badaniami z teorji funkeji analitycznych, zagadnie-
niami topologicznemi RIEMANN (1826—1866) w swej pracy dok-
torskiej!) (1851) oraz w Theorie der ABeL'schen Funk-
tionen (1857). Prace RIEMANNA majg to historyczne znaczenie
dla topologji, ze pierwsze wykazuja jej zwiazek z reszta ma-
tematyki (z teorja funkeji analitycznych), co bylo konieczne
do zainteresowania nig ogélu matematykow. Pomimo to jednak
topologja pozostala zawsze na uboczu od gléwnego pragdu ma-
tematyki w. XIX, gdyz byla mu obcg swemi zagadnieniami,
metodami i ogdlnoscia przedmiotu, do jakiej prowadzilo pojecie
dowolnego ciaglego jedno-jednoznacznego przeksztalcenia, ogol-
noscig, z ktéra nie umiano sobie w owym' czasie da¢ rady,
a ktoéra i dzi§ jeszcze przy nowych metodach i pojeciach na-
strecza powazne trudnosci. Skutkiem tego rozwoj jej byl powolny.

Poczatkowe odkrycia i teorje wyrosly z obserwacji, droga
indukeyjna, empiryczna niemal, jak to bylo i w innych galeziach
matematyki, ktére nie sg tylko przedluzeniami i rozgalezieniami
juz istniejacych, lecz wyrastaja wprost z podstaw (np. gieo-
metrja elementarna, teorja liczb) Dowody podawane przez
pierwszych autoré6w (EULER, LISTING, po cze$ci RIEMANN, MO-
BIUS) — o ile oni je wogoéle podaja — sa zupelnie niewystarczajace.
Pierwsze rozpatrywane tematy byly zaczerpniete z gier i za-
baw matematycznych. Jednym np. z tematéw EULERA bylo za-
gadmienie o 7-miu mostach w Krolewcu: mosty, rozmieszczone
jak na fig. 25, nalezalo przej$¢ jednym ciggiem, przez kazdy

) Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Funk-
tionen einer veridnderlichen complexen Grosse (Inaugural
dissertation).
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A raz i tylko raz jeden. Eu- -

\ LER wykazal, Ze zadanie to
jest niemozliwe i podal wa-

% runek wystarczajacy i ko-

B nieczny do tego, aby mozna

D bylo przejs¢ w sposéb

ciagly po wszystkich
odcinkach linji, zloZonej ze
skonczonej liczby lukéw,
laczacych skonczona licz-
be punktéw danych, nie
przechodzac po Zadnym
luku dwa razy. Warun-
® kiem tym jest, aby nie bylo
™ § wcale punktéow, z ktorych -
wychodzi nieparzysta ilos¢
odcinkéw lub bylo ich tylko dwa. Zagadnienie to nalezy do
topologji, gdyz wlasno$¢ linji, Ze mozZna przej$¢ w sposob
ciagly wszystkie jej odcinki, nie zniknie, gdy linje¢ bedziemy
gia¢, kurczyé i rozszerzaé, byleby polaczenie poszczegélnych
jej odcinkéw ze soba nie uleglo zmianie; zagadnienie o T-miu
mostach w Krélewcu sprowadzi sie¢ zatym A
do rozwazania linji, przedstawionej na fig. 26.
3. Do topologji nalezy takze twierdze-
nie EULERA, orzekajace, Ze suma liczby
wierzcholkéw (w) i liczby $cian (s) wielo- B D
scianu (wypuklego) réwna sie liczbie krawe- w
dzi (k) powiekszonej o 2: ¢
w+s=k+2, Fig. 26.
gdyz stosuje sie nietylko do wielo$cianow.
W twierdzeniu tym bowiem chodzi o krawedzie nie jako linje proste
i nawet nie jako linje zalamania — te ich wlasno$ci moga po prze-
ksztalceniu znikna¢, nie moglyby zatym by¢ przedmiotem topolo-
gji— lecz o krawedzie, jako o linje podzialu prowadzone na
powierzchni zamknietej (wieloScianu); tak samo wierzcholki roz-
patrujemy tu tylko jako punkty, w ktérych schodzg si¢ rézne

— 262 —



Topologja. 391

luki wspomnianych linji (ktére sg dla wielo$cianéw krawedziami),
a $ciany — jako obszary, na ktére te linje podzielily rozpatrywang
powierzchni¢ zamknieta. Jakkolwiek przeksztalcimy wieloscian,
to liczby tych lukéw, punktéw i obszaréw nie zmienia sie i po-
zostana w tym samym zwiazku, chociaz krawedzie i $ciany
moga si¢ powykrzywia¢, kanty i katy pozaokraglac¢; zwigzek
wiec migdzy temi liczbami nalezy do prawd topologicznych.
Przedmiotem badania jest tu wzajemny stosunek 3 rodzai figur
gieometrycznych: powierzchni, lezgcej na niej siatki linji i leza-
cego na tej ostatniej zbioru punktéw (DEHN nazywa dzial topo-
logji, ktéory zawiera takie badania, Complexus).

Twierdzenie EULERA nie jest ogélnym stosuje sie tylko do
wieloscianow !), ktére dadza sie
przeksztalcié na kule (ten waru-
nek jest spelniony dla wszystkich
wieloscianéw wypuklych). Ist-
nieja jednak powierzchnie za-
mkniete, ktére sa topologicznie
rézne od kuli (t. j. nie dadza
sie na kule przeksztalcic); taka
przedstawia np. wieloscian na
fig. 27, do ktérego tez nie stosuje
sie twierdzenie EULERA, co czytel-
nik moze sprawdzié, przeliczajac
wierzcholki, krawedzie i $ciany 2).

4. Zrozumialym wobec tego jest, Ze uogélnienie twierdze-
nia EULERA, ktére bylo celem gléwnej pracy LisTiNngA (Cen-
sus rdumlicher Complexe, 1861), doprowadzilo ostatniego
do rozklasyfikowania powierzchni. Takaz klasyfikacje
przeprowadzili RIEMANN i MOBIUS (1790—1868). Jest to najwaz-

1) Ogélniej: do powierzchni przeksztalcalnych na kule, podzielo-
nych Iukami na obszary, dajace sig przeksztalcié na powierzchnie
kola.

%) Wymienimy tu wyczerpujace dzielo o teorji wieloscianow:

M. BRUCkKNER. Vielecke und Vielfach e. Theorie und Geschichte.
Mit 7 lithographierten und 5 Lichtdruck-Doppeltafeln. Lipsk, 1900; stronic
VIIT 4 227. Cena w oprawie m. 16.
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niejszy dzial topologji ze wzgledu na zastosowania w teorji funkcji
analitycznych, w szczegélnosci funkeji wieloznacznych, ktore kla-
syfikujemy wedlug rodzaju odpowiadajacych im t. zw. powdierzchni
RIEMANNA?). Powierzchnie klasyfikujemy wedlug liczby brzegow
i wedlug t. zw. spéjnosci. Spdjnos¢ mierzymy maksymalng ilos-
‘cia przecieé, laczacych brzegi powierzchni?), ktére mozna prze-
prowadzi¢ na powierzchni, nie wywolujac jej rozpadniecia sie.
Wilasnosci te nie znikaja przy przeksztalcaniu. Jako przyklad,
rozwazamy: 1) powierzchnie prostokata (fig. 28), 2) powierzchnie
prostokata z dwoma otworami (fig, 29) i 3) powierzchnie utwo-
zona 2z poprzedniej przez polaczenie otworéw rurka (fig. 30).

Q 8
R ; A
P% / d s
“Fig. 28. Fig. 29,

Na pierwszej powierzchni kazde ciecie (np. linja PQ) wywo-
luje rozpadniecie si¢ powierzchni (powierzchnia jedwnospdina),
na drugiej zas$ i na trzeciej mozna zrobi¢ po dwa ciecia (np. PQ
i RS) tak, aby powierzchnia sie nie rozpadla (powierzchnie #rdj-
spdjnre). Druga jednak nie da sie przeksztalcié w trzecia, ktora
rézni sie od niej iloscia brzegéw.

8. Pojecia nasze o rozklasyfikewaniu powierzchni uzupel-
nilo wazne odkrycie MOBIUSA (1858) istnienia powierzchni jedno-
stronnych. Powierzchnie, z ktéremi zwykle mamy do czynienia,
sa dwustronmne: daja sie one pomalowa¢ dwiema farbami, np. na
bialo i na czerwono?®), w ten sposob, iz kazdy punkt bedzie po-
malowany i na bialo (z jednej) i na czerwono (z drugiej strony po- -
wierzchni) i barwy te nigdzie nie beda sie ze sobg stykaly; checac

1) Powierzchnia RIEMANNA jest to forma (lub, jesli kto woli, uzmy-
slowienie) rozloZenia wartosci funkeji wieloznacznych.

?) Na powierzchni bez brzegow, t.j. zamknietej, za pierwsze prze- -
ciecie uzywana jest linja zamknieta (t. j. linja, ktora jest przeksztalce-
niem kola). )

%) Podajemy tu pogladowe okreslenie dwu i jednostronnosci po-
wierzehni. Naturalnie istnieje okreslenie Scisle. zupelnie abstrakeyjne.
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przejs¢ od jednej barwy do drugiej, trzeba przejs¢ przez brzeg.
Tak np. mozna rozréznia¢ dwie strony powierzchni kola; podobnie
»strone wewnetrzng« i »zewnetrzna« kuli. Na powierzcehni jedno-
stronnej takie pomalowanie na dwie barwy jest niemozliwe:
zaczawszy malowa¢ np. na czerwono w jednym miejscu, ma-

Fig. 31. Fig. 32.

lujac w sposéb ciagly i nie przechodzac przez brzeg, zamalu-
jemy ja cala tak, Ze na druga barwe juz miejsca nie bedazie.
Nie mozna tu wiec méwi¢ o »dwuch stronach«. Pierwszym zna-
nym przykladem takiej powierzchni jest wsiega MOBIUSA.
Otrzymujemy ja z prostokata ABB' A’ (tig. 31), zwijajac go w ten
sposob, aby punkt 4 polaczyl! sie z punktem B, a B z A,
czyli laczac bok AB z A'B’ po przekreceniu jednego
z nich (fig. 32).

6. Do topologji nalezy takze
t. zw. zagadwnienie czterech barw. Cho-
dzi w nim o rozstrzygniecie, czy do
pokolorowania kazdej »mapy« (t. j.
czesci plaszezyzny podzielonej na do-
wolna ilo$¢ obszaréw czesciowych)
wystarcza 4 barwy, przyczym wy-
magamy, aby kazde dwa sgsiadujace
obszary mialy barwy rozne?).

Nie znamy Zadnego podzialu
plaszczyzny na obszary, aby takie
pokolorowanie z pomocg 4 barw mialo by¢ niemozliwe. (Ze to
mozZe by¢ niemozliwe przy pomocy 3 barw, to wykazuje juz
fig. 33). Wydaje sie bardzo prawdopodobnym, ze 4 barwy

) Zadowalamy sie i tu sformulowaniem pogladowym.
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zawsze wystarcza, dowodu jednak na to dotychczas znalezé
nie udalo sie?).

7. Poézniejsi badacze chwyecili sie $cidlejszych $rodkow
badania. Tam, gdzie nie wystarczala prosta kombinatoryka
(jak w zadaniach, podobnych do zagadnienia o T7-miu mostach),
prowadzono badania przy pomocy gieometrji analitycznej z ca-
lym aparatem analizy wyzszej (BETTI, VAN DyCK, POINCARE);
rozwineli oni bardzo topologje; zawdziecza ona najwiecej temu
kierunkowi. Wspomnimy przytym, Ze POINCARE pierwszy badal
w topologji figury o wiecej niz 3 wymiarach. Badania te
jednak, pomimo swych rezultatéw, nie wszystkich zadowolily,
gdyz bylo to badanie nie bezposrednie, lecz za posrednictwem
poje¢ obcych topologji, a o wiele bardziej zloZonych niz wlas-
ciwe pojecia topologiczne (np. pojecie calki).

Estetyczne i poznawcze wzgledy wymagaly, aby narzedzie
badania odpowiadalo przedmiotowi badanemu i bylo oden pro-
stsze. Mozliwym to jednak stalo sie dopiero w czasach najnowszych,
w naszym wieku, gdy uzyskaly wiekszg popularno$é: »metoda
aksjomatyczna« (p. Podstawy gieometrji; por. tez Zakon-
czenie) i teorja mnogosci. Odpowiednio do tych dwuch metod
zjawily sie dwa nowe kierunki; za przedstawiciela jednego
z nich mozna uwaza¢ DEHNA, drugiego — SCHOENFLIESA.

8. DEHN ?) rozwaZa jako przedmioty pierwsze (t. j. nie
dajace sie okresli¢; por. Podstawy gieometrji) w topo-
logji: punkt, tuk pomiedzy dwoma punktami ®), czasze, t. j. czesé
powierzchni, ograniczona linja zamknieta (t. j. zamknietym cia-
giem lukoéw takich, Zze kazde dwa przylegle maja jeden koniec
wspolny) i t. d. dla figur wiecej wymiarowych.

1) Zapoznaé sie bliZzej z tym zagadnieniem mozna z pracy (w ktorej
jest tez podana dotyczaca go literatura):

P. Wernicke. Uber den kartographischen Vierfarben-
satz. Mat. Ann., t. 58 (1904).

) Encyklopiddie der mathematischen Wissenschaften,
t. III, zesz. 1.

%) Mozemy przyja¢ takie zaloZenie, gdvz, jak wiemy, dwa odcinki
(linji prostych czy krzywych) — bez wzgledu na roznice ich dlugosei
i krzywizny — sa dla topologji tak samo jednakowe, jak dwa punkty
lub dwie proste dla gieometrji zwykiej.
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Co do tych, nie dajacych sie okresli¢, przedmiotéw, topologja
stawia szereg zalozen (aksjomatow; por.Podstawy gieo-
metrji), podzielonych na dwie grupy: postulaty istnienia
(istnieje nieskonczenie wiele punktow, miedzy dwoma punktami
istnieje nieskonczenie wiele lukoéw i t. d.) i postulaty rozkladu
(kazdy luk PQ mozna »rozlozyé« na dwa PR i RQ i t. d.).

W tym ujmowaniu topologji, gdzie zawsze mamy do czy-
nienia ze skoneczong iloscia elementéw, znika pojecie przeksztal-
cenia ciaglego (bo znika pojecie ciaglosci), a zastepuje je roz-
ktad nalezacych do figury lukoéw, czasz i t. d. na dwie czesci
i wiecej; topologja staje sie czescig kombinatoryki, jak to sam
DEHN zaznacza. NaleZy tu podnies$¢, ze zasluga takiego traktowa-
nia rzeczy jest uchwycenie istotnych dla topologji cech figur gieo-
metrycznych i oczyszczenie jej od wszelkich elementéw obcych.

9. Lecz jesli sie stoi przy okresleniu topologji podanym
na poczatku, jesli sie chce utrzymac zwiazek tej nauki z reszta
gieometrji, a nie tworzy¢ nauki niezaleznej o nowych poje-
ciach pierwszych i nowych aksjomatach, to trzeba odpowie-
dzie¢ na pytania: jaka figura jest »lukiem«, jaka »czasza«;
innemi slowy, nalezy pojecia pierwsze topologji sprowadzi¢ do
poje¢ pierwszych dla calej gieometrji, t. j. okresli¢ je; aksjo-
maty za$ nowe udowodni¢ za pomoca ogélnie przyjetych.

Teorja mnogosci daje nam moznos¢ zajecia sie tym zada-
niem: kazda bowiem figura jest to zbiér czyli mnogos$¢ punk-
tow. Pytania poprzednie sprowadzaja sie do nastepujacych: jakie
wlasnosci musi posiada¢ mmnogos¢ punktéw, aby zaslugiwala
na nazwe luku i t. d.

Badania te przyniosly inng jeszcze korzysé: wykazaly istnie-
nie takich figur gieometrycznych, ktére nie sa ani lukami, ani
czaszami i t. d., ani tez ich zbiorem w skonczonej liczbie, czyli
nie daja sie sprowadzi¢ do poje¢ pierwszych, przyjetych przez
DEHNA, dla ktérych wiec niema miejsca w jego teorji.

Pierwszym i zarazem najbardziej znanym przykladem
badan z tej dziedziny jest twierdzenie JORDANA (Cours d’Ana-
lyse, wyd. 2-ie, 1893 lub 3-ie, 1909 r., t. I, str. 90—100), zZe
kazda linja zwykla (simple, einfach) zamknieta (t. j. bedaca
przeksztalceniem Kola) poloZona na piaszezyznie dzieli nie na-
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lezace do niej punkty tej plaszczyzny na dwie grupy: lezace
wewnatrz i zewnatrz linji. Przedtym matematycy przyjmowali
to twierdzenie za oczywiste, bez dowodu ).

10. Jak widac¢ z powyzZszego przedstawienia tresci topologji,
jest ona niezbyt jednolita; wyniklo to prawdopodobnie z do-
rywczosci, z jaka byla zazwyczaj traktowana przez swych
tworcow; dlatego tez rdézne jej dzialy wymagajg réznego przy-
gotowania.

Traktaty starsze nie wymagaja Zadnego przygotowania
i czytaja sie latwo.

Z nowych zadnego réwniez przygotowania nie wymagaja
prace kierunku DEHNA, prace zas Kierunku SCHOENFLIESA WY-
magaja tylko jednej czesci teorji mnogosci (t. zw. teorji mno-
gosci punktdw) oraz pewnego obznajmienia si¢ z podstawami
gieometrji. Pomimo to prace, naleZace tak do jednego, jak i do
drugiego z tych dwuch nowych kierunkéw, wymagaja duzego
wyrobienia matematycznego i duzej zdolnosci myslenia abstrak-
cyjnego.

Wreszcie prace, posilkujace sie przedstawieniem analitycz-
nym, wymagaja dosy¢ duzo wiadomosci z analizy wyZszej
(np. calek krzywolinjowych, wyznacznika funkcyjnego i t. p.),
gléwnie znajomosci rachunku calkowego i teorji funkcji zmiennej
rzeczywistej.

11. Stojac sama u podstaw matematyki i tylko na nich
sie wspierajagc (na kombinatoryce, teorji mnogosci, podstawach
gieometrji), topologja znajduje zastosowanie w matematyce
jedynie do teorji funkcji analitycznych, nauki najbardziej rozwi-
nietej (glownie przy calce CAUCHY'’EGO i funkcjach wieloznaez-
nych: powierzchniach RIEMANNA). Wytlumaczy¢ to mozna
tym, ze klasy, na ktére topologja dzieli figury gieometryczne,
sa tak obszerne, iz wszystkie inne dzialy matematyki, mniej
rozwiniete od teorji funkcji, nie wyszly poza obreb najpro-

1) Najprostszy dowod twierdzenia JORDANA podaje L. E. J. BROUWER:
Beweis des Jordanschen Kurvensatzes. Math. Ann., t. 69 (1910);
str. 169—175.
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stszych z nich, a wiec i nie mialy potrzeby oddzielnego ich
badania ).

Zwykle w wiekszych podreczunikach teorji funkecji anali-
tycznych podawane sa potrzebne do ich czytania wiadomoseci

1) Poza ten obreb wychodza niedawno zaczete i bardzo nieliczne
badania nad krzywemi dowolnemi, przez co zbliZaja sie do topologji. Po-
legaja one na badaniu klas krzywych takich, Ze czesé¢ ich — w przeciwien-
stwie do krzywych analitycznych — nie okresla catej krzywej. W analizie
podobnie ogdlne badania rozwinely sie (p. Rozwiniecia na szeregi, § 5)
juz oddawna. Najbardziej zbadane sa krzywe zamkniete wypukle, t. j. takie,
ktore dowolna prosta przecina najwyZej w dwu punktach; znalazly one
bowiem rozne zastosowania, np. w teorji liczb, w teorji funkeji.

Najwazniejszemi pracami z tej dziedziny sa: :

H. BRunN. Ueber Ovale und Eifldchen. Inaugurai-Dissertation,
Monachjum, Ackermann, 1887; str. 42.

H. BrunN. Ueber Curven ohne Wendepunkte. Habilitations-
schrift, Monachjum, Ackermann, 1889; str. 74. Sa to najpierwsze prace
w tej dziedzinie, latwe i interesujace. .

H. Mixnkowskl. Geometrie der Zahlen., Lipsk, Teubner, 1896;
drugie wydanie posmiertne, uzupelnione, 1910; str. 256. Cena m. 9.

Jest to jedno z glownych dziel z teorji liczb zmarlego niedawno
(1909) uczonego niemieckiego, profesora w Gietyndze, w znacznej czesci
poswiecone zajmujacym nas badaniom gieometrycznym; napisane bardzo
abstrakeyjnie i bardzo trudne, aczkolwiek przygotowania nie wymaga
zadnego. (Zastosowania teorji cial wypuklych do teorji liczb — co jest pod-
stawowa idea »Gieometrji liczb« — znajduja sie takze w wykladzie pray-
stepnym w ladnej ksiazce MINKOWSKIEGO: Diophantische Approxi-
mationen; p. Teorjaliczb, str. 200.)

H. Mixkowskl. Theorie der konvexen Korper, insbesondere
Begriindung ihres Oberflichenbegrifis, w Gesammelte Abhandlun-
gen, wydanych przez D. HILBERTA, t.2, Lipsk, Teubner, 1911; str. 131—229,
Napisane latwiej; takZe i inne prace w tym zbiorze dotycza tegoZ przedmiotu.

A. Hurwitz. Sur quelques applications géometriques
des séries de Fourier. Annales de I'Ecole Normale, serja 3, t. 19,
str. 357—408. Praca ta wymaga znajomosci teorji szeregéow trygonometrycz-
nych. Bogata w rezultaty i wyréZniajaca sie elegancja, czyta sie z praw-
dziwa rozkosza estetyczna.

C.JusL. Inledning i Laeren om de grafiske Kurver (avec
résumé en francais). Kjobenhavn Skrift, 1899; str. 1—90.

C. JueL. Om ikke-analytiske Kurver. Tamze, 1906; str. 296—355.

Prace te, zawierajace duzo rezultatow, sa niestety napisane po
dunsku. Obszerne sprawozdania podaje Jahrbuch iiber Fortschritte
der Mathematik z r. 1900 i 1907 (t. 31 i 38).

— 269 —
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z topologji, w niektérych do$é obszernie (np. P. APPEL ET E. GOUR-
SAT, Théorie des fonctions algébriques. C. NEUMANN,
Riemanns Theorie der Abelschen Integrale), lecz
zazwyczaj nie scisle, metoda starszych autorow.

Zbudowang z matematyczng $cislosciag teorje to-
pologiczna powierzchni z zastosowaniem do powierzchni Ri-
MANNA znajdzie czytelnik w ksiazce, bardzo godnej czytania:

H. WeyL. Die Idee der Riemannschen Fliche
(tom V zbioru Math. Vorlesungen a. d. Universitit
Gottingen) Lipsk, Teubner, 1913; str. X 4+ 169. Cena m. 7.

Poza matematyka topologja zastosowan nie ma?).

Kto jednak szuka w matematyce wiedzy czystej, temu —
mowimy tu takze o niematematykach, majac na mysli szczegoélniej
filozofow — mozZna bardzo poleci¢ zaznajomienie sie z topologja
w ogllnych zarysach w celu wyksztalcenia ogélnego. Wykryte
bowiem przez topologje paradoksalne wlasnosci prostych figur
(np. powierzchnia jednostronna) ucza, jak rozumowac nie mozna
i jak czesto poczucie oczywistosci polega na przyzwyczajeniu.
Nowsze za$ badania, oparte na teorji mnogosci, nad intuicyj-
nemi, zdawaloby sie, pojeciami gieometrycznemi, jak np. poje-
ciem »linji«, wykazuja, jak chwiejne sa one i jak bledne sa,
okreslenia, ktére czesto sa podawane dla tych pojec.

Niestety krotki i przystepny wyklad topelogji nie istnieje.
Kto nie chce wlozy¢ w poznanie jej wiele pracy, ten musi po-
przesta¢ na artykulach o charakterze encyklopedycznym. Naj-
lepiej w takim razie przeczytac¢ artykul MANGOLDTA i ZORETTIEGO
w wyd. francuskim Encykl nauk matem. (lub przy-
najmniej rozdzial o topologji, str. 126—142, w COUTURATA, Les
principesdes Mathématiques, 1905; tlum. niem., 1910)
i artykul DEHNA w wyd. niem. Repertorjum PASCALA (p.nizej).

) MozZna przypusci¢, Ze w przyszlosci nauki przyrodnicze (glownie
opisowe), ktorych przedmioty nie posiadaja ksztaltéow Scisle okreslonych
lecz sa zmienne w pewnych granicach, zapozycza wlasnie od topologji
i od wspomnianej w poprzednim przypisku teorji krzywych dowolnych spo-
soby opisywania i badania tych ksztaltow. Dotychczas stoi temu na prze-
szkodzie maly rozwoj powyZszych dzialéw matematyki. W kazdym razie
moznaby zwréeié na nie uwage przyrodnikow, ktorzy szukaja drég nowych.
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12. Kto szuka w matematyce rozrywki, znajdzie w topo-
logji wiecej moze, niz w ktéorymkolwiek innym dziale matema-
tyki, ciekawych zadan i lamiglowek (naleZza tu i zadaria Kkoni-
kowe). Do tego celu polecamy dzielo:

W. AHRENS. Mathematische Unterhaltungen und
Spiele. Lipsk, Teubner, 1901; str. 428. Cena m. 10.

Wyklad przystepny dla kazdego czyni zarazem zados$c
wymaganiom naukowym. Podana wyczerpujaca bibljografja.
Do topologji naleza tematy gier i zabaw, opisanych w rozdzia-
tach: XI (zadanie konikowe) i XVI—XIX. W drugim, dwuto-
mowym wydaniu tego dziela ukazal sie¢ dopiero tom I (Teubner,
1910; str. 400. Cena m. 7.50), zawierajacy rozdzialy I—XI, wiec
topologji trzeba szuka¢ w pierwszym wydaniu.

13. Podrecznikéw do topologji — poza wymienionemiw § 11,
a zawierajgcemi tylko topologje powierzchni — niema; calo-
ksztalt jej przedstawiony jest w pracy:

III AB3. M. DEaN und P. HEEGAARD. Analysis situs.
Encykl. der mathem. Wissensch,, t. III, z. 1 (1907).

Praca ta jest bardzo nieprzystepna. Czytanie jej wymaga
wielkiego wyrobienia zdolnosci myslenia abstrakcyjnego; przytym
nie jest to wyklad, lecz raczej zbiér rezultatow.

Jasny, ale bardzo krotki (21 str.) jest artykul DEHNA p. t.
Topologie w dziele (por. str. 140):

E. PascaL. Repertorium der hoheren Mathematik;
2-ie wyd. niem. T. II, cz. 1: Grundlagen und ebene Geo-
metrie. Lipsk, Teubner, 1910. Cena m. 10. W oryginale i w in-
nych wydaniach (takze w polskim DiCKSTEINA) artykulu tego
niema; w rozdziale o topologji podany jest tylko szereg okreslen
1 rezultatow, oraz obszerna literatura.

W pracach powyzszych nie jest uwzgledniony ten dzial
topologji, ktérySmy zwiazali z nazwiskiem SCHOENFLIESA; co
do tego dzialu, patrz:

A. ScHOENFLIES. Die Entwickelung der Lehre
von den Punktmannigfaltigkeiten. Bericht von...
Cze$é¢ 2-a. Lipsk, Teubner, 1908; str. 431.. Cena m. 12.

Do topologji moZna zaliczy¢ calg tres¢ tego tomu, z wyjat-
kiem dwuch pierwszych rozdzialéw i ostatniego, wiec str. 72—263.
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Dzielo to napisane bardzo trudno, metoda, odpowiadajacq wszyst-
kim wymaganiom scislosci, nie jest jednak wolne od bledéw,
wynikajacych z niedo$¢ Scislego zastosowania tej metody wsku-
tek wielkiej ilosci traktowanego materjalu. Dlatego nalezy te
prace porownac¢ z artykulem:

L. E. J. BROUWER. Zur Analysis situs. Math. Ann,
t. 68, 1910, w ktéorym wykazane sa bledy, oraz odpowiedz:

A. SCHOENFLIES. Bemerkung zu dem Aufsatz des
Herrn L. E. J. Brouwer, tamze.

Praca SCHOENFLIESA nie uwzglednia najnowszych rezulta-
téw; szukac¢ ich nalezy w artykule:

IIT 2. H. MANGOLDT-L. ZORETTI. L.es notions de ligne
et de surface. Encyclopédie des sciences mathématiques
pures et appliquées. Edition francaise, Tome III, vol. 1, fasci-
cule 1, 2. Wyszedl dopiero poczatek tego artykulu w z. 1-m

Polecamy poréwnaé te prace z rozdzialami 19—23 zawar-
tego w tym samym zeszycie Encyklopedji (albo w wyd. nie-
mieckim w tym samym zeszycie, co wspomniany artykul DEHNA
i HEEGAARDA; rozdzialy: 12—16) artykulu:

III 1. F. ENRIQUES. Principes de la Géometrie.

We wszystkich tych pracach znajdujemy bibljografje
przedmiotu.

Ze starszych dziel, majacych prawie tylko historyczne
znaczenie, wymienimy:

J. B. LISTING. Census riumlicher Complexe. Got-
tinger Abhandlungen X, 1861; Gottinger Nachrichten, 1867.

A. F. MoBius. Theorie der elementaren Verwand-
schaft. Berichte iiber die Verhandlungen der Konigl. Séchs. Ge-
sellschaft der Wissenschaften, math.-physik. Klasse, t. 15, 1863:
str. 18—bH7, przedrukowane w Gesammelte Werke, wy-
danych przez F. KLEINA, Lipsk, 1886, t. 2, str. 435—471; oraz:

A.F. MoBIUS. Zur Theorie der Polyéder und der
Elementarverwandschaft (Nachlass), w tym samym
tomie dziel, str. 519—559.

Do najwazniejszych prac naleza:

W. v. Dyck. Beitrige zur Analysis situs: I Auf-
satz. Ein- und zweidimensionale Mannigfaltigkei-
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ten. Math. Annalen 32; stronic 56. II Aufsatz. Mannigfal-
tigkeiten von n Dimensionen. Math. Ann. 37; str. 44.

H. POINCARE. Analysis situs. Journal de ’Kcole Poly-
technique. Série 2, cahier 1, 1895; stronic 121.

— Complément & 'Analysis situs. Rendiconti del
Circolo Matematico di Palermo; t. XIII, 1899; stronic 5H9.

— Second complément & 'Analysis situs. Pro-
ceedings of the London Mathematical Society; t. XXXVII.

— Troisiéme complément & 'Analysis situs.
Bulletin de la Société Mathématique de France, 1901.

— Quatriéme complément & 'Analysis situs.
Journal de Liouville, 1901.

— Cinquiéme complément & 'Analysis situs.
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1904; stronic 66.

Najwazniejszemi sa: pierwsza praca, oraz pierwszy i piaty
»complément«.

Wiele twierdzen zasadniczych i ci dwaj ostatni autorowie
podajg bez dowodu, powolujac sie tylko na ich oczywistos¢
gieometryczng. :

PORADNIK DLA SAMOUKGW. T. | 26
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