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2. Powstanie nowych galezi matematyki. Teorja mnogosci. Pojecie grupy.

3. Metoda aksjomatyczna. 4. Badania funkeji zmiennych rzeczywistych.
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tematyki.

1. Matematyka jest dzi$ w pelni swego rozwoju. Posuwamy
si¢ naprzod z szybkoscig olbrzymig. Wartos$é plonu pracy
naszego pokolenia oceni¢ krytycznie beda mogly wprawdzie
dopiero pokolenia przyszle, obfitos¢ jednak tego plonu wi-
dzimy juz dzisiaj.

Nie mamy tu na mys$li zdobyczy matematykl w XIX stu-
leciu, nie cofamy sie o lat 100 lub nawet 50: co do trwalej
wartosci zdobyczy tego okresu watpliwosci juz by¢ nie moze.
Prawie wszystkie dzialy matematyki, ktéremi dzi§ sie zajmu-
jemy, albo w tym czasie powstaly, albo ulegly gruntownemu
przeobrazeniu: wzbogacily sie nowemi, zasadniczemi pojeciami;
zostaly ugruntowane wedlug wymagan matematycznej Scislosci
(ABEL, CAUCHY), przeciw Kktoérej grzeszyl czesto wiek XVIII;
zagadnienia badz powstaly nowe, bagdZ w nowy sposéb zostaly
postawione. Jednym slowem, kazda piedz matematyki, nasz
caly spos6b myslenia przesiakniete sg twoérczemi pierwiastkami,
pochodzgcemi z tego okresu. Aby sobie to uprzytomni¢, dos¢
wspomnie¢ nazwiska: GAUSS i CAUCHY, GALOIS, ABEL, PONCELET,
DiricHLET, RIEMANN, KUMMER, WEIERSTRASS, — ktérych czesé
lub calo§¢ dzialalnosci na ten przypada okres.

Tutaj ograniczamy sie do doby Swiezszej i, méwiac »dzis«,
mamy na my$li tylko ostatnie mniej wiecej lat czterdziesci. Do
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tego okresu juz mozna zaliczy¢ nowg Krytyczng rewizje mate-
matyki — tym razem samych jej podstaw, majaca na celu wy-
rugowanie nietylko blednych rozumowan, jak w okresie po-
przednim, lecz wogéle powolywania si¢ na intuicje, i oparcia ca-
lej matematyki na podstawach wylacznie logicznych i wylacz-
nie logicznych rozumowaniach. Dzielo to dokonane zostalo przez
DEDEKINDA, WEIERSTRASSA, CANTORA — W analizie, a w gieo-
metrji zaczete przez PASCHA i uwienczone dzielem HILBERTA
Grundlagen der Geometrie?)

2. W tym ostatnim okresie czasu powstalo tez wiele no-
wych teorji matematycznych, Ze wspomne tylko réwnania cal-
kowe (VOLTERRA, FREDHOLM), funkcje automorficzne (KLEIN,
POINCARE), a nawet cale galezie matematyki: teorja grup prze-
ksztalcen LIEEGO i jedna z najwspanialszych i najoryginalniej-
szych teorji matematyki, wielkie dzielo gienjuszu JERZEGO CAN-
TORA — teorja mnogosci. Ta ostatnia, przyjmowana zrazu nieche-
tnie, nawet wysmiewana, gdy tylko zdobyla sobie cho¢ czesciowe
uznanie, wywarla ogromny wplyw na cala matematyke; prze-
dewszystkim za$ na niej oparto podstawy analizy nieskoneczo-
nostkowej i gieometrji. I to jest jedna z najbardziej charakte-
rystycznych cech matematyki dzisiejszej.

Wplyw ten przyczynil sie do nowego rozwoju réznych
dzialow matematyki. Odkad zaczeto znane teorje wyrazaé
w jezyku teorji mnogosci, dzieki skojarzonym z temi terminami
pojeciom, metodom i odkryciom tej teorji, zaczeto tez stawiac
sobie nowe, plodne pytania. Wezmy przyklad: kazdy wiedzial,
ze dowolna funkcja analityczna posiada punkty osobliwe, — Ze
wiec istnieje zbiér punktéw osobliwych. Nikomu jednak nie
przychodzilo na my$l bada¢ ten zbiér, jako taki, sam w sobie;
zresztg braklo do tego srodkéw. Mysdl ta jednak nasunac sie
musiala, gdy uzZyto tu wyrazu mnogos$¢é: mnogos¢ punk-
tow osobliwych. Wtedy postawiono pytanie: jakie wlas-
nosci musi posiada¢ taka mnogos¢ (oczywistym jest, Ze punkty
osobliwe nie moga tworzy¢ dowolnej mnogosci) — a teorja mno-
gosci okreslila i zanalizowala rézne wlasnosei zbioréw — oraz:

) Por. Arytmetyka, str. 178 i Podstawy gieometrji.
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jaki zachodzi zwigzek miedzy wlasno$ciami tej mnogosci z jed-
nej strony, a innemi wlasnosciami funkeji z drugiej. To samo
mozna powiedzie¢ i o pojeciu »grupy«'), ktére w tym dopiero
okresie zostalo wprowadzone i uzyskalo wielkie, dominujgce
znaczenie we wszystkich niemal galeziach matematyki, stajac
si¢ jednym z wezlow, ktory je laczy w jedna calosé. Cechuje
tez ono matematyke wspolczesng niemniej od pojecia mnogosci.

3. Inng wybitng cechg dzisiejszej matematyki jest t. zw. me-
toda aksjomatyczna (p. Podstawy gieometrji, str. 411).
Doprowadzona przez HILBERTA do swego rozkwitu w badaniach
nad podstawami gieometrji, zaczela by¢ potym stosowang i do
innych galezi matematyki; dla calego szeregu teorji (np.topolo-
giji, teorji grup, teorji mnogosci) wyszukujemy ukladu aksjoma-
téw Kkoniecznych i wystarczajacych do ugruntowania tych teorji.
Dazenie do takiego sposobu ujmowania teorji matematycznych
rozwija sie coraz bardziej. Pochodzi to z jednej strony z po-
trzeby ekonomji: wiemy bowiem, Ze metoda aksjomatyczna po-
zwala na przeniesienie calych teorji z jednej dziedziny do dru-
giej, gdy tylko kazda z tych dziedzin ma te samg grupe aksjo-
matow; zaoszczedza wiec pracy dowodzenia twierdzen tej dru-
giej teorji. Z drugiej strony metoda ta pozwala wniknaé¢ gle-
~ biej w istote teorji, wyszukujac te wlasnosci przedmiotéw, na
ktorych sie ta teorja opiera.

Metoda aksjomatyczna uzywana bywa jeszcze w inny spo-
s6b — rzec by mozZna: w odwrotnym kierunku — jako metoda
wprowadzania nowych poje¢; przyczynia sie wiec w sposob
bezposredni do rozwoju matematyki. Mianowicie szuka si¢ wtedy
nie dla danych poje¢ ukladu aksjomatéw (ktéreby wystarczyly
do zbudowania danej teorji), lecz, przeciwnie, szuka si¢ nowych
poje¢, czynigcych zado$é pewnym warunkom: te warunki trak-
tuje sie jako uklad postulatow, czyli aksjomatow i przez ten

) Poniewaz pojecie grupy jest trudniejszym, ograniczamy si¢ tylko
do wymienienia go. Por. wyzej: Teorja grup przeksztalcen, a o roli
pojecia grupy: F. KrLeiN. Vergleichende Betrachtungen iiber
neuere geometrische Forschungen, Erlangen, 1872; przedruko-
wane w Math. Ann., t. 43 (1893) (tak zwany Erlanger Programm).
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uklad okresla sie szukane pojecie. Tak np. wprowadza swoja
calke LEBESGUE !).

Metoda aksjomatyczna jest najwyzszym osiggnietym punk-
tem na drodze tego rozwoju abstrakcji, ktéory zaznaczyliSmy
we Wstepie ogélnym. Abstrahujemy tu bowiem od wszystkich
wlasnosci indywidualnych badanych przedmiotéw, tak, Ze po-
zostaje tylko logiczna forma rozumowan, tworzacych dana
teorje 2).

4. Kierunek dzisiejszy rozwoju matematyki zdaje sie by¢ na-
cechowanym takze wiekszym rozwojem badan funkecji zmiennych
rzeczywistych wogdle (do ktérych nalezy i teorja rownan calko-
wych). Moze glowng tu przyczyng jest, ze w tej dziedzinie moZna
bada¢ ogdélniejsze funkcje, gdy tymezasem przy zmiennych
urojonych musimy zazwyczaj ograniczac sie do funkeji analitycz-
nych ®). To rozszerzenie zakresu badan na funkcje prawie do-
wolne —a w gieometrji na figury prawie dowolne (por. Topo-
logja, str. 397, przypisek) — nastapi¢ moglo dopiero dzi$, dzieki te-
orji mnogosci i badaniom nad podstawowemi pojeciami analizy, kto-
rych wynikiem bylo wprowadzenie tak subtelnych pojec, nie-
zbednych w badaniach o charakterze ogélniejszym, jak calka LE-

1) Jest to wlasciwie metoda, ktorej wprowadzenie, stanowiace epoke
w matematyce, wiaze sie z nazwiskiem RIEMANNA, — dzi$ tylko przeisto-
czona w forme¢ metody aksjomatycznej. Metoda ta polega na okreslaniu
nowych poje¢ nie wprost (t. j. za pomoca wzoru lub metody konstruk-
cji), lecz za pomoca postulatu, aby szukane pojecie spelnialo pewne wa-
runki. (Por. LEBESGUE, Le¢ons sur lmtevratlon, str. 99—100, oraz
Podstawy gieometrji, str. 413).

Jako przyklad metody aksjomatycznej moze sluzy¢ ladny artykul:

H. SteiNnHAUS. Der Begriff der Grenze, Math. Ann. t. 71, str.
88 —96.

%) Teorje takie, ktére abstrahuja od konkretnego znaczenia swego
przedmiotu i tylko zajmuja sie forma logiczna rozumowania, wnioskowania
z jednego faktu o drugim, nazywamy formalnemi. W szczegélnosei r a-
chunek unazywamy formalnym, gdy, zapominajac, co oznaczaja
symbole, ktéremi operujemy, pamiegtamy tylko reguly samego rachunku,
t. j. aksjomaty. Por. Logistyka, str. 452.

%) Pozostaje to takZze w zwiazku z wymaganiami fizyki, ktora nie
moze ograniczaé¢ sie do funkcji analitycznych, natomiast w przewazajacej
liczbie przypadkéw operuje tylko wielkosciami rzeczywistemi.
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BESGUE’A. Skoro za$ te badania ogélniejsze staly si¢ mozliwe, zwré-
cono si¢ do nich, raz dla tego, Ze ogélnos¢ znajdowanych prawd
ma wartos¢ sama w sobie, po wtore — Ze przy rozwigzywaniu
zagadnien, dotyczgcych funkcji bardzo regularnych i prostych,
natrafiamy na zagadnienia pomocnicze, ktérych rozwigzanie
jest koniecznym warunkiem rozwiazania pierwszych, a ktére
dotyczag utworéw mniej prostych, czesto bardzo nieregularnych.
Azeby fakt ten nie wydal si¢ nam zbyt dziwnym, przypomnimy,
ze np. pochodna funkcji cigglej moze byé¢ nieciagla, ze funkcja
analityczna na linji osobliwej (gdy funkcja jest na niej
okreslona) moze by¢ bardzo »kaprysna« (np. byé¢ nieciagla, lub
nigdzie nie posiada¢ pochodnej).

Jako przyklad badan w tym kierunku wymienie prace
BAIrRg’A o funkcjach niecigglych.

b. Oto kilka ryséw matematyki dzisiejszej; nasuwa sie py-
tanie, czego oczekiwaé mozemy od jutra? Nie chcemy przepowia-
da¢; jedno mozna jednak o tej matematyce jutra powiedzieé:
musi ona rozwigza¢ w sposéb zadowalajacy wszystkich niepo-
kojace dzi§ pytanie: czym sg antynomje teorji mnogosci. A Ze
kwestja ta stoi na pograniczu matematyki i logiki, wiec mozna
sie spodziewaé blizszego zetkniecia sie tych dwuch nauk ?).

6. Zastosowania matematyki sg coraz wieksze i szersze:
granica ich obejmuje juz dzisiaj nawet takie np. nauki, jak
gieologje, nauki biologiczne i spoleczne.

Naogél stosowane sg wciaZz te same, co i dawniej, dzialy
i metody matematyki, ktére zdobywaja tylko dalej idgce zasto-
sowanie gliéwnie za posrednictwem fizyki. Jednak i tu odkryto

1) O najwazniejszych zagadnieniach z réznych galezi matematyki, cze-
kajacych rozwiazania, traktuje znany odczyt HiLBERTA: Mathemati-
sche Probleme, wypowiedziany na IT miedzynarodowym kongresie ma-
tematykow w Paryzu, w r. 1900, ogloszony w oryginale, po niemiecku,
w Gott. Nach. (1900) i w Archiv. f. Math. u. Phys., serja 3, t. 1 (1901),
a w tlumaczeniu francuskim (z malemi uzupelnieniami) w Comptes Ren-
dus du Congrés. Czesé¢ tych zagadnien zostala juz rozwiazana.

Popularniejszym jest artykul PoINCAREGO p. t. ’'avenir des ma-
thématiques, stanowiacy rozdzial II jego ksiazki: Science et Mé-
thode (str. 19—42).
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nowe drogi: zastosowano teorje grup do krystalografji i chemji;
rachunek prawdopodobienstwa do fizyki (do teorji kinetycznej
gazow), biologji i psychologji; stworzono rachunek wektoréw,
niezbedny do ekonomicznego i przejrzystego opisu calego sze-
regu zjawisk fizycznych. Z nowopowstalych teorji matematycz-
nych bardzo wazne zastosowania znalazla teorja rownan cal-
kowych. '

Wobec tego rozwoju swych zastosowan matematyka roz-
powszechnia si¢ coraz bardziej, stajac sie coraz to niezbedniej-
szym narzedziem dla coraz to szerszych kél. Matematyka jed-
nak nie zadowala ten wzrost jej znaczenia. Chcialby dla niej
miejsca godniejszego: pragnalby, aby matematyka zrozumiana
byla wreszcie jako cel, jako bezposrednie, niewyczerpane zrédlo
szczescia, ktore jest udzialem niewielu Jej poswieconych. Oby
ono cho¢ w czesci stalo sie dostepne kolom szerszym, a ma-
tematyka stawala sie potrzebg duchowa coraz bardziej ogdlna
i coraz bardziej niezbedna!
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