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Vorwort.

Seit 0. Hesse zum ersten Male in seiner kleinen Schrift
fir Einfihrung der Determinanten in den mathematischen
Unterricht an unseren hiheren Schulen eintrat, sind fast zwei
Decennien verflossen, und der anfinglich so heftig entbrannte
Streit iiber die Frage der Einfiilhrung ist einer ruhigeren Er-
wiigung, namlich die Sache sich aus sich selbst heraus ent-
wickeln zu lassen, gewichen. Dabei ist aber als eine erfreuliche
Thatsache zu konstatieren, dass, wilhrend die Direktoren-
konferenz zu Hannover im Jahre 1878 sich vollstindig ab-
lehnend gegeniiber dieser Frage verhielt, die westfilische
Direktorenkonferenz vom Jahre 1884 den Gebrauch der Deter-
minanten mit gewissen Kinschriinkungen an unseren hdheren
Lehranstalten fiir wiinschenswert erachtete. Aus allen diesen
Verhandlungen treten uns hauptsichlich zwei Einwiirfe ent-
gegen. Erstlich nimlich habe die Schule fiir eine griindliche
und wissenschaftliche Behandlung der Lehre von den Deter-
minanten keine Zeit, eine ungriindliche oder oberflichliche Be-
handlung aber widerspreche dem wissenschaftlichen Charakter
unserer Disciplin und den didaktischen Forderungen, die an
den Unterricht unserer htoheren Lehranstalten gestellt werden
miissten. Aber gesetzt auch, es gelinge die Schiiler in die
Lehre von' den Determinanten einzufiihren, so stehe doch
-— und das ist der zweite Einwurf — der praktische Wert
und ihre Verwendbarkeit in keinem Verhiltnis zu der auf-
gewandten Zeit und Miihe.
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VI Vorwort.

Was den ersten Einwurf angeht, so sei bemerkt, dass
man bis zur Mitte der fiinfziger Jahre eine eigentliche Lehre
der Determinanten, welche dieselbe im systematischen Zu-
sammenhang behandelte und ihre Eigenschaften entwickelte,
kaum kannte. Der ‘erste, der eine solche Darstellung, eine
eigentliche Theorie der Determinanten gab, war A. Cauchy,
dessen Abhandlung 1815 erschien; allein sie wurde fast gar
nicht beachtet, so dass es erst einer neuen Bearbeitung dieser
Theorie durch Jacobi (Crelle, XXII) bedurfte, um die Mathe-
matiker auf diese Erscheinung aufmerksam zu machen. Allein
auch durch diese ausgezeichnete Abhandlung konnte eine weitere
Verbreitung, da sie keine selbstindige Publikation bildete,
nicht erreicht werden. Diese trat erst ein mit der Erscheinung
der Biicher von Spottiswoode (1851), Brioschi (1854)
und namentlich in Deutschland durch das vorziigliche Buch
Baltzers (1857). Eine solche selbstindige Theorie kannten
aber Leibniz, Cramer, Bézout, Laplace, Binet und
Gauss nicht, und dennoch haben diese ausgezeichneten Mathe-
matiker Determinanten sowohl auf algebraischem als arith-
metischem und geometrischem Gebiete angewendet, wobei die
Determinante zur Erleichterung der Operation nur als ab-
gekiirzter Ausdruck fungiert.

Auf diesen einfachsten Begriff der Determinante und Unter-
determinante wird sich auch die Schule zu beschriinken haben
und daran die wenigen Siitze kniipfen, welche sie fiir ihre
Zwecke bedarf. Das aber erfordert so wenig Zeit und kann
in so einfacher Weise zum Verstiindnis gebracht werden, dass
fir Einfiihrung der Determinanten in diesem Umfange und
diesem Sinne irgend welche Schwierigkeit nicht existiert. Aber
auch dieses Wenige wiirde noch zu viel sein, wenn damit weiter
nichts erreicht werden konnte, als aus einem System von li-
nearen Gleichungen die Werte der Unbekannten zu berechnen.
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Vorwort. VII

Das kann auch durch die gewdhnlichen Methoden, soweit es
sich um einfache Formen handelt, erreicht werden. Vielmehr
ist es das bei Anwendung der Determinanten auftretende Ver-
fahren der Elimination, was unser Interesse in hohem Grade
in Anspruch nimmt. In der That liegt der Hauptwert fiir die
Schule bei Anwendung von Determinanten in der durch sie
ermoglichten Art der Elimination und der Durchsichtigkeit
der Eliminationsresultate. Letztere treten uns entweder als
Resultanten oder Diskriminanten entgegen und diese beiden
Formen sind es ja auch, welche bei dem heutigen Stande
der Wissenschaft den Kernpunkt der Lehre von den Gleich-
ungen, namentlich der vier ersten Grade, bilden. Und das
ist es, was Hesse mit Einfithrung der Determinanten unserer
Ansicht nach hat bezwecken wollen, niimlich auch fiir unsere
Schulen, die sich mehr oder weniger auf diesem Gebiete noch
im Geleise von Diophant und Descartes befinden, den
Anschluss an den heutigen wissenschaftlichen Stand der Al-
gebra moglich und erreichbar zu machen. Zweck der nach-
stehenden kleinen Arbeit war es, die Mannigfaltigkeit der
Anwendung der Determinanten auf fast allen Gebieten der
niederen Mathematik und die Bedeutung der dabei gewonnenen
Resultate fiir unsere Disciplin in etwas darzulegen. In diesem
Sinne wird das Werkchen vielleicht auch fiir den jiingeren
Kollegen und angehenden Lehrer als Bindemittel zwischen

Universitiit und Schule nicht ohne Anregung und Interesse sein.

Viersen, im Oktober 1889.
Der Verfasser.
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Einleitung.

Durch Auflosung der Gleichungen:

ax + by =c,
a,r+by=c,
erhilt man
0 Ll — B L e ey
, ab,— ba, ot ab,— ba,’

der gemeinsame Nenner ab, — ba, entsteht aus dem Koeffi-
zienten der Unbekannten, wenn man sie gemiss ihrer
urspriinglichen Stellung ohne die Unbekannten in nachstehen-

der Form
a b |

| &, b, |
ordnet, kreuzweise multipliziert und die Produkte subtrahiert.
In derselben Weise entstehen auch die Zihler aus den Formen

¢ b

!ac
£D

| @ ¢

und

Eine solche Form dient daher als symbolische Bezeich-
nung fiir die Differenz der Produkte, welche, wie angegeben,
aus ihnen gebildet sind. Diese Differenz heisst eine Deter-
minante 2. Grades aus den vier Elementen aa, bb, bezw.
aa,cc; cheb,

In gleicher Weise kann eine solche Form aus 9, 16 ...
n* Elementen mit je 3,4, ... n Horizontal- und Vertikalreihen
(Zeilen und Kolonnen) gebildet und als symbolische Bezeich-
nung fiir gewisse daraus zu bildende Summen von Produkten
eingefithrt werden. :

Erklirung. 1. Durch ein Schema von #»* Elementen,
welche in n Zeilen und Kolonnen geordnet sind, wird eine

Diekmann, Anwendung der Determinanten. 3
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2 Einleitung.

Determinante n'* Grades dargestellt. Diese selbst ist
eine algebraische Summe aus allen Produkten, welche aus
jeder Zeile und jeder Kolonne nur ein Element als Faktor
enthalten.

So gehoren zu den Gliedern der Determinante 3. Grades

I Wb o
' a b ¢
a” b“ c“

die Produkte ab,c,; be,a,; cb,a,; nicht aber z.B.ab b, ; cac, u.s.1.

2. Wenn man in einer Determinante n'*" Grades eine
Zeile und eine Kolonne unterdriickt, so bleibt eine Determi-
nante (n —1)*" Grades. Diese wird vollstiindig bestimmt
durch das Element, welches den beiden unterdriickten Reihen
gemeinschaftlich ist und wird daher als jenem zugehorig
bezeichnet.

So gehort in obiger Determinante 3. Grades zu dem
Elemente a die Determinante 2. Grades

& N
b
bH CH |
zu dem Elemente b die Determinante 2. Grades
S m; gt
a“ C“

3. In einer Determinante n'*® Grades erhilt die einem
Elemente zugehorige Determinante (n — 1)t*» Grades das
Vorzeichen 4, wenn das Element in gerader Zeile und gerader
Kolonne oder in ungerader Zeile und ungerader Kolonne steht,
in den beiden anderen Fillen das Vorzeichen —. Sie heisst
dann die zugehorige Unterdeterminante und wird mit dem
entsprechenden grossen Buchstaben des Elementes bezeichnet.
So ist fiir obige Determinante 3. Grades die Unterdeterminante

b ¢ b o a; 0
amt |0 am [ a5 |
|bu Cu : g bu Cu i’ | @, ¢, !,
Siod v B
d=+|p fmet
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Einleitung. 3

Anmerkung. Eine Determinante 3. (n'*") Grades hat
9 (n?) Unterdeterminanten, fiir deren Vorzeichen man folgendes
Schema erhilt:
4 i 1
i + i
& ’

Folgerungen:

«) Die Glieder einer Determinante n'" Grades sind
Produkte aus je » Faktoren (nach 1).

B) Die Unterdeterminanten simtlicher Elemente wechseln
das Vorzeichen, wenn man in der Determinante zwei
Parallelreihen miteinander vertauscht (3).

4. Der Wert einer Determinante 3. Grades wird erhalten,
wenn man die Elemente einer Zeile oder Kolonne mit den
zugehorigen Unterdeterminanten multipliziert und die Pro-
dukte addiert.

Der Wert der Determinante 3. Grades

i
a b ¢ |,
a'H bU C“

welchen wir mit R bezeichnen, ist demnach
R=ad+a4d,+a,4,
R=aA+4+bB+cC u. 8. f.;
denn nach 1. kann das Element @ nur noch mit den Elementen
b, q
‘ b“ c“

oder

>
zur Bildung von Produkten zusammentreten. Beachtet man
nun die Bedeutung der Unterdeterminante

b
b

so erhiilt man die mit @ gebildeten Produkte durch

c
ikl iy S
Bs blc“ Ctbm

¢ A:—}—'

H C“

a-A=abe, —achd,

: b
Ebenso kionnen mit @, nur noch die Elemente i b z
Bildung von Produkten dienen. i

‘ zar
1#
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4 Einleitung.

Beachtet man dazu, dass

b ¢

D i
i
b“ cH

= — (be, —¢b,)

ist, so erhiilt man alle Produkte, in denen @, vorkommt, durch
a,d,= —abec,+ ach,, und ebenso alle Produkte, in denen
a, vorkommt, durch

=a,be, — a,ch,.
§. 574

Da nun in diesen Produkten auch alle iibrigen Elemente
je einmal als Faktor vorkommen, so sind damit alle mog-
lichen Produkte der Determinante nach 1. erschopft, und der
Wert der Determinante 3. Grades ist:

R=aA+ad,+a,4,
= (blcu W cibu) L (bcu it Cbu) o a, (bcl T Cbl)'
Denselben Wert erhiilt man auch durch
R=aA+bB+ cC oder durch R=bB+b,B,+b,B, u.s.f

Anmerkung. Fiir eine rasche und praktische Ausrech-
nung der Determinanten 3. Grades, welche fiir uns am hiiufig-
sten vorkommen, empfiehlt sich folgendes Verfahren. Man
schreibe die beiden ersten Kolonnen nochmals hinter die un-
entwickelte Determinante, dann erhiilt man die positiven Pro-
dukte, wenn man parallel mit der Diagonale von a nach ¢,
und die negativen, wenn man parallel mit der Diagonale von
a, nach ¢ multipliziert.*

a b ¢
it o == =ab,c, + be,a, + cab,
a;hise, —a,bec—b,ca—c,ab.

i

Bei einiger Ubung kann man diese Multiplikation auch
ohne Wiederholung der beiden Kolonnen im Kopfe ausfiihren.

* Man kann auch die beiden letzten Kolonnen vor die Determinante,
oder die beiden ersten Zeilen unter bezw. die beiden letzten iiber die
Determinante schreiben und in iihnlicher Weise ausmultiplizieren.
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Einleitung. 5}

5. Eine Determinante 4. Grades

a0 e Rd
Ii= al bl cl dl
a, bu Cu du
[ Qu bm Cu @

i

besteht dem Begriffe nach aus Produkten, von welchen eine
Gruppe den Faktor a, eine andere den Faktor a, eine dritte
den Faktor a, und eine vierte den Faktor a, enthilt. Sie
lisst sich also wie oben bei der Determinante 3. Grades

darstellen durch
R=ad + alAl + a“A“ 5 amAm
—aA+bB+¢C+dD v of

oder

worin die grossen Buchstaben die bekannten Unterdetermi-
nanten 3. Grades bedeuten.

Eine Determinante 4. Grades hat also 1.2.3.4 = 24 Pro-
dukte aus je vier Faktoren.

6. In entsprechender Weise kann auch eine Determinante
n'® Grades durch Unterdeterminanten irgend einer Reihe,
d.i. durch Determinanten (n -- 1)t*® Grades dargestellt werden.

Die Determinante n'® Grades:

o 0 Pl
G Daics e oMs
Gs by oy
R =

Qb Coreint,
nach den Elementen der ersten Kolonne entwickelt lautet

demnach:
R=aA+a,4;+ a4, + ... an A4,

An diese Darstellung lassen sich folgende Siitze kniipfen.

1. Satz. KEine Determinante hat den Wert null,
wenn alle Elemente einer Zeile oder Kolonne null
sind.
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6 Einleitung.

Denn in obiger Darstellung wird fiira,=0, a,=0...a,=0,
auch B = 0.

2. Satz. Kine Determinante indert das Vorzeichen,
wenn man zwei Parallelreihen miteinander vertauscht

(Folgerung # S. 3).

8. Satz. Eine Determinante wird mit einer Zahl p
multipliziert, indem man die KElemente einer Zeile
oder Kolonne mit »p multipliziert.

Beweis. Hs ist

p-R=pa, A+ pagd;+pa; A+ ...+ pa, 4,
d. b. in der unentwickelten Determinante tritt (pa,), (pay), ...
(pa.) an Stelle von a, a, ... an
Zusatz 1. Fiir p = 0 folgt Satz 1.

Zusatz 2. Eine Determinante #indert das Vorzei-
chen, wenn man die Vorzeichen aller Elemente einer
Zeile oder Kolonne #ndert (p = — 1)

Zusatz 8. Kine Determinante wird durch eine Zahl g
dividiert, indem man alle Elemente einer Reihe durch ¢ divi-

diert (p = %)

Zusatz 4. Determinanten, welche sich nur in den Ele-
menten einer Zeile (oder Kolonne) unterscheiden, in allen
iibrigen aber gleich sind, werden summiert, indem man die
Elemente der verschiedenen Zeilen (Kolonnen) summiert.

g b e « b e g +e' b e
R R . o A RS e
a“ b“ c“ a“ b“ c“ a“ j: a” bll cH }

(Durch Entwicklung nach der ersten Kolonne.)

4. Satz. Eine Determinante von zwei gleichen
Parallelreihen ist null

1 Ga o
R=|a, a, ¢, | =0.
a“ a“ CH

Beweis. Entwickelt man nach den Elementen der ersten
Kolonne, so erhilt man . Vertauscht man die beiden ersten
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Einleitung. 75

Kolonnen und entwickelt wieder nach der ersten Kolonne,
so erhilt man — It (Satz 2); da aber die vertauschten
Elemente gleich sind, so iindert sich in der Determinante
nichts, es muss also B = — R, d. . R =0 sein.

Zusatz 1. Der Wert einer Determinante iindert sich
nicht, wenn man zu allen Elementen einer Reihe ein beliebiges
(gleiche) Vielfache der Elemente einer anderen (parallelen)
addiert oder von ihnen subtrahiert.

a, bl CI | a.‘ —_*_—pb‘ b‘ iy :
@y by ¢ | =| ay+pby b, ¢, (Sa:l:zsg) tzuiatz 4
ay by ¢ as + pby by ¢4 und Satz 4.)

Zusatz 2. Wenn die Elemente zweier Parallelreihen pro-
portional sind, so ist der Wert der Determinante Null.
Dann multipliziert man die eine Reihe mit dem Propor-

tionalititsfaktor und verfihrt nach Zusatz 1, so wird eine
Reihe Null.

5. Satz. Wenn die Unterdeterminanten der Ele-
mente einer Zeile oder Kolonne mit den Elementen
einer andern Zeile oder Kolonne multipliziert wer-
den, so ist die Summe dieser Produkte Null.

Es ist

al i cl

a, bu ¢y | =a,4,+ a,“A“ + a; 4,

@ "y 10y

daher
bl bl cl
A+ bd,+ b4 — 1| b, b, ¢ | =0. (Satz4.)

b, by=e

)

3 8
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8 Einleitung.

Ubungen.

23 ab Lk 0b | 00
Di1sl Divelp D|—bel Va0l D|ad|
a—b —2b at+b a+bd at+b a+bd
6)| 24 a—b b 2 U gl
a—b b
9) a—>b al

Antwort: 1) 7; 2) ac — b 3) U* — ac; 4) — ab; 5) 0;
6) (a+0)% T) (a*—b%); 8) 05 9) (a —b)*

212 391 521 123
10){131f; 1)|221]; 12)|1238]; 13)[456;
211 11’8 332 7809
342 13 14 8 245 204
14){211];15) (21159, 16)[36 7|; 17) |03 6 ;
564 7125 4809 750

5% L Th 16‘

18)| 66—3|; 19/2-36|; 20)[35 17

e B 18 492}

Antwort: 10) —5; 11) +5; 12) --14; 13) 0;
14) —4; 15) —1798; 16) 0; 17) — 144; 18) — 171,
19) 409; 20) — 360.
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Erster Abchsnitt. Algebra. — Erstes Kapitel. Proportionen. 9

Anwendungen.

Hirster A bsehnitt
Algebra.

Erstes Kapitel
Proportionen.

Bei der Auflésung von Gleichungen, welche in Form einer
Proportion gegeben sind, kommen eine Reihe von Transforma-
tionen zur Anwendung, welche man in neuerer Zeit unter dem
Namen korrespondierender Addition oder Subtraktion zusammen-
fasst. Ist nimlich Z = g; so ist auch Z-_I_i: ;‘Z = gii‘;:
worin 4 und 4, beliebige Zahlenwerte bedeuten.

Nun kann man aber jede Proportion in Form einer ver-
zchwindenden Determinante 2. Grades schreiben, denn es ist

a G : e 4N
e identisch mit ‘ 5 \ =
so dass man alle mit der Proportion zulissigen Umformungen
auch direkt mit der Determinante vornehmen kann.

Es folgt niimlich aus

0,

a c
b d
wenn man die 2. Horizontale zuniichst mit 2 und dann mit 2,
multipliziert, nach Satz 4 Zusatz 1.
a+Ab c+ Ad
at+ib e+id|

=0,

0,

d. i. die Proportion —Z :
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10 Erster Abschnitt: Algebra.

Beispiele:
1 oo b dar- ol
32+2 3z—14
In dieser Proportion wiirde man zuniichst die inneren
Glieder vertauschen, um die gedachte Umformung vornehmen
zu konnen. In Determinantenform ist das nicht notig.
Denn aus

4z—1 4z-21
[ 3v4+2 3xz— 14
folgt direkt durch Subtraktion der beiden Vertikalen:

=0

‘ 4z —1 —20 ‘ Lo
3z4+2 —16 %
oder, indem man durch — 4 die letzte Kolonne dividiert
und auswertet:
z =14

latte | 1 MIREHTEE GV ol

) Ta—26 " 29— 14z
Addiert man das Zweifache der ersten Vertikalen zur
zweiten, so erhiilt man ‘
13 — 2z
Tz — 26
Wenn quadratische Gleichungen in Form von Propor-
tionen gegeben sind, so empfiehlt sich die Determinantenform
ganz besonders, da sie umstiindliche Multiplikationen ver-
meidet und nicht selten die Losung in einfacher linearer Form,
d. i. ohne Wurzelausziehung ermoglicht.
Beispiel:
1 9a + 25b — 34z _ 9a — 35b + 26z
9a — 3bb + 26z  9a + 49b — 582’
schreibt man
9a + 260 — 342z 9a — 3D5b + 26z
9a — 35b 4 262z 9a + 49b — 58z
und subtrahiert die erste Vertikale von der zweiten, so kann
man letztere durch 12(b — z) dividieren und man erhilt:
9a + 25b — 34z —5
9a — 35b + 26x 1

13 —-22 4x2—25 ‘13—29& 4z — 25

1! B
~23\=O oder 392z = 273; z=T1.

—0

12(b — )

o
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Erstes Kapitel. Proportionen. 11

d.fo

12 (b—2).35.108.(a —z)=0; oder (b —z) (a —2)=0
d.h die Wurzeln der quadratischen Gleichungen sind z, = b;
z, = a.

%) Va—bz +Ve—mz  Va—bz —Ve—ma*

Va—bz —Vnz—d Va—bz+Vnz—d
Schreibt man die Proportion in Determinentenform und
subtrahiert die erste Vertikale von der zweiten, dividiert dann

letztere durch 2 und addiert sie nochmals zur ersten Vertikal-
reithe, so erhilt man

Va—bz Ve—mr
Va—bx Vnr—d

diiat a c+d
x

= Ooder Va—bz (Yne—d— Ve—mz) =0,

ETRY T e
Wir gedenken zum Schluss noch einer Form, wie sie
hiinfig bei quadratischen Gleichungen mit zwei Unbekannten

auftreten, die wir in folgender allgemeinen Gestalt zusammen-

fassen:
ar® + 2bxy + dy?

o

o2 +2bzy+dy " B
Ihrem algebraischen Charakter nach ist vorstehende Pro-
portion eine homogene quadratische Gleichung mit zwei Unbe-

kannten, oder eine gewohnliche quadratische Gleichung fiir st
Schreibt man sie in der Form y
“aat + 2bzy 4 cy® «a
ax®+2bxy+cy® B
und multipliziert die erste Horizontale mit 8, die zweite mit

« und subtrahiert, so wird das zweite Glied der ersten Hori-
zontalreihe 0 und die Gleichung reduziert sich direkt auf

@*(ap — a,a) + 2ay(b — b)) + y*(cf — ¢,@) = O,

welches eine quadratische Gleichung fiir ; ist.

=0

* Bardey, Aufgabensammlung XXVI, 208,
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12 Erster Abschnitt. Algebra.

Fiir spezielle Werte der Koeffizienten, welche auch 0

und 1 sein konnen, empfiehlt es sich hiufig auf o statt

auf ~— umzuformen, die Determinante lisst in jedem beson-

deren Falle die Art der zu withlenden Umformung leicht er-
kennen.

Zweites Kapitel
Die Elimination.

1. Satz. Multipliziert man in einem vollstindigen
System von Gleichungen mit mehreren Unbekannten
die Gleichungen der Reihe nach mit den Unterdeter-
minanten der Koeffizienten einer Unbekannten, und
addiert, so fallen siimtliche Unbekannte bis auf diese
eine fort.

Wir machen den Beweis an drei Gleichungen mit drei
Unbekannten; durch Fortfiihrung der Buchstaben und Indices
ist derselbe leicht auf solche mit mehr Unbekannten aus-

zudehnen.
ar + by + cz = ¢,

ax +by +ce =B,
a,x+ b,y + c,2 =y
Die Determinante aus den Koeffizienten der Unbekannten
lautet:
anse
R=|a, b ¢
a“ b“ cll
Die Unterdetermiannten der Koeffizienten von z sind
b.ite bie
b b L
Multipliziert man die erste Gleichung mit 4, die zweite
mit A4, die dritte mit 4, und addiert, so erhilt man
‘T’(.aA 1% al‘il ¥ “uAu) aE y<bA T bl‘Al 4 buAu)
+2(cA+cA+c,4,)=ad +p4 +yA,.

c

i) e ﬁ5 4,=

i

)

i C“ i C“
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Zweites Kapitel Die Elimination. 13

Die Faktoren von y und z sind =0 nach Satz 5, der
von z ist die Determinente R, daher wird

1) z.R=ad+BA,+y4,

Multipliziert man ebenso die Gleichungen mit den Unter-
determinanten der b resp. ¢, so erhilt man durch dieselben
Schliisse:

1) y. R=aB+BB,+yB,,
2. R=aC 4 8C, 4+ 9C,.

Die durch obigen Satz angezeigte Methode zur Auflésung
der Gleichungen mit mehreren Unbekannten ist eine Art
Additionsmethode, welche sich von der gewdhnlichen nur da-
durch unterscheidet, dass die Unterdeterminanten diejenigen
Zahlen liefern, mit welchen man die Gleichungen multiplizieren
muss, damit direkt alle Unbekannten bis auf eine fortfallen.

Beispiel:
3z+2y+22= 9 1 194 =7
22+ 3y + 52=15 | 2 11 -2
b+ 4y +3z =15 | 2\—11 5.

Die Unterdeterminanten der Koeffizienten von z sind — 11,
2, 2; multipliziert man mit ihnen die vorstehenden Gleichungen -
und addiert, so erhiilt man direkt:

—9z2=-—9;

i

Die Unterdeterminanten der y-Koeffizienten sind 19, — 1,
— 11. Fiir eine rasche Losung bemerken wir nun folgendes.
Simtliche Unbekannte haben bei der Addition den Faktor R.
Nachdem derselbe also fiiv # gefunden ist (R = — 9), braucht
man die Multiplikation mit den Unterdeterminanten fiir y nur
an den absoluten Gliedern auszufilhren. Man kann also,
nachdem z gefunden, direkt schreiben:

~dye 9. 19 15 .~ 1115 == i8]
—~9g=—"1. 9—-2.16+ 5.15=—18; 2=2

sofern man nicht vorzieht, z durch Substitution der gefundenen
Werte aus einer der gegebenen Gleichungen zu berechnen.
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14 Erster Abschnitt. Algebra.

Aus den Gleichungen T folgt noch:

11) e “A'*_%ligu; y = aB‘*'ﬂg;'*'?Bu;
aC - ﬂCI =T VCH i
R
Der Nenner dieser Briiche ist die Determinante aus den Ko-
effizienten; der Ziihler wird erhalten, wenn man die Koeffizienten
der gesuchten Unbekannte durch die absoluten Glieder «,f,y
ersetzt. Daher ergiebt sich

2. Satz. Der Wert einer Unbekannten aus einem
System von n Gleichungen mit » Unbekannten ist
gleich einem Bruche, dessen Nenner die Determi-
nante aus den Koeffizienten ist und dessen Ziihler er-
halten wird, wenn man in dieser Determinante die
Koeffizienten der gesuchten Unbekannten durch die
absoluten Glieder ersetzt.

Dieser Satz, welcher bei allgemeinen Gleichungen die
Darstellung der Resultate in geschlossener Form unabhiingig
von der Zahl der Unbekannten ermoglicht, empfiehlt sich bei
Zahlengleichungen mit zwei Unbekannten, weil man die
Losung direkt hinschreiben kann.

Beispiel:

i o i SRS o T

8#4 bywdad, ~ 6.17411.8 .

B it
173

Die unter II gegebenen Resultate zeigen, dass die Gleich-
ungen nur dann bestimmte Wurzeln haben, wenn die Détermi-
nante X aus den Koeffizienten nicht null wird. Letzteres ist
bei abhiingigen Gleichungen der Fall und bei solchen, deren
Koeffizienten proportional sind, wie z. B.

224+ 3y = 8
4z + 6y =15

die ausser # = % und y = o keine gemeinschaftlichen Wurzeln
haben (parallele Gerade).
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Drittes Kapitel. Homogene Gleichungen, Resultanten. 15

Aufgaben:
1) 324 2y= 17 2). 1z = 3yi— 23 3)6z—Ty= 5
br 4 3y =11 dx + 4y = 22, 5z 4+ 8y =18
(1, 2) (2,3) 2 1)
4) 22+ y+32=14 b5) 3z+2y+2z2= 9
3x+2y +22=14 22+ 3y +5z=15
bx+3y+ 2=16 S5z +4y+32=15
(21,3) (1,1,2)
6) z+4+2y+42= 10
3z —by+32=—1
4r 4+ 3y —Hz= 9
(2,2, 1).

Drittes Kapitel.
Homogene Gleichungen, Resultanten.

Erklirung. Kine Gleichung mit mehreren Unbe-
kannten heisst homogen, wenn ihr absolutes Glied
aull ist und alle iibrigen Glieder gleichviel Faktoren
in den Unbekannten haben.

So ist

az + by = 0 eine homogene Gleichung 1. Grades;
az® + 2bzy 4 cy* = 0 eine solche 2. Grades, u.s. f.

Eine gewihnliche Gleichung mit mehreren Unbekannten
kann zu einer homogenen gemacht werden, indem statt der
gegebenen Unbekannten ihr Verhiiltnis zu einer neuen als Un-
bekannte einfiihrt. So wird aus der Gleichung az + by +¢=0

eine homogene Gleichung, wenn man 2 statt z und % statt y

setzt; man erhilt az 4+ by + ¢z =0. Umgekehrt kann aus
einer homogenen Gleichung auch eine gewthnlicher Form her-
gestellt werden.

8. Satz. In einem vollstindigen System von ho-
mogenen Gleichungen verhalten sich die Unbe-
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16 Erster Abschnitt. Algebra.

kannten wie die zugehorigen Unterdeterminanten
aus den Koeffizienten.

ar +by +cz =0,

ar +by +cz =0,

a,r + buy 4 Cu® = 0.
4.y _
C g
nanten zu den Elementen «, b, ¢ bedeuten. Verfihrt man
nach Satz 1, Kap. II, so erhilt man 2. R=0; d. h. R=0,
wo R die Determinante aus den Koeffizienten bedeutet.

Es ist -E = C” worin 4, B, C, die Unterdetermi-

Setzt man nun fiir ; und ~ die Werte 4 und E in die

c c
vorstehenden Gleichungen ein, so sind die Gleichungen fiir
diese Werte erfiillt. Denn aus der ersten Gleichung wird
ad+bB+c¢C=0, d.i. R=0. Die beiden andern Gleich-
ungen sind aber erfiillt nach Satz 5, Einleitung.

Folgerung. In einem vollstindigen System von
homogenen Gleichungen muss die Determinante ihrer
Koeffizienten null sein, wenn dieselben zusammen-
bestehen, d h. gemeinschaftliche Wurzeln haben
sollen. :

Diese Folgerung enthiilt eine Bedingung fiir die vor-
liegenden Gleichungen, welche sich folgendermassen erkliirt.

Setzt man —§= u und Z = v, so erhilt man

au +bv +¢ =0,

au +bv +¢, =0,

a,u+b,0+ ¢, =0,
d. 1. ein System von drei gewdhnlichen Gleichungen mit zwei
Unbekannten; es ist also iiberbestimmt, weil sich aus zwei der-
selben schon die Werte der Unbekannten berechnen lassen.
Soll die dritte Gleichung dieselben Werte zulassen, so muss
sie fiir die aus 2 Gleichungen gefundenen Werte von « und
v erfiillt sein. Setzt man diese aus 2 Gleichungen gefundenen
Werte in die 3. ein, so erhiilt man eine Koeffizientenver-
bindung, welche eben nichts anders als R = 0 ist, wobei It
nicht in Determinantenform, sondern ausgerechnet erscheint.
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Drittes Kapitel. Homogene Gleichungen, Resultanten. § 7

R ist das Eliminationsresultat der Unbekannten aus obigen
Gleichungen und driickt aus, dass die drei Gleichungen ge-
meinschaftliche Wurzeln haben, oder dass sie zusammen-
bestehen. Man sieht auch, dass ein solches Eliminations-
resultat nur gewonnen werden kann, wenn bei gewdhnlichen
Gleichungen die Zahl der Gleichungen mindestens um eins
grosser ist als die Zahl der Unbekannten und bei homogenen
Gleichungen, wenn das System ein vollstindiges ist. Diese
Betrachtungen fithren za folgender

Erklirung. Diejenige Bedingung, welche zwischen
den Koeffizienten zweier oder mehrerer Gleichungen
stattfinden muss, wenn sie eine gemeinschaftliche
Wurzel haben, heisst Resultante der Gleichungen; sie
ist das Eliminationsresultat der Unbekannten aus
den Gleichungen.

Die Elimination ist nun immer in den Fillen leicht,
wenn eine Gleichung mehr gegeben ist, als zu eliminierende
Glieder der Unbekannte. KEs sei z. B. gegeben:

ax® + 2bx + ¢ =0,

ax® + 2bx + ¢, =0,

a,x*~4 2b,x + ¢, = 0.
Hier sind 2* und 2 zu eliminieren; setzt man 2? = u und z = v,
so hat man nach obiger Folgerung direkt als Resultante

a. b
a, b, ¢ | =0.
a“ b“ CH

Sylvesters dialytische Methode giebt ein allgemeines
Verfahren, um ein solches System von Gleichungen herzu-
stellen. Sollen aus den Gleichungen

ar™ + hrm—1 + cx™—2 . .. + q = O,
g+ bt ke gttt gy =0

die z eliminiert werden, so multipliziere man die erste Glei-
chung der Reihe nach mit z*—1 27—% ... 2; und die zweite
mit ™1, x™—* ...z, so erhilt man mit den beiden gegebenen
Gleichungen ein System von m + n Gleichungen, aus denen

Diekmann, Anwendung der Determinanten. 2
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18 Erster Abschnitt. Algebra.

die Potenzen von 2z als Unbekannte wie in einem System

linearer Gleichungen eliminiert werden konnen.

Z. B. aus
azx® + 2bz +c¢ =0,
ax®+2bx+c¢,=0

die Unbekannte zu eliminieren. Die erste Gleichung mit z
und ebenso die zweite mit x multipliziert, liefert folgendes
System:
az® + 2bz® + cx +0=0,
0+ az®+ 2bx+c¢ =0,
ax®~+ 2ba®+cx+ 0=0,
0+a2’+2bx+¢ =0.

Betrachtet man #° 2* und z als Unbekannte, so erhiilt man

520 ¢'0
) ia:2bie
kg g, 3b 60 et

Qi s 020, o

Diese Methode hat wegen der auftretenden grossen Deter-
minanten etwas Unbequemes, wir geben daher ein anderes
Verfahren an, welches die Resultanten auf Determinanten
2. Grades zuriickfiihrt und sich besonders bei Gleichungen
niedern Grades empfiehlt.

1. Die Resultante zweier Gleichungen 1. Grades

ar+b =0,
azx+b=0

‘abl

ist: R= ;
la b |

=ab,— ba,= 0.
2. Die Resultante einer Gleichung 1. und 2. Grades

zu bilden
ax*+ 2bz +¢ =0,

ax+b =0.

Man eliminiert die absoluten Glieder, indem man die
1. Gleichung mit b,, die zweite mit ¢ multipliziert und erhilt
nach Division durch z
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Drittes Kapitel. Homogene Gleichungen, Resultanten. 19

abz + (2bb, — ca,) = 0;
ax+b=0
giebt als Resultante nach 1):
ab, 2bb,— ca >
Rz} ! 'l =ab} — 2a,bb,+ ca® = 0.
al bl

3. Die Resultante zweier Gleichungen 2. Grades
zu bilden.
Eliminiert man aus den beiden Gleichungen
az*+ 2bzx +c¢ =0,
ax®+2bx+c¢,=0
zuerst die absoluten Glieder und dann die mit 2% so erhiilt
man die beiden linearen Gleichungen
(@ac,—ca)xz+ 2 (be,— ¢b) =0,
2 (ab,— ba)xz+ (ac,—ca)=0

und deren Resultante ist:

dazu

> ac,—ca, 2(be,—cb) ik
~ | 2(ab,—ba) ac,—ea, |
(ac,— ca)?— 4 (ab,— ba,) (be, — ¢b,) = 0;
dieselbe ist identisch mit der vorhin bei denselben Gleichungen
gegebenen. Determinante 4. Grades.

R

4. Die Resultante einer Gleichung 2. und einer
3. Grades zu bilden.
azr’+ 2bz +c¢ =0,
ax*~+ 3bx?+ 3ex 4+ d,= 0.
Eliminiert man die absoluten Glieder und dividiert durch
x, so erhilt man die quadratische Gleichung
acx®+ (3be —ad) xz + (3¢ce,— 2bd) =0,
ax®+ 2bx+¢=0
fiithrt die Aufgabe auf Nr. 3 zuriick.

5. Die Resultante zweier Gleichungen 3. Grades
zu bilden.

dazu

ax®+ 3ba® + 3cx +d =0,
ax’+ 3ba*+ 3ecx+d, =0.
9Q#
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20 Erster Abschnitt. Algebra.

Man eliminiere zuniichst die absoluten Glieder und dann
die mit 2° so erhilt man die sofort hinzuschreibenden
quadratischen Gleichungen

(ad,— da) 2*+ 3 (bd,— db) z + 3 (¢d, — dc,)) =0,
3(ba,— ab) 2>+ 3 (ca,— ac)z+ (da,— ad)=0,

welche nach Nr. 3 zu behandeln sind.

Das Verfahren kann auch auf Gleichungen hohern Grades,
wie man leicht sieht, angewendet werden. Bei Gleichungen
niedern Grades mit Zahlenkoeffizienten bietet es namentlich
keine Schwierigkeiten.*

Aufgabe. Welchen Wert muss & haben, wenn die beiden
Gleichungen
22+ 20z 4+ 4 =0,
2?—4x +3=0

eine gemeinschaftliche Wurzel haben sollen. Man erhiilt nach
3. die beiden Gleichungen

z(2b6+4)+1=0,

—2+4+6b4+16=0
und daraus
2(+2) +1 } L9
—1 2@Bb+38)|
der z
1990 F 568 405 L0; Bl g, gk %
Fir b= — g haben beide Gleichungen die gemeinsame

Wurzel =1, fiir b, = — 163’ die Wurzel z = 3.

# Bereits Cayley (Philos. Transact. CXLVII) hatte gezeigt, dass
auch eine Determinante von niedrigerem Grade als die Sylvestersche
von m + n Grades die Resultante zweier Gleichungen vom m. und
n. Grade darstellen konne, durch ein Verfahren, welches von Fiedler
(Elem. der neuern Geom. und Algebra d. bin. Formen. Leipzig 1862)
an zwei Gleichungen 5. Grades erliutert ist. Allein dasselbe diirfte
fiir den Schulgebrauch ebenfalls zu umstiindlich sein, zumal man kaum
in die Lage kommen wird, Resultanten von Gleichungen hohern als
2. Grades zu bilden.

http://rcin.org.pl



Viertes Kapitel. Die Diskriminante einer Gleichung 2. Grades. 21

Bestimme den Wert des unbekannten Koeffizienten aus
folgenden Gleichungen, damit dieselben eine gemeinsame
Whurzel bekommen:

1) 2 — 260+ 21 =0, 2) 22— Bz+¢ =0,
22— 8z +15=0. 122 — 10z 4+ 3 = 0.
Ot - (3)

3) x®—4bzx + 35 =0,
22— 8z 4+ T=06.
(3)

Viertes Kapitel.

Die Diskriminante einer Gleichung 2. Grades.

Erklirung. Unter Diskriminante einer Gleichung
versteht man diejenige Koeffizientenverbindung,
welche null wird, wenn die Gleichung zwei gleiche
Wurzeln hat.

Ist ar?+2bx+c=0
die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung und divi-
diert man dieselbe durch @, d. h. macht den ersten Koeffizienten
zu 1, so besteht zwischen den Wurzeln und den Koeffizienten
einer solchen Gleichung folgender Zusammenhang:

Die Summe der Wurzeln einer quadratischen
Gleichung, deren erster Koeffizient 1 ist, ist gleich
dem negativen Koeffizienten von # und das Produkt
der Wurzeln ist gleich dem absoluten Gliede.

Als Anwendung der Determinanten geben wir fiir den
bekannten Satz folgenden Eliminationsbeweis.

Sind « und B die Wurzeln der Gleichung, so hat man
folgendes System:

ax®+ 2bz 4+ ¢ =0,

ao®+ 2ba + ¢ =0,

ap?+ 2bp + ¢ = 0;
eliminiert man hieraus die a, b, ¢, so erhilt man als Zusam-
menhang zwischen z und den Wurzeln die Gleichung:
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29 Erster Abschnitt. Algebra.

2

YR T

al|l=0
61|

22— (e+p)z+ap=0,

woraus durch Vergleichung mit der urspriinglichen Gleichung

oder

folgt a+13=_ﬁ; “ﬂ“%

a

Satz. Die Diskriminante einer allgemeinen quadra-
tischen Gleichung ist gleich dem Quadrate aus dem
halben mittleren Koeffizienten, vermindert um das
Produkt der beiden fussern.
- Beweis. Wenn « = f8 ist, so ist auch

(¢ =By =0
oder (¢ + B)*— 4af =0,
2
d. h. <?£>_4,?=0
a a
oder A=0b0—ac=0.

Eine zweite Herleitung der Diskriminante kniipfen wir
an folgende Bemerkung. Jede geordnete vollstindige Gleichung
n'e" Grades kann man dadurch, dass man z aus den % ersten
Gliedern ausscheidet, als Summe zweier vollstindiger Gleich-
ungen n—1. Grades darstellen. Eliminiert man aus den
Gleichungen (n—1.) Grades die Unbekannten, so erhilt man
die Diskriminante der Gleichung »n Grades; z. B. die Gleichung

ax®+ 3bax 4 3cx+d=0
lisst sich schreiben
z (az® — 2bx + ¢) + ba* + 2¢cx + d = 0.
Umgekehrt ist:
azr?+4 2bx+c¢ =0

sad b+ 2¢cx+d=0,

so ist auch
z (ax®+ 2bz + ¢) + ba? + 2¢x + d = 0.

Die Bedingung aber, dass die beiden erstern Gleichungen
gemeinschaftliche Wurzeln haben, ist das Verschwinden ihrer
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Viertes Kapitel. Die Diskriminante einer Gleichung 2. Grades. 93

Resultante, die dann zugleich Diskriminante der Gleichung
3. Grades ist.*
Schreibt man ebenso die Gleichung 2. Grades in der Form
z(ax 4+ b) + bx + ¢ =0,

so erhiilt man als Resultante von

ax +b=0,
bx+¢c=0
die Bedingung
G0 =
s =b—ac=0,

d. 1. die Diskriminante A der quadratischen Gleichung.
Die Anwendung der Diskriminante A und ihre Bedeutung
fiir die quadratischen Gleichungen ergiebt sich aus folgendem.

1. Mit Hilfe der Diskriminante A lisst sich die
quadratische Gleichung auf zwei lineare zuriickfiihren.

Denn es ist

ar® +2bx+¢=0
identisch mit

(az + b2 — A =0,
woraus folgt

[ax+b— VAl [az+ b+ YA] =0
az+b—VA=0,
ax +b+ VA =0,

oder

woraus man erhilt
MR e
Ausser dieser Darstellung folgt:
«) Ist die Diskriminante einer quadratischen Gleichung null,
so hat die Gleichung zwei gleiche Wurzeln.
B) Ist die Diskriminante einer quadratischen Gleichung positiv,
so sind die Wurzeln reell und verschieden.
y) Ist die Diskriminante einer quadratischen Gleichung ne-

gativ, so sind die Wurzeln komplex und konjugiert.

* Den allgemeinen Beweis S. Diekmann: Einleitung in die Lehre
von den Determinanten. Essen, G. D. Baedeker, S. 42
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24 Evster Abschnitt. Algebra.

2. Ist die Diskriminante einer quadratischen
Gleichung null, so ist die linke Seite der Gleichung
das vollstindige Quadrat eines Binoms.

Denn ist in der Darstellung der Gleichung

(az+0)*—A=0
A=0,
so reduziert sich die Gleichung auf (az + b)* = 0.

Aus
A= —ac=0

b=Vac.

Setzt man dieses statt & in die urspriingliche Gleichung
ein, so erhilt man das vollstiindige Quadrat

(@Va + Ve)2 =0.
Ferner folgt aus A =0

folgt aber noch

b2
a [ J—
£
und setzt man dieses ein, so erhilt man
(bz + ¢)? = 0.

Falls also in einer quadratischen Gleichung die Diskrimi-
nante null ist, kann man dieselbe unter folgenden drei
Formen darstellen:

1) (az +0b) =0,
2) (ch; a5 VE)2 =0,
3) (b +¢? =0

Diese Eigenschaft der Diskriminante ist eine ausserordent-
lich wichtige; denn sie ermoglicht es, eine quadratische Gleich-
ung auf das Verschwinden eines vollstiindigen Quadrates zu-
riickzufiihren, falls es gelingt, die Koeffizienten so zu bestimmen,
dass die Diskriminante null wird. Wihrend aber bei den
Darstellungen 1) und 3) eine Division durch a oder ¢ ndtig
ist, um zu der urspriinglichen Gleichung zuriickzugelangen,
hat die Darstellung 2) direkte Giltigkeit.

Daher gilt diese transformierende Eigenschaft der Dis-
kriminante nicht nur fiir Gleichungen, sondern auch fiir jede
quadratische Form oder quadratischen Ausdruck.
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Ist also in dem quadratischen Ausdruck
my® + 2ny + p,
n?— mp=0,
so ist derselbe identisch mit

Vm +Vp),
und wenn in der Gleichung
ma® + 2nzy + py* = q,
n?> — mp =0
ist, so ist die Gleichung identisch mit

@Ym+yVp)=2q
Wir kommen aunf diese wichtige Eigenschaft spiiter noch
zuriick.
Aufgaben. 1. Welchen Wert muss in folgenden Gleich-
ungen der unbestimmte Koeffizient haben, damit dieselben
gleiche Wurzeln bekommen?

) 2+ 8x+c¢=0; fB) a®— mx+9=0;
(16) (£ 6)
y) 22 +max + 14 =0.
(+4V7)
2. Welchen Wert muss in folgenden Ausdriicken der un-

bestimmte Koeffizient haben, damit dieselben vollstindige
Quadrate werden, und wie heissen sie?

a) 42 + 12z +m. B) ba®+ 2mz+ 3. p) az®+ 62 4 27.
il @/5£V8)  (@Vi+3V3)

3. Die Diskriminante ermdglicht es, die Frage
nach den gemeinschaftlichen Wurzeln zweier qua-
dratischen Gleichungen ohne Bildung ihrer Resul-
tante zu l6sen.

Schreibt man nach S. 22 die beiden quadratischen Gleich-
ungen in der Form

z(az +b) +bx +c¢ =0,
zlaz+b)+bx+ec=0
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und eliminiert den abgesonderten Faktor x, so erhilt man
die Determinante
ax +b bx +¢
ax+b bz c
d. i. die quadratische Gleichung
x*(ab, — ba)) + (ac, — ca)x + be, — cb, = 0.
Die Diskriminante dieser Gleichung lautet:

=0,

2

(52%) ~ (@b, —ba) (be, — eb) = 0
(ac, — ca)* — 4(ab, — ba,) (be, = ¢b,) = 0.
Letzteres ist aber die Resultante B der beiden quadratischen
Gleichungen (8. 19). Statt R zu bilden, bildet man daher
die erste Eliminationsgleichung H = 0 der beiden quadra-
tischen Gleichungen; falls erstere eine gemeinsame Wurzel
haben, ist H ein vollstiindiges Quadrat und H = O liefert die
gemeinsame Wurzel.

Beispiel. 1. Welches ist die gemeinsame Wurzel der
Gleichungen

oder

2 —6x+ 8=0,
22 — 8z + 12=0.
xr—3 —3z+ 8
z -4 ~~—4x+l2l

Man erhiilt
=0

=
Il

d. i
H=2*!—424+4=0.

Da H ein vollstindiges Quadrat ist, so ist auch ihre Diskri-
minante, d. h. die Resultante der beiden gegebenen Gleich-
ungen = 0; sie haben also eine gemeinsame Wurzel und

H=(@—-22=0
liefert die gemeinsame Wurzel, nimlich z = 2. Hierin liegt
der Vorteil gegeniiber der blossen Resultantenbildung, welche
die gemeinsame Wurzel zwar anzeigt, aber nicht liefert.

2. Welches ist der kleinste gemeinschaftliche Faktor von

22 — Tz + 10 und 322 — 82 + 4? oder den Bruch

2 — Tz 4 10

82— 8z +4
zu kiirzen.
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Im Falle, dass die beiden Ausdriicke einen gemeinschaft-
lichen linearen Faktor haben, miissen die Gleichungen
@ —Tz+10=0
32— 8zx+ 4=0
eine gemeinschaftliche Wurzel haben. Man erhiilt als Elimina-
tionsgleichung

H= x—% —-%x+10 =0,
3x—4 —4z 4+ 4
d.oe '+
5 @ — 262 + 26 =0,
oder

2 —4zx+4=(@x—2P2=0.
H ist also ein vollstindiges Quadrat, d. h. beide Gleichungen
haben eine gemeinschaftliche Wurzel z — 2 = 0 und der Bruch
lisst sich durch z — 2 kiirzen.

4. Bildung bestimmter Formen quadratischer
Gleichungen mit gegebenen Wurzeln. Sind 4, B und
C lineare Ausdriicke in x, so stellt die Verbindung 4C = B*

eine quadratische Gleichung in z dar, welcher man auch die

;—1; = %, geben kann.
Wir stellen die Frage, wie heisst die allgemeine Gleich-
ung obiger Form, deren Wurzel » — + Va® + b* sind?
Wenn AC — B2 =0 ist, so ist nach 2)
Am? 4+ 2mnB + Cn?
ein vollstindiges Quadrat, niimlich (m }/ A + n J/()*; ebenso
ist unter derselben Bedingung
(Ap* + 209 B + ¢ 0) = (pV A +q VO
Daher ist auch
(Am* 4+ 2mn B + Cn®) (Ap® + 2pq B + Cg®)
1Y) = [V A+ +0VC) (pVA+qVO)
= [Amp + B (np + mq) + Cnq)*
Die Forderung x = }/a®+ b? ist aber gleichbedeutend mit
der Diskriminantenform (z + a) (z — a) = b* (AC = B?); setzt

Form einer Proportion
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man daher in I (z + a) statt 4; (z - a) statt C und b statt

B, so erhilt man in

[(z 4 a)m*+2bmn + (z — a) n*] [(z + a) p*+ 2pqb + (z — a) ¢%)]
_ —[(o+a) mp+b(np + mg) + (@ — a) ngl?

alle Gleichungen der verlangten Form, welche die Wurzeln

x = + Va® + b? haben.

Sollen die Wurzeln » — + Vab sein, d. h. der Gleichung
ab — 2* = 0 geniigen, so setzt man in I a statt 4, b statt C
und z statt B.

Sollen die Wurzeln z,=a und z,=0, d h. (z—a)
(#x —b) =0 sein, so hat man in I (x —a) statt 4, z—b
statt C'und B = 0 zu setzen und man erhiilt als allgemeine Form:

[m* (z — a) + * (z — B)] [p* (& — @) + ¢* (= — })]
= [mp (z — a) + ng (+ = D)

Bei der Auflésung derartiger Gleichungen wird man, um
die grossen Multiplikationen zu vermeiden, nach Kapitel 1
verfahren; z. B.

9a + 25b — 34z 9a — 35b + 26«

9a — 36b + 262 9a + 49b — B8z

wird man als Determinante schreiben und die beiden Hori-
zontalreihen subtrahieren, so erhiilt man

5 =g
9a — 35b — 34z  9a -+ 49b — B8z | —

Die erste Vertikale mit 7, die zweite mit 5 multipliziert
und beide Reihen addiert, giebt direkt

12 (& — ) .35.108 (a — 2) = 0
(z—a)(z—b) =0,

woraus man direkt z, = a; z, = b erhilt.*

12 (b — 2) 0.

oder

5. Grosste und kleinste Werte quadratischer
Formen. Wenn gegeben ist die Form: F = az® 4 2bz + ¢,
so ist dieselbe identisch mit

# Ausfiihrlicheres s. vom Verfasser Hoffm. Zeitschr. XV, S. 571.
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b\?> b —ac
a (x ar ;) G

oder wenn man fiir die Diskriminante der quadratischen Form
den Buchstaben A wiihlt

F?a(x+72->2— b

a

Ist nun a positiv, so ist der kleinste Wert von F' der

Quotient — %— und derselbe wird erhalten fiir z = — —ab~; ist

aber a negativ, so ist jener Quotient nicht der kleinste,
sondern der grisste Wert, den /' annehmen kann. Daher
ist von jeder quadratischen Form der Quotient aus der nega-
tiven Diskriminante und dem ersten Koeffizienten der Grenz-
wert der Form und zwar der griésste, wenn jener Koeffizient
negativ, der kleinste, wenn jener Koeffizient positiv ist.

Z. B. Die Form 2?4 22 + 3 hat nur einen kleinsten
Grenzwert, da der erste Koeffizient positiv ist, und zwar ist

derselbe — -% = —(1—3) =+ 2 und derselbe wird erhalten

durch 2z = — 1.
Aufgaben. Welches ist der Grenzwert von folgenden
Formen und durch welchen Wert von 2 wird er erreicht:

o) 22—z+1; p)22+4z4T; p) — 2+ 2z — 3;

(3. _,_l). (+3; —2); (-2 +1
4’ PYA
0) 2 — 2azx — b® + a¥
(— b z =a).
Ferner ist aus der Darstellung
b+ V¥ —ac
a

ersichtlich, dass »®— ac = 0 sein muss, wenn die Wurzeln
der quadratischen Gleichung reell sein sollen. Null ist also
der kleinste Wert der Diskriminante, zu welchem
reelle Wurzeln gehdren und unter derselben Bedingung
sind + Vac und — Ve die Grenzwerte, zwischen denen b
nicht liegen darf, falls die Gleichung reelle Wurzeln haben
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soll, weil fiir keinen dieser Zwischenwerte die Bedingung
b*— ac= 0 erfiillt werden kann.

Beispiel. Zwischen welchen Zahlen- der reellen Zahlen-
reihe darf die Zahl A nicht liegen, wenn die Gleichung
224 242 4+ 1= 0 reelle Wurzeln haben soll.

Aus dem Grenzwert der Diskriminante 4% — 1 = 0 erhilt
man A = + 1, daher darf 2 nicht zwischen — 1 und + 1 liegen.

Lose dieselbe Aufgabe fiir folgende Gleichungen:

1) 2*+ 4z +1=0. 2) 2*+ (24 +3)z+4=0.
(— 2 bis + 2) (— 81 bis + 1)
3) a?— 2 (T + 44) & + 942 = 0.
(41 bis + 7.)

Funftes Kapitel.

Irrationale Gleichungen.
Die Aufgabe, aus einer Gleichung X
Wy L IRES ¢ R
VR,+VR,+ ...VR.,= 4,
worin die Radikanden R beliebige Funktionen von z sind,
die Wurzeln fortzuschaffen, ist ein altes, schon von Fermat
und vielen andern behandeltes Problem. Es ist indessen erst
in neuerer Zeit mit Hilfe der Determinanten gelungen, das-
selbe in allgemeiner Weise zu losen. In der vorstehenden
allgemeinern Form fiihrt es auf eine Gleichung von so hohem
Grade und zwar in Determinantenform, dass dieselbe an dieser

Stelle keine praktische Bedeutung hat.
1. Wir beginnen mit der gewohnlichen Form:#*

Vaz + b + Va,—x +b=4

* Mit den nachfolgend gewiihlten Bezeichnungen kann man zu
der Endgleichung I auch gelangen, wenn man die Gleichung in der
gewdhnlichen Weise behandelt oder aus den Gleichungen 1. 2. 3. y und #
in bekannter Weise (z. B. durch Berechnung von y —z oder y2) eliminiert.
S. des Verf. Abhandl. im Osterprogramm des Realgymn. zu Viersen, 1889.
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1) y¥*=az +b=R,

2) Z?=ax+b=R,
[ e &

3) y+z=4;

aus der 1. und 3. Gleichung y eliminiert giebt
22— 2424+ A =R oder 22—2A4Az+A2— R=0.
Schreibt man dazu die 2. Gleichung in der Form:
2—0z—R=0

und eliminiert nach der S. 18 angegebenen Methode, so erhiilt
man leicht

1 24 A*—R 0

0 1 24 A*--R
1 0 =R 0
0 1 0 — R,

Entwickelt man diese Determinante 4. Grades nach der

ersten Vertikalreihe, so erhilt man zwei Determinanten
3. Grades, deren Ausrechnung wegen der auftretenden Nullen
sich sehr einfach gestaltet. Man erhiilt

de + R, (42— R) — 44°R, + R, (A*— R) 4+ (A*— R)’=0
oder

) L8 b4~ Bl = AR, 6

A

Diese einfache und elegante Eliminationsgleichung stellt
die rationale Gleichung in 2 dar.

Sind die Radikanden lineare Funktionen von z wie in
obiger Gleichung, so erhilt man die Gleichung

[z(a,—a)+b—b+ A% — 4 A% (axz + b)) =0,

d. h. die Lbsung einer zweigliedrig-irrationalen
Gleichung 2. Grades mit linearen Radikanden fiihrt
auf eine rationale Gleichung 2. Grades.

Der Vorteil des obigen Eliminationsverfahrens, auf wel-
ches wir die Aufgabe zuriickfiihrten, besteht darin, dass es
sich offenbar nicht éindert, welchen Grad auch die Radikanden

haben mogen. Sind sie z. B. vom 2. Grade, d. h. haben wir
die Gleichung
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Vaxz*+ 2bz +c+ Va* + 2bx + ¢,= 4,
so gilt ebenfalls Gleichung I und zeigt, dass die Aufgabe
auf eine rationale Gleichung 4. Grades fiithrt. Dieselbe lautet
direkt nach I hingeschrieben:
[2? (a,— a) + 22 (b,— b) + (¢ — ¢,) + A*)?
— 44 (a,2*+ 2bx + ¢)=0.

Sie zeigt auch, welche speziellen Werte den Koeffizienten
beigelegt werden miissen, wenn derartige irrationale Gleich-
ungen sich auf quadratische zuriickfiihren sollen, z. B. wenn
a=a,ist u s f

Ebenso lehrt die Gleichung I, dass bei kubischen Radi-
kanden die Losung der Gleichung auf eine Gleichung vom
6. Grade fithrt u. s. w.

Vorstehendes Verfahren lisst sich bei linearen Radi-
kanden auch noch auf dreigliedrig-irrationale Gleichungen von
der Form peliies § ST BulEs 31
AT Vaz +b+Vax + b,=AVa,x+ b,

Denn setzt man

a,x+b

azr +b
e e d e —
a“'x + bll iy allx + bll i

so wird dadurch der Grad der Gleichung I nicht geiindert.
Wenden wir das Vorstehende auf die Gleichung an:

V3zx+14Vax +5=5,
so erhalten wir aus Gleichung I
(4 29)2—100 - (42 + b) = 0; 2®— 342z 4 341 = 0,
z,=1,
x,= 341.
Nun ist aber fir =1, V&c-—T-—l =+2und Y4z +5=4+3
und es geniigen nur -+ 2 und + 3 der obigen Gleichung.
Fiir 2 = 341 ist V32 +1=+ 32 und Y4z + 5 =+ 37
und es geniigen nur die Werte fiir # = 341, wenn das Vor-
zeichen der ersten Wurzel negativ genommen wird, d. h. die
Werte — 32 und + 37. -
Nun kann man zwar aus der Gleichung selbst die Vor-
zeichen der darin vorkommenden Wurzelausdriicke bestimmen,
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aber es ist eben immer eine besondere Untersuchung not-
wendig.

Macht man niimlich die linke Seite der Gleichung

VE +VER =4
rational, so erhiilt man

—RI=A(VI-{_VE>7

VR + VR, = 4,
o r-aletE]
Vi- 4 [a- 252]

durch welche Gleichungen die Vorzeichen der Wurzeln be-
stimmt werden, wenn z gefunden ist. Fiir obige Gleich-
ungen ist

3x+1—(4x+5)}
5

2
=4 2 nd fir x = 341,

ebenso bestimmen sich die Vorzeichen von }/4x + 5 eindeutig
aus den Gleichungen A.

Anmerkung. Dic Gleichungen A enthalten ebenfalls eine
Losung der gegebenen Gleichung VR +V R, = A.

Diese Unbestimmtheit in der Wahl der Vorzeichen der
Whurzelgrossen wird wegfallen, wenn es gelingt, die Werte
der Wurzelgrossen aus den Koeffizienten der Gleichung selbst
zu berechnen. Nun stellen zwar die Gleichungen 1), 2) und
3) (8. 31) ein vollstindiges System von drei Gleichungen mit
den drei Unbekannten z, y, # dar; allein eine Losung des-
selben mit elementaren Hilfsmitteln gelingt nur dann, wenn
die Grossen @ den ersten Grad nicht iibersteigen. Fiir diesen

Diekmann, Anwendung der Determinanten. 3
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Fall geben wir nachstehend ein bemerkenswertes Losungs-
verfahren; an dieser Stelle deshalb bemerkenswert, weil es
lehrt, ein an sich quadratisches System von Gleichungen
durch lineare Elimination zu lésen.
Ist gegeben S
Vazx +b+Vaz+b,=c,
so erhalten wir, wie oben, die Gleichungen

Y¥=axr+b; P=ax+b; y+z=c;
d. i. das System

4) ox+y + z=c¢,
5) —ax+y-y+oz =0,
6) —ax+oy +z-2=0.

Daraus erhiilt man, indem man zuniichst wie bei linearen
Gleichungen verfihrt:

ocll ole ol
—abo ~a yb | BR—|—a yol;
—a, b,z | —a,0b,| | —a, 0 2|

y=r—""1 rg="_L_U
5 R 7

die Determinanten des Zihlers ausgerechnet, ergeben die
Gleichungen
Ry= —ab+ ab+ acz, Rz = — ab 4 ab,+ a,cy;

wir bekommen also das neue lineare System:

7) Ry — acz + (ab,— ba) = 0,
8) —-acy+ Rz — (ab,— ba) =0,
9) Yy+2—-c=v,

woraus man durch Elimination von y und z erhilt:
R —ac (ab—bda)
—ac R —(ab—ba)|=0,
yiiog 1 c
R:= ctaa,+ (all — ba) (a — a),
R = +Vcaa,+ (ab,— ba) (a — a).
Wiihrend also R urspriinglich als Determinante des Nen-

ners noch die Unbekannten y und z enthielt, sind letztere
jetzt wie von selbst verschwunden; R ist direkt ausgedriickt

das giebt:
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durch die Koeffizienten. Aus den Gleichungen 7), 8) und 9)
erhilt man leicht
i il i

ajc. —iR
: —
a— a a—a,

Da jetzt die Wurzelwerte y und 2z durch die Koeffizienten
der Gleichung ausgedriickt sind, so kann iiber die Wahl der
Vorzeichen kein Zweifel bestehen.®

Beispiel: Viz+5+V3z+1=5

bezeichnet man die Wurzelgrossen mit y und 2, so erhilt
man nach vorstehendem:

B=+17; ac=20; a,c=15.
y=20+17; 2=— (15 1+ 17).
y,=+3; 8=+ 2

¥~ -+38%; 8, = — 32.
Man sieht, beide Wertepaare geniigen; denn
Y, e 5
und ebenfalls =
Yo+ 2,=9

Aus y, = Viz + 5=+ 3 erhilt man ;=1 und aus
Y, = + 37 ergiebt sich z, = 341; dieselben Werte fiir z er-
hiilt man auch aus 2z, und z,.

Hat man drei Irrationalititen, etwa die Gleichungen

VR + VR, =VR,

so lassen sich derartige Gleichungen durch Division mit einer
der Irrationalitiiten auf die vorhergehende Form zuriickfiihren.
Kommen aber ausser dem absoluten Gliede noch drei Irra-
tionalitiiten vor, z. B.

VR + VRJ » V‘RH =4,
so kann man zwar die Irrationalitiiten noch fortschaffen, aber die
gewonnene rationale Gleichung ist selbst bei linearen Radikanden
schon vom 4. Grade. Sie lautet fiir vorliegende Gleichung:

TM? —4 (4R + R,R))?— 644°RR R, = 0,
M=A*4+R—R,— R,

worin

gesetzt wurde.
8%
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Allein mit der Gewinnung der rationalen Gleichung ist
die Losung der irrationalen Gleichung noch nicht gegeben.
Denn die Wurzeln der rationalen Gleichung sind keineswegs siimt-
lich auch Wurzeln der irrationalen Gleichung, wie das schon
aus dem frither gegebenen Beispiele erhellt; vielmehr bedarf
es noch einer besonderen Untersuchung dariiber, welche von
den gefundenen Wurzeln der rationalen Gleichung auch die
irrationale Gleichung befriedigen. Nun gelingt es, wie schon
frither bemerkt, schon bei quadratischen Radikanden nicht
mehr, die Irrationalititen rational durch die Koeffizienten
auszudriicken, und noch viel weniger, wenn die Irrationalitit
hoher als vom 2. Grade ist. Aber man kann die Irrationali-
titen rational durch die Radikanden ausdriicken, wie dies
schon in den Gleichungen A (S 33) geschehen ist. Zur voll-
stindigen Losung einer irrationalen Gleichung mit zwei Ir-
rationalitiiten gehoren also ausser der rationalen Gleichung
noch zwei Gleichungen, welche die Werte der Irrationalitiiten
rational durch die Radikanden angeben.

2) Irrationalititen 3. Grades:
g saos iy i
VR + VR, = A.
P*=R; 2=R; y+2=A.

Wir setzen

Durch Substitution von y aus der 3. Gleichung erhilt
man die beiden Gleichungen, aus welchen z zu eliminieren
wiire. Es fiihrt das auf eine Determinante 6. Grades. Um
den Grad der Elimination zu erniedrigen, potenzieren wir die
3. Gleichung mit drei, so erhilt man leicht:

3Ayz = A* — (R + R),

oder mit abgekiirzter Bezeichnung

1) 3Ayz = M,
dazu aus den beiden ersten Gleichungen
2) y°2® = RR,.

Es ist leicht, durch Substitution aus beiden Gleichungen
yz zu eliminieren, allein der Gleichmiissigkeit wegen in der
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Behandlung der Irrationalitiiten hoheren Grades wenden wir
auch hier das allgemeine Eliminationsverfahren an. Wir
multiplizieren zu dem Zwecke Gleichung 1) der Reihe nach
mit 9?2 und mit yz, davn erhilt man mit Zuhiilfenahme
der Gleichung 2) folgendes System:

3Ay s — My*224+ Oyz+ 0=0
0y + 349?22 — Myz+ 0=0
0ys* 4+ O0y?’2*+34yz— M=0
v+ 0y’ 4+ Oyz— RR, =0,
woraus man durch Elimination der yz erhilt:

84900 0
sk Bk aBUE S 0|
2= 0 0 Rl i el

B e

Diese Determinante zerfillt in zwei Determinanten 3. Gra-
des mit je vier Nullen; die Ausrechnung derselben ergiebt als
rationale Gleichung

M?® — 27 A*RR, =0,

[4> — (R+ R)P? =27 ARR, = 0.
Hat man die Form
VR — VR = 4,

so kann man das Minuszeichen, wie auch etwaige andere

Koeffizienten, welche vor dem Wurzelzeichen stehen, in den

Radikanden eingehen lassen. Die allgemeine rationale

Gleichung lautet dann
1) [4® — (R + R))® ¥ 274A*RR,=0.

Dieselbe lehrt:

1) Gleichungen mit zwei Irrationalitiiten 3. Grades und mit
linearen Radikanden fithren bei ihrer Lésung auf eine
rationale Gleichung 3. Grades, bei quadratischen Radikanden
auf eine solche 6. Grades u. s. f.

2) Wenn bei linearen Radikanden die Koeffizienten von z
gleich und entgegengesetzt sind, so fithrt die Losung auf
eine quadratische Gleichung.

diis
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Um die Werte der Irrationalititen rational durch die Ra-
dikanden auszudriicken, verfahren wir folgendermassen. Hs ist

v+ 2=R+ R,
(?] # z) (92 s (b 22) =R+ Rn

Y —yz+ 22 = Eftil'l,
Y+ 2yz 4 2 = A?
u. s. w. daraus A* — (R+ R)
- GERLES O
daher 4
2+ yz+ = IH];_,;?{ = P (abgekiirzt).

(y—2) (P +ye+ )= P.(y —2),
y—2=P.(y—2),

R — R,
S g
Wir haben also
gt B

VR+V{‘=A7
8 — 8, — R_-Rl.
V{'—V{‘=4P )
By S

Ll [A+ P ]
B)

1 — E,

Gleichungen II) und B) geben die Losung der irrationalen
Gleichung.
Beispiel: ]3/:1: vy R i”/x ERa T
Indem man beachtet, dass I, das negative Zeichen hat,
bekommen wir nach II) als rationale Gleichung
2? — bz — 14 =0,

x, =1; &y = —%.
Nun ist fir z, =17, f/x + 1 =2¢, wo ¢ die drei Waurzeln
der Einheit bedeutet, nimlich ¢ = 1 und ¢ = :%-Zr V3, und
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ebenso ist fir z =T, 1%/31:4—”6‘ le. Von allen Kombinationen
dleser sechs Werte geniigen aber nur ]/x+ 1=+42 und
Vx — 6 =4 1 der gegebenen Gleichung.

Gerade so verhiilt es sich mit den Werten der Irratio-
nalititen fiir = — 2; auch hier gentigen nur f/ﬁl— =—1
und Vo — 6= — 2.

Es erhellt dies direkt aus den Gleichungen B; denn es ist

B 1 (22— 2
o)

3 1 /8 —2x
VR'=§< 3 )

d i fir 2, =T:
VB i
VB = -1

Fir z, = — 2 erhilt man
|3/R=— 1 und 13/}{_,=+2.
3. Irrationalititen 4. Grades.

Vii+ VR =
Wir setzen y* = R; #*=R; y+ 2= 4
-Um aus diesen drei Gleichungen y und z zu eliminieren,
verfahren wir folgendermassen. Zuniichst erhiilt man aus den
beiden Gleichungen
v+ #=R+ R,
8 e
in bekannter Weise eine quadratische Gleichung fiir 4z, niimlich
4 A%yz — 29y*2* = A* — (Il + R)) = — M (abgekiirzt).
Durch Auflésung derselben wiirden wir eine Irrationalitiit
2. Grades schaffen, was fiir unsere Zwecke unzulissig ist.
Wir multiplizieren daher die vorstehende Gleichung mit y*2*
und ziehen davon W'z =2RE, ab, so erhalten wir die
beiden Gleichungen:
4 42%y%2° + Myi*2* —2RR, =0
2y%s* — 4 A%ys— M = 0.

und
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Um aus diesen beiden Gleichungen yz zu eliminieren,
multipliziert wan die erste mit yz, die zweite der Reihe nach
mit »?2* und yz, so erhilt man folgendes System:

4 A%yt + My*22+ 0y’ —2RRyz+ 0=0,
Oytet +44%°25 + My?e® + Oyz — 2RR, =0,
2yttt — 4 A% — My*s* + Oyz + 0 =10,
Oyttt + 2¢°2° — 4 4%°2° -- Myz + 0=0,
Oyttt + 0938+ 292 — 4A%z — M=—0.

Als Bedingung fiir ihr Zusammenbestehen erhalten wir
durch Elimination der yz:

44*° M 0 —~2RR 0
0 44 M b -SRR
A=] 244t 2y 0 0| =0.
0 gilddr Ly 0
0 0 R SR T

Zerlegt man diese Determinante in Unterdeterminanten,
so erhiilt man leicht als die gesuchte rationale Gleichung:
IIT) M*+ 23[2R*R2 — RR, (2*4A*M + M* + 254%)] = 0.
Dieselbe lehrt:

1. Gleichungen mit zwei Irrationalititen 4. Grades fiihren
zur Losung einer rationalen Gleichung 4. Grades bei
linearen Radikanden u. s. f.

2. Sind die Koeffizienten von x bei linearen Radikanden
gleich und entgegengesetzt, so fiihrt die Losung
der irrationalen Gleichung auf eine quadratische
Gleichung fiir das Produkt der Radikanden; denn
in diesem Falle enthiilt M die Unbekannte x nicht, und
Gleichung III wird eine quadratische Gleichung fiir ER,.

3. Ist die Summe der Radikanden gleich der 4. Potenz
des absoluten Gliedes, so fiithrt die Losung der
irrationalen Gleichung auf zwei lineare Gleich-
ungen fiir das Produkt der Radikanden.

Um den Wert der Irrationalitiiten rational durch die
Radikanden auszudriicken, verfahren wir folgendermassen:
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Wir hatten oben die Gleichungen
4 4% + My?s®> —2RR, =0,
2¢y°2* — 4 A%z — M = 0.
Die letzte Gleichung wird mit 2 4%yz multipliziert und
von der vorhergehenden subtrahiert; man erhilt
y*2 (M + 84" + Myz=2RR,
Setzt man fiir die Klammer den Buchstaben P, so haben
wir die beiden Gleichungen
y¥?P+ Myz=2RR,
2y%s* — 4 A%yz = M.
Durch Elimination von ¢?2? erhiilt man leicht
4R R — MP
Ve~ SN dibp T Y
Da nun y + 2 =4, so ist
¥+ 2= A= 20,
W — &) (P ) — (42— 2Q) (1 — &),
y'— 7 =(4"—-2Q) (y + ) (y — 2),
R—R—(4—2Q)4-(y—2),

R —R, R — R,
y —_— = e — S
4 (A2 —2Q) N
‘Wir haben also
VB VB2,
f/ﬁ = 14/?1 e A’

C)

Als Beispiel wihlen wir die Gleichung

VZ—z+Vz—1=1,
welche zugleich der Bedingung unter 3) geniigt. Es ist hier
R+ R,= A*=1, also M = 0 und die rationale Gleichung III wird
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RR,(2RR,— 3245 =0,

b R.R=0
i RR,—164%=0;
aus
2-2)(x—1)=0 folgt z,=2; z,=1
und aus RR,—1645=0
wird

(z—1) (2 —2) =16,
m———-%(lii]/f);

fir z — 2, wird Vz — 1 — + 1 oder = + i und fiir z = 1, wird
V2 =2 =41 oder — + i. Aus den Gleichungen C) aber folgt
fir z, = 1 :

4= 1 4 (3 — 2x)
R
=1
und st
VR1='O;

fir 2, = 2 hingegen wird
1‘/1?/, =l s=dnd 14/R =0.

In der That geniigen nur diese Werte der gegebenen
Gleichung. In gleicher Weise wird mittels Gleichungen C)
die Untersuchung iiber die Zulissigkeit der komplexen Wurzeln
3 (14 i V7) gefiihrt.

Beispielsweise wird fiir z = g— (14 i]/7)

=

1iYT—-3
9:iY7—3
e ilinbt A B
VR — = E3 S

2 ohiyFo g

und auch diese Werte geniigen der Gleichung

1‘/1{:5-

und

denn e %
f/R %+ ‘4/R1 w13
withrend die Gleichung selbst fiir
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3 e
{))=E=—24(1+LV1)

]472——£+1L/£—-—é=1,

deren Richtigkeit nicht so ohne weiteres zu ersehen ist.

lauten wiirde

4. Irrationalititen 5. Grades:
VR +VE,—A.
- Wir setzen wie frither
Y==B; £=R;y+z2=4A
Aus den Gleichungen
v+ 2=R+ R,
y +z =A1
erhiilt man in bekannter Weise
5y*s?4 — byzA*=R + R, — A°
= M;
Y= RR,.
Muliipliziert man die erste Gleichung mit #*2z% die zweite
mit 54 und subtrahiert, so erhilt man

Syte* A3+ My*2*=HARR;
5y*224A —byzA3=M.

dazu

dazu

Die zweite Gleichung mit 422242 multipliziert und von
der ersten subtrahiert giebt -
1) Y323 (5A°+ M) + 42224’ M — 5ARR, = 0;
dazu kommt
2) 5y*s®’4 — byz A% — M = 0.

Das Problem der Elimination ist dadurch auf eine
Gleichung 3. und eine Gleichung 2 Grades zuriickgefiihrt und
ergiebt eine Determinante 5. Grades, wihrend die urspriing-
lichen Gleichungen auf eine solche 9. Grades gefiihrt haben
wiirden. Behufs Elimination der yz multipliziert man die
erste Gleichung mit yz, die zweite der Reihe nach mit y*:*
und yz, so erhiilt man folgendes System von Gleichungen,
wobei fiir (54° 4 M) kurz P gesetzt wurde:
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y'2P + PP MA*+ 0y*2 —D5ARRyz+0 =0,

Oytzt 4+ 93P 4 y*2°MA*+ Oyz —HBARR=0,

Sytatd — by*34® — y*2*M +O0ys 40 =0,

Oy'z' +bHy*2PA —bHy?2?4® —Mys +0 =0,

Oytz* + 0y*2* +Dby?2?d —byzdA3— M =0.

Die Resultante dieser Gleichungen, als deren Unbekannte
wir die Potenzen von yz ansehen, lautet:

P MAr 9 - SGARR O
0 P MA* 0 —54RR,
TSR Y SO ) | BRI 0 0 = 0.
0 Bd:  sBAY i a M 0
0 0 B ~hAbt. —M

Entwickelt man diese Determinante nach Unterdetermi-
nanten bis auf Determinanten 3. Grades und setzt fiir P
wieder seinen Wert HA°+ M, so erhidlt man die gesuchte
rationale Gleichung in der Form

IV) M°— 5*ASRR,[BRR,— (M*+ 5A4°M + 54'°)] = 0.

Dieselbe lehrt:

1. Eine Gleichung mit zwei Irrationalititen 5. Grades
fiihrt bei linearen Radikanden auf eine rationale Gleichung
5. Grades.

2. Wenn bei linearen Radikanden die Koeffizienten von
z gleich, und entgegengesetzten Vorzeichens sind, so fiihrt
die Losung auf eine quadratische Gleichung fiir das Produkt
der Radikanden.

Denn in diesem FKalle enthilt M = R + R, — A® die Un-
bekannte x nicht mehr und aus Gleichung IV) wird eine
quadratische Gleichung fiir R R,.

3. Ist die Summe der Radikanden gleich der 5. Potenz
des absoluten Gliedes, so wird der Gleichung durch das Ver-
schwinden jedes ihrer Radikanden geniigt.

Denn in diesem Falle ist // = 0 und die Gleichung 1V) ver-
einfacht sich auf

RR,[5ER,— 541 =0,

ke RR=0 ud RR,—A®=0,
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Es eriibrigt noch den Wert der Irrationalititen rational
durch ihre eignen Radikanden auszudriicken.
Wir hatten die Gleichungen

y°#3P + 4?2 A°M = 5ARR; P=D5A4°+ M,
Hy?s?A — bysd3= M.
Multipliziert man die erste Gleichung mit 54, die zweite
mit Pyz, so erhilt man durch Subtraktion
5y?s® (MA®+ A3P) + MPyz = 25A°R R ;
bys’d — b Ayz = M.
Aus diesen beiden Gleichungen lisst sich y*22 und gz

berechnen. Setzt man fiir die Klammer MA®% + A3P kurz den
Buchstaben ¢, so erhilt man leicht

_ 20 A*RR,— MQ
Y2 = "MAP ¥ 54°Q
SR AR B e AP
- 5(h4°Q —AMP)
(v + 2= 44
i Y+ 49’z + 69472 + 4dyB 4 = A4
Y g2+ g2+ g2+ A Bys (8 2yp o+ £ = A
y4+ysz+ y222 + yz3+ z4=A4_ 3yZA2+ y222,
= A*— 3842+ T = N (abgekiirzt).
Multipliziert man beiderseits mit y - 2z, so wird
Y — =Ny — 2),

SR R—RL.
) &= N

dazu

= S, (abgekiirzt)

Y222 7

Nun ist

‘Wir haben also:

VR R et
also =
pr_ L[4 BB,
D) 2 N
D/ 1. R e R
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Beispiel. Vo PR T =1,
Die Gleichung geniigt der Bedingung unter 3), es ist
M=0; RR,= (2 —z)(x —1); 4 =1; dierationale Gleichung

lautet
RR,(BRR,— 54") = 0;

daher
(2—2)(x—1)=0,
z,=2; x,=1
oder :
5@r—2*~2)—-5.1=0,
e 3i2zV3,

Bs ist firz =1, f/ﬁ=15/2—‘x=1-e; wo ¢ die 5 Wur-
zeln der Kinheit bedeutet. Nun geniigt ¢ =1 der Gleichung;
ist aber &, eine der Primitivwurzeln, so lautet die Gleichung

V2 —¢e,+Ve—1=1.

Ferner ist

M=0; P=5bA+M=5; Q=5 S=2§Qi7g}@:”;

52 —2) (z—1 5422 —2) (-1
e ( B3 ) i N ( 3 ( );
R-R —8 <22

Daher nach den Gleichungen D)

as e 5(3 — 22) :
Lt il e o

d. i fir z,=1,

-1,
VE,=O0.
Ebenso erhiilt man fiir 2, = 2:
VR,—+1
und e
VR =0,

also die einzigen Werte, welche fiir 2,—1 und z,= 2 der
Gleichung geniigen. Die iibrigen Werte ¢ geniigen der
Gleichung nicht.
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Aufga ben.
Berechne die Wurzelwerte aus folgenden Gleichungen:
1) 2—4Y22+349=0; 2) Vaz+1—V2z -3 =2;
3) V3z+4 —VYu—3=0;
" Var Tl Ve Il e P
Anleitung. Setze y’=az+b; 22=a,x+b; W=a,x+b,
Dann erhiilt man durch lineare Elimination (S. 34)
Ry —ceh,— ulh =0,
cA,y+ Rz +uld =0,
A,y+ Az + Ru=0;
daraus R e v
R=+Venn,—- A (D, —- D)
R—I—CAL_ 2 R+0AL.

e R et R T

| 1 i

und dann

Y
u

wobei A= ab—ba; O=a,b—-0b,a; A,=a,b— b,a,
gesetzt wurde.

5) Viz—5—V2x+3=Vz —2;

6) Vaz +5+V3z+1=>5V2x - 1;

7) Vie+6—Viz — 13 =1;

8) Vie+ V2l + VY2l — 12 =V21; (+2)
9) VI8 =z +Vz—2=2;

10) Ve +8+V24—z=2 [—8; 24

Sechstes Kapitel.

Die Diskriminante eincr quadratischen Gleichung
mit zwei Unbekannten.
Die allgemeine Gleichung 2. Grades mit zwei Unbekannten :
ax®+ 2bxy + cy:+ 2dx + 2ey +f=0

ist identisch mit
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(az+by+d)?—b*y*—2bdy —d*+ acy’+ 2adzx+2acy+ af =0,
nachdem dieselbe mit @ multipliziert ist. Letztere Form
geordnet giebt
l[az + by + d)* — [(b* — ac)y® + 2(bd — ae) + d® — af] = 0.
Die zweite Klammer enthilt eine quadratische Form von

y und diese wird ein vollstindiges Quadrat, wenn ihre Dis-
kriminante (8. 24) gleich O ist, d. h. wenn

I) (b — ac) (@ - af) — (bd — ae)*=0
ist.
Unter dieser Bedingung haben wir statt der urspriing-
lichen Gleichung die Form

[az + by + d]* — [yVb®— ac + V& — af]*=0
[az + by + d + yVb* — ac+ V@ — af]

[az 4+ by +d — yV1*— ac — V& —af] =0
und die quadratische Gleichung zerfillt in die beiden linearen:
{ax +O+VV - ad)y+d+Vd—af=0,

az + b - Vb —ac)y +d —~Vd*— af = 0.

Nach Auflosung der Klammern nimmt Gleichung I die

Gpstis an acf + 2bde — d*c — é*a — b*f =0

und man sieht leicht, dass sie auch dargestellt wird durch
die Determinantengleichung

oder

1)

a=b ;)
|.b- ¢ ~e|=0.
‘d 6t

Diese Bedingungsgleichung fiir das Zerfallen einer Gleichung
2. Grades mit zwei Unbekannten in das Produkt zweier linearer
Gleichungen heisst Diskriminante der Gleichung 2. Grades
mit zwei Unbekannten oder Diskriminante der Kegelschnitts-
gleichung. Threr Wichtigkeit wegen fiir die Theorie dieser
Gleichungen geben wir fiir die Determinantenform derselben
noch folgende Herleitungen.

1. [Nach O. Hesse.] Die allgemeine Gleichung liisst sich
auch in der Form schreiben:

F=z(az+by+d)+ ybx+cy+e) +dx+ey+ f=0.
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Setzt man nun
F=2(az+py+79) (2 +8y+7)
und multipliziert aus, so erhilt man:
z(az +by +d)+y bz +cy+e)+ (dz+cy+f) =
zla(ex + By +7) + e (ez+ By + 7)) +
y[B(e,z + By +v) + ez + By + )] +
(@ + By + ) + vi(ex + By + ¥)]

und daraus durch beiderseitige Vergleichung:

az + by + d = a(ew + By + ) + a ez + By + 7),
b e B . oo o PERES
de iy famol o o . YRR ek
Fir die Werte, welche die linearen Faktoren zu null

machen, wird also auch

ar 4+ by +d=0,
bx+cy+ e=0,
dz + ey + =0,

woraus man durch Elimination von z und y die Bedingung
erhiilt:

abd}
bce‘=0.
|d e £

2. Setzt man wiederum
F=(az+ By +7) (2 + By + 7))
so erhilt man durch Vergleichung der beiderseitigen Koeffi-
zienten:
1) e, + ¢, = 2a; 2) fe, + B, =2b; 3) ye, + ay, = 2d;
4) By+7,8=2¢; 5)Bp+pB=2c; 6)yy+yy=—2f
Nun ist die Determinante
l e+ aa, af+af, oy+ay, i
| Ba+Be,  BB+BB, By + by,
| va+re, yB8+28 77+2y,
identisch null. Denn zerlegt man sie nach Zusatz 4 (8. 6),
so erhiilt man Determinanten, worin jedesmal zwei Vertikal-

Diekmann, Anwendung der Determinanten. 4
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reihen gleich sind.* Setzt man also in dieser Determinante
fiir «,« + ae, ete. die entsprechenden Koeffizienten der Gleichung
ein und dividiert jede Vertikalreihe durch 2, so erhiilt man

direkt: By e
‘b ¢c e | =0.
|d e [|

3. Eliminiert man aus den drei ersten Gleichungen unter 2.
« und «, so erhilt man die Determinante

O
P b =0
Pognoid

d. h. nach der letzten Vertikalreihe entwickelt.
I) a (ﬂ71 N 761) = (ayl e 7“;) +d (“ﬁ; 5 ﬁal) = O;

ebenso erhiilt man durch Elimination von 8 und $, aus den
Gleichungen 2, 4 und 5, sowie von y und p, aus 3, 4 und 6
II) b (By,—vB) — ¢ (ay, — ye,) +e(af, — Be) = 0;
1) d(By, —B) — e(ay, — ya) + f(af, — pa) = 0.
Fiir das Zosammenbestehen dieser drei Gleichungen erhiilt

man durch Elimination der 3 Klammerausdriicke ebenfalls die
Bedingung:

ar e d
b ¢ e|=0.
d eaf

* Durch diese Zerlegung erhiilt man zuniichst zwei Determinanten
P und @, welche bis auf die erste Vertikale gleich sind. Zerlegt man
nun P nach demselben Zusatz in zwei Determinanten S und R, so sieht
man, dass in S die beiden ersten, in R die erste und dritte Vertikal-
reihe nach Ausscheidung des gemeinschaftlicher Faktors gleich werden.
Will man das Multiplikationsgesetz voraussetzen, so ist obige Deter-
minante gleich dem Produkte

oo 0 & VBN
(R LR B DR - ) {’
¥ & 0 105150: 201

woraus ihr Verschwinden sofort erhellt.
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4. Setzt man
ax®+2bzy+cy*+2da+2ey+f=(az+py+y)—(e,2+8,y+7.)

worin die rechte Seite ebenfalls das Produkt zweier linearer

Faktoren darstellt, so erhilt man wie unter 2. durch Ver-
gleichung:

1) ea —ae,—a; 2) af —ea,p,=b; 3) Bf — B,8,=c;
4) ay ey —d; B) fy—Bp =6 G.ar— 82 —F
Durch lineare Elimination von « und «, aus den Gleich-
ungen 1, 2 und 4, von f und f, aus den Gleichungen 2, 3,
5 und von p und p, aus den Gleichungen 4, 5 und 6 erhilt
man dasselbe System von Gleichungen wie unter 3. (I, 11, TIT)
und daraus auch wieder die nimliche Bedingung:

il gl
b ¢ e|=0.
a6

Beispiel: Gegeben 2°.— 22y — 8y* + 22 + 10y — 3 = 0.

Die Diskriminante der Gleichungen lautet:

s |
—1—-8 5
1 5-—3

Dieselbe ist null, daher muss die linke Seite das Produkt
zweier linearer Faktoren sein.

Um die linearen Faktoren zu finden, kann man die
Gleichungen direkt nach 11 (8. 48) umformen oder dieselbe
nach einer Unbekannten, etwa nach z oder y, auflosen. Also:

-2z (y—1)— 8y + 10y —3 =0,
z=y— 1LV — 12y + 4,
-y—1+(3y—2)
Wir erhalten also die beiden linearen Gleichungen
S5 z—4y+3 =0
z+2y—1=0.

4*
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Aufgaben. Zerlege ebenfalls in lineare Gleichungen:
1) ?—azyty—1=0 [@—1) @—y+1)]
2) @ —bzy+4y*+ax+2y-2=0.
[(#—y—1) (@—4y +2)]
3) 2 —byz + 6y*+ 22 — 6y =0.
(@ — 2y +2) (@— 39)]
4) 22— 92y +9y*+ 5z — 9y +2=0.
(@2 —3y+1) (= — 3y +2)]
5 ax®*+ 2y (2a+b)+2by*+ax(b—a)+ by —b=0.
[(az 4+ by +b) (z + 2y — 1)]
Welchen Wert muss in folgenden Gleichungen der un-
bestimmte Koeffizient haben, dawit dieselben in lineare zer-
fallen?
1) a2 —2zy + 2dz + 4y — 2=0. l: =—%:]

2) 2®—2bzxy+y*— bz —Ty+6=0. [g, i}

3) 152% —4lzy + cy® + 292 — 29y + 12 =0. (14)

Siebentes Kapitel.

Auflésung quadratischer Gleichungen mit zwei
Unbekannten.

Die Methoden des Kapitel III zeigen, wie man aus einer qua-
dratischen und einer linearen Gleichung eine Unbekannte eli-
minieren kann, und dass man dadurch eine quadratische Glei-
chung mit einer Unbekannten erhiilt, durch deren Auflésung
man die gemeinschaftlichen Wurzeln der beiden gegebenen
Gleichungen finden kann.

Dieselben Methoden zeigen aber auch, dass man bei zwei
quadratischen Gleichungen mit zwei Unbekannten zu einer
Gleichung 4. Grades gelangt, deren Auflésung an dieser Stelle
also unmoglich sein wiirde.
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Wenn aber eine der gegebenen Gleichungen:

F=az®* 4+ 2bzxy + cy* +2dzx + 2ey +f =0,

F=a2*4+2bzy+cy*+2da+2ey+f,=0
etwa I’ — 0 in zwei lineare zerfillt, so kann man durch Zu-
sammenstellung jeder dieser linearen Gleichungen mit F'= 0
ebenfalls die gemeinschaftlichen Wurzeln der beiden gegebenen
Gleichungen finden. Alle Werte der Unbekannten aber, welche
gleichzeitig F' und ¥ zu null machen, machen auch F' + 1 F
zu null, so dass

F 4 AF =),

worin 4 einen unbestimmten Faktor bedeutet, ebenfalls eine
Gleichung ist, welche mit den beiden gegebenen gemeinschaft-
liche Wurzeln hat. Die Bedingung dafiir aber, dass die Glei-
chung I"4+ 2F, =0 in zwei lineare zerfalle, ist, dass ihre
Diskriminante null werde. Ordnet man die Gleichung
I'+ AF, = 0 nach Potenzen der Unbekannten, so lautet nach
Kapitel VI die Diskriminante derselben:

a+ia, b4+ 1ib, d+ id,
A= |b+4b, c+ie, e+ ie | =0.
dbad, ekin Tg

Dieselbe stellt eine kubische Gleichung fiir 2 dar. Aber
wegen ihrer durchsichtigen Gestalt, lassen sich aus ihr leicht
diejenigen Fille ableiten, in welchen sich diese kubische Glei-
chung auf eine quadratische oder lineare Gleichung reduziert.
Es handelt sich mit andern Worten darum, diejenigen all-
gemeinen Formen aus obiger Determinante abzuleiten, in
welchen ein Wert von 1 gefunden werden kann, durch
welchen I'+4 AF, =0 in zwei lineare Gleichungen zerlegt
wird, so dass damit auch die Losung von F'= 0 und F, =0
gegeben ist.

Dieses ist aber der Fall, wenn 4 in einer Zeile oder Ko-
lonne als Faktor heraustritt; denn die kubische Gleichung
A =0 zerfillt dann in eine lineare und eine quadratische,
so dass also stets ein solcher Wert von 1 gefunden wird, der
ein Zerfallen der Gleichung F' 4+ 2F =0 in zwei lineare
moglich macht.
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Ist z. B:
a b d

o gL el
N Taile e

d. h. a,=ma; b,=mb; ¢, = me,

so zerfillt die Diskriminante in
a b+ 4ib, d -+ 44,
(1+mld) | b c+4c, e+ de | =0.
¢ e+ e f 4+ Af,

Eine Wurzel der kubischen Gleichung erhiilt man also aus

mi+ 1=0, oder l,=——1—-
m
Der andere Faktor stellt eine quadratische Gleichung fiir

4 dar.
Dasselbe ergiebt sich auch, wenn wir die Koeffizienten
einer anderen Zeile oder Kolonne proportional setzen, also:

B e f

¢ d
b——c—l—— und =E‘= — =

i ¢ fi

S|

Die Wurzel 1 = — 71n— sagt aber aus, dass mI'— F, =0

eine zerlegbare Gleichung sein muss. Da nun im ersten Falle
a,= ma; b,=mb und d, = md war, so erhalten wir folgende
beiden Gleichungen:
1 [F—:: az® 4 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + =0,
]]", = maz + 2mbzy + ¢ y® + 2mdx 4+ 2ey + f, = 0;
ebenso erhiilt man fiir die beiden andern Proportionen:
) az® + 2bzy + cy? + 2dxz + 2ey + [ =0,
{a,x“’ + 2mbzy + mey® + 2d,x + 2mey + f, = 05
(ax® + 2bzxy + cy® + 2dx + 2ey + =0,
ia‘xz + 2bzy + ¢,y* + 2mdx 4+ 2mey + mf = 0.
In der That zeigt ein Blick auf die drei Gruppen, dass
man nur die erste Gleichung mit m zu multiplizieren und von

ihr die zweite zu subtrahieren braucht, um losbare Gleichungen
zu erhalten, und zwar aus 1) eine quadratische Gleichung

fir y, aus 2) eine solche fiir  und aus 3) eine solche fiir T
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Ferner tritt ein Zerfallen der kubischen Gleichung A = 0
ein, wenn A in allen Unterdeterminanten als Faktor heraus-
tritt, d. h. wenn die Koeffizienten der Unterdeterminanten
proportional sind. Ist also

a b b e 1

- = % — b, - P o oder a, = ma; b, = mb; ¢, = me,
so erhiilt man in A = O ebenfalls (1 4+ m1) als Faktor. Die
beiden Gleichungen lauten in diesem Falle

ax?® + 2bzy + cy® + 2dx + 2ey + [ =0,
max® 4+ 2mbxy + mey® + 2d,x + 2¢,y + f, = 0.
Setzt man ebenso die anderen Koeffizienten proportional,
so bekommen wir folgende Formen. Jede derselben stellt mit

der allgemeinen Gleichung az®+ 2bzy + cy® + 2dx+ 2ey =0
zusammen ein System losbarer quadratischer Gleichungen dar.

1%
lf;rtl};fci)r.tioxtmle Form der zweiten Gleichung.
(8] zienten.
" R RGN L | 2 R
1) (lb E m max —I—-2mbxy+mcy +2dr’0+26’,y+f,=0.
“ | 1
r: B A1 2 2 .
) b d e m | maT+2mbay+cy*+2mdo+2mey+f;=0.
i | i i
b0 d el " :
3) W +2mbay+mey*+2mdx+2mey+ f,=0.
i i i i .
@t et " :
e fm maz®+2b,ay+ ¢y’ + 2mdz+2e,y+mf=0.
1 | 1
b.¢ g 2 ;
5) i e i a,x*+2mbxy+ey*+2mdx+2mey+ mf=0.
| i | |
6) Z ~§ ]];ﬁ}n a,x*+2bxy+ mey* + 2d,x +2mey + mf=0.
| 1 1

Fiir den Fall der Proportionalitiit dreier Koeffizienten,
der zu den allgemeinen Formen 1), 2) und 3) (8. 54) fiihrte,

ist noch zu merken, dass die Proportion a:b:d=a,:b,:d,
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auch besteht, wenn je 2 Elemente null sind, also wenn etwa
2 e i O bl . il el 0. Dehnen wir dieses auch auf
R R

die iibrigen Koeffizienten aus, so bekommen wir folgende

Ubersicht spezieller Formen losbarer quadratischer Gleichungen:

1I.

0 Form beider Gleichungen

1) ab | ey*+ 2dz+ 2ey+ f
2) ad | cy*+ 2bzy+ 2¢y+ f
3) bd | ar*+ cy*+ 2ey+ f
4) be ar? 4+ 2dx+ 2ey+ f
5) be ax® + ¢y +2dz+ f
f
f
)
z

Il

=

6) ce ax? + 2bzy + 2dx +
) de ax® + 2bzy + cy® +
8) df | ax®+ 2bxy+ cy®+ 2e
9) ef | ax®+ 2bzxy+ cy®+ 2d

I

I
SIS OiI0 Onora. O

I

Auch die Formen der Tabelle 1 lassen sich noch speziali-
sieren, wenn man dem Koeffizienten bestimmte Werte, auch
0 und 1, beilegt. Insbesondere erhiilt man fiir m = 0 folgende
Formen:

T

m =0 | Form der zweiten Gleichung.

1) 2dx+ 2ey+f,=0.

2) ¢,y + f,=0.

3) a,z® + f,=0.

4) | 2bxy+ ¢y +2ey=0.
5) ax*+ ey®=0.

6) a,x® 4+ 2b,xy + 2d,x = 0.
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Nr. 1 stellt darin den Fall einer quadratischen und linea-
ren Gleichung dar.

In den vorstehenden Fiillen reduzierte sich die kubische
Gleichung A = 0 auf eine lineare und eine quadratische da-
durch, dass eine bestimmt erkennbare Wurzel 2 ausgeschieden
wurde. Allein es reduziert sich die kubische Gleichung A = 0
auch auf eine quadratische, wenn eine Wurzel derselben 2 = 0
oder = o ist.

Dieses ist der Fall, wenn in der kubischen Gleichung
das absolute Glied, oder der Koeffizient von 4% gleich null ist.
Entwickelt man die Determinante A nach Zusatz 4, S. 6,
so erhilt man als absolutes Glied die Determinante

a b d
= b-dci e
d: e
und als Koeffizienten von 4° die Determinante
al bl dl
B,=1b ¢ ¢
dl el f‘l

A, = 0 bedeutet aber die Gleichung F' = O zerfiillt in 2 lineare,
und dasselbe bedeutet A = O fiir /. Hier stellt sich indessen
die Untersuchung wesentlich anders als fiir die kubische
Gleichung A = 0. Wiihrend es sich dort darum handelte,
eine leicht erkennbare Wurzel 2 auszuscheiden, ist hier die
Wurzel 2 =0 oder = % an das Verschwinden einer Deter-
minante gekniipft, welche eine Gleichung zwischen 6 Grossen
darstellt. Denn A = 0 bedeutet die Koeffizientengleichung *

acf + 2bed — c¢d* — ae® — fb = 0.

Sind 5 davon beliebig gegeben, so lisst sich der sechste
Koeffizient berechnen, der A, zu null macht, woraus sich also
eine oo Mannigfaltigkeit ergeben wiirde, und es wiirde einer
jedesmaligen besonderen Untersuchung der Diskriminante be-

* In dieser Form gab Pliicker die Bedingung fiir 1 = 0 als Wurzel
der kubischen Gleichung an. Analyt. geometr. Entwicklungen I, S. 243.
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diirfen, um festzustellen, ob eine der gegebenen Gleichungen
in zwel lineare zerfalle.

Diejenigen Fille, welche an die Sitze iiber das Ver-
schwinden einer Determinante gekniipft sind, geben zugleich
die leicht erkennbaren Formen der Gleichung an, welche in
zwel lineare Faktoren zerfallen.

Sind zuniichst zwei Parallelreihen der Determinante A,
proportional, so erhalten wir folgende Formen:

a

b

Fir —=—=
¢

oder

b

d

1

—=—3 b=ma; ¢=mb=m’a; e=md:

(4

m 9

ax® + 2mazxy + m*ay® + 2dz + 2mdy + f= 0,
a(z+ my)?+ 2d (z 4+ my) + f= 0.

Nimmt man m statt % als Proportionalititsfaktor, so
. erhilt man

b (mz + y) 4+ 2me (mz + y) 4+ mf = 0.
Ebenso fiir die iibrigen Proportionen. Wir erhalten
folgende Ubersicht:

1V.

Formen einer Gleichung.

1)

2)

3)

SHES

sl e

SHES

|y

~-|

(3

a(z + my)* + 2d(z 4+ my) + f= 0,
[b(mx + y)* 4+ 2me(mz + y) + mf = 0;

(x-;n;) +2b(x+m>+c=0’
d(mxy+ 1) & 9 (mxy+ 1>+c=0;
o n(E) 4o <o

ma + ‘)md(mu > 1) + 6(1”3/;_ l>2~=O.

Siimtliche Gleichungen sind quadratisch fiir lineare For-
men von z und y, also losbar. Sind die Elemente einer
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Reihe der Determinante A, null, so bekommen wir folgende
Formen:

A

0 Form einer Gleichung.

abd | cy*+2ey +f=0,
bece |ar*+2dz+f=0,
def | ar®*+ 2bzy + cy*= 0.

Es sind spezielle Formen von IV, je nachdem man m = 0
oder = o setzt. Alle in vorstehenden Tabellen gegebenen
Formen quadratischer Gleichungen lassen mit einiger Uber-
legung leicht eine Wurzel 4, welche bei der Elimination
anzuwenden ist, erkennen und es stellen daher die aufge-
stellten Formen der Tabellen I bis V die Grundtypen der
durch quadratische oder lineare Gleichungen lésbaren Gleich-
ungen 2. Grades mit zwei Unbekannten dar. Nur die Fille
A =0 oder = o, d. h. diejenigen Fiille, wo bereits eine der
gegebenen Gleichungen das Produkt zweier linearer Faktoren
ist, enthalten noch eine oo Mannigfaltigkeit. Da iiber die-
selben aber in den wenigsten Fillen mit dem blossen Auge
entschieden werden kann, so haben sie (ausser den in Tafel IV
und V aufgefiihrten Formen) fiir die Praxis wenig Bedeutung.
Vorkommenden Falls giebt die Diskriminante dariiber sichern
Aufschluss (vergl. Ubungen, 8. 52).

Achtes Kapitel.

Besondere Formen.

Zwei quadratische Gleichungen mit zwei Unbekannten
auflosen heisst, diejenigen Werte der Unbekannten bestimmen,
welche beiden Gleichungen gleichzeitig geniigen, mit andern
Worten die gemeinschaftlichen Wurzeln beider Gleichungen
suchen. Ks konnen mithin auch nur diejenigen Werte der
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Unbekannten als Losungen zugelassen werden, welche jenen
Anforderungen geniigen. Die Methoden des vorigen Kapitels
geben einen klaren Einblick in das eigentliche Wesen der
Liosung quadratischer Gleichungen und ihrer Schwierigkeit.
Die Losung wird wie bei den Gleichungen 1. Grades mit
nehreren Unbekannten auf eine Eliminationsaufgabe zuriick-
gefiihrt, dessen Schwierigkeit einzig und allein in der Auffin-
dung des Eliminationsfaktors 4 besteht. Es wurde aber auch
gezeigt, dass diese Auffindung keinerlei Schwierigkeit macht,
wenn ein losbares, d. h. durch quadratische oder lineare
Gleichungen losbares System vorliegt. Das Verfahren liisst
keine Zweifel dariiber, nicht nur, dass es bei allen hierher
gehorigen Gleichungen sicher zum Ziele fiihrt, sondern dass
es auch gleichmiissig alle Gleichungen, welcher Gestalt sie
sein mogen, umfasst, dass es somit eine einheitliche Methode
fiir das ganze Gebiet der quadratischen Gleichungen mit zwei
Unbekannten angiebt.

Im Gegensatz hierzu stehen diejenigen Methoden, welche
die hierher gehorigen Gleichungen gewissermassen von Typus
zu Typus behandeln lehren und das einzuschlagende Verfahren
je nach Form der Gleichungen indern, was ihnen den Ruf
von , Kunstgriffen angehiingt hat, ohne dass man sich immer
klar dariiber ist, was man in der Mathematik unter ,Kunst-
griff“ zu rechnen oder zu verstehen hat. Wir wollen daher,
um genau sein zu konnen, unter , Kunstgriff“ alle solche Ope-
rationen verstehen, durch welche der Grad der Losung iiber den
durch die Gleichungen bedingten erhoht oder darunter erniedrigt
wird, so dass im einen Fall die Anzahl der Wurzeln eine zu
grosse, darunter also unzuliissige, im andern eine zu geringe
wird. Nur in diesem Sinne wird man mit dem Worte , Kunst-
griff“ etwas ungehoriges oder unmethodisches bezeichnen konnen,
weil ein solches Verfahren zur Unterschlagung von Wurzeln
fithren muss und den Schiiler iiber das eigentliche Wesen und
den Begriff ,Gleichungen losen“ zu tiuschen geeignet ist.

Nun ist die obere Grenze fiir die Zahl der Wurzeln
gegeben, niimlich fiir zwei quadratische Gleichungen vier und
fiir eine quadratische und eine lineare zwei, welche Anzahl
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also nicht iiberschritten werden darf. Aber es ist damit nicht
gesagt, dass in jedem gegebenen Falle wirklich vier, resp.
zwei Wurzeln existieren miissen.

Wir wollen das Gesagte an zwei einfachen Beispielen
erliiutern.

Von den Gleichungen

z +y =a,
2?— =0
ist die eine linear und es wiirden demnach zwei gemeinschaft-
liche Wurzeln zu erwarten sein. Bekanuntlich fithrt die Sub-
stitutionsmethode stets zum Ziele. Trotzdem wiirde man hier
die Division anwenden, wodurch man z — ¥y, aber auch nur
eine gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen erhilt. Ist nun
hier die Division ein Kunstgriff? Nein, denn die Gleichungen
haben in der That nur eine gemeinschaftliche Wurzel, wo-
von man sich auch durch Substitution iiberzeugen kann. Der
Grund ist leicht einzusehen. Multipliziert man die erste
Gleichung mit 4, so ist
22—y +ir4+ iy —(la+b)=0

die Gleichung, welche mit jeder der beiden gegebenen die ge-
suchten gemeinschaftlichen Wurzeln liefern muss. Die Dis-
kriminante dieser Gleichungen giebt fiir 2 aber nur einen

Wert, nimlich 1 = — Zi setzt man diesen Wert ein, oder,
was dasselbe, eliminiert man aus beiden gegebenen Gleichungen
die absoluten Glieder @ und b, so erhiilt man
ax® —ay® —bx — by =0
e (2 +9) [a(@—y) —b] = 0.
Da nun aber x 4 y wegen der ersten Gleichung nicht 0

sein kann, so bleibt als einzige Gleichung, welche mit jeder
der beiden gegebenen die gemeinschaftlichen Wurzeln liefert:

X — Y= )
a

d. 1. in jedem Falle, ob man mit der ersten oder zweiten
Gleichung kombiniert, nur ein Wurzelpaar.
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Liegt hingegen vor

z4y=>5,

xzy = 6,
so wird man auch hier auf zwei gemeinschaftliche Wurzeln rech-
nen miissen. KEin beliebtes Verfahren besteht nun darin, die
erste Gleichung zu quadrieren etc., wodurch man als Gleichung,
welche mit den gegebenen gemeinschaftliche Wurzeln hat,

erhiilt:

z—y==%1.

Mit der ersten Gleichung kombiniert, erhiilt man

=3, ,=2; =2, y,=3.

Kombiniert man aber mit der zweiten Gleichung, so erhilt
man ausser den vorstehenden Werten noch z,, = — 3; 2, = — 2;
Yu=—2; y,=— 3; im ganzen also vier Wurzelpaare, von
welchen nur die beiden ersten den gegebenen Gleichungen
geniigen. Der Grund liegt in dem Quadrieren, weil dadurch
zwei Gleichungen 2. Grades geschaffen werden, fiir welche dann
‘allerdings vier Wurzeln zulissig sind. In der That geniigen alle
vier Wurzeln, sowohl dem Quadrate der ersten Gleichung, als auch
der zweiten. Wir wiirden also in diesem Falle das Quadrieren als
einen , Kunstgriff“ bezeichnen, der hier sich auch schon da-
durch als unberechtigt herausstellt, weil man zu derselben
Losung auch gelangen wiirde, wenn z +y = — b statt 2 +y =5,
also ein ganz anderes Gleichungspaar gegeben wiire.

Dasselbe gilt auch fiir die Formen 2 +y = a; 2+ y*= b
und #hnl.

Als ferneres Beispiel moge dienen:

2t — 22y = 3,
zy— 2¢° = 1.

Beide Gleichungen sind offenbar quadratisch und man
muss daher vier gemeinschaftliche Wurzeln erwarten.

Dividiert man beide Gleichungen, so erhilt man % =3
und dann durch Substitution direkt z =+ 3, y =+ 1, also
nur zwei Wurzeln. Da dieses dem iussern Charakter der
Gleichungen nach zu wenig ist, so wiirde man die Division
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als einen Kunstgriff zu bezeichnen haben. Allein trotz ihres
quadratischen Charakters haben die Gleichungen nur zwei ge-
meinschaftliche Wurzeln.

Die Diskriminante der Gleichungen giebt zwei Wege zur
Losung an, indem sie fiir 2 die Werte 4, = — 3 und 4, = — 2
liefert. Multipliziert man die 2. Gleichung mit 3 und subtrahiert
sie von der ersten Gleichung, so erhilt man die bekannte

quadratische Gleichung fiir g; allein sie hat die Form

(z — 2y) [z — 3y] =0.

Da nun # — 2y nicht null sein kann, sowohl wegen der
ersten als der zweiten Gleichung, da ihre linken Seiten z — 2y
als Faktor enthalten, so bleibt allein z — 3y = 0 als Gleichung
iibrig, welche mit jeder der gegebenen die gemeinschaftlichen
Whurzeln liefert. Der zweite aus der Diskriminante erhaltene

Wert 1, = — 2 sagt, dass das Zweifache der 2. Gleichung von
der ersten abzuziehen sei; man erhiilt

[z — 241 = 1,

r—2y==%1;

aber beide Werte geben mit jeder der gegebenen Gleichungen
nur dieselben Wurzeln wie oben, niimlich z =+ 3, y =+ 1.
Wir werden also die Division nicht als Kunstgriff bezeichnen,
um so weniger, da sie im Grunde nichts anderes ist, als was
auch die Diskriminante lehrt, niimlich Elimination der abso-
luten Glieder. '

Man sieht also, dass Operationen, selbst wenn sie den
Grad des Problems zu erhdhen oder erniedrigen scheinen,
nicht so ohne weiteres als Kunstgriffe“ zu bezeichnen sind.
Es ist aber zugleich ersichtlich, dass in solchen zweifelhaften
Fillen die Diskriminante sichern Aufschluss giebt, ja dass
sie siimtliche Wege zur Losung angiebt, ausgenommen die-
jenigen, welche nach der vorhin gegebenen Definition als
,, Kunstgriffe® zu bezeichnen wiiren.

Wir wollen die Diskriminante daher auf einige bekannte
Formen anwenden, weil sie Losungen fiir dieselben vermittelt,
welche bislang nicht beachtet wurden.
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Die Tabellen des vorigen Kapitels enthalten die Mehrzahl
der losbaren quadratischen Gleichungen in allgemeiner Form,
wie ja auch die vorhin behandelten als spezielle Formen in
ihnen enthalten sind.

Wir wiihlen zuniichst aus Tabelle IT Nr. 7 eine Gleichungs-
form, welche unter dem Namen der kanonischen bekannt ist,
und in vielfach abgeiinderter Gestalt Gegenstand von Ubungen
bildet.

az’ + 2bzy + cy’ =,
a,x* + 2bxy + ¢y =f.

Die Diskrimivante der beiden Gleichungen lautet:

a+ Ada, b+ 4b, 0
b+ 4b, ¢+ e, 0 =)
0 0 - {F+ ¢f)

oder

(f+4f) [(a + 2a) (¢ + 2¢) — (b + 4B)"] = 0.
Die allgemeine kubische Gleichung fiir 4 zerfillt also in
diesem Falle in eine lineare und eine quadratische. Die
erstere lautet fyparan

und giébt fiir 4 den Wert 4, = — 7f; d. h. die erste der ge-

gebenen Gleichungen ist mit f,, die ‘aweite f zu multiplizieren
und dann sind beide Gleichungen zu subtrahieren. KEs ist das

bekannte Verfahren, eine quadratische Gleichung fiir % herzu-

stellen. Die beiden andern Werte fiir 4 werden aus der qua-
dratischen Gleichung erhalten:
1) (a4 4a) (¢ + Ac) — (b + 4b)* =O.

Ohne dieselbe auszurechnen und aufzulosen kann man
entscheiden, welches Verfahren die beiden Wurzeln fiir die
gegebenen Gleichungen anzeigen. Die Gleichung nimlich,
welche die gemeinschaftlichen Wurzeln der beiden gegebenen
Gleichungen enthilt, lautet:

2) (a+ 2a)z* 4+ 2(b + Ab)zy + (¢ + Ac)y® = [ + Af,.

Ist nun (@ + Za) (¢ + i¢) — (b + 4b,)* = 0, so heisst das,
die Diskriminante der links stehenden quadratischen Form
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ist = 0, letztere ist also ein vollstiindiges Quadrat (s. S. 24).
Wir bekommen daher, je nachdem wir einen der drei Faktoren
aus Gleichung 1) durch die beiden anderen ausdriicken, fiir
die Gleichung 2) folgende drei Formen:

4) [(a+ia)z+ O+ A4b)yl = (f+ if) (a + 1a),

5 [b+ab)a+ (c+ eyl = (f +4f) (¢ + 4¢),

6) [(Va + ia)z + (Ve + 1e)yl = (f + Af).
Jede dieser drei Formen stellt zwei lineare Gleichungen

dar, welche die Losung der gegebenen Gleichungen vermitteln,

% By 22% + 4xy — by? = — 10,

32t + 6zy — 292 = 1.
Die Diskriminante der beiden Gleichungen lautet:

2+ 32 24 32 0

2431 —(54+21) 0 =0.
0 0 (10 — 72)
Daraus erhilt man 1, = 179; A, = — %; Ay =— %

4, lehrt in bekannter Weise die absoluten Glieder elimi-
nieren, wodurch man eine quadratische Gleichung fiir -jg er-

hilt, 4, = — %

2. mit zwei zu multiplizieren, und dann die eine von der
andern zu subtrahieren sei, wodurch man direkt erhilt:
y==+2
und dann mit Hilfe einer der gegebenen Gleichungen
©y=+1; 2,=—5; z,=+5 z=-1
Fiir 4, endlich erhiilt man:
(z + y)z w i,
z4+y==3,
woraus man ebenfalls die Wurzeln y = + 2 und fiir z die
obigen erhiilt.
Wir haben hier zugleich den Fall, dass zwei quadra-
tische Gleichungen fiir die eine Unbekannte vier, fiir die
andere nur zwei gemeinschaftliche Wurzeln haben. Es sei

Diekmann, Anwendung der Determinanten, b

sagt aus, dass die 1. Gleichung mit drei, die
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noch ein Fall angefiihrt, in welchem die Gleichung 1) irra-
tionale Wurzeln fiir 1 liefert.
222 — 4y + 3y = 6,
32 — 8zy + Hy: =T.
Gleichung 1) lautet
\ (2 +34) (B +54) — (2 +44)2 =0,

woraus man leicht erhilt

-1 S T

Gleichung 4) wird :

[(2 + 34)z — (2 4 44)y]* = (6 + T4) (2 + 34)
und daraus erhilt man fiir 1 = 3—+2V—177
{(1348V1Dz— (16 + 4V1Ty}* = (19 +5V17)3,

(134 3V170)z — (16 + 4 V17 y = + (19 + 5V17),

) 13z — 16y + V17 (32 — 4y) = + (19 + 5 Y/17).

Da aber wegen der kanonischen Form der gegebenen
Gleichungen z und y entweder beide rational oder beide irra-
tional sein miissen, so liefert Gleichung 7) direkt die Ldsung;
denn sie kann nur bestehen, wenn entweder

13z — 16y = + 19,
3V17z — 4Y1Ty =+ 517

ist, und das giebt e gy, ity 4

oder wenn 13z — 16y = + 5 /17,
3o V1T — 4y Y11=+ 19
ist, und das giebt

—epd == '_"‘ =t
V17’ ’ V11
Das sind aber die vier gemeinschaftlichen Wurzeln der ge-
gebenen Gleichungen.
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Eine andere Methode, Gleichungen obiger Form zu losen,
besteht darin, zuniichst 2z? und ¢’ unbekiimmert um das
Glied zy zu berechnen und dann beide Werte zu multipli-
zieren, wodurch man eine quadratische Gleichung fiir zy er-
hialt. Allein diese quadratische Gleichung fiir xy reprisentiert
eine unvollstindige Gleichung 4. Grades in z und y und
muss mit den gegebenen Gleichungen, wenn genau verfahren
wird, acht Wurzeln liefern, wovon also vier unzulissige
sind.

Fiir das obige Gleichungssystem lautet die quadratische
Gleichung fiir zy
1722y — H2zy = — 36,

und man erhilt

18
zy =2 und zY = g7

Setzt man nun z =% in die erste der gegebenen Glei-

chungen ein, so erhilt man in der That eine Gleichung
4. Grades fir y, mit den Wurzeln y =+ 2 und y = + V2,
wobei letztere Werte, niimlich y =+ /2 und x = + }/6 der
2. Gleichung nicht geniigen. Ebenso erhiilt man noch zwei

unzulissige Wurzeln aus zy = 17 Man bekommt also durch
das angewandte Verfahren nur dann die gemeinschaftlichen
Wurzeln der Gleichungen, wenn man vier der durch das Ver-
fahren gegebenen Wurzeln unterschligt; das Verfahren wiirde
als , Kunstgriff“ zu bezeichnen sein.

Wir wollen statt dessen noch eine andere Methode an-
geben, welche darin besteht, z und y zuniichst linear zu
berechnen und welche in vielen Fiéllen mehr leistet als die
gewohnlichen Hilfsmittel, wovon wir bereits in Kapitel V ein
Beispiel gaben.

Die beiden gegebenen Gleichungen schreibt man in der
Form:

z(az +by) +y bz + cy) =f,

a(a,a +b,9) +y O+ cy) =,
b*
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Daraus erhilt man:

f bz +cy ax +by f
i fl bz +cy ¥ ol a:x‘*‘b;?/ i .
R . R

worin

ax +by bx + cy
az+by bz+cy

ist. Die Werte fiir # und y fithren zu den neuen Gleichungen
Rz = a(fb, — bf) + y(fe,— ¢f),
Ry I x(aﬂ-— fa’t) 5 ?/(bfl_ fbl)
{x[R ¥ (fb‘ g bfl)] *+ y(cf, G fcl) e 0}
z(af,— fa) + y[bf,— fb,— R]1 =0,
d. h. durch Elimination von z und y:

R_(fbl—bfl) cfl—-/.cl 27
of —fa, B+ (fb,—bf)

s (fbl i bf;)2= (afl I5 fal) (cfl o fc/)5
9) R = £ V(fb,— bf)* + (af,— fa) (cf,— fc)

Aus einer der Gleichungen 8) erhiilt man %; z. B. aus
der zweiten Y

oder
8)

0,

z _bi—fb—R

y af,—fe, ’
dadurch ist die Losung gegeben; denn I, welches urspriing-
lich noch z und y quadratisch enthielt, ist in Gleichung 9)
direkt durch die Koeffizienten ausgedriickt.

Wie bei den Gleichungen kanonischer Form derjenige
Wert von 4, welcher die absoluten Glieder eliminiert, auch
ohne Diskriminante leicht zu erkennen ist, so lassen auch
die iibrigen Formen der Tabelle II leicht einen solchen
Eliminationsfaktor erkennen. Allein nach Ausscheidung dieser
leicht erkennbaren Wurzel bleibt von der Diskriminante noch
eine quadratische Gleichung fiir 4 iibrig, deren Wurzeln nicht
weniger interessante Losungsformen der Gleichungen ergeben,
wie schon an den oben behandelten kanonischen Formen
gezeigt wurde.
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Zu diesen gehoren besonders noch die Formen 3) und
5) derselben Tabelle; fiir die iibrigen ergiebt die Diskriminante
je zwei rationale Wurzeln 2. Dabei mag noch erwiihnt wer-
den, dass derjenige Faktor, welcher z. B. das Glied 2dz
eliminiert, auch das Glied 2d(z + y) eliminieren wiirde.
Gleichungen von der Form
(z —y?P—ay=>5(—y) +12
oder 5

Y—2zy="Tx—y)— 12

wiirden daher auch als zu Nr. 2 und G der Tabelle gehorig
zu betrachten sein u. s. w., wie ja durch Spezialisierung der
Koeffizienten die Formen der Gleichungen dieser Tabellen
noch in der mannigfachsten Weise abgeiindert werden kénnen.
Haben beide Gleichungen in den Unbekannten einen gemein-
schaftlichen Faktor, so ist dieser zuniichst zu eliminieren, da
die Zahl der gemeinschaftlichen Wurzeln dadurch erniedrigt
wird, wie 8. 61flg. bereits dargethan ist.

Neuntes Kapitel.
Kubische und biguadratische Gleichungen.

Die Anwendung der Determinanten bei der Losung ku-
bischer und biquadratischer Gleichungen kniipft sich an die
Zerlegung der entsprechenden algebraischen Formen in lineare
Faktoren.

I. Kubische Gleichungen.
a) Die reduzierte Form. Ist gegeben

2 —3px —2¢=0

und setzt man m(z — «)® + n(z — B)® = 2® — 3pxr — 2¢, so
erhiillt man durch Vergleichung der Koeffizienten die Gleich-

ungen: P B iy AP

me+np +0 =0,
mae? +npi4+p =0,
mad 4+ np® — 2¢q = 0.
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Eliminiert man aus den drei ersten dieser Gleichungen
m und %, so erhilt man:

1 1 —1
g B0 ),
& B p

Wenn man die zweite Kolonne von der ersten subtrahiert
und die” Determinante durch « — g dividiert, so wird:

e As R
A B [ e
) ot pg.p
d. 1.
af = p.

Eliminiert man aus den drei letzten der obigen Gleich-
ungen die Grossen me und nf, so erhilt man:

O W
« B p -~ 0,
«® B2 —2q
und nachdem man gerade so verfahren wie vorhin, ergiebt sich

29
e+ pf=——-
A p
Die Grossen « und $ sind demmach (S. 21) Wurzeln der

quadratischen Gleichung
pa? 4 2qx + p? =0,
Wi, 05 4 s AV ek 4. Siow]
R »
Diese quadratische Gleichung heisst Resolvente der
kubischen Gleichung, weil durch ihre Wurzeln sich die
Wurzeln der kubischen Gleichung in einfacher Weise aus-

driicken lassen. Man erhilt nimlich aus den beiden ersten
Gleichungen des obigen Systems:

p v e

a—f e ~B
Somit zerfillt die Gleichung
m(z — a)®+n(x—-p)> =0

in drei lineare von der Form

ar .

x x

i i

m =
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R A ) Iy

worin ¢ eine dritte Wurzel der Einheit bedeutet. Setzt man
darin fiir « und g die Wurzeln der quadratischen Resolvente
ein, so erhiilt man als Wurzeln der kubischen Gleichung

z=—VpVa+ 2 VB)

e e el s P il ld . il
» »

wobeil
o
ist.
Folgerungen. 1. Schreibt man die kubische Gleichung
in Form einer quadratischen, niimlich

z.x2t— 2px — (px + 29) = 0,

so lautet die Diskriminante dieser quadratischen Gleichung

e () =
A = - O
—» — (2429
pa® + 2qx + p? = 0;
und das ist die quadratische Resolvente der kubischen Gleichung.
2. Die Diskriminante der quadratischen Resolvente ist

oder ausgewertet

R =q¢*— p°
Ist R =0, so hat die Resolvente zwei gleiche Wurzeln
und ihre linke Seite ist ein vollstindiges Quadrat

A= (x + —;—)2

Die kubische Gleichung geht dann iiber in

L&yl 2_9) i
(x + p) (a: 3 0,
d. h. die kubische Gleichung hat ebenfalls zwei gleiche Wurzeln,
da A ein Faktor ihrer linken Seite ist.

3. Die Diskriminante der quadratischen Resolvente ist
zugleich Diskriminante der kubischen Gleichung.

4. Ist die Diskriminante R > 0, so sind die Wurzeln der
Resolvente beide reell, daher eine der Wurzeln der kubischen
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Gleichung auch reell. Die beiden andern komplex und kon-
jugiert.

5. Ist R <0, so sind die Wurzeln der Resolvente komplex
und konjugiert. In diesem Falle erscheinen auch die Wurzeln
der kubischen Gleichung in imaginiirer Form, sind aber in -
Wirklichkeit reell. Durch Einfihrung der Winkelfunktionen
lisst sich mit Hilfe des Moivreschen Theorems das Imaginiire
aus den Wurzeln in bekannter Weise fortschaffen

b) Die allgemeine kubische Gleichung. Soll die
linke Seite der Gleichung
ax’+ 3b2*+ 3cx+d=0
in die Summe zweier Kuben
m (x — a)®+ n (z — p)?
iibergehen, so erhilt man durch Vergleichung der Koeffizienten
folgendes System von Gleichungen:
m+n —a=0,
am+ fn +b0=0,
a*m + pPn—c¢c =0,
a’m + B%n + d = 0.

Eliminiert man aus den drei ersten dieser Gleichungen m

und 7, so erhiilt man

115 —a
(T b|=0,
gt id

und indem man diese Determinante gerade so behandelt wie
8. 70, entsteht die Gleichung

1) aeB +b(e+p)+c=0.

Eliminiert man aus den drei letzten Gleichungen die
Grossen ma, mf, so erhilt man

S e
¢« B —c|(=0
a .. 4
und hieraus entsteht die Gleichung
2) bap +c¢(a+ B)+d=0.
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Ans den Gleichungen 1) und 2) erhilt man leicht

ad—be
SR e
H bd — ¢

G
o und B sind also Wurzeln der quadratischen Gleichung
4) R=(ac—b*)a*+ (bc — ad) z + bd — ¢*= 0.
Dieses ist die Resolvente der allgemeinen kubischen Gleichung.

Aus den gefundenen Werten von « und f, die sich ent-
weder aus den Gleichungen 3) oder der quadratischen Re-
solvente 4) ergeben, erhilt man

af + b ae + b
= ) n= — )

B—ua f—-a
und ausserdem noch vier andere gleichwertige aus den obigen
vier Gleichungen fiir m und n.

Die Gleichung
ax®+ 3bx?+ 3cx+d=0
geht demmach iiber in

ap +b 5y aa+b
e

und die linke Seite derselben kann in drei Faktoren von der

Form
(x"“)l/aﬁ-’-b +£(x__ﬁ)‘/aa+b

zerlegt werden. Demnach ist
aﬂaﬂ—}-b —&f ls/aa+b‘
Vap+b—¢ Vaa+0b

die Form der drei Wurzeln, welche durch Rationalmachen des
Nenners iibergeht in

- —% [b + V8 —ac (eVaa + b + e Vap +b)]-

(@—p)'=

http://rcin.org.pl



74 Erster Abschnitt. Algebra.

In Bezug auf die Resolvente und die Wurzeln der all-
gemeinen kubischen Gleichungen gelten dieselben Schliisse wie
unter a). &

Ubungen.

Lose mittelst der quadratischen Resolvente
1) 2 — 122 — 16 = 0.
Anleitung. Die Resolvente lautet

42+ 162 +16 =0,
2’4+ 4x+ 4=0,

e=f=—2.
Daher 2,=2,=—2; z,=4
2) o — 272 + 54 = 0,
[3; 3; — 6]
3) 42°— 32z —1=0.
A S gy
29 2

4) Welches sind die Wurzeln der Gleichungen
2t — 3b*z — 20°=0.
s s e L
a*z® — 3abz — 2= 07

[_ s ﬁ}
a! Gt i

5) 2®— 82+ 21z — 18 = 0.

[3; 3; 2]
6) 28— 3224+ 4 =0.

(25 2; —1]

1) 92° — 392° + 402 — 12 = 0.

2. 2, 3]

8?1 381
8) 25+ 242 — 56 = 0.

[2; —1+ 3i V3]

II. Biquadratische Gleichungen.
Die Lésung der biquadratischen Gleichung
azrt+ ba®+ 6ea®+ 4dx +e=0

durch Reduktion kann auf dreierlei Weise geschehen. 1. Man
gebe der linken Seite der Gleichung die Form der Differenz
zweier Quadrate von quadratischen Formen in z.
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2. Man zerlege die linke Seite in das Produkt zweier
quadratischer Formen von z.
3. Man entferne das kubische und das lineare Glied.

Alle drei Losungsarten fiihren auf dieselbe kubische Re-
solvente und zwar die beiden letzten auf eine Determinante
3. Grades.

1. Bezeichnet man die linke Seite der Gleichung kurz
mit 7' und setzt

: az’®+ 2bz + ¢ + 24 = M,
so wird
MP*—aF=4 (V*-ac+al)a®+4 (be—ad+2b) 2+ (c+24)*—ae
=T%2*4+ 2Rz + 8%
wobei

T°=4 10— ac + al);
R =2 (bc — ad + 2b1);
8%=(c+ 24)*— ae
gesetzt wird. Nun ist 7?24 2Rz + S ein vollstindiges
Quadrat, wenn (8. 24)
I) S?T*— R:=0
ist. Man hat dann
M?— aF = (Tz + S)*

oder
aF = M?*— (Tz + S).
Fiir # = 0 haben wir also
II) M2 — (Tz+ S*=0
oder die beiden einfachen quadratischen Gleichungen
[+ Tx+ S =
) 3k (Zg'cx-:- S) s 0,

in welchem M, 7" und S noch von 4 abhiingig sind. Aus der
Gleichung 7% S*— R?= 0 erhiilt man fir 4 die Gleichung

42%— (ae — 4bd 4 3¢®) 4 + ace + 2bed — ad® — b*e — = 0.

Es ist die kubische Resolvente der biquadratischen
Gleichung und wird gewohnlich mit A = O bezeichnet.
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2. Setzt man
azt + 4b2’ + 6¢ca® + 4dzx+ e = (aa®+ 2z +7y) (¢, 2+ 28,2+ 7)),
so erhiilt man durch Vérgleichung der Koeffizienten:

ae,+ ce, = 2a,

aff,+ fe,= 20,
ay,+ yea,+ 468, = 6¢,
ﬂ?’;"‘ 7ﬁ1= 2d}
?7,+ 7y, =2e

Zerlegt man die 3. dieser Gleichungenin ay,+ ye,=2¢— 24
und 4 3f8,= 4c+ 24, so hat man die 6 Gleichungen:

1) oo, -+ au‘='2a,
e af,+ Ba,= 21,

3) ay,+ ye,=2¢ — 24,
4) 28B8,+ 28f,= 4c+ 24,
5) By, + vB,= 24,

6) vyt vy, = 2e.

Eliminiert man aus 1), 2) und 3) die Grossen « und e«
aus 2), 4) und 5) die Grossen § und f; aus 3), 5) und 6)
y und y,, so erhilt man

(ST 2a () 2b e a 2¢—22
g B 2b =0; |B B, 4¢+24|=0; |B B, 2d =0.
v v, 2¢—21 y v 2d Vi, e

Diese 3 Determinanten nach der letzten Kolonne ent-
wickelt geben die Gleichungen:

aBy,—vB) —b(ay,—ye)+ (c — 1) (ep,— fa,) =0,
b(By,—vB) — 2ec+ 4) (ep;—ye) +2d (af,— fa)=0,
(c iR '1) (ﬁ?’;"‘ 7[31) = o (a71 A 7“1) +e (aﬂl— ﬂ“l) = 0.
Eliminiert man hieraus die Unterdeterminanten, so er-

hilt man
a b c— A

A=| b 2c¢c+4 d |=0,
el o e
und dieses ist wiederum dieselbe kubische Resolvente, wie
unter 1).
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3. Setzt man
ar*+4b2’+ 6 ca’+4dr+e=m(z—a)t+6n(z—a)(x—p)>*+p(@-p),
so erhiilt man durch Vergleichung der Koeffizienten die Gleich-

ULEE S m+p+6n—a=0,
am+ fp+ 3n(a+p)+0=0,
aim + p*p + (e + 4af + f)Ein—c=0,
adm + pPp + (@?f 4+ af)n 4+ d =0,
atm 4+ pp 4+ 6B — e = 0.

Eliminiert man aus den drei ersten Gleichungen die
Unbekannten m + 3n und p 4 3n und setzt zur Abkiirzung
(¢ — B)? n =4, so erhilt man

1l —a
DR b = 0.
o B2 — (c+ 22)

Subtrahiert man die zweite Kolonne von der ersten und
dividiert die Determinante durch « — g, so erhiilt man durch
Auswertung die Gleichung

1) aeP+b(e+p)+c+22=0.

In derselben Weise kann man aus den drei mittleren
Gleichungen die Grossen am 4+ 3fn und Bp + 3an, und aus
den drei letzten die Grossen am + 3f3°n und f*p + 3e’n
eliminieren. -Indem man die entstehenden Determinanten wie
die obige behandelt, erhiilt man die Gleichungen

2) bap + (¢ — 1) (e + B) + d = 05
3) (c+24)ep+d(e+p)+e=0.
Durch Elimination der Grossen «f und « + f aus den

Gleichungen 1), 2) und 3) erhiilt man gleichfalls die kubische
Resolvente®

# Diese Determinante ist unter dem Namen der Cayley-Aron-
holdschen bekannt. Friiher als diese beiden Gelehrten gab sie mein
Freund Heilermann in seiner Programmarbeit: ,Zerlegung der ho-
mogenen quadratischen, kubischen und biquadratischen Funktionen zweier
Veriinderlichen in Faktoren.“ Trier 1855. Auch die Determinanten
(S. 72) rihren von ihm her. Die Darstellung sub 1) und 2) gab Ver-
fasser. Vergl. auch Heilermann und Diekmann: Lehr- und Ubungs-
buch der Algebra. IIL Teil. 2. Aufl. S. 34flg.
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a b ¢+ 24
A= b c—42 d ==()
c+ 24 d e

die kubische Resolvente A = 0 hat die Form der Cardani-
schen Losung. Setzt man zur Abkiirzung

ae — 4bd + 3e¢* =1
ace + 2bed — ad? — be — ¢® = j,

und

so lautet die Resolvente
A=41—il+j=0;

ihre Diskriminante ist

Z‘S
b 0 L S
destul)
und die quadratische Resolvente lautet
3j

AU A
Mot L = €

‘und liefert die Wurzeln : 3
5(+VR)

21

Die Wurzeln der kubischen Resolvente selbst sind
i=te)/—i +VB+4e)/—i-VE

Die Wurzeln der biquadratischen Gleichung erhilt man
nach dem in 1) angegebenen Verfahren, wo 7' und S nur von 4
abhiingig waren.

Folgerungen:

@) Ist B = 0, so hat die kubische Resolvente zwei gleiche
Wurzeln und ebenso die biquadratische Gleichung

S 0

217
ist daher auch Diskriminante der biquadratischen Gleichung.

B) Ist R >0, so ist 4, reell, 1, und 1,, komplex. Die
biquadratische Gleichung hat zwei reelle und zwei komplexe
Waurzeln.
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7) Ist B <0, so sind simtliche Wurzeln der kubischen
Resolvente reell und die biquadratische Gleichung hat ent-
weder vier reelle oder vier komplexe Wurzeln.

) Ist ¢ =0, so wird die Resolvente rein kubisch.

) Ist j =0, so ist

4,=0; 4=—4,=% LV

§) Ist i =0 und j=0, so ist ,=4,=42,=0 und die
biquadratische Gleichung hat drei gleiche Wurzeln.

Die Resolvente A =0 in der Form

T2 82 _ R®=(
lehrt noch diejenigen Fiille kennen, in denen die Losung einer
biquadratischen Gleichung ohne Lésung einer kubischen mog-
lich ist.

I Ist nimlich 7=0 und B =0, so ist auch A = 0;

d. h. wenn al+b2 e ()
204 + be — ad = 0.
Als Bedingung fiir das Zusammenbestehen der beiden

letzten Gleichungen erhilt man durch Elimination von 4

a b —ac

g enanrd L

oder

TR o

Bestimmt man in dieser Gleichung drei der Koeffizienten will-
kiirlich, so kann man den vierten berechnen und so beliebig
viele biquadratische Gleichungen herstellen, welche ohne
kubische Resolvente loshar sind. Aus I = 0 folgt

ad — be

A g

und setzt man diesen Wert fiir 2 in die Gleichung II (8. 75),
so geht die biquadratische Gleichung iiber in

(204 2~ (2T -0,

welche direkt in zwei quadratische Gleichungen zerfillt.
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II. A wird ferner gleich 0, wenn
S8=0 und R =0,
(c+ 2132 —ae=0,
b(e+24) —ad=0.
Die Bedingung, dass beide Gleichungen fiir A eine ge-
meinschaftliche Wurzel haben, ist

a1

1 ae
TR Lt
oder
bt e d?
v LT g

und auch diese Gleichung kann zur Herstellung von biquadra-
tischen Gleichungen, welche ohne Resolvente losbar sind,
verwendet werden. Aus S =0 folgt
24 = — ¢+ Vae,

und durch diesen Wert nimmt die biquadratische Gleichung
die Gestalt an

(az®+ 2bx + Vae)* — 2*(4b* — 6ac + 2a Vae) = 0.

Hierzu gehéren die reziproken Gleichungen vierten Grades

und diejenigen bekannten Formen, welche sich auf reziproke
Gleichungen zuriickfiihren lassen.
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Zweiter A bschnitt.
Geometrie.

Zehntes Kapitel.
Ebene Trigonometrie und Planimetrie.

Soweit die Planimetrie Bezug hat auf die Konstruktion
von Figuren, speziell von Dreiecken, ist ihr wesentlicher Gang
der, dass sie zuniichst die Grundbedingungen aufstellt fiir die
Mbglichkeit der Konstruktion von Dreiecken aus gegebenen
Stiicken. Diesen reihen sich die Kongruenzsiitze an, welche
das Theorem beweisen, dass aus je drei unabhiingigen Stiicken
der Seiten und Winkel die iibrigen durch Konstruktion ge-
funden werden komnen. Als Bedingung fiir die Moglichkeit
eines Dreiecks 4 BC, dessen Seiten a, b, ¢ sein mogen, stellt
sie zwischen den Winkeln die Relation auf

< (@, b) + << (b, 0) = <K (a, ©),
(Satz vom Aussenwinkel) oder was dasselbe, die Winkelsumme
muss = 2R sein.

Fiir die Seiten gilt die Bedingung

AB+BC=1F.AC,
wo k21 ist.

In Bezug auf die algebraische Behandlung der konstruk-
tiven Planimetrie haben wir also dem obigen entsprechend
folgende Fragen zu beantworten.

1. Konnen auf Grund allgemeiner Eigenschaften von
Strecken und Winkeln algebraische Relationen zwischen den
Seiten und Winkeln eines Dreiecks hergeleitet werden, welche
obigen beiden Sitzen entsprechen?

2. Ist es moglich, aus jenen allgemeinen Relationen den
algebraischen Ausdruck derjenigen Siitze der Planimetrie her-

Diekmann, Anwendung der Determinanten. 6
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zuleiten, welche fiir die Konstruktion von Dreiecken bedingend
sind, und wie formulieren sich die planimetrischen Kongruenz-
siitze als Resultate algebraischer Elimination?

I. Allgemeine Relationen.

Da man in jedem Dreiecke eine Seite zusammensetzen
kann aus den Projektionen der beiden andern, so erhilt man
in den Gleichungen:

beosy + ccosf =a,
I acosy + ccosa =b,
acosf + beosa = ¢

einen allgemeinen Zusammenhang zwischen Seiten und Winkeln
eines Dreiecks.

Ehe wir den Satz von der Winkelsumme in seiner all-
gemeinen Form geben, wollen wir das Abhiingigkeitsverhilt-
nis zwischen Seiten und Winkeln, welches durch obige Glei-
chungen ausgedriickt wird, etwas niiher prizisieren, weil da-
durch sich recht deutlich das Charakteristische des algebra-
ischen Verfahrens gegeniiber dem planimetrischen zeigt.

Aus obigen Gleichungen folgt:

a b
1) ?—?cosy=cosﬂ,
a b
2) — cosy — — = — cosa,
3) F—cosﬁ+£cos¢x=1.
¢ ¢
Aus je zwei der Gleichungen erhilt man
‘ cosff — cosy
a —cosae —1 cosf3 + cosw.cosy
4) —= = =5 )
L 1 — cosy sin®y
i cogy. ' — 1
oder aus den beiden letzten Gleichungen
5) a_ sin« g sin’ ¢ '
¢ cosf3 + cosa . cosy 53
ebenso
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b cosa+ cosp cosy A

2 sin®y ~ sin®y
u. s. f. Dieser algebraische Ausdruck fiir ein Abhiingigkeits-
verhiiltnis, welches sonst unter dem Namen des Sinussatzes
bekannt ist, hat auf den ersten Anblick etwas befremdendes,
zumal in jedem der Verhiltnisse alle drei Winkel vorkommen.
Aus 4) und 5) erhiilt man die Bedingung

B = sine sin
so dass dann 7

a sin &
c siny
und ebenso b sin B
¢ siny

wird. Um die Bedeutung dieser Gleichungen kennen zu
lernen, erinnern wir daran, dass

6) cos (& + p) = cosa cosy — sina siny;
dann ist identisch

cosf + cose cosy = cosf + cos (« + p) + sine siny,
und wir erhalten rechts nur dann sine . siny, wenn
cosf + cos (¢ + p) =0
cosf = — cos (« + ),

d. h. wenn «+p+ y = 180°
ist. Trigonometrisch ergiebt sich also:

Das Abhiingigkeitsverhiiltnis zwischen Seiten und
Winkeln eines Dreiecks kann durch den Sinussatz
ausgedriickt werden, wenn die Summe der Winkel in
einem Dreieck gleich 180° ist.

Fiir den Satz vom Aussenwinkel, der, wie schon vorhin
gesagt, mit vorstehendem als identisch zu betrachten ist, stellt
sich die Sache folgendermassen: bezeichnet man die gesuchte
Grosse des Aussenwinkels von « mit z, die von # mit y und
die von p mit £, so erhiilt man analog den ersten Gleichungen
folgende:

oder

ccosy — beosy = — a,
IT) acosz —ccosae = — b,
beosz — acosff = —c.

6*
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Aus der ersten Gleichung wird
cosy = 2 cos >
Al A
oder mit Riicksicht auf den Sinussatz

sin 8 sina
oY iy T
g 4

Da aber sinf = siny, so erhéilt man mittelst einer qua-
dratischen Gleichung
cosy = — sine siny + cose cosy,
wo + oder — gesetzt werden muss, je nachdem einer der
Winkel « oder y stumpf ist. Nimmt man das positive Zeichen,
80 wird

7) COSY = cosw CoSy — sine . siny,
COSY = COS :
daher 4 (@ +2);
§icn iy

wobei wir in 7) noch einen Ausdruck der Gleichung 6) ge-
wonnen haben.

Um schliesslich den Satz von der Winkelsumme und dem
Aussenwinkel in seiner allgemeinsten Form zu bringen, d. h.
unabhiingig vom Verhiltnis zweier Seiten, ordnen wir die
Gleichungen I) nach a, b, c.

a — beosy — ccosff = 0,
acosy — b+ ccosa = 0,
acosf} + beosae — ¢ = 0.

Fiir das Zusammenbestehen dieser Gleichungen gilt die
Bedingung
1 —cosy — cosp
111) R = | cosy —1 cose|=0

c -1
o osf3 cosa l

1 — (cos?a + cos®p + cos®y + 2cosecosBcos p) = 0.

Letztere Gleichung lisst sich auf eine hochst charak-
teristische Form bringen, indem man durch eine leichte Um-
formung daraus erhiilt:
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cose [cos e + cos(f + p)] + cosp[cosp + cos(a + ¢)]
+ siny [sin(« + f) — siny] =0
oder abgekiirzt geschrieben®
cosa X + cosfY + siny Z = 0.
Die Gleichung ist fir X'=0 oder ¥ =0 oder Z =0 er-
fiillt. Denn aus

folgt X=cosa+ cos(B+p)=0

a+ B+ y=1809,
womit auch das Verschwinden von Y und Z angezeigt ist.
Ebenso ist die Gleichung erfiillt fiir

cosa =0, cosf =0, siny =0,

was wiederum auf die Bedingung fiihrt

a+ 4 y=180°
d. h. jene Gleichung gilt auch, wenn ein Eckpunkt unendlich
fern liegt. Wir bekommen somit in III) den trigono-
metrischen Ausdruck des Satzes, dass die Summe der
Innenwinkel eines Dreiecks gleich 2R sei.

Der trigonometrische Ausdruck des Satzes vom Aussen-

winkel stellt sich folgendermassen dar. Durch Elimination der
Grossen a, b, ¢ aus den Gleichungen II) erhilt man:

1 — cosy cosy
R,= | cosz 1 —cosa|=0
cosf  cosw 1

oder
1 — cosacos fcosy + cosx cosycoss + cos acosz + cosfcosy

R + cosy cosz = 0.

COSZ = — cosS@; COSy = — COSfl; COSZ = — COSY,
so erhiilt man nach einer kleinen Umformung:

* Durch eine leichte Umformung kann man der Gleichung noch
die Gestalt geben
RE—4cosa+ﬁ+7cosﬁ+y—ac Ju by
2 2 2
~welche man aus der Determinante erhilt, wenn man darin (nach
Einleit. 4, Zus. 1) zwei Elemente einer Reihe zu null macht. Der ana-
logen Form des Satzes vom Aussenwinkel wegen, behalten wir hier die
obige Gestalt bei.

0 co

oty —p &
S ) . =0,
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cos a[cosz — cos(B + y)] + cosf[cosy — cos(x + )]
+ siny[sinz — sin(e + )] =0
oder abgekiirzt geschrieben -
cosa X + cosB Y 4 cosy Z = 0.

Schliessen wir den Fall, dass cosa, cosf, cosy gleich-
zeitig null sind, aus, so ist jene Gleichung erfiillt, wenn
X=0,Y=0und Z=0 ist, d. h

r=f+y; y=a+y; e=a+f
Wir machen hierbei noch auf die Allgemeinheit der
trigonometrischen Form gegeniiber der Planimetrie aufmerk-
sam, indem sie den Satz fiir alle drei Aussenwinkel gleich-
zeitig darstellt.

Es eriibrigt noch, aus den Gleichungen I) die Bedingung
fiir die Seiten eines Dreiecks darzustellen, den die Planimetrie
in der Form b + ¢ =ka, wo k> 1 ist, giebt.

Addiert man zwei der Gleichungen I), so erhiilt man leicht

cos %—Z
b =q.———— (Mollweid
+c=a cosﬂ'l'?” (Mollweide)
2

II. Die Hauptaufgaben der Planimetrie.

Nachdem im vorhergehenden der trigonometrische Aus-
druck fiir die Bedingung gewonnen, welche zwischen Winkeln
einerseits und den Seiten andererseits stattfinden muss, wenn
iiberhaupt ein Dreieck moglich sein soll, gehen wir dazu iiber,
die Kongruenzsiitze in trigonometrisches Gewand zu kleiden.
Hier befindet sich nun die Trigonometrie der Planimetrie
gegeniiber in einem offenbaren Vorteile, denn fassen wir den
Kongruenzbegriff der Planimetrie in dem Sinne, dass er Uber-
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einstimmung in simtlichen Seiten und Winkeln verlangt, so
wiire es notwendig, jedesmal zum Kongruenznachweise die
Gleichheit von sechs Stiicken zu konstatieren. Indem nun
die Planimetrie die Bedingungen auf drei herabmindert, kommt
sie zu Siitzen, welche sie zu beweisen hat, und ohne vorher
anzugeben, welche drei aus obigen sechs Stiicken jedesmal
die iibrigen mitbestimmen, kommt sie schrittweise zu vier
Kongruenzsiitzen, deren Beweise sie nicht hintereinander ab-
solvieren kann, ohne Eigenschaften besonderer Dreiecke zu
benutzen. In allen diesen ist die Trigonometrie giinstiger
gestellt. Ein Blick auf das System ihr zu Gebote stehender
Gleichungen zeigt, dass es gelingen muss, wenu drei der
sechs Grossen gegeben sind, die iibrigen (mit Ausnahme eines
sich gleich ergebenden Falles) zu berechnen. Von diesem
Standpunkte aus gruppieren sich die Aufgaben um einen ein-
heitlichen, sich durch alle gleichmiissig hindurchziehenden
Gedanken; es handelt sich in einem, wie in allen iibrigen
Filllen um ein einfaches Eliminationsproblem.

Schon die algebraische Konstitution der Gleichungen I)
gestattet es, manches aus ihnen herauszulesen; indem wir die
fehlende Griosse mit dem Koeffizienten null ergéinzen, schreiben
wir sie in folgender Form:

Ocosa + ccosf + beosy = aq,
ccosa + Ocosf + acosy =D,
beosa + acosf + Ocosy = c.

Die Gleichungen sind bilinear und simultan, insofern darin
die Winkel und Seiten als Unbekannte angesehen werden
konnen.

1. Betrachtet man die Seiten als gegeben, so lassen sich
daraus die Winkel linear berechnen.

2. Sind die Winkel gegeben, so stellen sie ein voll-
stiindiges System von homogenen Gleichungen fiir die Seiten
dar, und es lassen sich nur die Verhiiltnisse der Seiten be-
rechnen; d. h. sind a, b, ¢ Werte, welche jene Gleichungen
erfilllen, so sind ga, ob, oc, wo o ein beliebiger Faktor ist,
ebenfalls solche. Es giebt also oc viele Dreiecke, welche gleiche
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Winkel haben, und daher sind die drei Winkel keine ein-
deutigen Bestimmungsstiicke eines Dreiecks.

3. Sind zwei Seiten und ein Winkel gegeben, so sind
die Gleichungen fiir die drei iibrigen Stiicke quadratisch, wo-
bei zwei Fiille zu unterscheiden, je nachdem der Winkel von
den Seiten eingeschlossen oder einer der Seiten gegeniiber liegt.

4. Sind eine Seite und zwei Winkel gegeben, so hat
man nur noch zwei Stiicke zu berechnen, da der dritte Winkel,
wie schon bewiesen, an die Relation

— 0
gebunden ist. AL T ot

Um auch dusserlich in den Gleichungen Bekanntes von
Unbekanntem zu trennen, so sollen, wenn die Seiten un-
bekannt sind, sie mit den Buchstaben u, v, w; wenn cose,
cosf3, cosy unbekannt ist, so sollen sie mit z,y, # bezeichnet
werden.

A. Gegeben zwei Seiten und ein Winkel.

1. Der Winkel sei von den Seiten eingeschlossen;
gegeben b, ¢, «; gesucht u, y, 2.

Schreiben wir die drei Gleichungen in den gewiihlten
Symbolen, so lauten sie:

1) ¢y + bz = u,
2) cecosa + uz = b,
3) beosa + uy = c.

Die Gleichungen sind fiir u, y, z quadratisch; eliminiert man
w aus 2) und 3), so wird \

(b —ccosa)y — 2(¢c — beosa) = 0,
dazu 1) geschrieben

cy+bz=u

giebt

0 — (¢ —beosa) b~ ccosa 0‘

{Z b ¢ w |
Y o T ; 1T aEr e st o

b—ccose — (¢c— bcosa) A

¢ b

oder

(o M (il Do ). #d o @ donie)
o, oo plai’ . oTadgois B, oo}
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Da nun aus 2) und 3) sich ergiebt:
¢c— beose _ b—ccosa

TR ey, )R I e
Y o ? u

so folgt ). AP |
Man erhiillt also, wenn wir fiir v wieder a schreiben:

b—ccose — (¢ — beosa)
¢ b !
=0+ ¢ — 2bccosa (Cosinus- Satz)

a*= A =

a==xVYb0b — ccosa) + c(c — beos a) = + Y A;
ferner ergiebt sich fiir ¥ und 2
c—beosa
4 O et s
W b—ccosa
+ya

womit die Losung der Aufgabe gegeben ist.

Hierbei sehen wir auch die Bedeutung und algebraische
Gleichberechtigung des doppelten Vorzeichens von a = + y/A.
Nimmt man das positive Vorzeichen, so kann cosp nur dann
negativ werden (d. h. § > R), wenn bcosa > ¢ ist; beosa ist
aber die Projektion von b auf ¢, und diese kann nur dann
> ¢ sein, wenn eben f3 ein stumpfer Winkel ist. Es muss
demnach in beiden Fillen, f mag > oder < R sein, die posi-
tive Wurzel genommen werden. Man findet also fiir positives
a aus obigen drei Wurzeln die Innenwinkel und fiir ein nega-
tives a die Aussenwinkel, {ibereinstimmend mit Gleichungen II).

Wir wollen noch zeigen, wie die Losung

¢—becosa

Ccos
P o

auf den Sinussatz fithrt, wenn @ berechnet ist; man quadriert
und subtrahiert beiderseits von 1), so erhilt man

. iz
sinf} = — sina.
A a

Die Losungen 4) bilden eine zusammengehorige Gruppe.
In der Praxis wendet man gewthnlich eine Losung an, welche

http://rcin.org.pl



90 Zweiter Abschnitt. Geometrie.

sich durch die Summe und Differenz der gegebenen Seiten
und halber Summe und Differenz der Winkel darbietet. Man
kommt dazu durch ein mehr kiinstliches Eliminationsverfahren.
Man erhilt niamlich durch Addition und Subtraktion der
Gleichungen 2) und 3) leicht

uy = (b + c)sm2 + (¢ — b)cos‘~ =P,
5)
uz = (¢c+ b)sin“’—g— —(c— b)cosgg =P,
mithin cy___c_}i. bz:bﬁ,
“ '’ u
und daher mit Hilfe von Gleichung 1)
u*=cP 4+ 0P,

= (¢ + b)?cos? ﬁ—;—l + (¢ — b)*sin? i;—;—z-

Ferner erhilt man aus 5)

_:f/_=£l_ oder y+z,_Pl+Pu

Z Pu y—z—_P,v—P“’

woraus nach einer kleinen Umformung, wenn man statt y
und 2z cosf und cosy schreibt, sich ergiebt

ﬂ Vo ﬁ+7

tang tang

b+

eine Formel, welche unter dem Namen des Tangens-Satzes
bekannt ist. Zu dieser Tangensformel steht also in ganz
bestimmtem analytischem Konnex die Formel fiir a*; als zweite
Gruppe zusammengehoriger Losungen bekommen wir daher

a®= (b + ¢)*cos® —— ﬂ 2.4 b— c)i’sing—ﬂ?ﬂ;
By ]1 = B + 7.
CErlaT wren tang
Allein sie entsprechen nicht direkt der gestellten Auf-
gabe. Sie wiirden z. B. auch die Aufgabe losen: Ein Dreieck
zu berechnen aus der Summe zweier Seiten, der
dritten Seite und dem gegeniiberliegenden Winkel.

6)

tang
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2. Der Winkel liege einer der gegebenen Seiten
gegeniiber.
Gegeben b, ¢, p; gesucht a, B, «; (u, y, ).
Unsere Gleichungen lauten:
cy + beosy = u,
cx + ucosy =b,
br + uy = c.
Man erhilt fiir » leicht die quadratische Gleichung
ut— 2bcospu — (¢ — b)) = 0.
Thre Diskriminante ist
A = breos?y + (2 — b?)
= ¢ — b’sin’y,
ity u=becosy VA4,

wobei das doppelte Vorzeichen in iknlicher Weise, wie vorhin,
zu diskutieren ist. Fiir y erhalten wir
£va

¢

oder
cosf} = il‘/A ’

Ist nun B und y bekannt, so erhiilt man dadurch auch a;
unabhiingig bekommt man aber aus obigen drei Gleichungen

N

e
& =cose = sin?y 4 cosy iy

Leicht ist aus der Formel fiir y der Sinussatz und die
sogenannte separierte Tangentenformel herzuleiten.
B. Gegeben eine Seite und die Winkel.
Da hier alle drei Winkel bekannt sind, so geniigen zwei
der Gleichungen, um die Seiten zu berechnen. Sie lauten:
weosfB 4 veosy = a,
weos e + acosy = v,
veosa + acosf = w.
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Man erhilt direkt
__a(cosp 4 cosa cosf) ¥ sin 8
[ 1- cos?a R

w s. f., d. h. die Losung wird durch den Sinussatz gegeben.
C. Gegeben die Seiten, gesucht die Winkel.
Man erhiilt aus den drei Gleichungen direkt:

ai ¢\
b 04g

e il i 0| a(f+0b—a’)
0“0 b 2abe
ciN0 W
Bi-a.i0

und analoge Werte fiir cosf und cosy.
Schreibt man den Ausdruck fiir cose, welcher in Zihler
und Nenner homogen ist, in folgender Form:

wemb (13 2.9)

so erhiilt man noch den Winkel durch die Hohen ausgedriickt:
h”' h” h” h”!
cose =5 (G + 7~ 7 W)

Obige Formeln fiir die Winkel eignen sich fiir eine
logarithmische Rechnung nicht; man hat daher die Funktionen
der halben Winkel aus den Seiten darzustellen gesucht. Wir
wollen zeigen, dass diese Losung einer bestimmten Gruppe
von Aufgaben angehort, aus welcher sie isoliert heraus-
gegriffen ist.

Zu dem Zwecke formen wir unsere drei Hauptgleichungen
auf die sin, cos und tang der halben Winkel um und setzen
Bt
2
der halben Winkel gesetzt werden soll. Wir erhalten demnach:

daher zuniichst cosf = 2 cos? 1 ete., wobei o/, B/, y' statt

ccos?f' + beos?y =s,
IIT) ccos’d + acos?y = s,
beos®d 4 acos®p = s,
wenn s der halbe Umfang des Dreiecks ist. KEs enthalten
diese Gleichungen ausser den Seiten und Winkeln auch den
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Umfang des Dreiecks und stellen somit eine Gruppe von Auf-
gaben dar, bei denen der Umfang gegeben ist. Man sieht,
dass darunter auch die enthalten ist: die halben Winkel
zu berechnen, wenn die Seiten gegeben sind. Fiir diesen
Fall erhilt man aus obigen Gleichungen

S e b

20 a
g 18 @0 o sksi—a)
it 2abe o TN

daher

o _1/s.(s—a)
cos 5 l/ >

Unter anderm steckt in obigen Gleichungen auch noch
die Losung der héufiger vorkommenden Aufgabe: die drei
Seiten zu berechnen, wenn die Winkel und der Um-
fang gegeben ist. Man erhiilt leicht, wenn man die Glei-
chungen nach den Seiten ordnet, die bekannte Formel

B 7

S c —

cos 2 08 2

fC= —
S sinﬁ
& 2

u. s. f. Formt man ferner die drei Hauptgleichungen nach
den Sinus der halben Winkel um, so erhiilt man:

csin’f + bsin?y =s —a
1V) csin’a’ 4 asin®?y' =s— b
bsin’a’ + asin?f = s — ¢;

Gleichungen, in denen auch die Aufgabe enthalten ist, aus

den Seiten die Sinus der halben Winkel zu berechnen.
Man erhilt

S =g e b

s—b 0 a

sintadied LR XS AN g
2abe i

und daraus schliesslich
]/(s —b) (s —0)

http://rcin.org.pl



094 Zweiter Abschnitt Geometrie.

Um ein iihnliches System fiir die Tangenten der halben
Winkel zu bekommen, dividiert man je eine Gleichung aus
1V) durch eine aus II1) und erhilt:

a=s (1 — tangp tangy'),
V) b =s (1 -- tang e tangy'),
¢ = s (1 — tang ' tang f').

Die Gleichungen zeigen zunichst die Losung der Auf-
gabe: die Seiten aus dem Umfange und den Winkeln
zu berechnen. Um die Aufgabe, aus den Seiten die
Winkel zu berechnen, zu l6sen, isoliert man die Funktionen
auf jeder Seite und man erhilt leicht

tang o' = V(s Y (s 0

s(s—a)
u. s. f.  Addiert man die Gleichungen V), so gelangt man
noch zu der bekannten Bedindung

1 = tang ? tang g + tang — ) tangr + tang g tang 9"

ITI. Aufgaben, wobei hervorragende Linien des Dreiecks
gegeben sind.

Im vorstehenden sind die Hauptaufgaben, soweit sie
Seiten und Winkel betreffen, erledigt, es wiirden sich daran
Aufgaben kniipfen, wobei hervorragende Linien des Dreiecks,
Hohen, Transversalen, Radien u. a. vorkommen, die dann
gleichfalls als Eliminationsaufgaben betrachtet werden. Als
hiibsche Anwendung der Determinanten in der metrischen
Geometrie wollen wir aus der Frage nach dem Inhalt des
Dreiecks zuniichst einige Gleichungen ableiten, welche fiir den
Zusammenhang einiger hervorragender Linien von Wichtigkeit
sind.

Bezeichnet man die Lote von irgend einem Punkte im
Dreieck auf die Seiten @, b, ¢ mit z,, z,, z;, so ist, wenn
A der Inhalt:

7) azx, + bz, + cxy = 2A.

Lésst man den Punkt in eine der Ecken fallen, so werden

von den Loten je zwei = 0, und aus dem dritten wird die Hohe.
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Setzt man z. B. 2, = I, so ist 2, =0, 2, =0 und es bleibt
ah, + b0 +¢.0=2A. Fillt man von einem Punkte ausser-
halb des Dreiecks jene Lote, so wird in obiger Gleichung je
ein Glied negativ. Wir erhalten sonach folgendes System von

Gleichungen: ax, + ba, + cxy =24,

ah, +b.0+¢.0=24,
a.04+ bh,+c.0=24,
a.04b.0+4 ch"=2A.
Eliminiert man hieraus a, b, ¢ und 2A, so erhélt man

@y by il
/e T O | i
o R 1 ) G
oder B D Mg L
x x. Z,
8 51 AL =2 eT T O
) hl h“ h“l

eine Gleichung, worauf wir noch einmal zuriickkommen werden.
Lisst man den Punkt 2 in die Mittelpunkte der Be-
rithrungskreise fallen, so erhilt man aus T) folgendes System
von Gleichungen:
ap +bo +co —2A=0,
—ag, +bg, +co, —24=0,
ag, —be, +co, —24=0,
ag,+be,—co,—248=0,

VI)

woraus folgt

b 0 | i

0

QX Paitige s ) R s s
— 9 9, 9 1 i 9, —40)
== =5 Ny

eu—0u o0, 1 o il

R (e

Qi 0p =0, 1 Ou

1

Qui

d. i. die bekannte Bedingung:
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Setzt man nun in 8) z, =z, = 2z, = ¢, so wird

1 1 Lty aieg 1 1
Snphider ol i g s e ey e e o
hy ~ by by e 9 Qu Qi
Um die Hohen einzeln durch die Radien darzustellen,
berechnet man aus den drei letzten Gleichungen von VI) die

Seiten @, b, ¢. Man erhilt leicht

oy e
24 1_911 9

1 ew—eu e Ao, t0,04) ke Ao+ 0u),

a= )
—1 1 1 0,9,0 am
0,0,0, 11 1
1 1 -1
TR R S,
0,9 0,0,

Setzt man diese Werte in 7), so wird

&y (9/ 0,+0,0,)+% (9: 0, te,0.)+s(e, 0ute,0,)=20,0,0,

Setzt man darin 2, =0, 2, =0 d. i. 2, = h,, so erhilt

man direkt
A __9“ 91“__ &

h =
Yootk gt

ebenso fiir #, =0, 2, =0
S e

T et o)
und fiir z, =0, z, =
i e Qg
h“‘ i éA(QI i ou) ’
d. h. die Hohen sind harmonische Mittel der Radien und so-
mit ist die Aufgabe des Dreiecks fiir die Hohen gelost, wenn
sie fiir Beriihrungsradien geldst ist und umgekehrt.

Wir wollen jetzt das Problem allgemeiner fassen und
Gleichungen aufstellen, welche fiir Hohen und Transversalen
gleichmiissig gelten. Zu dem Zwecke fithren wir als Varia-
bele”"das Verhiiltnis ein, in welchem je eine beliebige Eck-
transversale die gegeniiberliegende Seite schneidet Die Trans-
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versalen von den Ecken 4, B, C seien £, §,, £ ; das Teil-
verhiltnis auf der Seite a sei n:m; das der beiden andern
n,:m, und n,:m,. Man erhilt dann mit Hilfe des Pytha-
goreischen Lehrsatzes folgendes System von Gleichungen:

n® (B2-8%) +m? (*-£2) +mn [(B*-E7) +(-E2) -a?]=0,

VII) "12 (62 7 5“2) 20 m/2 (a’2 i §“2) +mn [(02 % §“2) it (a2 o guz) = b2] T O)

"’uz(a2 7 guf) * mu2(b2 % g/112) & mu”’u[(a2 T gmz) +(*-§,7)-"]=0.
Die Gleichungen sind homogen fiir die #» und m; wie sie
fiir jede Transversale gelten, miissen sich auch die Hohen aus
ihnen berechnen lassen. Setzt man & =45, §,=5, und
g, ="h,, so ist fir &, das Teilverhiltnis

n? @ —np n @ —h?
—g == e oder — =}/ ==L
m b — b, m b*— h,

und #dhnlich fiir
—L and L.

Setzt man diese Werte in VII) ein, so erhilt man nach
einer kleinen Umformung folgendes System von Gleichungen:
40°h2 =2a2(V* + €%) — a* — (b — ¢2)?,

VIII) (40%h,2 = 2b%(a® + ¢*) — b* — (a® — ¢*)},
4ch, 2t =2c*(a® +0°) — ¢t — (a® — D)2
Sind nun die Seiten gegeben und will man die Hohen

berechnen, so erhilt man direkt

4a*h? = a’[(b + ¢)* — a®] + a*(b — ¢)* — (b* — ¢*)?
% 0 —[s (& — a) (s = 6) (e ~0)] =4( )

und dhnlich fur h,, und h,,.

Die Gleichungen VIIT) gestatten aber auch, sofort die
Seiten aus den Hohen zu berechnen. Dividiert man niimlich
die erste Gleichung durch @* und erinnert sich, dass die
Seiten sich umgekehrt verhalten wie die Hohen, so wird

4h? By h?
@ 2(h2+775) <h2+h )1,

i i
woraus man nach einer bekannten Umformung erhiilt:

Diekmann, Anwendung der Determinanten.  ;
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_1_ A [(hl T L it TR A K h’m)2 — b}k, ;
@ Ah2hph,

i

setzt man A*%,*h,* dividiert durch obigen Zihler = II?, so
erhiilt man %

a? = 7’(7 Hg;
und ebenso b2__.__4_:_ﬂ2. cz=in2
hH2 y h1112 y
woraus noch folgt, dass der Inhalt

A=1I

Um aus System VII) die winkelhalbierenden Transver-
salen zu berechnen, setzt man

LT T SR R
5 PRI R T T e e
und erhilt ! 4
2 2 2
ach blac Aab
m2=cb 2=qac 2=ab

ol (a+02); My e (a+b)2’

My, die winkelhalbierenden Transversalen be-

ot b+ 0)2; m,
wobei m,, m
zeichnen.

Es eriibrigt noch die Seiten durch die Schwerpunktstrans-
versalen auszudriicken. KEin Vorzug der Gleichungen VII)
besteht noch darin, dass bei gegebenen Teilverhiiltnissen die
Quadrate der Seiten sich linear aus ihnen berechnen lassen.
Ordnet man sie nach den Seiten, so erhilt man:

— a®mn + b*(n® 4 mn) + E(m*+ nm) = E2 (n + m)?,
a2(m;2 G 4 ml"l) o bgml”/ i 62(”’12 o mlnl) o 5“2 ("l th ml)z’
a*(n,? + mym,) + b*(m,p2 + n,m,) — c*(m,n,) = ,*(n,+ m,)>

Man erhilt daraus fiir die Seite a

£} (v +m ) n 4+ mn m? 4+ nm
Sl (m, +m,) —mmn,  n'+nm,
o Eul(ny+m)' m}+ myn, — Mm%y .
— mn n24+ mn m? 4+ nm
m2+ mmn, —mm, nl4nm,
nl+ myn, ml+mmn, - m,ny,
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Setzt man die Teilverhiltnisse eirander gleich, so erhilt
ma;) m -+ n
=t
m?+ mn + n?
Fiir die Schwerpunktstransversalen ¢, ¢,, ¢, wird daraus
a=3 V2t1:2 + 24,2t}

etc. Berechnet man noch wie in 9) die Quadrate aller drei Seiten,
so erhiilt man aus den Gleichungen VIII), wo links (4A)? steht:

Vm(m+ n)E, 2+ mn&?+ n(m+n)g, 2

(m i n)2 V<gl+ §“+ gm) (gl+ gu e gm) (gf" gm_ gu) (‘Eu"' zém" gl)_

4 (m? 4 mn + n*)
Fiir den Fall m = n erhilt man daraus die bekannte
‘Formel :
= Ow= 5 VT(T— t;) (T— tu) (LT tm)!
worin
R e A, e 18T
2

gesetzt wurde.

Wir konnen den Gegenstand nicht verlassen, ohne auf
die grosse Bedeutung des von uns benutzten Gleichungssystems
auch fiir den rein analytischen Teil der Trigonometrie hin-
zuweisen. Dividiert man eine der Gleichungen des Systems I
(8. 82), etwa die Gleichungen

c=acosf + bcos
durch ¢, so erhilt man

a b
1=?cosﬁ+rc—cosa,

d. 1. nach dem Sinussatze
sin p = sin « cos § + sin f cos «;
da nun sinp = sin(« + ) ist, so hat man
sin (¢ + f) = sine . cos f + cosa sin f.

Dasselbe wiirde auch erreicht, wenn man die Gleichung
durch 27», den Durchmesser des umbeschriebenen Kreises
dividiert.

Um cos(« + f8) abzuleiten, berechnet man aus der ersten
Gleichung von I (8. 82) cosy, dann erhilt man

A
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@ise
COSy = — — —— €08 f3,

b 1h
und indem man fiir ¢ den Wert aus der dritten Gleichung
nimmt, wird o
cosy = (1 — cos?B) — cos « cos 3,
d.i. mit Hilfe des Sinussatzes
= sin« sin § — cos & cos f.
Da nun cosy = — cos (& + f) ist, so wird

cos (¢ + ) = cose . cos§ — sina . sin f.

Dieselben Formeln kann man in gleicher Weise auch aus
den Gleichungen II (8. 83), welche fiir die Aussenwinkel gelten,
herleiten. Sie ergeben ausserdem direkt die Formeln fiir die
Differenz zweier Winkel. Dividiert man die dritte der Gleich-
ungen II durch ¢, so erhiilt man mit Hilfe des Sinussatzes
wie oben

siny = sine cos § — sinf cos .

Nun ist # = + y (Satz vom Aussenwinkel), d. h.y =z — ;

daher wird
sin (z — f8) = sina cos § — sin f cos z;
da ferner sine = sinz ist, so erhilt man

sin (z — f) = sinz cos § — cosz . sin .

Ebenso erhiilt man aus der ersten Gleichung von II:

c.cosy +a
b

_ (acosp + beosa)cosy + a
b

cosy =

= cosa cosy + %(1 + cos f cos y);

da nun sinf =siny und cosf = — cosy ist, so erhilt man

wie oben 3 ;
cosy = cos @ cosy + sin« . siny,

und da y =y — a ist, so wird

cos (y — @) = cos e cosy + sina . siny.
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Der hergebrachte Gang der Trigonometrie behandelt be-
kanntlich diese Formeln in einem besondern Kapitel, ohne
dass an dieser Stelle der Zusammenhang derselben mit der
eigentlichen Aufgabe der Trigonometrie und ihre Bedeutung
fiir dieselbe von dem Schiller erkannt werden kann. Die
obige Herleitung, welche keinerlei Schwierigkeit hat, kniipft
an bekanntes an und ermdglicht somit einen einfachern und
zusammenhiingenden Gang des Unterrichts. Der Zusammen-
hang dieser Formeln mit den Dreieckswinkeln liegt aber auch
ohnedem nahe. KEs mige niimlich « + f dargestellt werden
durch drei von einem Punkte C ausgehende Strahlen a, b, ¢, so
dass b der gemeinsame Schenkel ist. Zieht man dann zu b
eine Parallele, so erscheint (« + ) als Aussenwinkel des
Dreiecks 4 BC und ist gleich den beiden gleichnamigen Winkeln
im Dreieck selbst. Dabei ist es gleichgiltig, ob der Aussen-
winkel ein stumpfer oder ein spitzer ist und es kann somit
die Herleitung der Funktionen von (e + B) direkt an die
Dreieckswinkel gekniipft werden. Es wire dann nur noch
die Giltigkeit der gewonnenen Formeln fiir den Fall zu er-
weisen, dass « + 8 ein Winkel im 3%* oder 4** Quadranten ist.
Es sei also « + p ein iiberstumpfer Winkel und es seien die
Nebenwinkel, welche man durch Verlingerung des gemein-
samen Schenkels erhiilt, w resp. v, so dass @« =180 — u und
f =180 — v ist. Dann hat man
sin (¢ + B) = sin [360 — (v + v)

= — sin (u + v)
= — sinu cos v — cos u sinv
= — sin(180-«)cos(180-p)—cos(180-a)sin(180-4)
= sina cos f§ + cos « sin f;
ebenso fiir cos (e + f).
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Elftes Kapitel.
Sphiirische Trigonometrie.

Um fiir die drei Seiten und Winkel eines sphirischen
Dreiecks ein System von simultanen Gleichungen zu erhalten,
kann man analog der ebenen Trigonometrie verfabren. s
ist nach bekannten Formeln* (Fig. 1)

tang # = tangc cosf und  tangy = tangb cosy.

Daher

tang a = tang (z + y) = 1tangx + tangy

—tangz . tangy’

oder wenn man die Werte fiir tangz und tangy einsetzt:

tang ¢ cos 8 + tang b cos y
1 —tangccosp - tangbcosy

tanga =
das giebt geordnet:

tang @ = tang b cos y + tang ¢ cos § +
+ tang a tang b tang ¢ cos f3 cos y;
ebenso erhilt man
I) {tangb = tangc cosa + tanga cosy +
+ tang a tang b tang c cos « cos p,

tang ¢ = tang a cos g + tang b cos ¢ +

+ tang @ tang b tang ¢ cos « cos f3.

# Schreibt man die Formeln fiir den Sinus, Cosinus und Tangente eines
Winkels im rechtwinkligen Dreieck als ein System von Gleichungen

auf, nimlich: sina sinf 4+ 0 — sinb =0,

. sin b A i
(sinf = Sing’ Vemna die Hypotenuse ist),

0+ tanga cosff — tangc =0,
sinc - sinff — tangb cosf— 0=0,
s0 erhiilt man durch Elimination von sinf und cosf

sina 0 sind
0 tanga tange | =0
gsine — tangb 0

oder cosa = cosb- cose.
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Diese drei Gleichungen* gelten gleichmiissig fiir die Seiten
und Winkel bezw. deren Funktionen. Betrachtet man je drei
derselben als Unbekannte, so kann man ihre Werte auf dem
Wege der Elimination aus vorstehenden Gleichungen berechnen.
Diese Gleichungen zeigen dazu gegeniiber den entsprechenden
Gleichungen der ebenen Trigonometrie, in welche sie iiber-
gehen, wenn man die Seiten unendlich klein gegeniiber dem
Radius der Kugel nimmt,
die Kigentiimlichkeit, dass
in ihnen auch die drei Win-
kel bezw. ihre Funktionen
als unabhingige Unbe-
kannte vorkommen und sich
selbststiindig aus ihnen be-
rechnen lassen. Allein wenn
sich auch ihnlich, wie es
im Kapitel X geschehen,
die Hauptaufgaben der
sphiirischen Trigonometrie ebenfalls auf rein analytischem
Wege aus obigem System von Gleichungen ableiten und
lésen lassen, so ist der algebraische Prozess dabei doch ein
stellenweise so umstiindlicher und verwickelter, dass eine der-
artige Behandlung fiir den Unterricht von keiner praktischen
Bedeutung ist. Wir begniigen uns daher, an obige Gleich-
ungen eine neue Ableitung der wichtigsten Formeln, nament-
lich der vielgebrauchten Gaussschen und Neperschen zu
kniipfen.

Wir setzen zu dem Zwecke das in allen drei Gleichungen
vorkommende Produkt tangatangbtange =k, dividieren die
tang a : tang b o

k k

Fig. 1.

Gleichungen durch % und fithren fiir

* Dieselben wurden zuerst aufgestellt von Dr. F. X. Stoll im
Programm des Grossherzoglichen Gymnasiums zu Bensheim 1878/79.
Daselbst finden sich auch die Hauptaufgaben der sphérischen Trigono-
metrie als Eliminationsaufgaben in analoger Weise behandelt, wie es
mit denen der ebenen Trigonometrie vom Verfasser im Programm des
Koniglichen Gymnasiums zu Essen 1876/77 geschehen war.
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tang ¢
k

des System von Gleichungen:
[ Z — 1y cosy — £cosfl = cosf cosy,

die Unbekannten z, 9, z ein, dann erhilt man folgen-

I0) — ZCosy + Y — 2COSa = COS@ COSY,
— zcosf — ycose + 2 = cose cosfi.

Aus diesen Gleichungen erhilt man

cosfcosy — cosy — cosp
cosa cosy 1 — cosa
| cosacosff — cosa 1
z = )
R
der Nenner R bedeutet die Determinante aus den Koeffizienten,
nimlich: 1 —cosy . cosp
R = | — cosy 1 — cose |.
— cosff —cosw I

Es ist dieselbe Determinante, die wir auch in der ebenen
Trigonometrie (8. 84) erhielten, nur ist dieselbe hier nicht
null, sondern behilt ihren Wert (8. 85)

R=— 4cosofj-—ﬂ+7- osﬁ+y—a-cosa+7 _ﬁ-cosa—H’—y
2 2 2 2
= — 4 cosa . cos (6 — &) cos (6 — B) cos (6 — p).
Multipliziert man in der Determinante des Zihlers die letzte
Vertikalreihe mit cosy und addiert sie zur ersten, so erhilt

c

man 0 —cosy — cosf
Rz={0 +1 — cosn
cosy + cosfcose —cosa -+ 1 |

= (cosy + cosp cosa) (cosf + cosa cosy).
Setzen wir wie frither (8. 82, 83) cosa + cosf cosy = 4;
cos 8 -+ cosa cosy = B und cosy + cosa cosf = C, so wird

I11) Bz =B .C;
ebenso erhélt man Ry=4.C; Re = A . B.
Nun ist
_ tanga 1 1 1

i)

. tang b tang ¢ i tang a tangc B tang a tang b '
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Daher
R R
tang b . tangc = B.C) tanga . tangc i 367 1.
tanga . tangb = AiB

Daraus erhilt man leicht
VR VR VR
IV) tanga = SPIE tangb = B tangc = o

1. Um aus diesen Formeln, in welchen die Seiten durch
‘die Winkel ausgedriickt erscheinen, den Sinussatz abzuleiten,
benutzt man den bekannten Zusammenhang
T sin*bh = L inc S
1+tanga A+ R’ IR C’+R
Nun ist (S. 84):

sin®a =

A?+ R=(cosa+cosfcosy)’+1—(cos®a+cos’B+cos?y+2cosa cosfcosy)
~(1 — cos?f) (1 — cos?y) = sin®p sin®y.

Daher erhilt man:

in® & cos?a .3
sin’q = ————— - —_—
sin?f sin’y sin®f sin?y
L R o ot
V) sin® b o YO R T und VJ.) COS2 b= R T YT P
sin® e sin®y sin® ¢ sin®y
i R 2 [y
sin”® ¢ = & ap - noag CO8“ ¢ =
sin® ¢ sin®f3

sin? « sin?f
Aus den Gleichungen V) folgt der Sinussatz direkt in
der Form
sina@ : sinb = sinea : siny
u. s. f., oder wenn man die erste Gleichung durch sin*e, die
zweite durch sin?g, die dritte durch sin?y dividiert, in der Form:

sina _ sinb  sinc
sine  sinf  siny
und der gemeinschaftliche Wert dieser Verhiltnisse ist
o

sin e sin f3 sin y
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2. Um den Cosinus-Satz fiir die Winkel abzuleiten,

benutzen wir Gleichungen VI); es folgt aus ihnen
andererseits war e g
S A = cosa -+ cosf} cosy;

VII) cose = cosa sinf3 siny — cos 3 cos p.

Ebenso erhilt man aus den beiden andern Gleichungen
VI) die Ausdriicke fiir cosf und cosy selbstiindig hergeleitet.
3. Um den Cosinus-Satz fiir die Seiten zu gewinnen,
kann man von der Gleichung VIT) aus zam Polardreieck iibergehen.
Will man ihn selbstéindig aus den urspriinglichen Gleich-
ungen herleiten, so kann man folgendermassen verfahren.

Nach Gleichung IIT) ist

cosfBcosy — cosy — cosf
BC= Rz = | cosacosy +1 — cos
cosa cosfp —cosee -+ 1

Multipliziert man nun die erste Kolonne der Determi-
nante R mit cosa und addiert sie zu vorstehender Determinante,
so erhilt man (Einl. Satz 4,1):

’cosa—}-cosﬂ cosy — cosy — cosf
BC + R cosa = 0 +1 — cosa
0 —cosa +1

= A (1 — cos?a) = 4 sin’a.
Nun ist aber nach den Gleichungen unter III)
BC = R cotgb . cotge

und nach IV) g
= i 3

daher wird

IR Vo LR
oder I [cotgh cotge + cose] VR . cotga . sin’a;

R [cosb cosc + sinb sinc . cose] = VR cotg a sin®« sinb . sine.
Nach den Gleichungen V) ist aber

folglich sinb.sinc.sin*e = YR .sina;
R (cosh cosc + sinb . sinc. cosa) = R . cotga . sina;

d. 1. nach Division durch R:

VIII) cosa =_£:osb cosc + sinb . sinc . cosa.
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4. Um die Seiten aus den Winkeln zu berechnen,

bemerke man, dass sin® Bl B pan, ist.
2 2
Nun ist nach VI) cosa = ————— folglich ist
sin 3 siny

sin? = — b [1 L ]
T sin B sin y
oder mit Benutzung des Wertes von 4,

.ol [smﬂ siny — (cos @ + cos f3 cos y):l

sin? — =
sinf . siny

e

da nun allgemein sinpfsiny=cospBcosy — cos (B + y) ist,
so folgt:

FrR, 1 [cosﬁcosy— cos(ﬁ+y)—cosa——cosﬁcosy:|
sin f3 sin p 3

2
—[eose+cos(B+7)]

sin f§ sin p

ﬂ+;t°_°.cosﬁ_+g—a

3 sin 8 . siny .

l\:>|>—ﬂ o

== O ON

d. i. mit bekannter Bezeichnung

IX) - % =’l/ — 08 0. o8 (6 — )

sinf.siny

Ebenso ist
cos® o = —(1 + cosa)

2
1 ( A 5
e 14 sinﬂsiny)’
indem man genau wie oben verfihrt, erhilt man
X) el =V COMD 3 BRooBfl = ¥) wuit
2 sin . siny

5. Zur Herleitung der Gaussschen Formeln be-
nutzen wir den unter 1. gewonnenen Sinussatz. Aus ihm folgt

sina + sinb sin e + sin f
sin ¢ sin p
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o . a+b % a—b ; a+ﬂ-coa—ﬁ
sin— .os 5 sin —— s

sin ;— cos % sin g— - cos —72}

Setzt man jetzt

a-+b . a+p a—ﬁ
2 2 2

P » PR

o g & /4

i sin 5 sin 5 cos 9
a—>b

COS
XT) B R

c
COS —

2
Nun ist fiir ein gleichschenkliges Dreieck nach dem Sinus-
satz, wenn man die Hohe CD fillt:

sin

sing  sin90° 1 4 b
b sing  sinZ  sind o ~
< i 14
Setzt man daher in der obigen Gleich- 2
ung, um zum gleichschenkligen Dreieck B “
iiberzugehen, a = b, so wird
. a+f
; sin —
sina _ :
L1 BBy G009
sin sin 5+ cos 5
da @ — =0 ist. Es muss also nach XII)
sin = -2l- p 1
7 i ;
Gl e L b 1
sing -cos g sing
d i
&
€08 5
. a+f
: gl
sein.
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Setzt man diesen Wert von A in die Gleichungen XI) ein,
so erhilt man direkt

1 o ? cos e & §
sin — i 08 —5
s i it
. sin sin 5
und
a—b . a+f
c0s — = sin — =
¢ 74
cos & cos 5
Durch Subtraktion erhiilt man aus dem Sinussatze
sina —sinb  sine — sinf
sin ¢ o sin y
oder
a+b . a—0» e R e
cos —5— - sin 9 cos —— sin 2
A A 8 T ST
sin - cos 5 sin 5 cos
Setzt man
Sina——b a+ﬂ..a—ﬁ
B cos — sin —
b A p # ’
) sin 8in 5 cos o
so 1st
cos 2 7.
2 1
XTII) ._c;s_—c.—_ -
2

Gehen wir nun zum ebenen Dreieck iiber, indem wir die
Seiten unendlich klein im Verhiiltnis zum Radius der Kugel
nehmen, so gehen die Sinus in die Bogen d.h.die Seiten fiber.
Aus der ersten der beiden letzten Gleichungen wird dann

c4p_. a—p

a——b COS?Sm—2——

; -l 5
sin ¥ cos -~

2 2

nun ist fiir ein ebenes Dreieck
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. e—B
a—>b o 7
= H
c cos%
daher muss
a+p . a—p .a—p
lcos g~ sin— _sm 3
L Ao o LA
S sin g - cos 5 cos
sinl
2
e
: cosu+ﬁ
sein. 2

Setzen wir diesen Wert fiir 4 in die Formeln XIII), so
erhalten wir die beiden andern Gaussschen Gleichungen:

PP e b SO S

2 n g
S b 4

e Ce
sin 2 CcOS 2

CcOoSs ﬁ—i CoS d + ﬂ
Bl 5]
c % 1
coSs —2- Sin 2

Derselbe Schluss konnte auch zur Gewinnung der beiden
ersten Gaussschen Formeln angewandt werden.

Es ist bekannt, wie man durch Division aus den Gauss-
schen Formeln leicht die Nepersche Analogien herleitet.

S.DICKSTEIN

v
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Berichtigungen.

Seite 13, Beispiel. Der erste Faktor der dritten Gleichung muss 4 statt 2

heissen; ebenda Zeile 20 v. 0. muss 2,4 statt 2,2 stehen.
21. In der 2. Gleichung der Aufgabe 3 muss 0 statt 6 stehen.
22 Zeile 9 v. u. muss + 2bx statt — 2bx stehen.

27. In der Determinante muss % und ;

31. In der Determinante muss — 24 statt 2.4 stehen.
48 Zeile 4 v.o0. In der Gleichung muss 2(bd—ae)y statt 2(bd—ae)

x statt % und %x stehen.

stehen.

58 ,, 156 v.o. In der Gleichung muss b (mx + y)* statt b (ma + y)
stehen.

64 ,, 2 v.u In der Gleichung muss (a+ 1a)) statt (a 4 1a) stehen.

7 ,, 17 v.o. In der Gleichung muss 7'*z? statt 7%z stehen.
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