IV.

Bemerkungen
zu einer Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

[Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 50, S.268—271 (1855)].

In einem der friiheren Hefte des ,Philosophical Magazine¥ fiir
1854 hat G. Boole eine von A. Cayley gegebene Auflosung einer
Wahrscheinlichkeitsaufgabe angegriffen. Wiewohl nicht zu zweifeln ist,
daB der in diesem Angriff enthaltene Irrtum auch von anderen schon
erkannt sei, so kommen doch die folgenden Bemerkungen denen,
welche sich fiir diese schone Theorie interessieren, vielleicht nicht
unerwiinscht.

Die Aufgabe lautet: Gegeben ist die Wahrscheinlichkeit e,
daf eine Ursache A (welche ein gewisses Ereignis hervorbringen
kann) zur Wirkung kommt, und die Wahrscheinlichkeit p, daB,
wenn A wirkt, das Ereignis eintritt; ebenso die Wahrscheinlich-

" keit B, daB eine Ursache B zur Wirkung gelangt, und die

Wahrscheinlichkeit g, daf, wenn B wirkt, das Ereignis eintritt:

gesucht wird die Wahrscheinlichkeit » des Ereignisses, unter

der Annahme, dafl dasselbe von keiner anderen Ursache als
von 4 und B hervorgebracht werden kann.

Cayley loset die Aufgabe ‘auf folgende Weise: Es sei 1 die
Wahrscheinlichkeit, dall, wenn A4 wirkt, das Ereignis auch durch 4
hervorgebracht wird; w die Wahrscheinlichkeit, daB, wenn B wirkt,
das Ereignis auch durch B hervorgebracht wird; dann ist

P=24+Q1—Nup g=p+(1—pie
Hieraus werden 1, u bestimmt; und die gesuchte Wahrscheinlich-
keit ist
U= Ao+ upf — Apap.

Nachdem nun Boole diese Auflosung bei mehreren Speziali-

sierungen als richtig bewidhrt fand, sucht er nachzuweisen, dall sie
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in dem Falle p = 1, ¢ = 0 zu einem falschen Resultat fithre. Er
sagt: Es ist einleuchtend, daf die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
in diesem Falle = « sein mufl. Denn wenn die Ursache 4 das
Ereignis stets hervorbringt, die Ursache B niemals, und das Ein-
treten des Ereignisses keiner anderen Ursache zugeschrieben werden
kann, so mulB die Wahrscheinlichkeit des ,Ereignisses gleich der des
Eintretens der Ursache A sein“. Da sich gegen diesen Satz natiirlich
nichts einwenden ldft, und nun dié Auflosung, wie sie Cayley dar-
stellt, in diesem Falle entweder  — 1 oder u = «(1 — ) gibt, so
schlieft Boole, dal die ganze Auflosung fehlerhaft sein miisse, und
gibt die Endformel seiner eigenen Auflosung, mit Hinzufiigung be-
sonderer Beschrinkungen, aus denen sich allerdings fiir diesen Fall
das gewiinschte Resultat w = & ableiten 1a0t.

Man sieht indessen durchaus nicht, wo Cayley einen Fehler
gemacht hitte; und in der Tat ist seine Auflésung auch (bis auf
gewisse Beschrinkungen, durch welche sie erst eindeutig gemacht
werden mufl) streng richtig, selbst in dem eben angefiihrten Falle;
denn man findet leicht, daB o« (1 — B) mit « iibereinstimmt, indem o
nichts anderes als Null sein kann. Wire nidmlich die Moglichkeit
des Eintretens der Ursache A offen gelassen, d. h. wire o nicht Null
so kionnte auch unmoglich die Wahrscheinlichkeit ¢ des Ereignisses
(unter der Annahme des Eintretens der Ursache B) ginzlich ver-
schwinden, mag p noch so klein, nur nicht Null sein (in diesem Falle
war aber p — 1 angenommen). Die gestellte Aufgabe ist daher
widersinnig, wenn ¢ — 0, « und p dagegen beide von Null ver-
schieden angenommen werden. Dies ergibt sich auch durch einen
Blick auf die Gleichungen'von Cayley. Wenn man némlich be-
achtet, dall u, (1 —u), 4, @, der Natur ihrer Bedeutung nach,
nicht negativ sein konnen, so folgt aus der einen Gleichung ¢ = 0,
sowohl g = 0, als auch A¢ — 0, und die andere Gleichung geht
in p = A iiber. Ist nun p von Null verschieden (es ist nicht ndtig,
dal p gerade == 1 sei), so mull auch o = 0 sein; und die gesuchte
Wahrscheinlichkeit # mufl stets = 0 sein, mag ¢ oder p, oder mogen
beide = 0 sein; wie man es nicht anders erwarten darf.

Wenn nun aber dieser Vorwurf auch die obige Auflosung nicht
trifft, so ist sie doch wenigstens noch unvollstindig zu nennen, da
die Bedingungen nicht angegeben sind, unter welchen die Aufgabe
wirklich einen reellen Sinn hat, und da ferner zu entscheiden iibrig
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bleibt, welchen der beiden Werte von u, die den obigen Gleichungen
geniigen, man zu wéhlen habe. Dies soll hier geschehen.

Man verfihrt mit der meisten Symmetrie, wenn man u aus den
Gleichungen fiir ¢ und %, und ebenso i aus den Gleichungen fiir
p und % eliminiert. Dies gibt

(1) u—Bg=(1—pB)le, u—ap=(1—a)pp,
und wenn man diese Werte von Ae, uf in die Gleichung fir u

substituiert, so erhdlt man eine quadratische Gleichung, durch deren
Auflosung sich

) u=j3(1—ap+ap+pg—o)
ergibt, worin ¢ die noch zweideutige Quadratwurzel aus

eo=(1—afp+tap+pgf—4(1—pap
—4(1—o)fg—4ap-Bq

ist. Damit aber die Aufgabe losbar sei, ist notig: zuerst, dab g
reell, und weiter, daf u (als eine Wahrscheinlichkeit) ein positiver
echter Bruch sei. Aber auch dies ist noch nicht geniigend; und
darin liegt eigentlich das Hauptinteresse der ganzen Aufgabe. Sie
wiirde immer noch ohne Sinn bleiben, wenn die Hilfswahrscheinlich-
keiten 4, w nicht ebenfalls zwischen den Grenzen O und 1 enthalten
wiren, und es ist klar, dal mit diesen letzten Bedingungen auch
zugleich die ersten erfiillt werden miissen. Es kommt daher nur
darauf an, die Bedingungen aufzustellen, welche ausdriicken, daf 2, w
nicht aulerhalb der genannten Grenzen liegen. Dies ist leicht, da
man die Werte 4, u aus den Gleichungen (1) erhdlt, wenn man in
ihnen fiir % den in (2) gefundenen Ausdruck substituiert. Bei dieser
Untersuchung kommt man auf die folgenden Gleichungen:

e =(1—2a+aftap—F9°+4e(l—a)(l—p(1—0p)
=(1—28+afp—ap+ g +48(1—HA—a)(1—g)
=(1—ap+ap—pgf—4a(l—p)(p—pq)
=(l—ef—ap+pgf—4p(1—a)(¢—ap)

Aus den beiden ersten Formen fiir 9o geht hervor, dall es keiner
besonderen Bedingung fiir die Realitit von ¢ bedarf. Setzt man aber
die Formen in Verbindung mit den Forderungen fiir i, u, so ergibt
sich, dal in dem Ausdrucke (2) fiir u stets die positive Quadrat-
wurzel fiir ¢ genommen werden muB. Vergleicht man endlich die
beiden letzten Formen fiir ¢ o mit den Forderungen fiir A und g, so



erhdlt man, als die einzigen notwendig erforderlichen, aber auch
vollstindig geniigenden Bedingungen, daf die beiden Differenzen

3) p—pg und ¢—ap
nicht negativ sein diirfen.

Wenn man also, um ein Beispiel zu der Aufgabe zu geben, fir
o, B, p, ¢ vier beliebige Zahlen innerhalb der Grenzen O und 1 an-
genommen hat, so mufll man erst untersuchen, ob sie den beiden
Bedingungen in (3) Geniige leisten. Beildufig bemerkt, kann man bei
einer solchen willkiirlichen Wahl ebensooft ein widersinniges Beispiel
wie ein passendes treffen; denn der Wert des vierfachen Integrals
j.“.j'dadﬂ dpdgq ist — 1, wenn man dié,Integra.tionen iber alle
Werte der Verinderlichen zwischen 0 und 1 ausdehnt; dagegen — 1,
wenn man diejenigen Werte ausschlielit, welche den Bedingungen (3)
nicht Geniige leisten. . Man kann sich hiervon auch leicht durch
geometrische Betrachtungen iiberzeugen.

In dem von Boole untersuchten Falle ¢ — 0 reduzieren sich
die’ Bedingungen (3) auf «p = 0; dann wird ¢ = 1 —af, und
folglich % = 0, ganz in Ubereinstimmung mit den obigen Resultaten.
Auch der Fall « = 0 ist von Interesse. Damn ist ¢ — 1 — f¢, und
folglich # = Bgq offenbar das richtige Resultat. Hierbei ist natiirlich
% von g unabhiingig, und dennoch bleibt die Bedingung p — fg = 0
in voller Kraft, und obgleich zur Bestimmung von % auf den Wert
von p gar kein Gewicht fallt, so wire es doch widersinnig, die
Wahrscheinlichkeit p des Ereignisses unter der Annahme, daf8 die
Ursache 4 zur Wirkung gelangt, kleiner als die Wahrscheinlichkeit S¢
anzunehmen, wenn auch diese Annahme durch die Bestimmung « — 0
faktisch verboten ist. Und mit dieser Bemerkung, die, wie ich
glaube, dazu geeignet ist, auf die Eigentiimlichkeit dieser Art von
Aufgaben ein frappantes Licht zu werfen, will ich meine Betrachtungen
abbrechen.

Gottingen, 22. Juli 1854.
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