XTI

Uber die Anzahl
der Ideal-Klassen in den verschiedenen Ordnungen
eines endlichen Korpers.

[Festschrift der Technischen Hochschule in Braunschweig zur Sikularfeier des
Geburtstages von C. F: Gaufl, Braunschweig 1877, S.1—55.]

Die erhabenen Schopfungen von Carl Friedrich Gaufll haben
die Bewunderung der Mathematiker dieses Jahrhunderts vor allem
deshalb erregt, weil sie in fast beispielloser Weise die Wissenschaft
mit einer aulerordentlichen Fiille ganz neuer Gedanken befruchtet und
vorher ginzlich unbekannte Felder zum ersten Male der Forschung
erschlossen haben. Im hochsten Mafle gilt dies von Gauf’ Ent-
deckungen im Gebiete der hoheren Arithmetik, die ihn nach seinem
eigenen Ausspruche das ganze Leben hindurch vor allen anderen
Teilen der Mathematik gefesselt hat. Mit der Theorie der Kreis-
teilung ist von ihm nicht bloB der Grund zu einem neuen Teile der
Mathematik gelegt, welcher von der algebraischen Verwandtschaft
der Zahlen handelt, sondern sie hat auch das erste und bis jetat
noch immer fruchtbarste Beispiel des innigen Zusammenhangs zwi-
schen der hoheren Algebra und der Zahlentheorie geliefert, welche
bis dahin zwei vollstéiindig getrennte Gebiete gebildet hatten. In der
nichsten Beziehung zu dieser Erweiterung der Grenzen der Wissen-
schaft steht der kithne Gedanke, den Begriff der ganzen Zahl durch
die Einfithrung der ganzen komplexen Zahlen von seiner bisherigen
Beschriankung zu befreien, wodurch Gaufl abermals der arithmetischen
Forschung ein heute noch unermefliches Feld erdffnet hat. Aber es
ist nicht blob dieser wunderbare Reichtum an neuen Gedanken und
groflen Entdeckungen, durch welchen Gaul sein Wirken auf allen
von ihm beschrittenen Gebieten der Wissenschaft fiir alle Zeiten be-
zeichnet hat, sondern es steht diesem vollstéindig ebenbiirtig die Tiefe
der Methoden gegeniiber, durch welche er die grofiten Schwierig-
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keiten iiberwunden und die verborgensten Wahrheiten, die mysteria
numerorum, in das hellste Licht gesetzt hat. Es geniigte seinem
stets auf das Grofle und auf die zukiinftige Entwicklung der Wissen-
schaft blickenden Geiste nicht, einen Beweis gefunden und damit die
Wahrheit auller Zweifel gesetzt zu haben, sondern er kehrte, wie er
selbst so eindringlich beschreibt, unablissig zu den schon iiber-
wundenen Schwierigkeiten zuriick, in der Hoffnung, durch erneute
Anstrengungen neue Waffen zu gewinnen, welche eine iiber das un-
mittelbar vorliegende Ziel weit hinausreichende Tragweite besdGen.
Und so ist es gekommen, dal dieselben von Gaul erdachten Me-
thoden unmittelbar oder mit geringen Modifikationen auch bei der
Behandlung von #hnlichen, aber allgemeineren Problemen sich als
vollstindig ausreichend erweisen. Diese schon oft als ein besonders
charakteristisches Kennzeichen der Gedankentiefe von Gauf hervor-
gehobene Erscheinung an einem neuen Beispiel zu bestiitigen, ist der
Zweck der gegenwirtigen Abhandlung, welche dem Andenken des
grolen Mathematikers gewidmet ist.

Die Theorie der biniren quadratischen Formen, zu deren Ent-
stehung einige Satze von Fermat die Veranlassung gegeben haben
verdankt ihre Begriindung den hervorragenden Arbeiten von Euler
und Lagrange, aber sie ist erst von Gaull durch die in der fiinften
Sektion der Disquisitiones Arithmeticae niedergelegten Untersuchungen
zu einem, wissenschaftlichen Ganzen gestaltet, und namentlich hat sie
durch die daselbst zum ersten Male behandelte Lehre von der
Komposition der Formen die hochste Bereicherung erhalten. Unter
- den Anwendungen, welche Gaull von dieser neuen Theorie gemacht
hat, ist eine der bemerkenswertesten die Bestimmung des Verh#lt-
nisses der Klassen-Anzahlen der Formen, welche zu zwei verschie-
denen Ordnungen derselben Determinante D gehoren; bezeichnet
man mit A(D) die Klassen-Anzahl fiir diejenige Ordnung der De-
terminante D, welche nur primitive Formen (und zwar entweder nur
die eigentlichen oder nur die uneigentlichen) enthélt, so kommt diese
Aufgabe darauf hinaus, fiir zwei gegebene, in quadratischem Ver-
héltnis stehende Determinanten D und D' das Verhiltnis A(D):h(D')
zu ermitteln. Die aus der Theorie der Komposition der Formen ge-
schopfte Beantwortung dieser Frage ist im Art. 256, V. und VI. ent-
halten, und sie ist fiir den Fall negativer Determinanten eine so
vollstindige, dall der Wert des Verhiltnisses % (D):A(D’) unmittelbar
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aus den Werten von D und D' entnommen werden kann; nicht ebenso
vollstéindig durchgefiihrt ist der Fall positiver Determinanten, iiber
welchen Gaul folgendes sagt: ,Pro casu tertio autem, ubi D est
numerus positivus non quadratus, regulam generalem pro com-
paranda multitudine formarum pr. primitivarum in V, V', V" etc.
cum multitudine classium diversarum inde resultantium hucusque
non habemus. Id quidem asserere possumus, hanc vel illi aequalem
vel ipsius partem aliqguotam esse; quin etiam nexum singularem
inter quotientem horum numerorum et valores minimos ipsorum t,
u aequationt tt — Duw — A A satisfacientes deteximus, quem hic
explicare nimis prolizum foret; an wero possibile sit, illum gquo-
tientem in ommnibus casibus ex sola inspectione numerorum D, A
cognoscere (ut in casibus praecc.), de hac re mihil certs pronunciare
possumus.“ ‘

Das umfassendere und noch viel schwierigere Problem, die Klassen-
Anzahl A (D) selbst, d. h. die Abhéingigkeit dieser Anzahl von der
Determinante D zu bestimmen, ist schon wihrend des Druckes der
fiinften Sektion der Disquisitiones Arithmeticae, wie aus Art. 306, X.
hervorgeht, ein Gegenstand des hochsten Interesses fiir Gaull gewesen,
und es ist ihm in der Tat bald darauf gelungen, die vollstindige
Losung desselben zu finden, was er noch am Schlusse des grofen
Werkes mit folgenden Worten ankiindigen konnte: ,Quaestionem
hic propositam plene solvere muper successit, quam disquisitionem
plures partes tum Arithmeticae sublimioris tum Analyseos mirifice
sllustrantem in continuatione hujus operis trademus quam primum
licebit.“ Allein die hier in Aussicht gestellte Veroffentlichung dieser
Untersuchung ist zu Gaull’ Lebzeiten nicht erfolgt; der hierauf be-
ziigliche Teil seines Nachlasses, welchen ich in dem 1863 erschienenen
zweiten Bande seiner gesammelten Werke herausgegeben habe, ent-
héalt namentlich zwei Fragmente, die aus den Jahren 1834 und 1837
stammen und den gemeinsamen Titel fithren: ,De nexu inter multi-
tudinem classium, in quas formae binariae secundi gradus distri-
buuntur, earumque determinantem.“ Obgleich jedes dieser Fragmente
nach wenigen Seiten abbricht, so reicht ihr Inhalt doch aus, um den
Weg vollstindig iiberblicken zu lassen, auf welchem Gaufl zu dem
erstrebten Ziele gelangt ist.

Im Jahre 1839, also 38 Jahre nach dem Erscheinen der Dis-
quisitiones Arithmeticae, trat Peter Gustav Lejeune Dirichlet,
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der nach Gaull’ eigenem Zeugnis zuerst von allen Mathematikern
dieses Werk vollstindig begriffen und die darin enthaltenen Unter-
suchungen selbstindig weitergefiihrt hat, mit einer vollstindigen und
hochst eigentiimlichen Losung des Problems der Klassen-Anzahl her-
vor*). Ohne hier, was zu weit fiithren wiirde, auf eine ndhere Ver-
gleichung der Methode von Dirichlet mit derjenigen von Gaufl
einzugehen, bemerke ich nur, dal von beiden fiir die Klassen-Anzahl
ein Ausdruck durch eine unendliche Reihe gewonnen wird, welche
sich mit Hilfe gewisser, der Kreisteilung angehorender Sitze von
Gaull summieren, also in geschlossener Form darstellen 1aBt. Aber
es ist von Wichtigkeit, dall es schon vor Ausfithrung dieser Summa-
tion gelingt, aus dem erhaltenen Ausdruck den Wert des oben be-
sprochenen Verhiltnisses h(D): h(D') abzuleiten. Auf diese Weise**)
ist Dirichlet fiir den Fall negativer Determinanten zu demselben
Resultat gelangt wie Gaull, und er hat auflerdem fiir den Fall
positiver Determinanten zum ersten Male das Gesetz vollstindig aus-
gesprochen, nach welchem das gesuchte Verhéltnis von den kleinsten
Losungen der unbertimmten Gleichungen ¢¢ — Duu=1,¢t —D'v'u'=1
abhéingt. Aus der oben angefiihrten, auf diesen Fall beziiglichen
Stelle der Disquisitiones Arithmeticae geht aber wohl mit GewiBheit
hervor, dal Gaul ebenfalls dieses Gesetz schon vollstindig gekannt
hat, welches zwar einfach, aber doch keineswegs so einfach ist, daB
man ex- sola inspectione numerorum D, D' den Wert des gesuchten
Verhiltnisses erkennen konnte; auch habe ich gezeigt***), daf man
wirklich auf dem von Gaulf} eingeschlagenen Wege, d. h. durch die
Komposition der Formen, mit wenigen Schritten zu diesem, zuerst von
Dirichlet ausgesprochenen Gesetz gelangen kann.

Beide Methoden, das Verhéltnis der Klassen-Anzahlen zu be-
stimmen, sowohl die von Gaull, welche auf die Komposition
der Formen gegriindet ist, als auch diejenige von Dirichlet,
zeichnen sich nun dadurch aus, daf sie auf #hnliche Probleme
von sehr allgemeinem Charakter mit demselben Erfolg anwendbar

*) Recherches sur diverses applications de I'analyse infinitésimale & la théorie
des nombres (Crelles Journal, Bd. 19, 21).
*¥) Ebenda, Bd. 21, § 8.
*¥%) Vorlesungen iiber Zahlentheorie von P. G. Lejeune Dirichlet. Zweite
Auflage. 1871. §. 150, 151. — Ich werde dieses Werk in der Folge kurz
mit D. zitieren.



— 109 —

sind*). Die bindren quadratischen Formen, von welchen bisher aus-
schlieflich gesprochen ist, bilden ndmlich nur einen &duBerst speziellen
Fall der sogenannten zerlegbaren Formen, d. h. der homogenen Funk-
tionen von beliebig hohem Grade » mit n Variabelen, welche rationale
Koeffizienten haben und in 7 lineare Faktoren mit algebraischen
Koeffizienten zerlegbar sind. Das Verdienst, diese Formen zuerst
betrachtet und eine charakteristische Fundamental-Eigenschaft der-
seiben erkannt zm haben, gebiihrt Lagrange™*), und eine weitere
Verfolgung seines Gedankens hitte leicht schon friiher zu der Theorie
der Komposition der Formen fiihren konnen. Erst viel spiter hat
sich Dirichlet eingehend mit diesem Gegenstand beschiftigt; leider
ist von seinen tiefen Untersuchungen — abgesehen von der ebenfalls
hierhergehorigen, aber speziellen Theorie der quadratischen Formen
mit komplexen Koeffizienten und Variabelen ***¥) — nur eine einzige
veroffentlicht, welche die Theorie der Transformation dieser Formen
in. gich selbst, oder, anders ausgedriickt, die Theorie der Einheiten
in dem entsprechenden Gebiete algebraischer Zahlen behandelt.
Der in #uBerst kurzen Umrissen von Dirichlet mitgeteilte Beweis **¥*)
fiir die Existenz und fiir die allgemeine Form aller dieser Einheiten,
welcher ihm erst nach grofen und anhaltenden Anstrengungen ge-
lungen ist, mufl zu seinen bedeutendsten Leistungen gezihlt werden,
da derselbe ein unerlidfliches Fundament fiir die ganze Theorie bildet;
und Dirichlet selbst, der seinen eigenen Schopfungen gegeniiber
sich immer ein ganz unbefangenes Urteil bewahrte, legte auf dies
Resultat einen ebenso hohen Wert, wie auf die Prinzipien, welche
ihn zu dem Beweise des ‘Satzes iiber die arithmetische Progression
und zur Bestimmung der Klassen-Anzahl der bindren quadratischen
Formen gefiihrt haben. Dirichlet hat auch die Klassen-Anzahl fiir
solche zerleghare Formen bestimmt, welche aus der Theorie der

*) Ob dasselbe auch von der scharfsinnigen Methode gilt, welche R. Lipschitz
zur Liosung derselben Aufgabe angewandt hat (Crelles Journal, Bd. 53), wage ich
fiir jetzt nicht zu beurteilen; doch spricht dafiir der Erfolg, mit welchem er diese
Methode auf ein hgheres Problem iibertragen hat (Crelles Journal, Bd. 54).

*¥) Sur la solution des problémes indéterminés du second degré. § VI. Mém.
de I'Ac. de Berlin. T. XXIII, 1769. — Klémens d’Algébre par L. Euler; Addi-
tions § IX.

#¥%) Crelles Journal, Bd. 24.
*##¥) Monatsberichte der Berliner Akademie vom Oktober 1841, April 1842,
Mirz 1846. — Comptes rendus der Pariser Akademie 1840, T. X, S. 286.
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Kreisteilung entspringen, aber hiervon ist nichts verdffentlicht *).
Es folgte zundchst im Jahre 1844 eine wertvolle Untersuchung von
Eisenstein™*) iiber gewisse kubische Formen, welche aus der Kreis-
teilung entspringen; doch scheint dieselbe wegen ihres sehr speziellen
Charakters keinen bedeutenden Einfluf auf die Entwicklung der
allgemeinen Theorie ausgeiibt zu haben. Den grofiten und folgen-
reichsten Schritt aber hat Kummer***) im Jahre 1847 durch die
Einfithrung der idealen Zahlen getan; denn wenn auch seine Unter-
suchungen ebenfalls sich zundchst nur auf die Kreisteilung und einige
derselben nahestehende Gebiete beziehen, so sind doch die ihnen zu-
grunde liegenden Gedanken von viel allgemeinerer Bedeutung. Der
aullerordentliche, von Kummer erreichte Erfolg hat mich schon seit
dem Jahre 1856 angetrieben, meine Krifte hauptsichlich diesem
Gegenstand zu widmen, und es ist mir endlich gelungen, eine all-
gemeine, ausnahmslose Theorie der ganzen algebraischen Zahlen auf-
zustellen, deren Grundlagen ich in dem zehnten Supplement der
zweiten Auflage von Dirichtlets Vorlesungen iiber Zahlentheorie
verdffentlicht habe ****). Mit Hilfe dieser Prinzipien, welche ich hier
als bekannt voraussetzen muf, 146t sich nun das auf die zerlegbaren
Formen von beliebigem Grade oder auf die entsprechenden Ideal-
Klassen iibertragene Problem, das Verhiltnis der Klassen- Anzahlen
fiir verschiedene Ordnungen zu bestimmen, sowohl nach der Methode
von Gaull, als auch nach derjenigen von Dirichlet vollstindig
losen, und hierin besteht das Ziel der vorliegenden Abhandlung.

§ 1.
Theorie der ganzen Zahlen eines endlichen Korpers.

Obwohl diese Theorie, deren Mittelpunkt die Lehre von der
Multiplikation der Ideale und von der Komposition der Ideal-Klassen
bildet, hier als bekannt vorausgesetzt werden mull, so wird es doch

*) Vgl. Kummer, Gedéichtnisrede auf G. P. Lejeune Dirichlet, 1860,
S. 21—22.
*¥) Crelles Journal, Bd. 28.
##¥) Ebenda, Bd. 35.

*#%%¥) Kine etwas ausfiihrlichere Darstellung eines Teiles dieser Theorie erscheint
gegenwirtig unter dem Titel Sur la théorie des mombres entiers algébriques in
dem Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques von Darboux und
Hoiiel, — Ich werde diese Abhandlung mit B. zitieren. [Vgl. Bd. 3 dieser Ausgabe.]
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zweckmabig sein, die wichtigsten ihr zugrunde liegenden Begriffe hier
moglichst kurz in Erinnerung zu bringen, schon um den Ankniipfungs-
punkt der jetzigen Abhandlung an meine fritheren Untersuchungen
deutlicher hervorheben zu kénnen.

Ist 6 eine algebraische Zahl, und zwar eine Wurzel einer irre-
duktiblen Gleichung

f@)=60"+a,0"1+4...4+a, ,0+4+a, =0
vom nten Grade, deren Koeffizienten a,, a,---a,_,,a, rationale
Zahlen sind, und betrachtet man die sdmtlichen Zahlen von der Form
0o=¢0) =z,+ 2,04 2,0° 4 --- + 2, _, 0",
WO Xy, &;, Ty -+ Ty, willkiirliche rationale Zahlen bedeuten, so
besitzt der Imbegriff £ aller dieser Zahlen w die charakteristische
Eigenschaft eines Korpers (D. § 159), welche darin besteht, dal die
Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten von je zwei solchen
Zahlen o ebenfalls in & enthalten sind; ein Korper £, dessen Zahlen
auf .die angegebene Art aus einer Wurzel 6 einer irreduktiblen
Gleichung nmten Grades gebildet sind, heifit speziell ein endlicher
Korper vom Grade n. Hat man n Zahlen
0 = ¢,(0), @, = 9y(0) - 0 = ()
nach Belieben, nur mit der einzigen Beschriinkung aus £ ausgewihlt,
dafl die aus den n? rationalen Koeffizienten x gebildete Determinante
einen von O verschiedenen Wert besitzt, so lalt sich jede beliebige
Zahl o des Korpers £ stets und nur auf eine einzige Weise in
der Form 0 = ho, +ho,+ -+ h,o,
darstellen, wo A, kg --- h, vationale Zahlen bedeuten. Ein solches
System von n Zahlen w,, @, - -+ @, heilit eine Basis des Korpers £,
und die 7 rationalen Zahlen h,, h, ---h, heillen die Koordinaten
der Zahl @ in bezug auf diese Basis. Offenbar bilden die Zahlen
1, 6, 62 ... 0»—1 selbst eine solche Basis.

Ist 6’ ebenfails eine Wurzel derselben irreduktiblen Gleichung
f(0') = 0, so entspricht jeder bestimmten Zahl w = ¢ (f) des
Korpers & eine bestimmte Zahl @' = ¢ ('), und der Inbegriff alier
dieser Zahlen @' bildet einen mit & konjugierten Korper &'; diese
Korrespondenz besitzt die charakteristische Eigenschaft, daB, wenn
o, B zwei beliebige Zahlen des Korpers £ bedeuten, stets

’

@+ )= o+ p, (¢e—B) = o'— f, (@)= B, (%) 0 %
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ist; die Substitution, durch welche jede Zahl @ = ¢ () des Korpers &
in die korrespondierende oder konjugierte Zahl o' = ¢ (') des
Korpers &' iibergeht, heille eine Permutation des Kérpers £. Sind
0',0"---0® die siimtlichen Wurzeln der obigen irreduktiblen Gleichung,
80 entspricht einer jeden von ihnen, 6@, eine Permutation P® des
Korpers &, durch welche jede in ihm enthaltene Zahl @ = ¢ (6)
in die konjugierte Zahl @@ — ¢ (0™) des Korpers L@ iibergeht.
Die » mit @ konjugierten Zahlen ', @"--- @™ sind dann immer die
Wurzeln einer Gleichung nmten Grades mit rationalen Koeffizienten,
welche aber nicht notwendig irreduktibel ist. Das Produkt o'w"”:-- @™
aus diesen 7 Zahlen ist eine rationale Zahl, welche die Norm der
Zahl @ heifft und mit N (@) bezeichnet wird; sie verschwindet nur
dann, wenn @ = 0 ist, und die Norm eines Produkts ist das Produkt
aus den Normen der Faktoren. Sind ferner o, o, --- e, beliebige
Zahlen des Korpers, so ist das Quadrat der Determinante

St o
welche aus den #* konjugierten Zahlen «() gebildet ist, ebenfalls eine
rationale Zahl, welche die Diskriminante des Systems «,, ot -+ &
heift und mit 4 (e, o, - - @) bezeichnet wird; dieselbe ist stets und
nur dann von O verschieden, wenn die Zahlen o, ¢y - - - &, eine Basis
des Korpers & bilden; dies ergibt sich leicht aus dem hekannten

Satze 4(1, 0, 62... r—1) = (— 1) =0 N[f(6)],

wo f'(#) die Derivierte der Funktion f(f) bedeutet.

Alle algebraischen Zahlen, deren Gesamtheit ebenfalls einen
Kérper, aber keinen endlichen Korper bildet, zerfallen nun in ganze
und in gebrochene Zahlen; eine algebraische Zahl % heilit eine ganze
Zahl, wenn sie die Wurzel einer Gleichung von der Form

N e ettt Cu 1t =0
ist, Wo €, ¢y +++ €1, €y ganze Zahlen im alten Sinne des Wortes
bedeuten, die von nun an immer rationale ganze Zahlen genannt
werden sollen. Aus dieser Definition, welche wohl die hochste Ver-
allgemeinerung des urspriinglich so beschrinkten Begriffes der ganzen
Zahl enthalt, folgt unmittelbar, dal die Summen, Differenzen und
Produkte von je zwei ganzen Zahlen wieder ganze Zahlen sind, und
hieran kniipft sich wieder der Begriff der Teilbarkeit der ganzen
Zahlen: eine ganze Zahl « heilit teilbar durch eine ganze Zahl g,
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oder ein Vielfaches (Multiplum) von §, wenn & = Sy, und y wieder
eine ganze Zahl ist; zugleich heilit y ein Teiler (Divisor) von «,
oder man sagt auch, 8 gehe in « auf. Eine ganze Zahl & welche
in der Zahl 1 und folglich auch in allen ganzen Zahlen aufgeht,
heiit eine Einheit; zwei ganze Zahlen, deren jede in der anderen
aufgeht, und deren Quotient notwendig eine FEinheit ist, heilen
assoziierte Zahlen*) oder Gefdhrten.

Kehrt man mit diesen allgemeinen Begriffen zu einem endlichen
Korper & zuriick, und bezeichnet man mit o den Inbegriff aller in
& enthaltenen ganzen Zahlen, zu welchen auch alle ganzen rationalen
Zahlen gehoren, so ergibt sich ohne Schwierigkeit die Existenz einer
aus » ganzen Zahlen @,, @, --- @, bestehenden Basis des Korpers £
von der Beschaffenheit, dal die Koordinaten &,, A, --- k, einer jeden
in o enthaltenen Zahl

0 = ho + ho,+ -+ ho,
ganze rationale Zahlen sind; die Diskriminante
D = 4d(a,, o, ay,)

eines solchen Systems ®,, @, --- @,, welches auch eine Basis des
Gebietes o heiflen soll, ist eine ganze rationale, von O verschiedene
Zahl, die ich ihrer Wichtigkeit wegen die Grundzahl oder die Dis-
kriminante des Korpers &£ nenne und mit (L) bezeichne. Die
Norm einer jeden von O verschiedenen Zahi w des Gebietes o ist
eine ganze rationale, von O verschiedene Zahl, welche die folgende,
wichtige Bedeutung besitzt; nennt man zwei ganze Zahlen «, 8 kon-
gruent oder inkongruent in bezug auf den Modulus y, je nach-
dem ihre Differenz o« — g durch w teilbar oder nicht teilbar ist, so
ist die Anzahl aller in o enthaltenen, nach w inkongruenten Zahlen
=— + N (u); die Kongruenz der Zahlen «, § in bezug auf u wird
durch o = B (mod. u) bezeichnet. Eine in o enthaltene Einheit ist
dadurch charakterisiert, daf}. ihvre Norm — +1 ist.

Die wichtigste Frage ist aber die nach der Zerlegung einer in o
enthaltenen Zahl u in solche Faktoren, welche, wie im folgenden
immer stillschweigend vorausgesetzt wird, ebenfalls dem Gebiet o
angehoren. Die Divisoren einer Einheit sind siémtlich selbst Ein-
heiten; ist aber w keine Einheit, so sind zwei Fille moglich; ist p

*) Vgl. GauB, Theoria residuorum biquadraticorum II, Art. 31.
Dedekind, Gesammelte Werke, I. 8
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das Produkt aus zwei Faktoren, von denen keiner eine Einheit, und
folglich auch keiner mit w assoziiert ist, so soll w eine zerlegbare
Zahl heiflen; im entgegengesetzten Falle, d. h. wenn jeder Divisor
von u entweder ein Gefihrte von uw oder eine Einheit ist, heilit w
unzerlegbar. Aus dem Satze iiber die Norm eines Produktes folgt
nun offenbar, dall jede zerlegbare Zahl stets als Produkt aus einer
endlichen Anzahl von unzerlegbaren Faktoren darstellbar ist; wahrend
aber in der Theorie der rationalen Zahlen (d. h. im Falle n = 1)
diese Zerlegung, abgesehen von den Einheitsfaktoren + 1, eine vollig
bestimmte, einzige ist, so tritt bei Korpern hoheren Grades sehr
hiufig die merkwiirdige Erscheinung auf, da eine Zahl w als Produkt
von unzerlegbaren Faktoren auf mehrere Arten darstellbar ist, welche
in dem Sinne wesentlich verschieden sind, daf z B. ein unzerlegbarer
Faktor « der einen Darstellung g =— «fy--- mit keinem der un-
zerlegbaren Faktoren «,, f, --- der anderen Darstellung y —=o, 8, ---
assoziiert ist. Es folgt hieraus, dafl eine unzerlegbare Zahl durch-
aus nicht immer den Charakter einer eigentlichen Primzahl besitat,
welcher darin besteht, dafl ein Produkt nur dann durch eine Prim-
zahl teilbar ist, wenn diese wenigstens in einem der Faktoren auf-
geht. Diese unwillkommene Erscheinung, welche auf den ersten Blick
jeden weiteren Fortschritt auf diesem Felde zu verbieten schien, ist
aber die Quelle von einer der schonsten und fruchtbarsten Ent-
deckungen in der hoheren Arithmetik geworden: in der Tat ist
Kummer bei der Untersuchung solcher Gebiete o, welche aus der
Kreisteilung entspringen, dahin gelangt, die Gesetze der Teilbar-
keit durch Einfiihrung idealer Zahlen in volligen Einklang mit
denjenigen zu bringen, welche in der alten Theorie der rationalen
Zahlen herrschen.

Es ist das Ziel meiner langjahrigen Bemiihungen gewesen, das-
selbe Resultat fiir jeden endlichen Kérper & zu erreichen, also
diejenigen allgemeinen Gesetze der Teilbarkeit festzustellen, welche
ohne Ausnahme jedem Gebiete o von der oben beschriebenen Art
zukommen. Bei der Begriindung dieser Theorie (D. § 163) habe ich
den von Kummer eingeschlagenen Weg verlassen und statt der
idealen Zahlen einen anderen Begriff, den des Ideals, einfiihren
miissen, welcher von jeder, einem speziellen Korper & eigentiimlichen
Farbung frei ist und gerade deshalb die erforderliche Allgemeinheit
besitzt, um als Grundlage der Theorie dienen zu konnen. Zum Ver-
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stdndnis der nachfolgenden Untersuchungen ist es unerldflich, an die
Hauptsitze dieser Theorie kurz zu erinnern.

1°. Ein System m von unendlich vielen Zahlen des Gebietes o
heifit ein Ideal, wenn es die beiden folgenden Eigenschaften besitzt:

I. Die Summen und Differenzen von je zwei Zahlen des Systems m
sind ebenfalls in m enthalten. -

II. Jedes Produkt aus einer Zahl des Systems m und aus einer
Zahl des Systems o ist eine Zahl des Systems m.

Bedeutet u eine bestimmte, @ jede beliebige Zahl in o, so
kommen diese beiden Eigenschaften offenbar dem System m aller
durch yu teilbaren Zahlen yw zu; ein solches Ideal m heilt ein
Hauptideal und wird mit o(u) oder kiirzer mit ou oder wo be-
zeichnet*); es bleibt ungeéindert, wenn w durch eine mit p asso-
zilierte Zahl ersetzt wird. Ist p eine Einheit, so ist op =— o, und
umgekehrt. Da die Kongruenz zweier Zahlen «, g in bezug auf den
Modulus g darin besteht, daf die Differenz « — 8 dem Ideal ou an-
gehort, so wird man zu der folgenden allgemeineren Definition der
Kongruenz gefiihrt:

2°. Zwei Zahlen «, 8 heifen kongruent in bezug auf ein
Ideal m, und dies wird durch die Kongruenz « = f (mod. m) an-
gedeutet, wenn « — 8 eine Zahl des Ideals nt ist; im entgegen-
gesetzten Falle heilen «, § inkongruent nach m. Die immer
endliche Anzahl aller in o enthaltenen, in bezug auf m inkongruenten
Zahlen heifit die Norm des Ideals m und wird mit N (m) be-
zeichnet; die Norm eines Hauptideals op ist = + N (u); das Haupt-
ideal o ist das einzige Ideal, dessen Norm — 1 ist.

Die Teilbarkeit einer Zahl g = «f durch eine Zahl « besteht
darin, dafl alle Zahlen pw — «(fw) des Ideals ou auch in dem
Ideal oa enthalten sind; dies veranlalit zu der folgenden Definition
der Teilbarkeit der Ideale:

3°. Ein Ideal m heilit teilbar durch ein Ideal a oder ein Viel-
faches von a, wenn alle Zahlen des Ideals m auch dem Ideal a an-
gehoren; zugleich heifit a ein Teiler von m, oder man sagt auch,
a gehe in m auf.

*) Frither habe ich die weniger zweckmifiige Bezeichnung i(x) angewendet
(D. §163).

8#*
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Da hiernach die Teilbarkeit der Zahlen nur einen speziellen
Fall von der Teilbarkeit der Ideale bildet, so kommt es lediglich
darauf an, die tatsichlich einfacheren Gesetze der letzteren fest-
zustellen. Dies geschieht durch die folgenden Begriffe und Sitze:

4°, Ist das Ideal m teilbar durch das Ideal a, und letzteres
teilbar durch das Ideal b, so ist auch m teilbar durch b.

5% Sind a, b zwei beliebige Ideale, so bildet das System m
aller den Idealen a, b gemeinschaftlich angehorenden Zahlen ein
Ideal, welches das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von
a, b heifit, weil es in jedem gemeinschaftlichen Vielfachen von a, b
aufgeht.

6°. Durchléuft « alle Zahlen eines Ideals a, ebenso B alle
Zahlen eines Ideals b, so bildet das System b aller in der Form
o + B darstellbaren Zahlen ein Ideal, welches der grofte gemein-
schaftliche Teiler von a, b heillt, weil jeder gemeinschaftliche
Teiler von a, b in dem Ideal d aufgeht.

7% Zwei Ideale, deren grofiter gemeinschaftlicher Teiler das
Ideal o ist, heilen relative Primideale.

8°. Kin von o verschiedenes Ideal p heifit ein Primideal,
wenn es kein von o und p verschiedenes Ideal zum Teiler hat; im
entgegengesetzten Falle heiit p ein zusammengesetztes Ideal

9% Durchléuft « alle Zahlen eines Ideals a, ebenso B alle
Zahlen ‘eines Ideals b, so bilden die simtlichen Produkte «f und
alle Summen von solchen Produkten ein durch a und durch b teil-
bares Ideal, welches das Produkt aus den Faktoren a und b heilt
und mit ab = ba bezeichnet wird; zugleich ist N (ab) = N (a) N (b).
Die Ausdehnung dieses Begriffes auf beliebig viele Faktoren und die
Bedeutung einer Potenz ist selbstverstdndlich.

10°. Umgekehrt: ist das Ideal m teilbar durch das Ideal a, so
gibt es ein und nur ein Ideal b von der Art, daB ab — m wird.

11°. Ein Produkt von Idealen ist nur dann durch ein Prim-
ideal teilbar, wenn dieses wenigstens in einem der Faktoren aufgeht.

12° Jedes zusammengesetzte Ideal ist als Produkt von lauter
Primidealen darstellbar, und zwar nur auf eine einzige Weise.

13°% Damit ein Ideal m durch ein Ideal a teilbar sei, ist er-
forderlich und hinreichend, daf alle in a aufgehenden Potenzen von
Primidealen auch in m aufgehen.
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14°. Sind o, b zwei beliebige Ideale, so gibt es ein durch a
teilbares Hauptideal am von der Art, da m und b relative Prim-
ideale werden.

Fiir den Fall » — 1, in welchem alle Ideale Hauptideale sind,
gehen die vorstehenden Sitze, deren strenge Beweise mir erst nach
Uberwindung von erheblichen Schwierigkeiten gelungen sind, in die
Fundamentalsitze iiber die Teilbarkeit der ganzen rationalen Zahlen
iiber. Dieselben Gesetze gelten daher auch fiir jeden Korper £ von
beliebigem Grade =, sobald alle seine Ideale Hauptideale sind, und
fiir einen solchen Ko&rper ist offenbar die Einfiihrung der Ideale
ginzlich iiberfliissig. Dies ist aber, wie schon oben bemerkt, im all-
gemeinen keineswegs der Fall, und hieran kniipft sich die Einteilung
aller Ideale eines Korpers £ in bestimmte Ideal-Klassen (D. § 164).
Zwei Ideale a, b heiben #quivalent, wenn es ein Ideal ¢ gibt, fiir
welches beide Produkte ac, bc Hauptideale werden; da aus dieser
Definition unmittelbar folgt, dafl zwei mit einem dritten #Hquivalente
Ideale auch miteinander dquivalent sind, so bildet das System A aller
Ideale, welche einem bestimmten Ideal a dquivalent sind, eine Klasse,
welche ungedndert bleibt, wenn ihr Repriasentant a durch ein be-
liebiges, derselben Klasse 4 angehorendes Ideal ersetzt wird. Die
Anzahl % dieser Klassen ist immer eine endliche; wiahlt man aus
jeder Klasse nach Belieben ein bestimmtes Ideal als Reprisentanten,
so ist jedes Ideal mit einem und nur mit einem dieser % Ideale
dquivalent. Das System aller Hauptideale bildet die Hauptklasse O;
zu jeder Klasse A von Idealen a gehort eine bestimmte entgegen-
gesetzte oder reziproke, inverse Klasse 4—1, welche aus allen
denjenigen Idealen besteht, die durch Multiplikation mit den Idealen a
in Hauptideale verwandelt werden. Durchlauft nun a alle Ideale
einer Klasse 4, ebenso b alle Ideale einer Klasse B, so gehoren die
simtlichen Produkte ab ein und derselben Klasse an, welche die
aus A und B zusammengesetzte Klasse oder das Produkt
aus A4, B heift und mit 4 B bezeichnet wird; diese Komposition
oder Multiplikation der Ideal-Klassen gehorcht den Gesetzen
AB=BA, (AB)C=A(BO), OA=A ;A4 =0, ArA*=4r+>,
Ar — O, und aus AB = AC folgt B = C.

Aus dem Satze 4" — O folgt beildufig, wenn man von dem
endlichen Korper £ wieder zu dem Gebiete aller ganzen algebraischen
Zahlen iibergeht, das wichtige Resultat, dall je zwei ganze Zahlen
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o, B, die nicht beide verschwinden, einen groften gemeinschaftlichen
Divisor o besitzen, welcher in der Form & — «w«, + #f, darstellbar
ist, wo «,, B, ebenfalls ganze Zahlen bedeuten; natiirlich kann auch
hier 8 durch jeden Gefihrten von & ersetat werden.

Das grofite Interesse nimmt aber die Bestimmung der Klassen-
Anzahl % in Anspruch (D. § 167). Die Ubertragung der Prinzipien,
welche Dirichlet bei dem Beweise des Satzes iiber die arithmetische
Progression und bei der Bestimmung der Klassen-Anzahl der biniiren
quadratischen Formen geschaffen hat, fiihrt zu der Betrachtung un-
endlicher Reihen und Produkte von der Form

wo a alle Ideale, p alle Primideale durchla.u.ft, und f(a) eine reelle
oder komplexe Funktion bedeutet, die der Bedingung f(ab) = f(a) f(b)
geniigt und aulerdem so beschaffen ist, daf die unendliche Reihe
linker Hand eine von der Anordnung ihrer Glieder unabhingige
endliche Summe besitzt. Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn man

f(a)=ﬁﬁ, 4 8

nimmt; multipliziert man mit (s — 1) und teilt die Totalsumme in
h Partialsummen, deren jede einer bestimmten Klasse von Idealen a
entspricht, so nihern sich diese Summen fiir unendlich kleine posi-
tive Werte von (s — 1) einem gemeinschaftlichen, endlichen, von
0 verschiedenen Grenzwert g, der sich nach den fundamentalen Unter-
suchungen Dirichlets iiber die Einheiten ohne Schwierigkeit be-
stimmen 140t, und man erhélt folglich

h——hm},N()s——hm(s [l ——— N()ﬂ
)

Das Problem der Klassen-Anzahl wird daher gelést sein, sobald
es gelingt, den Grenzwert der unendlichen Reihe oder des mit ihr
identischen Produkts noch auf eine zweite Art, ndmlich unmittelbar
aus der Natur der simtlichen, dem Korper £ angehorenden Prim-
ideale p zu bestimmen. Dies ist bis jetzt nur fiir Kreisteilungs-
korper gegliickt (zu welchen auch alle quadratischen Korper ge-
horen), und eine aufmerksame Betrachtung dieser Fille fiihrt zu der
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Uberzeugung — in welcher ich durch meine demniichst zu ver-
offentlichenden Untersuchungen iiber die Anzahl der Ideal-Klassen in
kubischen Ko6rpern bestirkt werde —, daB die allgemeine Losung
des Problems der Klassen-Anzahl auf diesem Wege erst dann ge-
lingen wird, wenn die algebraische Konstitution eines jeden Korpers
und ihr Zusammenhang mit seinen Idealen uns vollstindig bekannt
sein wird — ein Ziel, von welchem wir noch auflerordentlich weit
entfernt sind; auflerdem scheint auch eine viel genauere Ausbildung
der Theorie der transzendenten Funktionen erforderlich zu sein.

Es ist nun noch mit einigen Worten die Beziehung zwischen
den Idealen eines Korpers und den zugehorigen zerlegbaren
Formen zu besprechen (D. § 165). Ist a ein bestimmtes Ideal, so
gibt es immer n partikuldre, in a enthaltene Zahlen oy, oty ++- 0y
von der Beschaffenheit, dafl die sédmtlichen Zahlen o« des Ideals a
durch den Ausdruck

06 == Xy i Bg gl i se o oy

dargestellt werden, wenn die Variabelen z,, x, --- x, alle ganzen
rationalen Zahlen durchlaufen. Das System der Zahlen o, ey -- @,
heifit eine Basis von a. Bildet man das Produkt aus allen 7 mit
o konjugierten Ausdriicken, so erhilt man

N(2) = N@)X,

wo X eine homogene Funktion nmten Grades von den Variabelen
,, Ty -+ T, bedeutet; die Koeffizienten dieser zerlegbaren Form X
sind immer ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen Teiler.
Da das Ideal a unendlich viele verschiedene Basen besitzt, so ent-
spricht demselben eine Klasse von unendlich vielen &quivalenten
Formen X, welche durch lineare Substitutionen mit ganzen rationalen
Koeffizienten gegenseitig ineinander iibergehen. Dieselben Formen
entspringen aber auch aus jedem mit a dquivalenten Ideal, und folg-
lich entspricht jeder Ideal-Klasse eine bestimmte Formen-Klasse. Die
Multiplikation der Ideale und der Ideal-Klassen fiilhrt zu der Kom-
position der Formen und der Formen-Klassen.

Aber diese Formen X umfassen nur einen unendlich kleinen
Teil aller moglichen zu dem Korper £ gehorenden Formen. Ver-
steht man ndmlich unter der Determinante einer aus » homo-
genen linearen Faktoren f,, f, --- f, gebildeten Funktion F von
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n Variabelen &,, hy -+ h, das Quadrat der Funktional-Determinante

f, 0fy  Of
2 an aRrrio

so ergibt sich leicht, daB die Determinante aller oben betrachteten
Formen X mit der Grundzahl D — 4(R) des Korpers & iiberein-
stimmt; fiir den Fall » — 2 wiirde man z B. nur zu solchen bi-
néren Formen az® + bazy + cy® gelangen, deren Determinante
b* — 4ac = D durch kein ungerades Quadrat teilbar und entweder
= 1 (mod. 4), oder = 8, 12 (mod. 16) ist*).

Um nun eine allgemeinere Theorie der zu einem Korper £ ge-
horenden Formen aufzustellen, mull man, wie ich schon friiher be-
merkt habe (D. § 165), den Begriff des Ideals so erweitern, daB an
Stelle des bisher betrachteten Gebietes o, welches alle ganzen Zahlen
des Korpers umfafit, beschrinktere Gebiete o’ treten, welche ich mit
Riicksicht auf die in der Theorie der bindren quadratischen Formen
von Gaull gebrauchte Ausdrucksweise Ordnungen genannt habe.
Diese Erweiterung bildet den néichsten Gegenstand dieser Abhandlung.

§ 2.
Sdtze aus der Theorie der Moduln.

Um hierzu zu gelangen, und namentlich um bestindige Wieder-
holungen iiber die Art zu vermeiden, in welcher aus gewissen Systemen
von Zahlen neue Systeme gebildet werden, ist es notwendig, hier
einige sehr einfache und zugleich sehr allgemeine Sitze iiber solche
Systeme einzuschalten, die ich Moduln genannt habe (D. § 161). Da
der Begriff eines Ideals in demjenigen eines Moduls als spezieller
Fall enthalten ist, so wird bei einer systematischen Darstellung die
Theorie der Moduln zweckmilig der Theorie der Ideale vorauf-
geschickt werden. Hier wird es geniigen, einige Hauptbegriffe zu
entwickeln und einige Sdtze anzufiihren, deren Beweise ich unter-
driicke, weil jeder sie leicht finden wird (vgl. D. § 161 und B. §§ 1

*) Die obige Erklirung einer Formen-Determinante stimmt fiir den Fall n — 2
nicht ganz mit derjenigen von Gaufl iiberein; dies lifit sich aber kaum vermeiden,
wenn sie allgemein fiir jeden Grad x gelten soll, und selbst in dem speziellen
Falle » — 2 sprechen viele Erscheinungen zugunsten derselben, was ich aber hier
nicht ndher begriinden kann.
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bis 4). Da manche dieser Sitze sich in Worten nur ziemlich um-
stindlich aussprechen lassen, so wage ich es, die Ausdrucksweise
durch Einfithrung einer Zeichensprache abzukiirzen, und ich hoffe,
dal man aus diesem Grunde die Benutzung der Zeichen >, <7, +, —
entschuldigen wird. Ich bemerke nur noch, daf im folgenden die
Einschrinkung auf die Zahlen eines endlichen Korpers ginzlich weg-
fallt, also das Wort Zahl immer in seiner allgemeinsten Bedeutung
gebraucht wird.

1°.  Ein System m von reellen oder komplexen Zahlen heift ein
Modul, wenn alle Summen und Differenzen dieser Zahlen demselben
System m angehoren. Die Zahl O {indet sich in jedem Modul, und
sie bildet auch fir sich allein einen Modul. Ein Modul m heift
teilbar durch einen Modul a oder ein Vielfaches von a, wenn
alle Zahlen des Moduls m auch in a enthalten sind; zugleich heifit a
ein Teiler von m, und wir bezeichnen die Teilbarkeit von m durch
a sowohl durch m > a, als durch a << m. Ist jeder der beiden
Moduln m, a durch den anderen teilbar, so sind sie identisch, was
durch m — a angedeutet wird. Aus m > a, a > d folgt m > .
Sind a, b zwei beliebige Moduln, so ist das System aller derjenigen
Zahlen, welche beiden Moduln gemeinschaftlich angehéren, selbst ein
Modul, und zwar ein Vielfaches von a und von b, welches durch
a —b = b—a bezeichnet werden soll; dasselbe heifit das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache von a, b, weil jedes gemeinschaft-
liche Vielfache von a, b durch a — b teilbar ist. Durchliuft « alle
Zahlen eines Moduls a, ebenso § alle Zahlen eines Moduls b, so ist
das System aller Zahlen von der Form o + 8 ein Modul, und zwar
ein Teiler von a und von b, der mit a + b = b - a bezeichnet wer-
den soll; derselbe heifit der grofte gemeinschaftliche Teiler
von a, b, weil jeder gemeinschaftliche Teiler von a, b auch ein Teiler
von a + b ist. Diese Begriffe lassen sich leicht auf beliebig viele,
sogar auf unendlich viele Moduln a, b, ¢ --- ausdehnen, und man be-
weist leicht die beiden folgenden charakteristischen Sitze

@+ B —@+0) =a+(G—@+0),
(a—Db)+(@a—c¢) = a— (b4 (@ —0)),
in welchen sich der zwischen den Begriffen des kleinsten gemein-

schaftlichen Vielfachen und des grifiten gemeinschaftlichen Teilers
durchgéingig herrschende Dualismus kundgibt.
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2%, Zwei Zahlen o, § heilen kongruent oder inkongruent
in bezug auf einen Modul m, je nachdem ihre Differenz ¢ — 8 in
m enthalten ist oder nicht; die Kongruenz wird durch = g (mod. m)
ausgedriickt. Alle mit einer bestimmten Zahl nach m kongruenten
Zahlen bilden eine Zahl-Klasse (mod. m). Mehrere Zahlen heiflen
inkongruent (mod. m), wenn jede derselben mit jeder der iibrigen in-
kongruent (mod. m) ist. Sind a, b zwei beliebige Moduln, so kann
es sein, dall a nur eine endliche Anzahl inkongruenter Zahlen in be-
zug auf b enthdlt, und dann soll diese Anzahl durch das Symbol
(a, b) bezeichnet werden; gibt es aber in a unendlich viele, in bezug
auf b inkongruente Zahlen, so soll (a, b)) = 0 gesetzt werden, weil
dann gewisse Determinanten-Sitze allgemein giiltig bleiben. In beiden
Fillen ist

(a,0) = (a,a — b) = (a 4 b,b);
ist a > b, so ist (a,b) = 1, und umgekehrt. Ist ferner m > a >,

so ist
(d,m) = (b, a)(a, m).

Durch Kombination beider Sitze erhilt man viele andere Sitze, die
hier iibergangen werden konnen. Sind g, ¢ zwei gegebene Zahlen,
so hat das System der beiden Kongruenzen

® = ¢ (mod. a), @ = 6 (mod. b)
stets und nur dann gemeinschaftliche Wurzeln @, wenn
0 = 6 (mod. a 4 b)
ist, und die samtlichen Zahlen ® bilden eine bestimmte Zahlklasse
(mod. a — b).

3% Sind e, & --- @, Konstanten, wihrend z,, %, --- z, alle
ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, so bilden die sémtlichen, in
der Form

: 0= Ty, -+ @0t 4 o001 XTnon,
darstellbaren Zahlen o einen Modul a, der ein endlicher Modul
heiBen und mit [e, e, -+ @,] bezeichnet werden soll; die Konstanten
o, 0y ++- o, bilden eine Basis des Moduls a. Der Modul [1] ist
das System aller ganzen rationalen Zahlen. Wenn alle Zahlen eines
solchen endlichen Moduls a = [&,, 04g - -+ &y] durch Multiplikation
mit rationalen, von 0 verschiedenen Zahlen in Zahlen eines Moduls b
verwandelt werden konnen, so ist (a, b) von O verschieden, und a — b
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ist ein endlicher Modul; man kann die ganzen rationalen Zahlen a
so waihlen, daf die » Zahlen
Wy = @04,
144 "
fy = @y 0y + By oty
!‘,s - a”la1 + a,”'“2 + a!II us’

Ill

(R a(") oy + a(n) o, + a(n) oy + o0+ a(") Ol
eine Basis von a — b bilden, und daB zugleich
(@,0) = (s, a —b) = aja;ay" --- a®
wird; unterwirft man die » ganzen rationalen Zahlen |, ) --- z
den n Bedingungen

0 < .z, << la)
so sind die entsprechenden, in a enthaltenen Zahlen
o = x o, + X0ty + -+ B0ty

deren Anzahl = (a, b) ist, simtlich inkongruent (mod. b) und des-
halb auch inkongruent (mod. a — b).

4°. Ein System von n Zahlen e, e, --- @, soll ein irreduk-
tibeles System, und diese Zahlen sollen voneinander unabhingig
heiflen, wenn die Summe

0= 2,0, + Za0y ¢+ + Tpotn
fiir jedes System von rationalen, nicht simtlich verschwindenden
Zahlen z,, @, -+ @, einen von O verschiedenen Wert erhélt. Ist nun
wieder a = [eot,, 04y -+ 0], und sind die Basiszahlen eines Moduls
m = [@;, Uy <** @y} von der Form
Fl'—a'lul +a,“2 - 4 ano,
y,, e ol “1 + a; u2 +---+a;,'an,

o = a(")a + a@') ol + + a'("’a,.,
wo die Koeffizienten @ ganze rationale Zahlen bedeuten, so ist

(0, m) = + X +ajay al.
Von besonderer Wichtigkeit ist noch der folgende Satz: besteht eine
Basis eines endlichen Moduls a aus m Zahlen &), e -+ o, von
denen aber nur » voneinander unabhéingig sind, so gibt es immer

eine aus 7 unabhingigen Zahlen o, &g -+- o, bestehende Basis des-
selben Moduls a.

=
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5°  Durchlduft o« alle Zahlen eines Moduls a, ebenso B alle

Zahlen eines Moduls b, so bilden die Produkte «f und alle Summen
solcher Produkte einen Modul, der das Produkt aus den Faktoren
a, b heilen und mit ab bezeichnet werden soll, aber keineswegs
durch a oder b teilbar zu sein braucht. Offenbar ist ab — ba und
(ab)c = a(bc) = abe; die Bedeutung einer Potenz a7 ist selbst-
verstandlich. Aus o’ > a und 6" > b folgt a'b’ > ab; ferner ist

(a + b)c = ac 4 by,

(a —b)c > ac— be,

(a +0)(a —b)>ab;
ist ferner [1] > o, so ist a > oa, weil a[1] = a ist. Ist b ein ein-
gliedriger Modul [u], so besteht das Produkt ab aus den Produkten
ey, wo o alle Zahlen des Moduls a durchlduft; ein solches Produkt
a[u] soll bequemer durch apw — ua bezeichnet werden; dann ist
(aw)y — a(uv), und aus ap — a’p folgt immer a = a’, wenn u von
0 verschieden ist.

6° Ist a ein beliebiger Modul, so bildet das System o aller

derjenigen Zahlen @, fiir welche das Produkt aw >> a wird, einen
Modul, welcher die Ordnung des Moduls a heilen soll und offen-
bar stets ein Teiler des Moduls [1] ist; hieraus folgt unmittelbar,
dall ao — a, und o = o ist. Umgekehrt ist jeder Modul o, der ein
Teiler von [1] und von o? ist, eine Ordnung, ndmlich diejenige des
Moduls- o selbst. Der Begriff einer Ordnung bildet eigentlich nur
einen speziellen Fall des Begriffes des Quotienten a:b von zwei
beliebigen Moduln a, b, worunter der grofite gemeinschaftliche Teiler
aller derjenigen Moduln ¢ zu verstehen ist, fiir welche das Produkt bc
durch a teilbar wird; die Ordnung o eines Moduls a ist ndmlich
identisch mit dem Quotienten a : a, und die charakteristische Eigen-
schaft einer jeden Ordnung o wird durch die Gleichung o:0 = o
ausgedriickt. Doch wird von dem Begriff des Quotienten in dieser
Abhandlung kein Gebrauch gemacht werden.

§ 3.
Ordnungen in einem endlichen Korper.

Nach diesen allgemeinen Vorbereitungen kehren wir definitiv zu
den Zahlen eines endlichen Korpers & vom Grade » zuriick, und
beschrinken zundchst den Begriff des Moduls in der Weise, dafB
unter einem Modul a stets ein endlicher Modul [e,, o, - - - &,,] verstanden
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wird, dessen Basiszahlen o, e, - - - &, zugleich eine Basis des Korpers £
bilden (§ 1) und folglich voneinander unabhiingig sind (§ 2, 4°). Da
hiernach jede Zahl des Korpers £ durch Multiplikation mit einer
rationalen, von O verschiedenen Zahl in eine Zahl des Moduls a ver-
wandelt werden kann, so ergibt sich aus den vorhergehenden allgemeinen
Sitzen sehr leicht, dal das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, der
grobte gemeinschaftliche Teiler, und ebenso das Produkt (und auch
der Quotient) von je zwei solchen Moduln a, b stets wieder ein solcher
Modul, und daB (a, b) stets von O verschieden ist. Versteht man
ferner wie frither, und wie es auch in der Folge stets geschehen
soll, unter o das Gebiet aller ganzen Zahlen des Korpers £, so
kommt die Definition eines Ideals m (§ 1, 1°) darauf hinaus, dall m
ein durch o teilbarer Modul ist (I), welcher der Bedingung omt =— m
geniigt (II); die dortigen Sitze 5% 6° 9° enthalten nur noch die
Behauptung, daf das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, der groBte
gemeinschaftliche Teiler und das Produkt von zwei beliebigen Idealen
wieder Ideale sind; die Norm eines Ideals m ist = (o, m).

Fiir die in Aussicht genommene Erweiterung des Ideal-Begriffs
ist nun vor allem die Konstitution der Ordnung o' eines beliebigen
Moduls a = [e,, &t -+ @] von Wichtigkeit (§ 2, 6°). Damit eine
Zahl @' der Ordnung o' des Moduls a angehdre, ist offenbar erforder-
lich und hinreichend, daf die » Produkte o'w,, @'e¢ --- @', In a
enthalten sind, daB also

oo, = xi0 + x50, + .-+ Thoy,

oo, =2 a, + x50 + o+ Tpoy,

o' op = TMa, + 2P0ty 4 -+ - M ey
ist, wo die n? Koeffizienten x simtlich ganze rationale Zahlen be-
deuten. Aus jeder einzelnen dieser Gleichungen folgt zuniichst, daf
®' eine Zahl des Korpers £ ist, und wenn man die » Zahlen o, eg - - - o,
eliminiert, so erhilt man

xl - @ , x, ......... xn

" " "
X, y ¥ — @ Ty
.............. s 0’
x™ X ceiaeas ™ — @

1 ’ n

d. h. @' ist eine ganze algebraische Zahl, also in dem Gebiete o ent-
halten; mithin ist o' ein Vielfaches von o. Versteht man jetzt fiir
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einen Augenblick unter o' eine beliebige Zahl des Koérpers £, so
gehoren auch die » Produkte @'e,, @ e +++ @', dem Korper £ an,
und folglich werden, da e, &, --- o, eine Basis des Korpers £
bilden, wieder » Gleichungen von der obigen Form stattfinden, in
welchen aber die »? rationalen Koeffizienten x nicht mehr notwendig
ganze Zahlen sind; es wird dann immer eine von 0 verschiedene,
rationale Zahl m von der Art geben, dall die sdmtlichen 7? Pro-
dukte m2 ganze Zahlen werden, und folglich wird das Produkt m e’
eine Zahl der Ordnung o' sein; jede Zahl des Korpers £, also auch
jede Zahl des Gebietes o kann daher durch Multiplikation mit einer
von O verschiedenen rationalen Zahl in eine Zahl der Ordnung o
verwandelt werden, und da das Gebiet 0 = [@,, @, - -+ ®,] ein Teiler
von o' ist, so ist (nach § 2, 3% o’ ein endlicher Modul [&)}, @, - - - @x],
dessen Basiszahlen mit denen von o durch n Gleichungen von der
Form
e, = ko, +kyo, +- -+ ko,
0w, = ko, +kjo, + -+ ky oy,

’ (n)
@y — k(‘/n’) @, i k(gn)mg R o kn @y

verbunden sind, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind und
eine von O verschiedene, positive Determinante

DEEE B =(0,0)=k
besitzen. Die charakteristischen Eigenschaften einer solchen Ord-
nung o' sind daher (§ 2, 6°) die folgenden:

1% o ist ein durch o teilbarer Modul im obigen beschrinkten
Sinne des Wortes; alle in o' enthaltenen Zahlen sind ganze Zahlen
des Korpers L.

2% o' ist ein Teiler von [1], d. h. alle ganzen rationalen Zahlen
sind in o’ enthalten.

3% o ist ein Teiler von o'%, d. h. jedes Produkt von zwei in
o' enthaltenen Zahlen gehort ebenfalls dem System o' an. Aus 2°
folgt dann o'? — 0"

Aus den obigen Gleichungen folgt nun durch Umkehrung, daf
die » Produkte kw,, kw, --- kw, der Ordnung o' angehdren, und
folglich ist das Hauptideal ok teilbar durch o’. Da ferner der grofite
gemeinschaftliche Teiler von je zwei durch o' teilbaren Idealen selbst
wieder ein durch o' teilbares Ideal ist, so gibt es unter diesen, durch
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o' teilbaren Idealen ein einziges, vollig bestimmtes Ideal  von kleinster
Norm, und die genannten Ideale sind (nach § 1, 10°) identisch mit
den sdamtlichen Produkten af, wo a alle Ideale durchliuft. Dieses
Ideal f soll der Fiihrer der Ordnung o' heilen. Da das Haupt-
ideal ok durch o’ und folglich auch durch t teilbar ist, so ist " als
Norm von ok teilbar durch
N@® = (0,§) = (v, 0) (0, ¥) = Kk(o', ¥).

Ist der Fiihrer ¥ der Ordnung o' und fiir jede der (o, f) Zahl-
klassen, aus denen o' besteht, ein Reprisentant gegeben, so ist o’
vollstindig definiert. Nicht jedes Ideal f kann der Fiihrer einer
Ordnung sein, sondern hierzu ist eine gewisse Bedingung erforder-
lich, deren Auffindung keine grofien Schwierigkeiten darbietet; doch
wiirde die Ableitung derselben sowie ein naheres Eingehen auf die
Konstitution der Ordnungen iiberhaupt, uns hier zu weit fiithren. Das
Gebiet o ist offenbar selbst eine Ordnung und auch zugleich der
Fiihrer derselben.

§ 4.
Ideale der Ordnung p'.

Es sei nun o' eine bestimmte Ordnung im Korper £, und f der
Fiihrer derselben, so wollen wir ein System a’ von unendlich vielen
Zahlen ein Ideal der Ordnung o oder kiirzer ein Ideal in o
nennen, wenn es die folgenden drei Bedingungen erfiillt:

I. Die Summen und Differenzen von je zwei in o’ enthaltenen
Zahlen gehoren ebenfalls dem System o an, d. h. o' ist ein Modul
im allgemeinsten Sinne des Wortes.

II. Jedes Produkt aus einer Zahl des Systems a' und aus einer
Zahl der Ordnung o' ist eine Zahl des Systems a'; d. h. o'a’ ist teil-
bar durch o' und folglich auch = «’, weil o' ein Teiler von [1] ist.

III. Der grofite gemeinschaftliche Teiler o’ 4+t von o' und f
anhy == o} i

Fiir den Fall, dafl die Ordnung o' identisch mit o ist, geht diese
Definition eines Ideals o’ in o' vollstindig in die frithere Definition
(§ 1, 1° eines Ideals iiber, da die dritte Bedingung nur darauf hin-
auskommt, daB o' durch o teilbar ist. Wir werden daher diese Ideale
kiinftig, wenn MiBverstindnisse zu befiirchten sind, Ideale in o zu
nennen haben. Im folgenden nehmen wir immer an, daf o’ von o ver-
schieden ist.
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Ist nun « eine beliebige, aber von O verschiedene Zahl in o,
und bilden die n Zahlen @), @, --- @, eine Basis der Ordnung o', so
sind die n Produkte o @), &' @;, --- o @,, welche (zufolge II) in o
enthalten sind, voneinander unabhiingig und bilden folglich eine Basis
des Korpers ; mithin kann jede Zahl des Korpers durch Multi-
plikation mit einer rationalen, von O verschiedenen Zahl in eine Zahl
des Ideals o' verwandelt werden, woraus wieder leicht folgt, daB o
ein endlicher Modul [ef, e -+ et;], also ein Modul in dem Sinne
des § 3 ist. Die Basiszahlen haben die Form
a0, +aye; + - -+ ay oy,
a0, +ay0, + -+ a, o,

’ ’ ’
tn = a® @, + aP a,+ -+ + 6™ ay,

=
Il

wo die Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind, deren Determinante
Ziteal a8 =9

die Norm des Ideals o’ heiflen und mit N'(a") bezeichnet werden soll.

Es ergibt si~h ferner leicht, dal o auch die Ordnung des
Ideals o' ist; in der Tat besteht die letztere, die wir mit o, bezeichnen
wollen, zufolge ihrer Definition (§ 2, 6°) aus allen Zahlen w,, fiir
welche o' @, > o' wird, und da (nach II) a’0’ = o’ ist, so ist jeden-
talls o' > o,, und es braucht nur noch bewiesen zu werden, daB
umgekehrt auch o, > o' ist. Da nun o’ ein endlicher Modul des
Korpers, und folglich (nach § 3, 1° und 2° [1] > o, > o ist, so
ergibt sich [1] > fo, > o, mithin fo, — f, weil {[1] = fo = ¥ ist;
da aulerdem (nach § 2, 6°) a'o, — o, und (nach III) o' =¥+ o
ist, so folgt 0’0, = fo, 4+ a’0, = ¥+ @/, also 0’0, = o; nun ist aber
[1] > ¢, also auch [1]o, > 0'0,, d. h. 0, > o, was zu beweisen war.

Sind ferner o', b’ zwei beliebige Ideale in o', so iiberzeugt man
sich leicht, daB o' — 0, o’ + ', a'b’ ebenfalls Ideale in o’ sind, und
daB a'b’ sowohl durch o als durch 0’ teilbar ist. Der Kiirze wegen
beschrinke ich mich auf die Betrachtung des Produkts. Da o'a’ = a,
so ergibt sich o'(a’b)) = (0'a’)b’ = a'}’, also besitzt a'b’ die Eigen-
schaft Il. Da ferner § > o' und o'a’ = a' ist, so folgt a’b' > a’;
ebenso ist a'b’ durch b’ teilbar. Da endlich o' = o’ 4 ¥ ist, so folgt
b= o'b —a'b' £, also o' — 0’ 4+ £ = a'b’ + ' 4+ f; da nun
t — fo, und b > o ist, so folgt 6’ +t = £(b' +0) = to = t, also
o' = a'b’ +f womit auch die Eigenschaft III fiir a'b" dargetan ist.
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§ 5.

Korrespondenz zwischen den Idealen in o' und p.

Man konnte nun eine Theorie der Ideale in o’ aufstellen, welche
sowohl in den S#tzen wie in ihren Beweisen eine vollstdndige Analogie
mit der fritheren Theorie der Ideale in o darbieten wiirde. Allein
es ist viel bequemer, die neue Theorie auf die alte zuriickzufiihren.
Dies geschieht durch die folgenden Sitze.

1% Ist o' ein Ideal in o), so ist oa’ ein Ideal in o, und
zwar relatives Primideal zu f; zugleich ist o' das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache, o der grolte gemeinschaft-
liche Teiler von o' und oa’, und folglich N'(a") = N (oa'). Ist
ferner b’ ebenfalls ein Ideal in o', und oa’ = ob’, 50 ist o' =1V

Beweis. Der Modul oo’ geniigt der Bedingung o(oa") = od/,
weil 0 — o ist, und er ist teilbar durch oo’ =— o, weil a’ > 0’ und
[1]> o' > o ist; also ist oa’ ein Ideal in o. Aus o' = o’ 4+ f folgt
durch Multiplikation mit o ferner o =— oa’ 4+ f, also sind oa’ und f
relative Primideale. Hieraus ergibt sich ferner (entweder nach der
bekannten Theorie der Ideale in o, oder auch unmittelbar), da8 ihr
kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches f — oa’ = foa’ = fa’ ist.
Wendet man nun den aligemeinen Satz (§ 2, 1°)

@+b)—(@+c¢)=a+(b—(+0)
auf den Fall a = o/, b = f, ¢ = oa’ an, so ergibt sich, weil a’ 4 oda’
= (o' 4 0)a’ = oa’ ist, s

o' — o0’ =a 4 (f—oa') = o’ 4 ta’

== 0 (0" 4 T aloti==1"
Ferner ist
o' 4o0a = f+a 4 o0a =*Ft+0a =0
Hieraus ergibt sich (nach § 2, 29)
{ly 08) %= (04:8) == (o5 0a)),

also N'(a") = N (0a’). Aus oa’ = ob’ folgt endlich, weil a’ =0’ —oa’
und b’ = o' — o0’ ist, auch a' = b', was zu beweisen war.

2% Ist a ein Ideal in o, und zwar relatives Primideal
zu f, so ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache o’ von

o, a ein Ideal in o', und zugleich ist oa’ = a.
Beweis. Zunichst ist o'a’ > oa = a, weil o' >0, o' > a ist;
aulierdem ist o'a’ > o/, weil a’> o' und o0’ = 0o’ ist; mithin ist

Dedekind, Gesammelte Werke, I. 9
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o'a’ ein gemeinschaftliches Vielfaches von o', a und folglich auch
teilbar durch o', d. h. o’ geniigt der Bedingung II. Nach einem fiir
drei beliebige Moduln a, f, 0" geltenden Satze (§ 2, 1°) ist ferner

@ =)+ =D =0 —@+@—0),

und da in unserem Falle o' —a —=a, o' —f=f a4+ ¥ =0, 0’ —o
— o ist, so ergibt sich a' 4+ f = o, also geniigt o’ auch der Be-
dingung IIT und ist folglich ein Ideal in o. Hieraus folgt (nach
dem Satze 1°), daB oa’ ein Ideal in o, und dafl zugleich o — oa’ 4 ¥,
also auch a = oa’a + fa ist; da nun a, f Ideale in o sind, so ist
fa>¥> 0o und fa>> a, also muB fa, als gemeinschaftliches Viel-
faches von o', a, durch o’ und folglich auch durch oa' teilbar sein;
da nun auch oa’a durch oa’ teilbar, also oa’ ein gemeinschaftlicher
Teiler von fa und oa'a ist, so folgt, daB a als grofter gemeinschaft-
licher Teiler von oa’a und fa gewil durch oa’ teilbar ist; umgekehrt
ist aber auch oa’ > a, weil a'>a und oa — a ist; mithin ist
oa’ = a, was zu beweisen war.

Durch diese beiden Sitze ist eine eindeutige, gegenseitige Kor-
respondenz zwischen allen Idealen o' in o' und allen denjenigen
Idealen a in o begriindet, welche relative Primideale zum Fiihrer ¥
der Ordnung o' sind; die Korrespondenz zwischen a und a' besteht
darin, daB gleichzeitig a — oa’, und o’ = o' —a ist. Offenbar ent-
sprechen sich auf diese Weise die beiden Ideale o und o'

Es ist schon oben (§ 4) bewiesen, dafll jedes Produkt a'b’ aus
zwei Idealen o', 0’ in o' wieder ein Ideal ¢’ in o', und zwar durch o
und durch b teilbar ist; da nun o> =— o ist, so ist gleichzeitig
oa’-0b’ = o0a’h’ = oc¢, also (nach § 1, 9°) N (0a'bh") = N (oa") N (0ob')
und folglich auch

N'(a'b) = N'(a')N'(b).

Umgekehrt: wenn o', ¢’ Ideale in o' sind, und wenn ¢’ durch o' teil-
bar ist, so ist auch oc’ > oa’, und folglich (§ 1, 10°) gibt es ein
und nur ein Ideal b in o, fiir welches o¢’ = oa’b wird; da nun oc/,
also auch b, relatives Primideal zu f ist, so gibt es (mach 2°) ein
und nur ein Ideal b’ in o/, fiir welches 00’ = b wird; es ist daher
o¢’ = oa’-0b" = o(a'b’), woraus (nach 1°) ¢’ = a'b’ folgt; wiire nun
zugleich ¢’ = a’'d’ und d’ ebenfalls ein Ideal in o', so wiirde o¢’ = oa’
«0d" = oa’+0b, und hieraus (nach § 1, 10°) od" —= ob’, also auch
o = b’ folgen. Hiermit ist folgender Satz bewiesen:
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3% Ist das Ideal ¢’ in o' teilbar durch das Ideal o’ in o,
80 gibt es ein und nur ein Ideal ¥ in o' von der Art, dal
a'b’ = ¢’ wird; anferdem ist immer N’(a'0’) = N'(a')N'(b’).

Aus allem diesen ergibt sich ohne weiteres, daf die Gesetze der
Teilbarkeit der Ideale in o' und ihrer Multiplikation ginzlich mit
den Gesetzen der Teilbarkeit derjenigen Ideale in o, welche relative
Primideale zu f sind, iibereinstimmen und durch die genannte Kor-
respondenz aus den letzteren unmittelbar entnommen werden.

§ 6.
Hauptideale und Ideal-Klassen in p’.

Zwei Moduln a, b des Korpers £, d. h. endliche Moduln, deren
Basen zugleich Basen des Korpers sind (§ 3), sollen dquivalent
heifien, wenn es eine Zahl u von der Beschaffenheit gibt, daf ay = b,
und folglich, da w nicht verschwinden kann, auch bu—! — a wird.
Offenbar muf w eine Zahl des Korpers £ sein, und wir wollen dem
vorstehenden Begriff der Aquivalenz noch die Beschrinkung hinzu-
fiigen, dal a, b nur dann #dquivalent heiflen sollen, wenn eine Zahl u
von der genannten Beschaffenheit existiert, deren Norm zugleich
positiv ist; wenn aber der Bedingung awp — b nur durch solche
Zahlen u geniigt werden kann, deren Normen negativ sind, so
konnen a, b halb-dquivalent genannt werden. Sind zwei Moduln
b, ¢ mit einem dritten a #quivalent, so sind b, ¢ offenbar auch mit-
einander &quivalent. Man kann daher die Moduln des Korpers £
in Modul-Klassen einteilen, deren jede aus allen den Moduln be-
steht, welche mit einem bestimmten Modul, dem Reprisentanten
der Klasse, dquivalent sind. Alle Moduin einer Klasse besitzen die-
selbe Ordnung o, welche die Ordnung der Klasse heilen soll,
denn wenn ag = b, und o' irgend eine Zahl ist, fiir welche ae’' > a
wird, so folgt durch Multiplikation mit p oder [u], daB auch be'>>b
ist, und umgekehrt ergibt sich hieraus wieder aw’ > a. Durchlduft o
alle Moduln einer Klasse 4, ebenso b alle Moduln einer Klasse B,
so gehoren offenbar alle Produkte ab einer und derselben Klasse an,
welche die aus A4, B zusammengesetzte Klasse oder das Produkt
aus 4, B heiflen und mit 4 B bezeichnet werden soll.

Wir beschrinken uns aber hier auf die Betrachtung der Ideale
und verstehen unter einer Ideal-Klasse der Ordnung o' den In-
begriff A’ aller Ideale in o', welche mit einem bestimmten Ideal o'

9 *
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in o' dquivalent sind. Jedes mit o' selbst dquivalente Ideal soll ein
Hauptideal in o, und der Inbegriff aller dieser Hauptideale soll
die Hauptklasse in o' heiflen und mit O' bezeichnet werden. Ein
solches Hauptideal ist daher von der Form o'w, wo u in o ent-
halten ist, weil o'p durch o' teilbar sein mul; auferdem mufl das
zugehorige Ideal oo’y — oy relatives Primideal zu f, d. h. g mul
relative Primzahl zu f sein (D. § 163, 7.). Umgekehrt, ist die in o
enthaltene Zahl u relative Primzahl zu f, und ist N (g) > 0, so ist
o'w offenbar ein Hauptideal in 0. Nun besteht folgender Satz, von
welchem wichtige Anwendungen zu machen sind:

1°. Ist o' ein Ideal in o, und n’ ein durch o' teilbarer
Modul, welcher der Bedingung o'n’ = n' geniigt, so gibt es
immer ein Ideal b in o' von der Art, daB a'b’ ein Haupt-
ideal in o, und o' 4" = o’ wird.

Beweis. Der Modul on' ist ein Ideal in o, weil er durch o
teilbar ist und der Bedingung o(on’) = on’ geniigt. Man zerlege
nun on’' in seine simtlichen Primideal-Faktoren (§ 1, 12°) und be-
zeichne mit f, das Frodukt aller derjenigen dieser Primideale, welche
in t aufgehen, mit n, das Produkt aller iibrigen, so dal on' — ¥ n,
wird. Nun gibt es (§ 1, 14° oder D. § 163, 7.) immer ein Ideal m,
in o von der Art, daB oa'm, — a'm, — oe, d. h. ein Hauptideal in
o, und daB zugleich m, +n, = o, also ox + a'n, = oa’ wird. Da
ferner a'~ein Ideal in o', also oa’ relatives Primideal zu f ist, so sind
auch oa'n; = a'n, und ¥ relative Primideale, und folglich (§ 2, 2°
oder D. § 163, 7.) gibt es Zahlen u, welche den beiden gleichzeitigen
Kongruenzen

p = «(mod. a'n,), u = 1 (mod. tf,)
geniigen; diese Zahlen u bilden eine bestimmte Zahl-Klasse in bezug
auf den Modul o'n,¥f, = fa'n’, und man kann, wie unten nachtrig-
lich bewiesen werden soll, die Zahl u zugleich so wihlen, daB
N(u)>> 0 wird. Aus der zweiten der beiden vorstehenden Kon-
gruenzen folgt nun, daB u relative Primzahl zu £f, und folglich auch
zu t ist; da ferner tf, > > o', und da die Zahl 1 in der Ordnung o’
enthalten ist, so ist zufolge der zweiten Kongruenz auch g in o' ent-
balten, und folglich ist o'y ein Hauptideal in o. Aus der ersten
Kongruenz folgt ferner mit Riicksicht auf ox 4 a'n, = oa’, dafl auch
op + a'n, = oa’, und folglich oy = oa’b = a’b ist, wo b ein Ideal
in o, und zwar relatives Primideal zu n, ist. Da ferner ou, und
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folglich auch b relatives Primideal zu ff, ist, so ist b auch relatives
Primideal zu ff,n, — ', also b4 fn’ — o. Bedeutet ferner b’ das
dem Ideal b entsprechende Ideal in o' (§ 5), so ist b = ol’, und aus
op = a’'b, d. h. aus o(o'g) = o(a’d’) folgt o'w = a’b. Nun ist
> o’ und nach Voraussetzung o'n’ — n’, folglich fn' > n’, und da
ebenfalls n' > o' vorausgesetzt ist, so folgt fn'>> 0o/, also o' — tn’
. = fn’; wendet man daher den allgemeinen Satz (§ 2, 1°)

@—B)+@—c)=a— (04 (a—)
auf den Fall a = o', ¢ = fn’ an und beriicksichtigt aullerdem, dal
o —b =10, und b+ fn’ = o ist, so folgt b’ + fn' — o' — 0 = 0/,
woraus mit Riicksicht auf fn’ > n’ > o’ sich endlich auch b 4 n’
= 0’ ergibt, was zu beweisen war.

Es ist nun noch der oben vorldufig iibergangene Beweis nach-
zuholen, dall man g so wihlen kann, dal N (u) positiv wird. Dies
geschieht offenbar durch den Beweis des folgenden allgemeineren Satzes:

2% Istmein Modul des Korpers &, und u, eine bestimmte
Zahl dieses Korpers, so gibt esunter den Zahlen u, welche

= u, (mod. m) sind, unendlich viele, die eine positive Norm
haben.

Beweis. Dieser Satz ist selbstverstdndlich, sobald die sdmtlichen
Wurzeln der Gleichung f(®)= 0, aus welcher der Korper £ abgeleitet
ist, imaginiir, und folglich die » Faktoren von N (u) = u'u"” --- u®
aus '/,n Paaren von zwei Zahlen a + b¢, @ — bt bestehen; und wenn
die Gleichung eine oder mehrere reelle Wurzeln hat, so braucht man
offenbar nur die diesen Wurzeln entsprechenden Faktoren von N (w)
zu betrachten, weil das Produkt der iibrigen gewil positiv ist. Da
nun nach Voraussetzung die Basiszahlen des endlichen Moduls m zu-
gleich eine Basis des Korpers £ bilden, so kann die dem Korper
angehorende Zahl 1 durch Multiplikation mit einer positiven ra-
tionalen Zahl m in eine Zahl m des Moduls m verwandelt werden,
und wenn A eine beliebige ganze rationale Zahl bedeutet, so wird
hm = 0 (mod. m), und folglich u = w, + hAm = g, (mod. m).
Offenbar kann man nun die ganze rationale Zahl A positiv und so
grofl wihlen, daf diejenigen Faktoren

B = po+hm, @' = py +hm ... @® = p{ + hm,
welche den reellen Wurzeln der Gleichung f(®) — 0 entsprechen,
samtlich positiv ausfallen, womit der Satz bewiesen ist.



— 134 —

§ 1.

Komposition der Ideal-Klassen.

Sind o', o” zwei beliebige Ordnungen des Korpers £, und ¥, f”
ihre Fiihrer, so ist offenbar ihr Produkt o = 0’0" ebenfalls eine
Ordnung (§ 8), und da o ein gemeinschaftlicher Teiler von o', 0"
ist, so mull der Fiithrer f” der Ordnung o auch ein gemeinschaft-
licher Teiler von f, f” sein. Ist nun o' ein beliebiges Ideal in o,
ebenso b” ein beliebiges Ideal in 0", so wird a’'b” = ¢’ ein Ideal in
b!":"denn ‘axs b a——ia tolbl == b el ghint i E=toaniinibl ==l ia— el
aus o' + ¥ = o/, b’ + ' = 0" ergibt sich ferner durch Multiplikation

a'b’ o't 4 F0 ' = o
und hieraus, weil jedes der Ideale a'f’, ¥'0", ¥t durch f”, und "
durch o teilbar ist, a'b” + ¥ = 0o'’; also besitzt der Modul a’b”
die charakteristischen Eigenschaften eines Ideals in o” (§ 4), und
da allgemein bewiesen ist, dal die Ordnung eines Ideals in o
identisch mit o’ ist, so ergibt sich, daf die Ordnung eines Produkts
von Idealen gleich dem Produkt aus den Ordnungen der Faktoren ist*).

Ist o' ein Reprisentant der Ideal-Klasse A’ in o/, und b” ein
Reprisentant der Ideal-Klasse B” in 0", so ist jedes Produkt von
zwei beliebigen Idealen in A', B” von der Form a'w-b"v = a'b" (uv),
also ein, mit a'b” #Hquivalentes Ideal; alle diese Produkte gehdren
daher einer und derselben Ideal-Klasse in o” an, welche (wie bei
den Moduln) die aus 4', B” zusammengesetzte Klasse oder das
Produkt aus A', B” heillen und mit A’'B"” bezeichnet werden soll.
Bedeuten A, B, C' beliebige Ideal-Klassen beliebiger Ordnungen, so
ist offenbar A B — BA, (AB)C = A(BO).

Von dieser allgemeinsten Komposition der Ideal-Klassen aller
Ordnungen kehren wir zuriick zu der Betrachtung der Ideal-Klassen
einer einzigen Ordnung o'; jedes Produkt von solchen Klassen ge-
hort derselben Ordnung o' an, weil o' = o’ ist. Da das Produkt
o'w-a’ = pa’ aus einem Hauptideal o'y und einem beliebigen Ideal o’

*) Wenn, wie es bei den quadratischen Korpern der Fall ist, jede Modul-
Klasse auch Ideale enthilt, so gilt der obige Satz auch fiir Produkte aus Moduln;
aber schon bei kubischen Kiorpern gibt es Moduln, welche keinem Ideale #qui-
valent sind, und der obige Satz darf nicht mehr auf alle Produkte von Moduln
iibertragen werden. Auf diese wichtige Frage werde ich bei einer anderen Ge-
legenheit zuriickkommen.
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mit diesem letzteren #quivalent ist, so folgt O'4A’ — A', wo A’ eine
beliebige Ideal-Klasse in o', und O’ die Hauptklasse in o bedeutet,
Da ferner, wenn o' ein beliebiger Reprisentant der Ideal- Klasse A4’
in o ist, immer ein solches Ideal b in o’ existiert, dal a'b’ ein
Hauptideal in o’ wird, so gibt es eine Ideal-Klasse B’ in o’ von der
Art, da 4’ B’ = O’ wird; und zwar gibt es nur eine einzige solche
Klasse B'; denn wenn (' ebenfalls eine Ideal-Klasse in o, und wenn
AQ = 0 st so folgt A'BC =2 OB .= 0'Ci= B = 0. Dicse
Klasse B’ soll die zu A4’ gehorende entgegengesetzte, oder die
reziproke, oder inverse Klasse heiflen und durch 4’'—* bezeichnet
werden; offenbar ist A’ zugleich die inverse Klasse von A'—1. Sind
nun A4', B', C" beliebige Ideal-Klassen derselben Ordnung o', so folgt
aus A'B' = A'C" durch Multiplikation mit 4'—1 stets B’ = C'¥).
Sind ferner A', B’ beliebige Ideal-Klassen derselben Ordnung o, so
gibt es immer eine und nur eine Ideal-Klasse C' — 4A'—! B’ der
Ordnung o', welche der Bedingung A4'C’ = B’ geniigt.

§ 8.

Korrespondenz zwischen den Ideal:Klassen in p und p'.

Ist o wieder die aus allen ganzen Zahlen des Korpers £ be-
stehende Ordnung, O die Klasse der Hauptideale in o, und o' eine
beliebige Ordnung, so wird durch jede bestimmte Ideal-Klasse 4’ der
Ordnung o' eine bestimmte Ideal-Klasse OA' — A4 der Ordnung
00’ = o erzeugt, z. B. O selbst durch die Hauptklasse O' der Ord-
nung o. Umgekehrt, ist 4 eine Ideal-Klasse der Ordnung o, so
gibt es in ihr immer einen Repriisentanten a, der relatives Primideal
zum Fiihrer f der Ordnung o’ ist (denn nach § 1, 14° oder § 6 oder D.
§ 163, 7. kann jedes Ideal der inversen Klasse 4—* durch Multiplikation
mit einem solchen Ideal a in ein Hauptideal verwandelt werden, und
dies mufl folglich in A enthalten sein); dann ist o' = o' —a das
korrespondierende Ideal in o', und o2’ = a (§ 5, 2°), und wenn A4’
die Ideal-Klasse in o' ist, welcher o' angehort, so ist 04" = A4; also
wird jede Ideal-Klasse A der Ordnung o durch mindestens eine
Ideal-Klasse A’ der Ordnung o' auf diese Weise erzeugt. Wir suchen
nun zunichst alle Ideal-Klassen B’ der Ordnung o', welche dieselbe

*) Dieser Satz verliert, wie man leicht sieht, seine allgemeine Giiltigkeit,
wenn die Klassen A', B’, (' nicht derselben Ordnung angehiren.
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Klasse A hervorbringen, so daf OB’ = OA' wird; hieraus folgt
aber OB'A'—1 — 00/, also, wenn

B R 19 B e T
gesetzt wird,

OMe 40

Umgekehrt, wenn M’ eine der vorstehenden Bedingung geniigende
Ideal-Klasse der Ordnung o/, und wenn B' — M' A4’ ist, so ist auch
wirklich OB = 0 A'.

Der Komplex 9’ aller dieser Ideal-Klassen M’, unter denen
sich auch O' und jede inverse Kiasse M'—! befindet, besitzt den
Charakter einer Gruppe, insofern das Produkt von je zwei solchen
Klassen M' offenbar wieder demselben Komplex I’ angehort. In
den folgenden Paragraphen wird gezeigt werden, daf die Anzahl
dieser Klassen M' eine endliche ist; wir wollen dieselbe mit m be-
zeichnen und zundchst ihre Bedeutung fiir das Problem nachweisen,
welches den Hauptgegenstand dieser Abhandlung bildet. Ist A4’ eine
bestimmte Ideal-Klasse in o, und durchlauft M’ alle m Klassen der
Gruppe MM, so bilden die sdmtlichen Produkte M'A4’ einen Komplex
von Klassen der Ordnung o', der mit IMM' A4’ bezeichnet werden mag;
da aus M, A' — M, A" auch M, = M, folgt (§ 7), so besteht ein
solcher Komplex ' A’ aus m verschiedenen Klassen. Enthalten
ferner zwei solche Komplexe ' A’ MM' B’ eine und dieselbe Klasse
M4 =M, B, b0 ist' B's= M VM A== MA' wi B = MY AE
ebenfalls in M’ enthalten ist, und hieraus folgt offenbar, daf die
sdmtlichen m Klassen des Komplexes IM'B’ mit denen von IN'A’
vollstdndig iibereinstimmen. Man kann daher alle Ideal-Klassen der
Ordnung o' in lauter verschiedene solche Komplexe von der Form
M A", M B’ .. einteilen. Nun ist oben gezeigt, dab jede bestimmte
Ideal-Klasse A4 der Ordnung o in der angegebenen Weise durch die
sdmtlichen m Klassen eines bestimmten solchen Komplexes I’ A4,
und durch keine andere Klasse der Ordnung o' erzeugt wird, und
dafl umgekehrt alle m Klassen eines solchen Komplexes durch Multi-
plikation mit O eine und nur eine Klasse 4 der Ordnung o erzeugen.
Mithin ist die Anzahl aller dieser Komplexe identisch mit der An-
zahl kb der verschiedenen Ideal-Klassen der Ordnung o, deren Endlich-
keit schon bewiesen ist (D. § 164, 2°), und zugleich ergibt sich, dal

hi==nh
die Anzahl aller verschiedenen Ideal-Klassen der Ordnung o' ist.
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§ 9.

Bestimmung
des Verhidltnisses m der Klassen=Anzahlen 2’ und h.

Es sei M' eine bestimmte Klasse der Gruppe I, und m' ein
bestimmter Reprisentant von M'. Da OM' — O ist, so ist om’ ein
Hauptideal in o, also von der Form ou, wo u eine ganze Zahl von
positiver Norm, und zwar relative Primzahl zu f ist, wo f wieder
den Fithrer der Ordnung o' bedeutet. Umgekehrt, ist w eine solche
Zahl, so ist ou ein Hauptideal in o und relatives Primideal zu f,
mithin gibt es (§ 5, 2°) ein und nur ein Ideal m’ in o', welches der
Bedingung om’ — oy geniigt, und wenn M’ die durch m' reprisen-
tierte Ideal-Klasse in o bedeutet, so ist OM' — O; jeder be-
stimmten Zahl u von der angegebenen Beschaffenheit entspricht da-
her auf diese Weise eine und nur eine Ideal-Klasse M’, welche der
Gruppe MM’ angehort. Auf diese Korrespondenz bezieht sich der
folgende Satz:

Sind u, 4, ganze Zahlen von positiver Norm und rela-
tive Primzahlen zu f, so besteht die erforderliche und hin-
reichende Bedingung dafiir, dal beiden Zahlen eine und
dieselbe Klasse M’ der Gruppe MM entspreche, in der Kon-
gruenz

@, = pée’ (mod. f),
wo & eine Einheit in o, und @' eine in o' enthaltene relative
Primzahl zu t bedeutet, deren Normen beide positiv sind.

Beweis. Ist m'= 10— ou das Ideal in o', welches dem Ideal op
entspricht und folglich der Bedingung om’ — ou geniigt, so kann man,
weil m' + ¥ =0’ ist, eine Zahl u’ so wihlen, daf p' = 0 (mod. m’)
und ' =1 (mod. ¥) wird (§ 2, 2°); auch leuchtet ein, dal zugleick die
Bedingung N (u) > 0 erfiillt werden kann (§ 6, 2°). Dann ist o'y’
ein durch m' teilbares Hauptideal in o, weil o'y’ + f = o ist, und
folglich gibt es ein Ideal n’ in o', welches der Bedingung m'n’ — o'y’
geniigt und folglich der inversen Klasse M'—! angehort. Hieraus
folgt durch Multiplikation mit o, dal op’ = on'w, also ' durch u
teilbar ist; setzt man w = wwv, so ist v eine ganze Zahl von posi-
tiver Norm und relative Primzahl zu ¥, weil yy = p' = 1 (mod. f)
ist; zugleich wird ouv = on'y, und folglich on' = ow.
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Wenn nun das dem Ideal ou, entsprechende Ideal m, — o' — oy,
derselben Klasse M’ angehort, wie m’, so ist auch m;n’ ein Haupt-
ideal in o, also m;n’ =— o'®@’, wo @' eine Zahl in o' von positiver
Norm und relative Primzahl zu f ist. Multipliziert man mit o und
beriicksichtigt, daf om| — ow, und on’ = ow ist, so folgt ou,» = 0w/,
und hieraus w,» — &', wo ¢ eine Einheit in o bedeutet, deren Norm
= 4 1 sein mub, weil die Normen der Zahlen u,, v, @' positiv sind.
Multipliziert man mit u, so ergibt sich die zu beweisende Kongruenz,
weil uv = g’ = 1 (mod. f) und of =t ist.

Umgekehrt, wenn diese Kongruenz, in welcher g, u,, &, o' die
in dem Satze angegebene Bedeutung haben, erfiillt ist, so folgt durch
Multiplikation mit v¢— die Kongruenz

vu, e~ = o' (mod. ¥),

aus welcher hervorgeht, daB die ganze Zahl « = wyu,e—1!, welche
relative Primzahl zu f ist und eine positive Norm besitzt, der Ord-
nung o' angehort, und folglich ist oo’ ein Hauptideal in o'. Da nun
ov = on’ und ou, e~ = op, — om, ist, so folgt o(0’e’) = o(n'm,
also auch o'e’ = n'm] (§ 5, 1°), mithin gehoren die Ideale n', m) zu
entgegengesetzten Klassen, d. h. das dem Ideal oy, entsprechende
Ideal m ist fquivalent mit m’, was zu beweisen war.

Mit Hilfe dieses Satzes ist es leicht, die Anzahl m der in der
Gruppe M’ enthaltenen Klassen M’ zu bestimmen. Wir bezeichnen
mit ¢ (f)"die Anzahl aller der ir o enthaltenen Zahlen @, welche in-
kongruent in hezug auf den Modul f und zugleich relative Prim-
~ zahlen zu f sind; diese Anzahl ist (D. § 163, 7.)

v =YOTI (1~ 55):

wo das Produktzeichen II sich auf alle verschiedenen, in f auf-
gehenden Primideale q bezieht. Die Reprisentanten o selbst konnen
(nach § 6, 2°) immer so gewihlt werden, daf sie positive Normen
haben. Wenn eine dieser Zahlen (wie z B. die Zahl 1) in o' ent-
halten ist, so gehoren auch alle mit ihr kongruenten Zahlen der
Ordnung o' an, weil ¥ durch o teilbar ist; die Anzahl dieser nach
inkongruenten Zahlen @' oder der zugehorigen Zahlklassen ist eben-
falls als bekannt anzusehen, sobald o' gegeben ist, und soll mit ¢’(f)
bezeichnet werden. Da 0’2 — o ist, so ist das Produkt aus je zwei
Reprisentanten dieser Zahlklassen immer wieder einem solchen Re-
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prisentanten kongruent, und der Komplex dieser v'(f) Reprisentanten
hat daher den Charakter einer Gruppe. Multipliziert man dieselben
mit einer beliebigen in o enthaltenen Zahl w, welche relative Prim-
zahl zu f ist, so erhdlt man ¢’ (f) inkongruente Zahlen, welche eben-
falls relative Primzahlen zu f sind, und deren Komplex kurz mit
(») bezeichnet werden soll; zwei solche Komplexe (o), () sind (nach
der in § 8 angewendeten SchluBiweise) entweder géinzlich verschieden,
d. h. keine der in () enthaltenen Zahlen ist kongruent mit einer der
in (B) enthaltenen Zahlen, oder sie sind véllig identisch, d. h. alle
durch den einen Komplex vertretenen ¢’(f) Zahlklassen stimmen
ginzlich mit den Zahlklassen des anderen Komplexes iiberein. Es
wird daher auch das System aller ¢ (f) Reprisentanten in eine An-
zahl solcher Komplexe (@) zerfallen, d. h. #(f) wird teilbar sein
durch 9'(f); wir betrachten zun#chst aber nur alle diejenigen Kom-
plexe (g), welche entstehen, wenn & alle Einheiten des Gebietes o
durchlduft, deren Normen =— 4 1 sind. Es sei s die Anzahl aller
verschiedenen Komplexe

(81)') (52) (88)
dieser Art, so bilden die in ihnen enthaltenen sv’(f) Reprisentanten
offenbar wieder eine Gruppe im obigen Sinne; jede Zahl von der
Form sw’ ist einer und nur einer dieser Zahlen kongruent, welche
umgekehrt selbst in dieser Form enthalten sind. Ist nun w eine in o
enthaltene relative Primzahl zu f, deren Norm positiv ist, und be-
zeichnet man mit ((u)) den Komplex der sy’ (f) inkongruenten, in den
s Komplexen (ue¢,), (ué,)--: (ues) enthaltenen Zahlen, so sind wieder
zwei solche Komplexe ((1)) und ((#,)) entweder génzlich verschieden,
oder vollig identisch, und folglich besteht das System aller 4 (f)
Repriisentanten o aus einer Anzahl von solchen Komplexen ((u));
diese Anzahl mufl aber notwendig — m, d. h. gleich der Anzahl der
verschiedenen, in der Gruppe M’ enthaltenen Idealklassen M’ sein,
weil nach dem obigen Satze je zwei Hauptidealen ou, ou, dieselbe
Klasse M' oder zwei verschiedene solche Klassen entsprechen, je
nachdem die beiden Komplexe ((u)), ((¢,)) identisch oder verschieden
sind. Mithin ist
¥(t) = msy'(),
n v ()

it (e

h s'(®)

also
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§ 10.
Umformung des Resultates.

Es ist nun noch von Wichtigkeit, die Anzahl s in bestimmter
Weise darzustellen, und hierzu gelangt man mit Hilfe der in der
Einleitung erwéhnten Theorie der Einheiten von Dirichlet, welche
ich zu diesem Zwecke in etwas verallgemeinerter Form dargestellt
habe (D. § 166). Wir fragen zunéchst: wie miissen zwei Einheiten ¢, &,
von positiver Norm beschaffen sein, damit die oben mit (¢), (g,) be-
zeichneten Komplexe identisch ausfallen? Offenbar ist hierzu er-
forderlich, dal & = &y’ (mod. f) sei, wo @' eine der Ordnung o
angehorende Zahl bedeutet; mithin muf &&! = o' (mod. ), also
& = &'g, sein, wo & — &¢&; ! eine der Ordnung o' angehorende Ein-
heit von positiver Norm bedeutet; und es leuchtet unmittelbar ein,
daf diese Bedingung & — &'¢, auch hinreichend ist, dal sie also
die Identitdt der Komplexe (e), (¢,) zur Folge hat. Bezeichnet man
daher, wie oben, mit (s,), (¢,) - -- (&;) die sdmtlichen s verschiedenen
Komplexe von der Form (¢), so ergibt sich, dal man alle Einheiten &
der Ordnung o, und jede nur ein einziges Mal erhdlt, wenn man
jede der s partikuliren Einheiten &, ¢, :--& mit allen Einheiten &’
der Ordnung o' multipliziert. Hieraus folgt zunichst, daB die s-te
Potenz &* einer jeden Einheit ¢ in o immer eine Einheit & in o’ ist,
weil die s Komplexe (s¢,), (e&,) -+ (¢&,) notwendig mit den Kom-
plexen (g,), (&) ++- (&), wenn auch in anderer Ordnung, iiberein-
stimmen miissen, und weil folglich das Produkt

EE *EEg " EE — 828,847 &
von der Form &'.g¢y---¢, ist, wo & eine Einheit der Ordnung o’
bedeutet.

Wir miissen nun das Hauptresultat der Theorie der Einheiten
kurz in Erinnerung bringen. Es sei v die Gesamtanzahl der (2v — n)
reellen Wurzeln und der (n — ») Paare von je zwei konjugiert-imagi-
nidren Wurzeln @ + b4 der irreduktiblen Gleichung f(®) = 0, aus
welcher der Korper & entsprungen ist (§ 1); behdlt man von jedem
Paare imagindrer Wurzeln nur die eine bei, so bleiben » Wurzeln
iibrig, die mit

0,0" ... 0
bezeichnet werden mogen. Ist nun & — ¢ (@) eine beliebige Einheit
des Korpers &£, so soll durch das Symbol 7'(¢) der reelle Teil des
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Logarithmen von ¢(®") oder das Doppelte dieses reellen Teils be-
zeichnet werden, je nachdem @' reell oder imagindr ist, und die
Symbole 7" (g), I""(g) «+- I (&) sollen die entsprechende Bedeutung in
bezug auf die anderen Wurzeln @”, ®" ... ®® haben. Dann folgt
aus N (¢) = 1, daB immer
'@+0@E+ - +1@E =0

ist. Es wird nun zundichst bewiesen (D. § 166, 5.), dab es in jeder
Ordnung o' immer (v — 1) voneinander unabhingige, d. h. solche
Einheiten @1, g3 +-- @y—1 gibt, fiir welche die Determinante

= () (2) +++ 1V (i),
welche wir zur Abkiirzung mit
L(Q;’ 9; S Q;—l)
bezeichnen wollen, einen von O verschiedenen (positiven) Wert besitat.
LaBt man nun w,, ug -+ u,—, alle ganzen rationalen Zahlen durch-
laufen, so erhélt man eine Gruppe R’ von unendlich vielen in o

enthaltenen Einheiten
1y g 1y q

Q1 Qi tgr @10y
die sich durch Multiplikation und Division reproduzieren; je zwei
verschiedenen Systemen von Exponenten entsprechen zwei verschiedene
Individuen der Gruppe R'. Die Einheiten g}, g; +-- 9v—;, welche
eine Basis der Gruppe R’ bilden, konnen offenbar ohne Anderung
von R und L(g}, @3 -+ ¢v—1) durch je (v — 1) Einheiten ersetzt
werden, welche aus R’ so ausgewihlt sind, daB die aus den zu-
gehorigen (v — 1) Exponenten % gebildete Determinante = 1 wird.
Bezeichnet man mit R'e den Inbegriff aller Produkte aus einer be-
stimmten Zahl o und jeder der in R’ enthaltenen Einheiten, so sind
zwei solche Komplexe entweder g#nzlich identisch, oder sie haben
keine einzige Zahl gemeinschaftlich; das System aller Einheiten &'
der Ordnung o' besteht (D. § 166, 6.) aus einer endlichen, von
R’ abhidngigen Anzahl 7' solcher Komplexe, woraus leicht folgt, dal
¢" stets der Gruppe R’ angehort. Hieraus ergibt sich unmittelbar,
daf unter allen Systemen von (v — 1) unabhéingigen Einheiten der
Ordnung o' auch solche Systeme o), g, -+ 0,—, existieren, fiir welche
die Determinante L(g}, @; --- @v—1) einen Minimumwert erhilt;
dann besteht das System aller Einheiten & der Ordnung o aus
7" Komplexen von der Form
R" ’9,1 R @'2 - B 9”"_1,
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wo o' eine primitive Wurzel der Gleichung ¢'” =1 bedeutet (D.§166,17.).
Ein solches System von (v — 1) unabhiingigen Einheiten g}, g -++ @y—1
heilt ein Fundamental-System der Ordnung o', und wir wollen
zur Abkiirzung den durch die Ordnung o' vollstindig bestimmten
Quotienten

L0008 0ri) s ms
TI e E(D)

setzen®). ¥s wiirde sich, wie wir beildufig bemerken, durch Be-
trachtungen, welche den gleich folgenden sehr &hnlich sind (vgl. D.
§ 161), auch leicht beweisen lassen, dafl Zdhler und Nenner dieses
Quotienten sich mit einer und derselben ganzen rationalen Zahl
multiplizieren, wenn das Fundamental-System g;, o «++ @v—; durch
ein beliebiges System von (» — 1) unabhiingigen Einheiten der
Ordnung o' ersetzt wird. Wir wollen nun beweisen, daf die in dem
Verhéltnis A': A = m auftretende Anzahl s der Komplexe & ¢,
g'ey -++ &' &, aus welchen das System aller Einheiten ¢ der Ordnung o
besteht,
_ E(@)

— E(0)

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit g,, @, - - 9y—; ein Funda-
mental-System von Einheiten der Ordnung o, mit R die zugehorige
Gruppe der aus ihnen durch Multiplikation und Division gebildeten
Einheiten, und mit 7 die Anzabl der Komplexe

R, Ro, Ro*::» Ro'—3,
aus welchen das System aller Einheiten ¢ der Ordnung o besteht,
wo nun @ eine primitive Wurzel der Gleichung ¢” = 1 bedeutet.
Unter diesen Einheiten ¢ befinden sich auch alle Einheiten &' der
Ordnung o', weil o’ durch o teilbar ist. Ist nun e ein bestimmter
Index aus der Reihe 0, 1, 2 --- (v — 1), so gibt es unter allen den-
jenigen Einheiten von der Form

G = @U@l -+ 0¢°
welche, wie z B. ¢¢, auch der Ordnung o' angehdren, mindestens eine
(

ist.

or = 0" opt gt - gt

*) In dem singuliren Falle eines imaginiren quadratischen Korpers (n = 2,
» — 1) besteht R’ aus der einzigen Einheit 1, »' bedeutet die endliche Anzahl
aller in p' enthaltenen Einheiten, und die Determinante L (¢3, ¢5 --- ¢)_,) ist
durch 1 zu ersetzen.

k)
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in welcher der letzte Exponent u, seinen kleinsten positiven
Weit a erreicht, und es leuchtet ein, daf in jeder anderen Ein-
heit ¢, der letzte Exponent u, notwendig durch a{ teilbar, also von
der Form oz, sein muB, wo z, eine ganze rationale Zahl bedeutet;
es wird daher

Ge Qe %
eine in o' enthaltene Einheit von der Form ¢,_,, oder = 1 sein,
wenn e =— 0 ist. In diesem letzteren Falle ist

o' = o5
und da ¢” = 1 eine Einheit der Ordnung o’ ist, so mufl 7 durch a
teilbar, also

% —='an
sein, und folglich ist o' eine primitive Wurzel der Gleichung ¢'”' —1. Hat
man nun nach der obigen Vorschrift fiir jeden Index e=0,1,2-..(v—1)
eine, solche partikulére Einheit o', g}, @3-+ @v—; der Ordnung o
aufgestellt, so ergibt sich, dal jede Einheit &' der Ordnung o', d. h.
jede Einheit ¢,_,, von der Form

1z, 1y

’ = @ 12y,
6y—30,”7" = 6v—30,75"0,”

3 L
o7 ¥ == UBW.,
also schlieBlich von der Form

'R 1Ry L% 12y q

=0 ;"0 0,
ist, wo x, x,, ¥, --+ %, ganze rationale Zahlen bedeuten, deren
erste  auf die »* Werte 0, 1, 2 --. (' — 1) einzuschréinken ist; um-
gekehrt leuchtet ein, dafl alle Zahlen &' von der vorstehenden Form
auch wirklich Einheiten der Ordnung o' sind. Da die Zahlen
a, a,, ay ---al ;" simtlich positiv sind, so ist auch ihr Produkt

A= aday--al" )

positiv; nun ergibt sich aus der Bildung der Einheiten g}, 5+ - - 0y —1, daB

‘ ’ ’ ’ A
L(ew @3-+ 0v—1) = — L(01: 03"+ 0v—1)

einen von O verschiedenen, positiven Wert hat; mithin bilden dieselben
ein System von (v — 1) unabhéingigen Einheiten der Ordnung o', ja sogar
ein Fundamental-System, weil fiir jedes beliebige System von (v — 1)
Einheiten &;, & -+ & —, dieser Ordnung o' offenbar L (e}, &5 ++- &)
= pL(01, 93+ @v—1) Wird, wo p eine ganze rationale Zahl bedeutet.
Bezeichnet man wieder mit R' die Gruppe aller Einheiten, welche
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aus g1, @3 -+ @v—; durch Multiplikation und Division gebildet werden
konnen, so besteht das System aller Einheiten & der Ordnung o
aus den 7' verschiedenen Komplexen

.R', R r, R'QIBU' Rr@n"—-l.
Da ferner oben » — ar’' gefunden ist, so ergibt sich aus der
vorhergehenden Gleichung

E() = AE(o).
Nun ist offenbar A die Anzahl aller derjenigen in o enthaltenen
Einheiten !

— U V1 V2 Uy
G el dr A bl i

deren Exponenten den Bedingungen
VIR < YO0 o SR 11l T g AT | Wt NI

geniigen. Da ferner jede Einheit der Ordnung o' die Form

w1

’ ' _r1xy 1T i g gvx,,_l bl gw 91
y—1

8 = O 1017103

wg . AWy—1

92 97_1
hat, wo
¢—1)
Wy—1 = Qy—1 Ty—1

v—1) r—2)
Wy_g = By_3g Ty1+ A3 Ty_3

w,=a{ V2 1+a’' V2, 3+ -+ a2

w — q—1 Ty_1+ a®—2) Ly_g+ o0 + a,'x] +ax
ist, so kann man, wenn eine beliebige Einheit
prens | Ug M2 . Uy
A, A8, e, S

der Ordnung o gegeben ist, die Einheit &, d. h. die Exponenten
Xy_1, Ty_g++-2;, & stets und nur auf einzige Weise so wihlen,
daf die Zahlen
V=U—W, YV =U — W Vg = U—3— Wy

den obigen Bedingungen geniigen, dall also &&'—! eine der 4 Ein-
heiten &, wird; jede Einheit & der Ordnung o 148t sich daher stets
und nur auf eine einzige Weise in die Form ¢ ¢, setzen, wo &' eine
Einheit in o', & eine der obigen A Einheiten in o bedeutet. Durch-
lduft &' alle Einbeiten der Ordnung o', wihrend &, konstant bleibt,
s0 erhélt man einen Komplex von unendlich vielen Einheiten ¢ —¢'¢,,
und zwei solche Komplexe, welche zwei verschiedenen Werten von &,
entsprechen, sind génzlich verschieden voneinander; mithin besteht
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das System aller Einheiten ¢ der Ordnung o aus 4 solchen Komplexen.
Aber es ist oben gezeigt, dal die Anzahl dieser Komplexe — s ist;
mithin ist s = 4, d. h.
s — E@)
il
was zu beweisen war.
Hiernach nimmt das frithere Resultat fiir das Verhdltnis der
Klassenanzahlen die folgende Form an
W vOEQ
h v (® E@)’
in welcher die Losung unseres Problems nach der Methode von
Gaul enthalten ist.

§ 11.

Zerlegbare Formen,
welche den Idealen von beliebiger Ordnung entsprechen.

Bevor wir zu der Ableitung desselben Resultates nach der Me-
thode von Dirichlet iibergehen, wird es zweckm#fig sein, mit
einigen Worten den Zusammenhang zwischen den Idealen von be-
liebiger Ordnung und den zerlegbaren Formen des Korpers & zu
besprechen.

Bilden die Zahlen ®,, @, --+ @, eine bestimmte Basis der aus
allen ganzen Zahlen des Korpers bestehenden Ordnung o, so wollen
wir die » Basiszahlen

o, = ko, + & oy + - + k) o,
der Ordnung o' (§ 3) und die » Basiszahlen
o« =00+ 0’ @)+ +a o,
eines Ideals o' in o' (§ 4) immer so wihlen, dal die Determinanten
Zik'lk; e kfsn) b= (010’) = k,
Staa e =(0,0)=N(@)
werden, also positive Werte erhalten.
Die sémtlichen Zahlen des Ideals o’ sind von der Form
o = @0 + Byog + +++ + Tuom,
wo die Variablen @, z, --- @, alle ganzen rationalen Zahlen durch-
laufen, und es ergibt sich, genau wie fiir die Ideale in o (D. § 165), dal
N(@)=N'(@w)X

Dedekind, Gesammelte Werke, I. 10



— 146 —

ist, wo X eine homogene Funktion n-ten Grades der n Variablen
%,, &3 +++ ¥, mit ganzen rationalen Koeffizienten bedeutet, welche,
wie aus § 6 folgt, keinen gemeinschaftlichen Teiler haben; die De-
terminante dieser Form X (§ 1) ist
== Do, o) == DI,
wo D= 4(8) wieder die Grundzahl des Kérpers & bedeutet. Alle Formen
X, welche allen verschiedenen Basen aller mit o' dquivalenten Ideale
entsprechen, sind dquivalent, d. h. sie gehen durch lineare Substitu-
tionen mit ganzen rationalen Koeffizienten, deren Determinanten
= 4 1 sind, ineinander iiber; jeder Idealklasse entspricht also eine
bestimmte Formenklasse. Der Multiplikation zweier Ideale o', b der
Ordnungen o, o” oder der Komposition der sie enthaltenden Ideal-
klassen A4', B” entspricht die Komposition der zu den Idealen a' b”
gehorigen Formen X, Y zu einer dem Ideal a' b” entsprechenden
Form Z, deren Determinante
== (v 0l
ist, und zugleich folgt hieraus die Komposition der Formenklassen*).
Um die Riickkehr von diesen allgemeinen Untersuchungen zu
dem Falle der quadratischen Kérper und Formen zu erleichtern,
fiige ich noch folgende Bemerkungen hinzu, von deren Richtigkeit
‘man sich leicht iiberzeugen wird (vgl. D. §§ 168 bis 170). Jede
Wurzel einer irreduktiblen quadratischen Gleichung ist von der
Form a + bVe, wo ¢ eine ganze rationale Zahl bedeutet, welche
keine Quadratzahl und auch durch keine Quadratzahl auBer 1 teil-
. bar ist; @ und b sind rationale Zahlen, und b ist von O verschieden.
Die Grundzahl D des quadratischen Korpers £, welcher aus der
Zahl a + b Vc entspringt, ist = ¢ oder = 4¢, je nachdem ¢ = .1,
oder ¢ = 2, 3 (mod. 4) ist; setzt man
D+VD
9

“

@ =

I

8o bilden die Zahlen 1, ® eine Basis der Ordnung o, welche aus
allen ganzen Zahlen e
LY t+uyD

2

*) Da, wie schon oben (§ 7, Anmerkung) bemerkt ist, Moduln existieren,
welche keinem Ideal dquivalent sind, so ist, was ich hervorheben zu miissen glaube,
in dem Obigen noch nicht die Theorie aller zerlegbaren Formen enthalten, welche
den simtlichen Moduln eines Kirpers £ entsprechen.
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des Korpers besteht, wo #, u alle, der Bedingung ¢ = Dwu (mod. 2)
geniigenden Paare von ganzen rationalen Zahlen zu durchlaufen
haben. Jede Ordnung o' ist dann von der Form [1, k@], wo
k = (o, 0") eine beliebige positive ganze rationale Zahl bedeutet; der
Fiihrer k einer solchen Ordnung ist das Hauptideal ok — [k, k@],
und es ist N (f) = k®. Setzt man, wenn p eine positive rationale
Primzahl bedeutet,
(D, p) =0, + 1 oder —1,
je nachdem op das Quadrat eines Primideals, das Produkt aus zwei
verschiedenen Primidealen, oder selbst ein Primideal ist (vgl. D.
§ 168), so ist @9
Lt 1 ( i _’_Z’.)

¥(0k) = kI'[(l p) 1 e &
wo p alle verschiedenen in % aufgehenden Primzahlen durchliuft ;
da ferner jede Zahl der Ordnung o' mit einer rationalen Zahl
kongruent ist in bezug auf ok, so ist

vk = 9@ = k[ (1—3),

¥ (ok) @D, ’P))
: ==l 1——=7).
wamme {1

Ist nun der Korper & imaginér, also D nega tiv, sa ist (vgl. § 10
Anmerkung)

und folglich

E@ _

BB
wo r die Anzahl aller Einheiten in o, und r' die Anzahl aller Ein-
heiten in o' bedeutet. Die letztere Anzahl 7' ist (wenn o' von o
verschieden ist) immer — 2, und ebenso ist 7 immer — 2, aus-
genommen die beiden Fille D — — 3, wo » = 6, und D — — 4,
wo 7 = 4 ist. - Es ist daher im allgemeinen

}.b_’_m_kn( D, p))

h
aber dieses Produkt ist im Falle D =— — 38 durch 3, im Falle
D = — 4 durch 2 zu dividieren. Ist der Korper & reell, also D
positiv, so ist » = #' = 2, und folglich
E() loge
EG) ~ loge”
10*

www.rcin.org.pl
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W0, wenn kVﬁ: VB—’ gesetzt wird,
T+UVD , T4+UVD
E=—"—, §="——"—
2 2
die Fundamentaleinheiten der Ordnungen o, o' bedeuten, und man

erhalt E_ s log & . kH(l__('D’ P) :
h — logé P
Was das Zeichen (D, p) betrifft, so ist sein Wert = 0, wenn p in
D aufgeht; ist p — 2 und D ungerade, also D = 1 (mod. 4), so
ist (D, p) = + 1 oder == — 1, je nachdem D = 1 (mod. 8) oder
D = 5 (mod. 8); ist endlich » ungerade, und D nicht teilbar durch
p, so ist unter Anwendung der Bezeichnung von Legendre
D
@9 =(3)

Jeder Idealklasse in o' entspricht nach den obigen Festsetzungen
eine Klasse von dquivalenten quadratischen Formen a2? + bz y + c9?,
deren konstante Koeffizienten a, b, ¢ ganze rationale Zahlen ohne ge-
meinschaftlichen Teiler sind, und die gemeinschaftliche Deter-
minante*) dieser Formen ist D' = b® —4ac = DFk?; wenn D
negativ ist, so treten nur sogenannte positive, d. h. solche Formen
auf, deren #ullere Koeffizienten a, ¢ positiv sind. Umgekehrt ent-
spricht eine bestimmte Klasse von fquivalenten quadratischen Formen,
deren Determinante D' keine Quadratzahl ist, immer einer und nur
einer Idealklasse eines quadratischen Korpers &, und wenn o die
Ordnung dieser Idealklasse bedeutet, so ist D' — D (v, 0")® = D&?,
wo D die Grundzahl von & ist. Mithin sind in den obigen Formeln
* die verschiedenen Sdtze enthalten, welche sich auf die Anzahl der
quadratischen Formen in verschiedenen Ordnungen wund auf die
Unterscheidung der eigentlich und uneigentlich primitiven Formen
beziehen.

§ 12.
Methode von Dirichlet.

Wir wenden uns nun der zweiten Losung desselben allgemeinen
Problems zu, welche auf den von Dirichlet eingefithrten Prinzipien

*) Es ist wohl darauf zu achten, daB die hier im Sinne von § 1 definierte
Determinante das Vierfache der Zahl ist, welche von Gauf die Determinante der
Form genannt wird, wihrend der Begriff der (eigentlichen) Aquivalenz der Formen
derselbe bleibt.
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beruht. Durchliuf; o alle Ideale der Ordnung o, so konvergiert
dic Reihe
s—1
e R
fiir alle positiven Werte von (s — 1); denn weil N'(a’) = N (0 0)
ist (§ 5, 1°), so bilden die Glieder dieser Reihe nur einen Teil der
gleichfalls aus lauter positiven Gliedern bestehenden Reihe
8§ —1
8= N @)
in welcher a alle Ideale der Ordnung o durchliuft, und deren Kon-
vergenz schon frither bewiesen ist (D. § 167); iibrigens ergibt sich

die Konvergenz der Reihe §' auch aus den weiter unten folgenden
Untersuchungen. '

Unsere Hauptaufgabe besteht darin, den Grenzwert zu er-
mitteln, welchem die Summe 8’ sich fiir unendlich kleine positive
Werte von (s — 1) annsihert. Zu diesem Zwecke betrachten wir aber
zundchst nur denjenigen Teil S” der Reihe §', welcher allen, durch
ein gegebenes Ideal m’' der Ordnung o' teilbaren Hauptidealen o
entspricht. Die allgemeine Form dieser Ideale o’ ergibt sich auf die
folgende Weise.

1. Jedes Ideal o’ ist von der Form wo, wo g eine in o’ ent-

haltene Zahl bedeutet, welche relative Primzahl zu dem Fiihrer f
der Ordnung o' ist.

2. Die Zahl p muBl in dem gegebenen Ideal m' enthalten sein.

3. Die Norm der Zahi p mub positiv sein.

Umgekehrt, wenn p diese drei Bedingungen erfiillt, so ist wo’
jedenfalls eins von den Idealen o', auf welche sich die Summe S"”
erstreckt.

Bilden nun die Zahlen yu,, w,---u, eine Basis des gegebenen
Ideals m', so ist zur Erfiilllung der Bedingung 2 erforderlich und
hinreichend, daf

Bo= myp, + Mgy + o+ M
sei, Wo m,, my---m, ganze rationale Zahlen bedeuten, und da w’
durch o' teilbar ist, so ist jede solche Zahl g auch in o' enthalten.
Aber sie soll zufolge 1. auch relative Primzahl zu ¥ sein. Bezeichnen
wir nun wieder (wie in § 9) mit ¢'(f) die Anzahl aller in o' ent-
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haltenen Zahlen @', welche inkongruent in bezug auf f und zugleich
relative Primzahlen zu f sind, so muf gleichzeitig
p = @ (mod. f), u = 0 (mod. m')
sein; da f 4 m’ = o’ ist, so gibt es (nach § 2, 2°) immer Zahlen g,
welche einem solchen Kongruenzpaar geniigen, und sie bilden eine
bestimmte Zahlklasse in bezug auf den Modul f — m', welcher offen-
bar — fm' ist; denn da m' > om' ist, so ist f—m' ein gemein-
schaftliches Vielfaches der beiden relativen Primideale f, om’, also
auch ein Vielfaches ihres Produkts fom’ — fm’, und umgekehrt ist
fm’ ein gemeinschaftliches Vielfaches von f und m', weil m’ > o,
f> o und fo =¥ o'm’ — m' ist. Die sdmtlichen Zahlen w, welche
den Bedingungen 1 und 2 geniigen, bilden daher ¢'(f) verschiedene
Zahlklassen (mod. fm’). Jede solche Zahlklasse besteht aber, weil
km' > tm"” ist, aus (fm, km’) verschiedenen Zahlklassen (mod. k'),
und folglich ist
¢ = ¢'(f) (tw', kom’)
die Anzahl der Zahlklassen (mod. km’), aus welchen das System
aller dieser Zahlen p besteht. Es laft sich leicht zeigen, daf diese
Anzahl ¢ von m' unabhéingig ist. In der Tat, aus
(0, m") = (o, 0) (o', m") = (o, o) (om’, m')
folgt
EN'(m') = N(ow') (om’, m'),
mithin, weil N'(m) = N (om’) ist (§ 5, 1°), (om’, m') = £, also auch
(kow', km') = k,
weil offenbar fiir je zwei Moduln a, b der Satz (ga, n6) = (a, b) gilt,
sobald % eine von O verschiedene Zahl ist. Da ferner

(0, kom’) = (o, tm") (fm, kom’),

N(kowm) N(ko) k»
N(m) — N — N

also

(fm', kom") =

ist, so ergibt sich
(tm', k') = (fw’, kow') (kow'’, km') =
und folglich ist

Eetd
N’
_¥®
C = _N—(f) knt1
die Anzahl der fraglichen Zahlklassen in bezug auf den Modul
kw' = [kp,, bpy - kpn).
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Wéhlt man aus jeder dieser Klassen einen bestimmten Reprisentanten

Gy fty + Gy g + oo+ Gn i,
so werden alle Zahlen y derselben Klasse durch die Form

D w=(a+kz)p + @ +Ek2)p+ - + (@ + k2a) pn
erzeugt, wenn z,, 24 --- 2, alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen;
und die samtlichen Zahlen u, welche den Bedingungen 1 und 2
geniigen, werden durch c solche lineare Formen erzeugt, und zwar
jede nur einmal.

Von diesen Zahlen g sind aber nur diejenigen beizubehalten,
welche auch der dritten Bedingung

D N(uw >0

geniigen. Umgekehrt erzeugt jede solche Zahl u ein Hauptideal
po' in o, welches durch das gegebene Ideal m' teilbar ist.

+ Aber es leuchtet ein, daBl, wenn u alle diese Zahlen durchliuft,
jedes bestimmte, durch m’ teilbare Hauptideal o' unendlich oft erzeugt
wird. Ist n#mlich w, eine bestimmte von diesen Zahlen g, so wird
dasselbe Hauptideal o'y, offenbar durch alle, und nur durch die
Zahlen u erzeugt, welche von der Form gy — &'y, sind, wo & eine
beliebige in o' enthaltene Einheit (von positiver Norm) -bedeutet.
Um dies zu vermeiden, mull man den Zahlen p neue Beschriinkungen
auferlegen. Zu diesem Zwecke kehren wir zu den Betrachtungen
und Bezeichnungen des § 10 zuriick und erweitern die Bedeutung
der dort erkldrten » Symbole 7', I"---1®). Ist @ = ¢ (@) eine be-
liebige von 0 verschiedene Zahl des Korpers £, und o' = ¢ (@),
so verstehen wir unter !'(w) den reellen Teil des Logarithmen von

’
@

_ o)
oder das Doppelte dieses reellen Teiles, je nachdem @' eine reelle
oder imaginire Wurzel der irreduktiblen Gleichung f(@") = 0 ist;

legt man ferner den Symbolen I” (), I (@) -+ - I” (@) die entsprechende
Bedeutung in bezug auf die Wurzeln ®”, ®" - .- ®® be, so ist offenbar

@)+ (@) + - + 19 (@) = 0.

Bilden nun g}, g5 .- o,_, ein bestimmtes Fundamentalsystem % von
Einheiten der Ordnung o/, so wollen wir unter den Exponenten
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der Zahl @ in bezug auf R diejenigen vollig bestimmten reellen
Werte z, (@), 23 (@) --- #,—, (w) verstehen, welche den » Gleichungen
I (o) 2 (@) + T ()7 (@) + - + T ()—1) Tes (@) = I (@)
I (1) %, (@) + I (3) 2 (@) + -+ + I (@}—1) Bt (@) = I" (@)
19 (01) #,(@) + 17(02)23 (@) + -+ + 17 (@r—1) Ty—1 (@) = I(w)
geniigen, deren letzte eine Folge der iibrigen ist. Da I'(ap) = I'(«)
+ I'(B) ist, und dasselbe fiir die anderen Symbole ", 1" ... 1® gilt,
so ist auch z, («f) = =, (u) + 2,(B), und dasselbe gilt auch fiir
die anderen Exponenten z,, #;... z,_;. Die Exponenten der Einheit

"ty 1ty 1y q

£=19" 010 ‘0,3
wo o' wieder eine primitive Wurzel der Gleichung ¢” = 1 bedeutet,
sind offenbar die ganzen rationalen Zahlen w,, wuy«-- %,_;.

Ist nun w, eine bestimmte der oben definierten Zahlen w, d. h.
eine Zahl, welche in einer der ¢ linearen Formen (I) enthalten ist
und zugleich der Bedingung (II) geniigt, so sind die sdmtlichen
Produkte w = &'u_, welche den s@mtlichen Einheiten & der Ord-
nung o' entsprechen, eben solche Zahlen, und alle diese Zahlen u
und keine anderen liefern, wie oben bemerkt, ein und dasselbe
durch m' teilbare Hauptideal o’ = o’ g, = o' u der Ordnung o’. Da nun

Zy (ll) G (5"0) + Uy Ty, (l‘) = Ty—1 (l‘o) + Uy
ist, so kann man die ganzen rationalen Zahlen u,, ug---u,_, offen-
bar stets und nur auf eine einzige Art so wahlen, daB

- () IS <10 aa(p) <1
wird, und da hierbei der in ¢ auftretende Faktor o'* seine siamt-
lichen ' Werte d g R
1’ 0,0 0

durchlaufen darf, so werden durch diese Bedingungen (III) aus dem
System aller mit w, assoziierten Zahlen y — & u, genau 7' Zahlen u
herausgehoben, wiahrend alle iibrigen ausgeschlossen werden. LaGt
man daher p alle diejenigen Zahlen durchlaufen, welche in den ¢
linearen Formen (I) enthalten sind und zugleich den Bedingungen
(II) und (III) geniigen, so wird jedes durch m’ teilbare Hauptideal
o' = o'y der Ordnung o' genau #-mal erzeugt, und folglich ist der
von uns betrachtete Teil S” der Summe S’ identisch mit
s§—1 s—1

i1
» 2wy =7 SHGr
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Nun zerlegen wir diese Summe abermals in ¢ Partialsummen,
indem wir jedesmal die Beitréige derjenigen Zahlen w zu einer Partial-
summe sammeln, welche in einer und derselben Linearform (I)
enthalten sind und auBerdem den Bedingungen (II) und (III) ge-
niigen. Es sei ¢ eine beliebige positive Grofe, und 7' die ent-
sprechende Anzahl dieser Zahlen u, fiir welche zugleich

1) Nw=t

wird, so wollen wir beweisen, dal der Quotient 7':¢# mit unendlich
wachsendem ¢ sich einem endlichen Grenzwerte nidhert. Zu diesem
Zwecke bezeichnen wir mit

Ty hz coe by
ein System von reellen, stetig veréinderlichen Grofien und betrachten
die » homogenen linearen Funktionen ', @ :-- @™, welche aus

© = hypt; + hypty + -+ + hapin

dadurch hervorgehen, dal die dem Korper & angehorigen Kon-
stanten w,, gy -+ w, durch die mit ihnen konjugierten Zahlen ersetzt
werden, - welche der Reihe nach den Wurzeln @', @ ... @™ der
Gleichung f(®) = 0 entsprechen. Setzen wir auch in allen Fillen,
wo die Werte der Variablen %,, A, --- h, nicht simtlich rational sind,
der Kiirze wegen

@ ™ — N(ﬁ)),

s0 ist N () eine homogene Funktion n-ten Grades von den Variabeln
hyy hy -+ by Wir beschrinken nun zuniichst die Variabilitit dieser
Grofien durch die Bedingung

) 0 < N@ <1
und definieren hierauf ein System von » Funktionen
o), V' (@) 19 (a)
und aus diesem ein System von (v — 1) Funktionen
2, (@), @y (@) -+ %1 (@)

genau nach denselben Regeln, wie dies oben fiir den Fall geschehen
ist, dal die samtlichen Variablen h,, hq - h, rationale Werte haben,
und folglich @ eine Zahl des Korpers £ ist. Hierauf beschriinken



— 154 —

wir die Variabilitit der Grofen h,, h, -« - h, ferner durch die (v — 1)
Bedingungen

(VD 0'<] #,(w) < 1.7 05 & (o) < L

Hierdurch, sowie durch die Bedingung (V), ist den Variablen
hy, by - h, ein bestimmtes Gebiet G angewiesen, und zwar ist (vgl. D.
§ 167) das iiber dieses Gebiet G ausgedehnte m-fache Integral

gzjdhldhg---dhn __6L(on 0 @v—1) __ <,5r ,E(o)__,
VEd (ot ) EN@)VED

Wwo 6 = 2"~ 1z»—*, im Falle n = 2v» aber = (2=x)" ist; Y+ D be-
deutet die positive Quadratwurzel aus dem absoluten Werte der
Grundzahl ‘D des Korpers &.

Die oben mit 7' bezeichnete Anzahl der in einer bestimmten
Linearform (I) erhaltenen Zahlen u, welche auflerdem den Bedingungen
(IT), (III), (IV) geniigen, besitzt nun die folgende Bedeutung fiir das
eben definierte Gebiet G. Setzt man

hl =al‘tk21, h9= aﬁtk_ﬁ_“kn:an‘*"kzn

13 Vi Vi
so bringt jedes System von = ganzen rationalen Zahlen z,, 2, «+- 2y,
welchem’ eine solche Zahl u entspricht, ein System von # reellen
Werten A, h, -+ h, hervor, welches dem Gebiete G@ angehort; denn
da N (w) eine homogene Funktion n-ten Grades, jede der Funktionen
z, (@), %y(w) -+ 2, _;(w) aber eine homogene Funktion O-ten Grades
von den Variablen &, hy---h, ist, so gehen die Bedingungen (II)
und (IV) in die Bedingung (V), und die Bedingungen (III) in die
Bedingungen (VI) iiber. Setzt man ferner

T"’-:&;%:h‘l’, % 2“_15—

13 Vi Ve Vi
so ist das durch 2, 2,-.--2, hervorgebrachte, dem Gebiet G an-
gehorende Wertsystem A, A, .-+ h, von der Beschaffenheit, dal die
Groflen

Qy

Liayn a0 e 0
}il—a—hl_-—_-zﬂ h’ahzr_—z,"'hnalfﬁ:Zn
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ganze rationale Zahlen werden; und umgekehrt leuchtet ein, daB
jedes dem Gebiet @ angehorende Wertsystem A,, %, -« - h,, welches
dieser letzten Bedingung geniigt, riickwirts ein System von ganzen
rationalen Zahlen 2,, z,--- 2, und dadurch eine Zahl g der Linear-
form (I) hervorbringt, welche auch den Bedingungen (II), (III), (IV)
geniigt. Mithin ist 7' die Anzahl derjenigen dem Gebiet G an-
gehorenden Wertsysteme A, kg -+ h,, fiir welche die Quotienten
hby—0 hy—h3  ha—ha
e R
ganze rationale Zahlen werden. Wichst nun ¢ iiber alle’ Grenzen, so

wird § unendlich klein, und aus dem Begriffe eines n-fachen be-
stimmten Integrals ergibt sich, daB

lim (7'0") = o lim (T> [ahdhy-- dhy =g

ist, mogen die Grofen Af, A3 --- A), von & unabhingig sein oder nicht.
Nach einem Fundamentalsatze von Dirichlet (D.§ 118) folgt hier-
aus, daf die auf alle Zahlen u der einen Linearform (I) ausgedehnte
Partialsumme
a-—1

7 ¥
fiir alle positiven Werte von (s — 1) konvergiert und fiir unendlich
kleine Werte von (s — 1) sich dem Grenzwerte

2 11 <T) A 6 E (o)
#r N @) VED

pahert. Da derselbe von den Zahlen a,, a, - - a,, welche diese eine
Linearform charakterisieren, géinzlich unabhéingig ist, und da die Anzahl
der Partialsummen, aus welchen die bis jetzt von uns betrachtete
Summe 8" besteht,

w({) 1
¥

ist, so erhalten wir das Resultat

po o o o

—1 _v@® eE()
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wo links die Summe iiber alle durch m’' teilbaren Hauptideale o’
der Ordnung o' ausgedehnt ist.

lim 8" = lim 3] 17
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§ 13.
Resultat dieser Methode.

Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes ist es leicht, unsere Auf-
gabe zu l6sen. Nimmt man m' = o', also N'(m’) = 1, so ergibt sich
; s—1 ¢/ ¢E()
mE Ny T NO VD
wo die Summe links iiber alle Ideale o' ausgedehnt ist, welche der

Hauptklasse O' der Ordnung o’ angehoren.

Nun sei B’ eine beliebige Ideal-Klasse der Ordnung o, und m’
ein bestimmtes Ideal der inversen Klasse B'—1 Durchlduft b’ alle
Ideale der Klasse B', wihrend m' unverindert bleibt, so werden die
Produkte b'm’ lauter Hauptideale o' der Ordnung o, welche durch m'
teilbar sind; und umgekehrt, ist o’ ein durch m’ teilbares Haupt-
ideal der Ordnung o', so gibt es (nach § 5, 3°) ein und nur ein
Ideal o' in o' von der Art, daf 0'm' = o' wird, und b mul not-
wendig der Klasse B’ angehoren, weil m’' ein Ideal der inversen
Klasse ist. Da aullerdem N'(b'm’) = N'(b)N'(m’) ist, so ist die
iiber alle Ideale b’ der Klasse B’ ausgedehnte Summe

s—1 TSy s—1
2 N' (b’)s . N (m )8 2 N! (ar)sa
wo a' alle durch m' teilbaren Hauptideale der Ordnung o' durch-
lauft. -Hieraus ergibt sich nach dem Schlufsatz des vorigen Para-
graphen fiir unendlich kleine positive Werte von (s — 1)
: s—1 v’ () ¢E()
lim 2 ¥ @y = ¥ ey
d. h. der Grenzwert der iiber alle Ideale einer beliebigen Klasse
in o' ausgedehnten Summe ist fiir jede Klasse derselbe, und zwar
offenbar von 0 verschieden.

Fiir den Spezialfall, in welchem o' das Gebiet o aller ganzen

Zahlen des Korpers £ ist, ergibt sich hieraus, weil
P, N = §(preil
wird, und weil die Anzahl % aller Ideal-Klassen der Ordnung o end-
lich ist (D. § 164), das Resultat

lim 8§ = lim >

§—1/:" " @ K{o)
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wo die Summe iiber alle Ideale a der Ordnung o auszudehnen Iist.
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Durchlduft nun o’ alle Ideale der Ordnung o', so durchliuft oa’
alle diejenigen Ideale der Ordnung o, welche relative Primideale zu
dem Fiihrer f sind, und jedes nur ein einziges Mal. Da zugleich
N'(a') = N(oa') ist, so ist die iiber alle Ideale a’ der Ordnung o’
ausgedehnte Summe

i s—1 Sl bl
il N @y > N (oa')*’
durchliduft aber p alle verschiedenen in f aufgehenden Primideale in
o, so ist nach den allgemeinen Gesetzen der Teilbarkeit die iiber
alle Ideale a der Ordnung o ausgedehnte Summe

1 1 1 1 1
21\7—@7’:1—11— 1 .EN(DG’)':]‘—‘[l__L'ZN'(a')"
N (py N (py
und folglich, weil o
LT
: II (1" _(p)> 0]
ist, ® 3
; s—1 P ) s —
i lin 3 ¥y = ¥ 10 2 ¥

S0 18 0
lim 8 = mhm&

Da die rechte Seite einen endlichen Wert hat, so folgt zuniichst, dafB
die Anzahl A’ der Ideal-Klassen in o' endlich sein muB, weil oben
fiir jeden Bestandteil der linken Seite, welcher einer einzelnen Klasse
entspricht, ein und derselbe' von 0 verschiedene Grenzwert gefunden
ist. Setzt man diesen Wert und ebenso den Grenzwert der rechten
Seite ein, so ergibt sich
w¥ O SEQ) _ v(® oEE)
NO® Yy+D N®O Y+D’
B _ %M EE
h '@t E(@)’
was mit dem in § 10 nach der Methode von Gaul gefundenen Re-
sultat iibereinstimmt.

und hieraus
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Erlduterungen zur vorstehenden Abhandlung.

Diese Abhandlung findet ihre Ergdnzung in dem im Nachlaf veriffentlichten
Uberblick iiber die allgemeine Modultheorie (Brief an Frobenius von 1883);
beides war -— wie dort und an anderen Stellen ausgesprochen ist — gedacht als
Grundlage fiir die allgemeinen Reziprozititsgesetze. :

In der Tat ist die in der Abhandlung behandelte Klasseneinteilung eine
Strahlklasseneinteilung, wie sie der Klassenkorpertheorie zugrunde liegt, wenn
auch noch nicht die allgemeinste. Der Ausdruck fiir das Verhiltnis der Klassen-
anzahlen (§ 10, SchluB) findet sich genau in der allgemeingiiltigen Form; auch die
gruppentheoretischen Beweismethoden sind #hnlich, wenn auch noch etwas kom-
plizierter, als in der spiteren allgemeinen Theorie (H. Weber, Math. Ann., Bd. 48,
S. 433 ff.). In § 12 werden die transzendenten Methoden zum ersten Male auf
solche allgemeineren Klasseneinteilungen iibertragen, was spiter viel weitergehend
von H. Weber im allgemeinsten Falle entwickelt wurde (Math. Ann., Bd. 49, S. 83 ff.).
Auf Weber aber baut Takagi auf.

Idealtheoretisch liegt die Bedeutung der Abhandlung darin, daf zum ersten
Male die Beziehung zwischen Idealen verschiedener Ringe vermige Zuordnung von
Durchschnitts- und Erweiterungsideal behandelt wird. Die hier entwickelten Be-
griffe lassen sich auf beliebige Ringe ausdehnen und fithren zu einer Zuordnung
von Klassen von Idealen im Unter- und Oberring, wobei wieder Durchschnitts-
(Verengungs-)Ideal und Erweiterungsideal eine ausgezeichnete Rolle spielen (vgl.
H. Grell, Beziehungen zwischen den Idealen verschiedener Ringe, Math. Ann.,

Bd. 97, 1927).
Noether.






