XTII.

Erliuterungen zu zwei Fragmenten von Riemann.

[Bernhard Riemanns gesammelte mathematische Werke und wissenschaftlicher
NachlaB, 2. Aufl., S.466—478 (1892)].

Die Entstehungszeit (September 1852) des ersten der beiden
Fragmente[*)] macht es wahrscheinlich, daf Riemann darauf aus-
ging, fiir die Abhandlung iiber die trigonometrischen Reihen[**)] Bei-
spiele von Funktionen zu finden, die unendlich oft in jedem Intervall
unstetig werden, und vielleicht sollte die zweite Untersuchung [*¥*)],
welche sich auf einem kaum leserlichen Blatte findet, demselben
Zwecke dienen. Die hier von Riemann benutzte Methode zur Be-
stimmung des Verhaltens der in der Theorie der elliptischen Funk-
tionen auftretenden Modulfunktionen fiir den Fall, daf das komplexe
Periodenverhiltnis Ay
(1) e - i = log__q

K e

gich einem rationalen Werte ndhert, gestattet aber zugleich eine sehr
interessante Anwendung auf die sogenannte Theorie der unendlich
vielen Formen der & -Funktionen, ndmlich auf die Bestimmung der
bei der Transformation erster Ordnung auftretenden Konstanten,
welche bekanntlich von Jacobi und Hermite auf die Gauflschen
Summen, also auf die Theorie der quadratischen Reste zuriickgefiihrt
ist. Die Darstellung dieses Zusammenhangs bildet den Gegenstand
~ der folgenden Erliuterungen.

Den Mittelpunkt der Theorie dieser Modulfunktionen, welche
man auch ganz unabhiingig von der der elliptischen Funktionen auf-
stellen kann, und welche seit dem Erscheinen der ersten Auflage
von Riemanns Werken der Gegenstand zahlreicher Untersuchungen
geworden ist, bildet in gewissem Sinne die Funktion

w 3
@ n(@) = W1 —19%) = g8 11— ),
wo zur Abkiirzung @
3) edziri—ule algo . =t 1A

[*) B. Riemanns ges. mathem. Werke usw., 2. Aufl., S.455—461.]
[**) B. Riemanns ges. mathem. Werke usw., 2. Aufl., S.227—264.]
[*#%) B. Riemanns ges. mathem. Werke usw., 2.’Auil., S.461—465.]
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gesetzt ist, und wo das Produktzeichen sich auf alle natiirlichen
Zahlen v erstreckt. Da diese Funktion der komplexen Variablen
o = z + y1t, deren Ordinate « stets positiv ist, im Innern des hier-
durch begrenzten, einfach zusammenhiingenden Gebietes nirgends
Null oder unendlich grof wird, so sind auch alle Potenzen von 7 (w)
mit beliebigen Exponenten, und ebenso log 5 () durchaus einwertige
Funktionen von @, sobald ihr Wert an einer bestimmten Stelie fest-
gesetzt ist. Die Funktion logn(@) soll dadurch definiert werden,
daB, wenn y iiber alle Grenzen wichst, also ¢ verschwindet, die
Grofe

4) log 1 (@) —

wird; dann ist log (@) konjugiert mit log n(— w'), wo @', wie immer
im folgenden, die mit @ konjugierte Grofle bedeutet. Nun ist be-
kanntlich (Fundam. nova § 36)

n(2w)n<§)n (#) 1% (@,

1% = 18y3 1G22

(5

@l
———_0

also nach der obigen Festsetzung:

log 1 (20) + Tog () + log n (- 5-2) = 55 + 8log (o),

1

logk weilogditis +4logn(2m)——4log (1+“’>

v logk' = ﬂ+4logn<%>—4logn<—29),

2K ) 1
log— = —%z+4logn(%’>—2logn(wx
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wo die Logarithmen linker Hand (wie in den Fund. nova § 40) als
einwertige Funktionen von @ so definiert sind, daf die drei Grifen

zogk—zog4_°i_2’ﬂ — logk —log4 V7,
' 2
log k¥ und log 7K
mit ¢ unendlich klein werden. :

Aus diesem Verhalten der Funktionen ergibt sich nun mit Hilfe
der Transformation erster Ordnung der &-Funktionen das von Rie-
mann untersuchte Verhalten bei Auniherung von @ an einen reellen
rationalen Wert, wobei ¢ sich zugleich einer bestimmten Einheits-
wurzel ¢, nidhert. Setzt man

o) =S D T (D=

= 27 (w) 12 sinza IT(1 — 197+ %) (1 — 197 —2),
wo die Summation auf alle ganzen Zahlen s auszudehnen ist, so wird,
wenn man die nach 2z genommene Derivierte durch einen Akzent be-
zeichnet,
9100, 0) = 27 (w)’.
Sind nun «, B, p, 0 vier der Bedingung
(6) 0d — By =1

geniigende ganze Zahlen, so ist bekanntlich

&, (z, Zi—gg) s cVoc\ + Ba 1%‘f)‘(a-lpﬂm)z2 &, <(u + Bw)z, co),

wo ¢ eine von o, 3, ¢, 0 und der Wahl der Quadratwurzel abhingige
achte Einheitswurzel bedeutet, deren Bestimmung von Hermite auf
die GauBschen Summen zuriickgefithrt ist (Liouvilles Journal,
Serie II, T. IIT, 1858). Fiir 2 = 0 ergibt sich hieraus

o1 (0, l%‘;) = ¢(a + po)® 91(0, ®),
also : ¥ g
© (D) = e+ 80 (@),

und aus dieser Transformation von 7 (@) ist diejenige von log n(®)
ahzuleiten.
Dedekind, Gesammelte Werke, I. 11
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Der Fall g = 0 erledigt sich unmittelbar durch die Definitionen
(2) und (4) von 75(w), log n(w) und gibt

(®) log (1 + @) = log (@) + T3,
oder allgemeiner, wenn 7 irgend eine ganze Zahl ist,
9) log n(n + ) = log (@) + 5 n’”
Ist aber B von Null verschieden, so wird dle Grofe
= —(¢+ po)

nirgends negativ, und man kann folglich log u eindeutig so definieren,
dall der imagindire Bestandteil stets zwischen + w¢ bleibt, und folg-
lich konjugierten Werten von u auch konjugierte Werte von log u
entsprechen; dann wird zufolge (7)

10) Togn(L52) = log (o) + 1 o | — @+ B} + (i) 5,

wo (e, B, y, 0) eine durch o, 8, p, & vollstindig bestimmte ganze
Zahl bedeutet, welche dieselbe bleibt, wenn diese vier Zahlen mit
(— 1) multipliziert werden. Die vollstiindige Bestimmung dieser
Zahl leistet offenbar moch sehr viel mehr, als die der obigen Ein-
heitswurzel ¢, und bildet den eigentlichen Gegenstand der folgenden
Untersuchung.

Zunéchst 146t sich (e, B, p, d) auf eine nur von «, § abhingige
Zahl zuriickfithren. Geniigen ndmlich die Zahlen §', ' ebenfalls der
Bedingung «d’'— By’ = 1, so ist bekanntlich ' = p 4+ na, 0'= 0+ np,
wo n jede ganze Zahl bedeutet; mithin wird nach (9)

o1 (CpEga) = onn (n + 2) = (F50) + 55

und hieraus folgt nach (10), daB

’

(“v ﬁa 7', 6,)—% K (“a ﬂa 7 5) _%

nur von den beiden Zahlen «, 8 abhingt; man kann daher

(11) ﬁ(a7 /31 7 6):u+6_2(a’ ﬁ),
also
09 o (2E02) g+ g - s ) s 203D o
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setzen, wo 2(e, #) und, wie sich spiter ergibt, auch («, B) selbst
eine ganze, lediglich von den beiden relativen Primzahlen «, B8 ab-
hingende Zahl bedeutet; zugleich ergibt sich

(13) (—o —B) = —(a B)
Ersetzt man ferner alle Glieder der Gleichung (12) durch die zu-

gehorigen konjugierten Grofien, so erhilt man nach den obigen Be-
merkungen

6 f -
log")(—Z:ﬁZ) =log 3 (- a) +%log{_(a+ ﬁw')e}_ﬂﬁi@‘_’ﬁ_) i,

und da die linke Seite nach (12) auch in der Form

logn <%ﬁ%)> =logn(-)+ %log {—(a+ ﬁto')”} St ol ?;(2_@;)—@7”
dargestellt werden kann, so ergibt sich

(14) (@ —B) = (a B)

und zufolge (13) auch

(15) (— o B) = — («, B)-

Soll ferner der Satz (12) auch noch fiir den Fall g = 0,
o = 0 = 11 gelten, so ist die Definition des Symbols (&, ) durch
die Festsetzung
(16) (1,0 ==1
zu vervollstindigen, welche auch mit (13), (14), (15) harmoniert.
Aus (15) folgt (0, 1) = 0; setzt man daher & = 0, g = 1,

y = —1, 0 = 0, so geht der Satz (12) iiber in den speziellen Fall
der komplementidren Transformation

L e 1 :
() tog n(—-) = logn(e) +  log (— @)

Ersetzt man nun in dem Satze (12) die Grofe o durch 1+ o und
durch _—1, und driickt die Grofen
«

v+ d+de 0—yw
logn<-———a+ﬁ+ﬁw> und logn<ﬁ_“w>
wieder nach dem Satze (12) durch log n(@) aus, so erhdlt man mit
Riicksicht auf (8) und (17) leicht die beiden folgenden, fiir jedes
Paar von relativen Primzahlen «, 8 geltenden Sitze

(18) (@+ B, B) = (o B),
(19) 20(e f) +2B(B o) = 1 + o’ + f* — 3|,
11%
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wo || den absoluten Wert von «f bedeutet. Mit Zuziehung des
letzteren Satzes, welcher in naher Beziehung zu dem Reziprozitéits-
satz in der Theorie der quadratischen Reste steht, kann man der
Gleichung (11) auch die Form

(20) (e B9, 0) = 29 (o B) + 20 (B, @) — («y + BO) £ 3md
geben, wo das Vorzeichen + so zu wihlen ist, daBl +e«pB der ab-
solute Wert von e«fi wird; hierdurch erscheint die zuerst in (10)
auftretende Zahl (e, B, y, 0) wieder in Form einer ganzen Zahl.

Es leuchtet nun ein, dafl die beiden Sdtze (18) und (19) nicht
nur die friiheren Eigenschaften (13) bis (16) in sich schlieBen, sondern
auch ausreichen, um in jedem Falle den Wert des Symbols («, )
durch eine Kettenbruch-Entwicklung vollstindig, und zwar als ganze
Zahl zu bestimmen. Dies geht schon aus dem Satze
1) (wat+p)=(up)—B o)+p—a wem «f =0,
hervor, welcher leicht aus (18) und (19) abgeleitet wird; und um-
gekehrt leuchtet ein, daf dieser Satz (21) in Verbindung mit (18),
d. h. mit dem Satze
(22) (e B = (o, )y wemn o = o (mod. B),
ebenfalls die vollstindige Bestimmung des Symbols (¢, 8) enthilt und
eine sehr bequeme Berechnung einer Tabelle liefert. Es ist endlich
sehr zweckmifig, dem Symbol (¢, B) auch dann eine bestimmte Be-
deutung beizulegen, wenn die ganzen Zahlen o, B nicht relative
Primzahien sind, sondern einen heliebigen (positiven) grofiten gemein-
samen Teiler p haben; in diesem Falle setzen wir

« B

(23) (0‘; ﬂ) == <'p57 5)7
weil dann offenbar die beiden Sitze (21), (22) ungeiindert bestehen
bleiben, wahrend freilich das erste Glied 1 auf der rechten Seite des
Satzes (19) durch p® zu ersetzen ist; aber in den beiden Sétzen (21),
(22) ist jetzt auch ohne Zuziehung von (23) die vollstindige Be-
stimmung von (e, §) enthalten, und sie gelten sogar fiir den Fall
o=p — O, wenn
(24) (0, 0) = 0 :
gesetzt wird. Durch diese Erweiterung des Symbols (e, ) gelingt
es oft, solche Sitze, die sonst in verschiedene Fille zerfallen wiirden,
in einem einzigen Ausspruch zu vereinigen (vgl. die in (28), (34) ent
haltenen Sitze).
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Obgleich nun das Symbol (e, ) durch die Eigenschaften (21),
(22) fiir jedes Paar von ganzen rationalen Zahlen o,  vollstindig
bestimmt ist, so wiirde es doch schwer sein, aus ihmen einen all-
gemeinen Ausdruck fiir dasselbe abzuleiten. Mit Hilfe der von Rie-
mann in dem zweiten Fragment angewandten Methode gelingt es
aber, einen solchen Ausdruck in Form einer endlichen Summe auf-
zustellen. Diese Methode besteht in der Untersuchung des Verhaltens
der Modulfunktionen, wenn @ — # 4 y¢ sich einem rationalen, in

den kleinsten Zahlen ausgedriickten Bruche %‘f annéhert. Geschieht

diese Anndherung in der We§§e, dafl o -+ Bz unendlich klein von
hoherer Ordnung wird als Vy, so wird die Ordinate der in dem
Satze (12) auftretenden - Grifle

7+ e 0 1

" =utpo= B Bt he)

positiv unendlich groB, mithin nach (4)

l"g’?(ﬁ’l) _(‘711_72”‘ e Oa
also
109 1(@) + tgray gy T 00| — (o pop) = 2P i,

ersetzt man, um sich der Bezeichnung von Riemann zu nihern,
o, p durch — m, n, so kann man diesen Satz so aussprechea: Nihert
sich die Variable @ = @ + y¢ dem irreduzibelen Bruche m:n
so an, dal »z —m von hoherer Ordnung unendlich klein wird als
Vy, so wird zuletzt ; :

)

(25)  logm(w)+ TZn—(::_k*' }-log{—(nco—m)”} 2

m— 2 (m,n) i
o-m) 4 4gu

12n
Unterwirft man aber die Anniherung der schirferen Bedingung, dafl
nx — m von hoherer Ordnung unendlich klein wird als y? sc ver-
schwinden gleichzeitig die imagindren Bestandteile des zweiten und
dritten Gliedes links, und folglich ergibt sich durch Subtraktion der
konjugierten Grofen der Annéherungssatz
m—2(m,n) .
— 7

(26) log 1 (w) — log n(— @) = —¢

)

welcher zufolge der obigen Erweiterung des Symbols (m, n) auch
dann gilt, wenn die ganzen Zahlen m, n irgendwelchen gemein-
samen Teiler haben.

L L A
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Bevor wir denselben benutzen, um unsere Aufgabe zu losen, be-
merken wir noch folgendes. Sind @, d positive ganze Zahlen und ¢
eine beliebige ganze Zahl, und geniigt die Anniiherung von @ an
ihren rationalen Grenzwert der letzten, schérferen Bedingung, so gilt
dasselbe offenbar auch fiir die Anndherung der Grofe

c+do cn -+ dm

an den Wert ————,
a an

und folglich wird gleichzeitig mit (26) auch die Annaherung

c+d c+do cn+dm—2(c dm, {
logﬂ< +a w)—logn(—- +a w>= i 6g:+ s an)m

eintreten. Nun besteht, wenn p eine Primzahl ist, der aus der
Transformation pter Ordnung oder aus (2) leicht abzuleitende Satz

@) logn(pe) + S logn(“E2) = BT 4 1)logn @)

wo s in der Summe die p Zahlen 0, 1, 2, --+, (p — 1) zu durchlaufen
hat; zieht man hiervon die durch den Ubergang zu den konjugierten
GroBen entstehende Gleichung ab, so ergibt sich durch die Grenz-
anndherung der Satz

(28) p(pm, n) + = (m 4 ns, np) = p(p + 1) (m, n),

wo s ein beliebiges vollsténdiges Restsystem (mod. p) durchlaufen
mubB. Aus dem Satze (27) lassen sich auf verschiedene Weise all-
gemeinere Sitze ableiten, die fiir beliebige zusammengesetzte Zahlen p
gelten, und aus jedem dieser Sitze entspringt wieder ein &hnlicher
Satz iiber das Symbol (m, n); doch diirfen wir auf diese, an sich
sehr interessanten Kigenschaften der Funktion log%n(w) und des
Symbols (m, n) hier nicht eingehen.

Indem wir uns nun unserer Aufgabe zuwenden, benutzen wir
die aus (2) und (4) folgende Darstellung

(29) log n(w) = 25 + S log (1 — 1),

wo v alle natiirlichen Zahlen durchlauft, und die Logarithmen rechts
zugleich mit 1¢ verschwinden; es wird daher

log(1 — 1) = —2

lovu

y bl
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wo auch w alle natiirlichen Zahlen durchlduft, und wenn man die
Summation nach » ausfithrt, so erhdlt man die Umformung von

Jacobi (Fund. nova § 39)
Oy R T

(30) log’l(ﬁ’):—lj“gp'ma‘
mithin .
k + @) me o
log 1 (@) — log 1(— o) = %—E ;;"
wo zur Abkiirzung 1 1

Ay

s U O g e

gesetzt ist.

Jetzt lassen wir die positive Ordinate y der Grofe @ — z + y1
unendlich klein werden, wihrend die Abszisse # von vornherein den
konstanten rationalén Wert m:n besitzen soll, wodurch die obige,
schirfere Bedingung offenbar erfiillt ist. Die ganzen Zahlen m, n»
diirfen im folgenden einen beliehigen gemeinsamen Teiler haben,
doch nehmen wir den Nenner » als positiv an. Setzen wir zur
Abkiirzung b by
12—=1" —¢ » = 1y'iie—2”V=T,
so geniigt die Konstante § der Bedingung 6 = 1, und r bedeutet
einen variablen positiven echten Bruch, der wachsend sich dem
Werte 1 anndhert; zugleich ist
gisis vt 1
N R TR, N P

und es handelt sich um die Bestimmung des Grenzwertes von

\

@y

; mm ay
O R ) o g S

Durch Vereinigung von je zwei Zihlern a@,, welche den Zahlen
uw=8n-+v und g = (s + 1)n — v entsprechen, wo 0 <v << %n,
ergibt sich nun leicht, daf der absolute Betrag der Summe

A, =a,+ a3+ -+ a,
fiir alle Werte von #-einschlieflich » = 1 unterhalb einer von r

und w unabhéngigen, endlichen Konstanten bleibt, und hieraus folgt
nach einem allgemeiven Satze*), daf die Reihe

a i 1
- = A‘-lu <“ 5 ‘__—>7
[ 4 g w+1

*) Dirichlet, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 2. Aufl., § 143.
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wenn ihre Glieder nach wachsenden y geordnet werden,
auch noch fiir r — 1 konvergiert und an dieser Stelle stetig ist;
mit Riicksicht auf den Satz (26) ergibt sich daher

(m, n)m, b 2

wo
1 1

1— 00 Tweifmi
je nachdem f* — 1 ist oder nicht; durch Anwendung der Trans-
formation :

by =="lim ian == 10% lodoylil ==

= — 5 e,
wo ¢ die Werte 1, 2, .-+, (n— 1) durchléduft, erhélt man aber die
fiir alle p geltende Darstellung

by :%2 6(6—+9— Gro),

aus welcher sich die Summe unserer unendlichen Reihe auch ohne
Benutzung bestimmter Integrale sehr leicht ergibt.
Ist z irgend ein reeller Wert, so wollen wir den von z um

eine ganze Zahl abstehenden, zwischen _—t% liegenden Wert der

Deutlichkeit halber nicht mit (2), sondern mit ((2)) bezeichnen; fiir
solche Werte von z aber, welche in der Mitte zwischen zwei ganzen
Zahlen liegen, soll nach Riemann (S. 242 und 457)[*)] die hier
* unstetige periodische Funktion ((2)) = 0, also gleich dem arith-
metischen Mittel aus den beiden unendlich nahe benachbarten Werten

(z+0)=—= und (z—9) = ++ : gese’czt werden. Nach einem

gehr bekannten Satze aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
der sich auch unmittelbar aus der Logarithmen-Reihe ergibt, gilt
dann stets die Darstellung
1 (1= =+ — 12¥)
)

20 () = 3 S
wo u die natiirlichen Zahlen wachsend durchlduft, also auch

(1) 9 ,”(<z b __>> 2 St il

[*) Die Seitenangaben beziehen sich auf die 2. Aufl. von B. Riemanns
ges. mathem. Werken usw.]
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Hieraus folgt

>

G0 — Guo

e e da o)

ik iy o MEAY
el i > n ( n 2))’
da aber, wie sich durch Verwandlung von ¢ in » — ¢ ergibt,

1 Gm 1

sy ) =0
ist, so erhdlt man hieraus leicht durch Subtraktion den folgenden
Ausdruck

@ eo=e3G-HE-1)

wo .m positiv angenommen ist, und s ein beliebiges vollstandiges
Restsystem (mod. #) durchlduft. Dieser Ausdruck fiir das Symbol
(m, n) in Form einer endlichen Summe gestattet noch manche Um-
formungen und Vereinfachungen, auf welche wir unten noch naher
eingehen wollen. Dal derselbe auch dann gilt, wenn die Zahlen
m, n einen beliehigen (positiven) gemeinschaftlichen Teiler p haben,

mithin

1Bt sich mit Riicksicht auf (23) nachtriiglich mit Hilfe des auch

sonst wichtigen Satzes

B o ie <( Sl
@) e ey
leicht bestdtigen, in welchem  eine beliebige reelle Zahl bedeutet

und p' ein vollstindiges Restsystem (mod. p) durchléuft.
Machen wir jetzt die Voraussetzung, dall m, » relative Prim-

zahlen sind, und setzen wir zur Abkiirzung

il P N N

o 24m (n—m)’ i 4109{ ity m)}’
iy gl S i

y:-—(2 ) 3 1}:—_——(‘2 )’

so ist (1 —p)(1—») =0, m=uyu, n=v (mod. 2), und aus dem
Anniherungs-Satze (25)

m — 2 (m, n)

19m nr—2B—C

log n (w) =



— B0 =

folgt gleichzeitig

log 0 (2 @) :Wﬂi—@—&z)B—C%llog&

@ m—2(m, 2n
togn(3) =""22 0 (4 3w)B-C+ 15 Iog2
zogn(l‘;“’>=m+"‘22§':‘;”’2") Rt (3B Se) B 0+‘”;’ L 109 2

die hier auftretenden Symbole sind zufolge (28) durch die stets
geltende Relation

(34) 2(2m, n) + (m, 2n) 4+ (m -+ n, 2n) = 6(m, n)
miteinander verbunden. Gleichzeitig ergeben sich hieraus zufolge (5)
die Ann#herungen

3m+2(m+n,2n)—4(2m,n)

logk = 5 " wi+(u+2v-2)(12B-2log 2),
(35) dlog &' :(m+n’2:1:(7""2n)ni+(2y+v—2)(12B—2log2),
zog?Wi{:(m’”)‘g’;‘:”’2")n¢+(1—y—v)(123_2zog2)-20.

Die Vergleichung dieser Siatze mit den acht Formeln des zweiten
Fragments ergibt, da Riemann auf die Bestimmung der unendlich
groBen reellen Bestandteile, welche in den Gliedern mit B, C' ent-
halten sind, weniger Wert gelegt hat; sie sind zum Teil ungenau
dargestellt, zum Teil ganz weggelassen. Auch in den imaginiren
- Bestandteilen fanden sich (bei der dritten, vierten und fiinften Formel)
einige kleine Versehen, die sich aber ohne Zwang schon in der ersten
Auflage berichtigen liefen, wihrend die reellen Teile auch jetzt un-
geiindert abgedruckt werden. Dafl die Riemannschen Formeln in
den imaginiren Bestandteilen mit den vorstehenden Sétzen (35) iiber-
einstimmen, ist nicht iiberall auf den ersten Blick zu erkennen, und
es wiirde zu weit filhren, diese Ubereinstimmung hier vollstindig
nachzuweisen; doch wollen wir, weil der Gegenstand wichtig genug
ist, zur Erleichterung noch folgende Bemerkungen hinzufiigen.

Unter dem Nenner einer rationalen Zahl x verstehen wir imm

die kleinste positive ganze Zahl n, fiir welche das Produkt n»z eben-'

falls eine ganze Zahl m wird, und diese nennen wir den Zahler von
z. Es gibt dann immer unendlich viele Zahlen ', welche denselben
Nenner 7 haben, und deren Zahler m' der Kongruenz mm'= 1 (mod. n)
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geniigen, und jede solche Zahl z' soll ein Gefdhrte (socius) von =z
heien (vgl. Art. 77 der Disqu. Arithm.). Nennt man zwei Zahlen
z, y schlechthin kongruent, wenn ihre Differenz eine ganze Zahl ist,
und bezeichnet dies durch x = y, so entspricht jeder Klasse von
kongruenten Zahlen « eine und nur eine Kiasse von Zahlen 2/, und
wenn p eine ganze Zahl, und zwar relative Primzahl zu n bedeutet,
so ist p(pa’) = @. Setzen wir nun zur Abkiirzung
(m, n) mé . Ly

Ol E e L s

so hat diese Funktlon, wie sich aus dem vorstehenden Ausdrucke,
oder auch aus (18), (15), (12), (34) leicht ergibt, die Eigenschaften

D(x) = D(x 4+ 1) = — D(—2) = D(z),
D(2x)+D(;”> -|—D< Fo 1) — 3D(x).

" Ersetzt man die in den Riemannschen Formeln bisweilen be-
nutzte Funktion E(x), welche die grofte in x enthaltene ganze Zahl
bedeutet, durch den Ausdruck

i 1
(38) E(x)_x—§—<<x——2—>>,
in welchem nur, wenn x selbst eine ganze Zahl ist, statt B (x) wieder

das arithmetische Mittel x——;- aus E(x 4+ 0) und E(x—0) zu

nehmen ist, so treten in den meisten dieser Formeln zuletzt nur noch
Funktionen von der Form

69  R@D=S@E), 5@=3(r—1)

auf, wo die Summationen sich auf alle diejenigen, nicht negativen
ganzen Zahlen v beziehen, welche kleiner als der halbe Nenner von
z sind; diese Funktionen haben die Eigenschaften

R(x) = R(x+1) = — R(—»2)
(40) S(z) = S(z+1)= — S(—=2) 1
RB(x) — 8S(2) = R(x)—8(2") = ?h’

(37)

wo % den UberschuB der Anzahl der positiven Glieder ((va)) iiber
die der negativen bedeutet, und stehen in folgenden Beziehungen zu
der Funktion D (2). Allgemein ist nach (36)

(41) 68(2) = D(22) — 2D(=).
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Hat die Zahl z einen geraden Nenner 7, so ist
1 1 1
& oft R
R(E) +R< 7—) = 2R (@)

Hat aber die Zahl x einen ungeraden Nenner n, so zerfallen

(42)

die Zahlen y, welche der Bedingung 2 y = x geniigen, also E—;-CL

oder = % (# 4+ 1) sind, in zwei Klassen von Zahlen, von denen die-

jenigen, welche denselben Nenner n haben, mit z,, die iibrigen mit
x, bezeichnet werden sollen; die letzteren haben den Nenner 2n.
Dann ist ]

(43) R(z,) = R(x) — S(x) = 2R (x) — 8(2x)

und

D(x) = 6R(x,)—4R(x)—4R(2),

. D(2%) = 6 R(z,)— 8 R(z) — 2 R(),
() D(z) = 6R(z)—2R(x)— 8R(),
D(x,) = 6 R(x,)—2R(x)—2R(z"),

wodurch wieder die obige Bedingung
(45) ~ D(2z) 4 D(x)+ D(x,) = 8D(2)

erfiillt wird. Die Ubereinstimmung der drei ersten Darstellungen in
(44) ergibt sich aus den friiheren Eigenschaften von R (z) mit Riick-
sicht auf die Beziehungen

L 1
x, =, + % =(22), (x o %) =U2x) + =, () =)y

und umgekehrt ist

6 R(x) = 3D(x)—2D(22)— D(x,) = D(x,)— D(2x)
(46) {6 R(x) = 3D(x)— DQR2x)—2D(x,) = D(x,)— D(x,)
6 R(z,) = 5D(x)— 2D(22) — 2D(x,) = 2D(x,) — D(x).

Die Herleitung dieser und zahlreicher anderer Relationen, welche
alle in naher Beziehung zu der Theorie der quadratischen Reste
stehen, miissen wir uns aber fiir eine andere Gelegenheit versparen.
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: Erlduterungen zur vorstehenden Abhandlung.

Die Bedeutung der Abhandlung geht weit hinaus iiber ihre erste Absicht,
nur eine Erlduterung zu den beiden Riemannschen ,Fragmenten iiber die Grenz-
fille der elliptischen Modulfunktionen“ sein zu wollen. Die Methoden der Ab-
handlung fithren nicht nur zur Bestimmung derjenigen bei der linearen Trans-
formation der J-Funktionen auftretenden Einheitswurzeln, die bereits von Jacobi
und Hermite berechnet wurden (vgl. den Anfang der Abhandlung), sondern auch
zur Bestimmung der 24sten Einheitswurzel, die bei der linearen Transformation
der 24 sten Wurzel der Diskriminante

24 P
17 = e

auftritt. Uber den letzteren Gegenstand vgl. man die Dissertation von Th. Molien:
»Uber die lineare Transformation der elliptischen Funktionen“ (Dorpat, 1885).

Das Problem Dedekinds umfaft sofort alle Wurzeln aus », indem er das
Verhalten der in der positiven w-Halbebene eindeutigen Funktion log 7 (@) gegen-
iiber der Modulgruppe festzustellen anstrebt. Das Problem wird zuriickgefiihrt auf
die Bestimmung der durch das Symbol (m, n) bezeichneten ganzen Zahl. Es wird
zunichst die Berechnung von (m, n) durch ein Kettenbruchverfahren gelehrt und
sodann eine allgemein giiltige Darstellung von (m, n) in einer endlichen Summe
mittels des Restsymbols ((x)) entwickelt.

Dedekind betont den Zusammenhang des Symbols (m, ») mit der Theorie
der quadratischen Reste und hat demselben mit Recht iiberhaupt eine grofe
zahlentheoretische Bedeutung zuerkannt. Aber auch die Darstellung von (m, n)
durch das Restsymbol ((x)) gibt noch keineswegs einen tieferen Einblick in die
Abhingigkeit der ganzen Zahl (m, n) von m und n. Man weiB lediglich, daf die
Zahlen (m, n) mod 24 mit gewissen rationalen Ausdriicken in s und » kongruent
sind. Es hdngt dies, um beim Legendreschen Integralmodul %? zu bleiben, mit

4
dem Umstand zusammen, daf von allen Wurzeln aus %2 nur %2, &, ﬁ und Vk S0-
genannte ,Kongruenzmoduln® sind, d. h. daf sich nur die zu ihnen gehérenden
Teiler der Modulgruppe durch Kongruenzen erkliren lassen. Es sind Versuche
gemacht, zu arithmetischen Aussagen iiber die zu hoheren Wurzeln aus %2 ge-
horenden Teiler der Modulgruppe zu gelangen. Diese Versuche schlossen mit dem
negativen Ergebnis, dafi diese Teiler eben ,Nicht-Kongruenzgruppen“ seien, woriiber
die Arbeiten von G. Pick, Mathem. Ann., Bd. 28, S.119 (1886) und R. Fricke,
ebenda, Bd. 28, S.99 (1886) zu vergleichen sind. Von einer tieferen Erforschung
des Dedekindschen Symbols (m, n) darf man neue Aufschliisse in dieser Richtung
erwarten.
Fricke.
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