


(
« @l
e e
LG L
[ QL

w
« @« €

« (K
L W
[ (€
@ < &«
« «
a
«
C&  « «
< @<
"'( G /((C

«@n

@
C @K

& C @




>
52
))

g5
»
);
Wi

>

» D PP
>
» D
I
D)
)
>
B
>
22
5y
)

“i_'). > 3>
DO

Y.
»>
>

> D W,

SN > 7

. ¥ 3

9w P

2D
552
» .
»

= 22
SO D S

ey
DB

) D DD W
D
.
.2

DWW
y 53> D W 3
»

» N
D 330 ¥ P

i

552 >

e )

o D DIVB B DD
D))
x:nh.
2y
D)
)5
)
D
D » 22

> 2
»)

>

. e > >

y o> 55

>

DD > B0, DIV
S I» > :

i % W I >

i

5>
?’ =

»_»

T 7Y

» ),

“» »

e e S
DD DI B W
>

>
HOY B B >

DY B P
S

A
f\\ﬁf\‘ [-4
A A

>
03

> >»
DO D H

> DD
)
>
D

>
> D
2
5% >
55 DDy B B
B 15
>3

3 ‘»L:)__;"){ ‘3:;‘5 5
D)7 W R

.v
>
2 s

8223

>

UG b o

ALLARA: AR

WA AN A
AAN Mﬁﬁﬁif\ﬁﬁﬁ APan A/

: AR oY

e
‘Mngfwv |
AT NARA !

?A’q

N
N

X I DD AR X222 D

P e > T I 3 5

T e R TSN

>~ > M 05 e > B 30 e >
D553 DOY B 35D HDY B

»

3P D DI
)y

2D D )]

S

)

NP )

D DD
55 B B >

T

5 oA
o

> 2 ;’».2’ > 2
S > B 0 B IO e
SIS0 B I DI

35 OD P
e L 3

B R i ) %
)‘.

)_.
»y D
355)?)
o

> 3P
s > T e

>
»OID
>
B )
b)) 13 B
23 )
Wy _»
5

235
SO B >
S 25 W

3)’,) P

HH

B )
=
i )3

T D

D












(Einfiibrung in die nenere Geometrie.

Die

BERUHRUNGS - AUFGABE

fiir

KREIS UND KUGEL

in sechsfacher geometrischer Behandlung.

Ergiinzungsband zu jedem Lehrbuche der elementaren Geometrie,

herausgegeben

Dr. Brennecke,

Direktor der Realschule zu Posen.

Mit 45 in den Text gedruckten Figuren und 39 Figuren auf drei lithographirten Tafeln.

- BIBLIOTERA ;

{gAwil A rrliog
Towalg il
Berlin
Verlag von Th. Chr. Fr. Enslin.
1860.

http://rcin.org.pl



r{f Wl S}HLO

Posen, gedruckt hei M, Zoern.

http://rcin.org.pl



Seinem  Freunde

CARL BE€HUMIDT

widmet diese Schrift

zuar KErinnerung

an

friheres collegialisches Zusammenwirken und gemein-
schaftliche Studien

EGABINET MATEMATYCZNY
Bmargeiea Mackowsgo Warszawskiogo

Aoy CQM\:UMM 3

http://rcin.org.pl






VORWORT.

b
“ iihrend meiner Wirksamkeit als Direktor der Realschule zu
Kolberg lebte ich, namentlich in den Jahren 1850 und 1851, mit
meinem damaligen Mitarbeiter, dem Oberlehrer Schmidt, jetzt Rektor
an der Oberschule zu Neustadt-Eberswalde, welcher an der Real-
schule zu Kolberg den mathematischen Unterricht auf der obersten
Stufe ertheilte, in einer engen Conjunctio literarum. Diesem wissen-
schaftlichen Verkehre, welcher noch bis heute fortdauert, und durch
Austausch von Briefen und bei gelegentlichen Besuchen, wie in den
vorjihrigen Sommerferien, unterhalten wird, verdankt dieses Buch
seine Entstehung. Das ganze Verdienst desselben und die Origina-
litat der wissenschaftlichen Erfindung und Begriindung darin gebiihrt
dem Rektor Schmidt, ich habe nur dabei die Miihe der #dusseren
Ausfithrung itbernommen.

Die ersten Abschnitte bis Seite 72 einschliesslich sind schon frither
(1853) verdffentlicht worden und mit Beifall im Inlande und Auslande
(England) aufgenommen worden. In dieser neuen Ausgabe sind hin-
zugekommen ,die Grundlehren der neueren Geometric als Vorberei-
tung auf drei andere Auflosungen der Beriihrungsaufgabe, diese drei
Auflosungen selbst und die Behandlung der Berithrungsaufgabe. mit
Hiilfe der Kegelschnitte, so wie eine Sammlung von Aufgaben, be-
treffend die Berithrung und den orthogonalen Schnitt:“ ausserdem
sind 3 lithographische Tafeln mit 39 Figuren hinzugefiigt worden.
In dieser neuen erweiterten Gestalt kann das Buch als ein Ergin-
zungshand fiir alle Lehrbiicher der elementaren.Geometrie gelten,
und als Einfilhrung in das Studium der neueren Geometrie und der
Kegelschnitte dienen. Zugleich ist es eine Monographie fiir die geo-
metrischen Lisungen des Beriithrungsproblems, welches in diesem
Buche im Zusammenhange mit einer Ausfiihrlichkeit behandelt wor-
den ist, wie in keinem anderen Werke der mathematischen Litte-
ratur.
~_Am 6. Oktober 1859 ist von Sr. Excellenz dem Minister der geist-
lichen, Unterrichts- und Medicinal - Angelegenheiten Herrn v. Beth-
mann-Hollweg eine Unterrichts- und Priifungs-Ordnung der
Realschulen und hoheren Biirgerschulen erlassen worden, welche von
allen denkenden und gebildeten preussischen Patrioten mit grosser
Freude aufgenommen worden ist. In dieser Unterrichts- und Prii-
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fungs-Ordnung ist das Ziel fir den mathematischen Unterricht auf
Realschulen niiher und bestimmter angegeben worden, als in der
frither giiltigen vorliufigen Instruktion vom 8. Mirz 1832. In den
erliuternden Bemerkungen zu dieser neuen Unterrichts- und Prii-
fungs- Ordnung befinden sich sehr beherzigungswerthe Winke iiber
die beim mathematischen Unterrichte zu befolgende Methode. Es
heisst darin wortlich, wie folgt:

,Die Sache der Schule ist auch auf diesem Gebiete (des mathe-
matischen Unterrichts) Ubung und Weckung der wissenschaftlichen
Selbstthitigkeit, welche sich iiberall die Strenge eines folgerichtigen
Denkens und scharfer Begriffsunterscheidung zur Pflicht macht, und
es weiss, dass auswendig gelernte Mathematik werthlos ist. Es kommt
fiir den Charakter einer Realschule und fir die Erfiilllung ihrer all-
gemeinen Aufgabe -wesentlich darauf an, in welcher Weise der ma-
thematische Unterricht gehandhabt wird. Bildet er daselbst wirklich
eine Gymnastik des Geistes, welche die Denkkraft weckt und iibt
und, indem sie die Fruchtbarkeit eines streng methodischen Ver-
fahrens zum Bewusstsein bringt, das Produktionsvermogen stiirkt,
und bei der den Schiilern eine mechanische Auffassung unmaglich,
dagegen die Freiheit und Sicherheit des Blicks und Urtheils zu eigen
gemacht wird, welche die Entwickelung eines Satzes nach allen Sei-
ten verfolgen kann, und durch die Verschiedenheit der Form und
Stellung, worin derselbe Gegenstand erscheinen mag, sich nicht be-
irren lisst, nur dann ist die Mathematik unter den Bildungsmitteln
der Realschule das wichtigste und wirksamste.“

Es giebt sicherlich kein Gebiet in der gesammten Mathematik,
worauf die obigen Worte besser passten, als auf das Berithrungs-
problem, so dass es scheint, als ob sie ganz speciell dafiir geschrie-
ben wiren. Es ist nicht moglich, Auflosungen fiir das Beriihrungs-
problem mechanisch und mit dem Gedichtnisse aufzufassen; jede
andere Lage der Figur wiirde denjenigen, der keine geometrische
Anschauung und Auffassung besitzt, sich nicht eine mathematische
Facultas errungen hat, ausser Fassung bringen. Jeder, der das im
vorliegenden Werkchen abgehandelte Beriithrungsproblem nach irgend
einer Methode und durch irgend eine der verschiedenen Losungs-
weisen hat bewiiltigen lernen, wird einen merklichen Fortschritt in
seiner geometrischen Bildung wahrnehmen. Denn keine der
Losungsweisen lisst sich in einigen kurzen, wohl gemerkten Phrasen
nachsprechen; und wenn dies auch gelinge, so wiirde bei einer ver-
inderten Lage der Bestimmungsstiicke doch immer nur eine geiibte
geometrische Anschauung aus der Noth helfen. Es ist das Beriih-
rungsproblem des Apollonius von Perga das berithmteste der ganzen
Geometrie. Es ist zur Auflosung von Berithrungsaufgaben die voll-
kommne Bekanntschaft mit der Kreislehre erforderlich, denn alle
Lehrsiitze vom Kreise finden hier in den mannigfaltigsten Verbin-
dungen ihre Anwendung. Dies war auch die Ursache, warum die
griechischen Mathematiker diese Aufgabe ihren Schiilern vorlegten,
welche dabei die ganze Kreislehre wiederholen und dadurch unab-

http://rcin.org.pl



VII

hingig vom Worte des Lehrers in Erfindung und Auflésung von
Aufgaben geiibt werden sollten. Es sind nun in diesem Werkchen
sechs verschiedene Losungsweisen dargeboten worden, von denen
jede einzelne ihre eigenthiimlich bildende Kraft bat; ausserdem ist
durch Fragen und Aufgaben eine vielfache Gelegenheit gegeben wor-
den zu weiterem Nachdenken und eigener Uberlegung.

Neben dem beabsichtigten Hauptzwecke dieses Buches: Belebung
der geometrischen Anschauung, Ubung in der Auffagssung rium-
licher Beziehungen, Befdhigung fiir mathematische Studien, kann
dasselbe noch benutzt werden zu Ubungen im geometrischen
Zeichnen, wofiir es als reiche Aufgabensammlung betrachtet wer-
den kann, indem jede einzelne Aufgabe und jede einzelne Lisung
dafiir vielfache Abinderungen nach Lage und Grisse der gegebenen
Bestimmungsstiicke zuldsst. Aus diesem Grunde ist auf die Korrekt-
heit der in diesem Buche befindlichen 84 Figuren besonderer Fleiss
verwendet worden.

Als Vorbildung fiir das Verstindniss dieses Werkchens wird nur
die Bekanntschaft mit der Elementargeometrie und den Anfangs-
griinden der Raumgrossenlehre, namentlich der Lehre von der Kugel,
vorausgesetzt, so dass jeder in der Mathematik fiir die Prima reife
Schiiler eines Gymnasiums oder einer Realschule dasselbe mit Nutzen
wird durcharbeiten kénnen. Es eignet sich daher diese Monographie
zur Einfithrung fiir die Prima und zur Anschaffung fiir Schiilerbi-
bliotheken hoherer Lehranstalten, zugleich aber auch als Primie
fir strebsame Schiiler, zu welchem Zwecke auch auf die iussere
Ausstattung besondere Sorgfalt verwendet worden ist, und elegant
gebundene Exemplare in der Verlagsbuchhandlung stets vorriithig
gehalten werden.

4
& W_____
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Vorbereitende Betrachtungen.

§. L Der dussere Aehnlichkeitspunkt.

Es sind um M und m zwei Kreise mit den Halbmessern MB — R und mb
— r beschrieben worden. In dem Kreise um M ist der Halbmesser MB beliebig,
in dem Kreise um m ist der Halbmesser mb == MB und in derselben Richtung,
hier nach oben, endlich ist die gerade Linie Bb gezogen worden, welche die
Centrale Mm in A schneidet. Es soll die Entfernung AM bestimmt Werdeu, eben
so A m. Die Entfernung der Mitlelpunkte M uud m, d. h. M m, wird durch ¢

hezeichnet, i
AM: AMR=— MB : mb.

AM : AM — c=R:r
¢l

c:R—r=AM:R, daher AM = o——.
¢l
R

Der fir AM und Am gefundene Ausdruck ist unabhangig von.der.be-
sonderen Lage des Pupktes B. Wie man B wihlen mag, wenn man danach
wie oben die Lage des Punktes b bestimmt, immer wird Bb durch denselben
Punkt A gehen. In dem Punkte A werden sich also unzihlig viel Secanten der
beiden Kreise durchschneiden, welche durch die Punkte hindurchgehen, deren

1

Eben so findet man A m =



2

Halbmesser parallel laufen und gleich gerichtet sind. Der Punkt A heisst der
Wviger

iiussere Achnlichkeitspunkt der beiden Kreise.

s Aufgabe: Es sind zwei Kreise gegeben, ihren ausseren Aehnlichkeitspunkt
zu suchen:

1) Wenn die Kreise ausser einander liegen, 2) wenn sie sich von aussen be-
riihren, 3) wenn sie¢ zum Theil in einander, zum Theil ausser einander liegen,
4) wenn sie sich ven innen berihren, 5) wenn der eine Kreis vollstindig in dem
andern liegt, 6) wenn sie concentrisch sind.

Wo liegt der #ussere Aehnlichkeitspunkt von zwei Kreisen, deren Halbmes-~
ser gleich sind?

§. 2. Der innere Aehnlichkeitspunkt.

Es sind (Fig.1) um M und m zwei Kreise mit dem Halbmesser MB — R
und mb = r beschriecben worden. In dem Kreise um M ist der Halbmesser MC
beliebig, in dem Kreise um m ist der Halbmesser mb 5= MC, aber pnach cntge-
gengesetzter Richtung, hier MC nach unten, mb nach oben, endlich ist die gerade
Linie Cb gezogen worden, welche die Centrale in I schneidet. Es soll die Ent-
fernung IM bestimmt werden, ebenso Im.,

IM: Im = MC : mb.
IM:¢c—Im=R:r

c:R+r=I*: R, also m: l:—-[—llf'

Ebenso findet man Im = R——c_;_ rr 8

Der fir IM und Im gefundene Ausdruck ist unabhingig von der be-
sonderen Lage des Punktes C. Wie man C wahlen mag, wenn man danach
die Lage des Punktes b bestimmt, immer wird Cb durch denselben Punkt I gehen.
In dem Punkte I werden sich also unzéahlig viel Secanten der beiden Kreise
schneiden, welche durch Pankte hindurchgehen, deren Halbmesser parallel laufen
und entgegengesetzt gerichtet sind. Der Punkt I heisst der innere Aehnlich-
keitspunkt der beiden Kreise.

Aufgabe: Es sind zwei Kreise gegeben, ihren innern Aehnlichkeitspunkt
zu finden, unter den im §. 1 angefiihrten sechs Voraussetzungen.

Es soll der innere Aehnlichkeitspunkt von zwei Kreisen gesucht werden,
deren Halbmesser gleieh sind.

§. 3. Vom dussern und innern Aehnlichkeitspunkt.

+In obiger Figur ist nach §. 1 der aumssere Aehnlichkeitspunkt A construirt
worden, nach §. 2 der innere Aehnlichkeitganke I.

8 st TN = RL_:f_;, &RAM:R e

Es folgt daraus die Proportion IM : Im = AM : Am, d. h. die vier Punkte
M, I, m, A sind harmonische Punkte, und zwar die Mittelpunkte der Kreise ent-
sprechende Punkte, eben so sind der dussere und innere Aehnlichkeitspunkt
entsprechende Punkte *).

B

ﬂ—,Am:
—r

*) Vier Punkte (M, I, m, A) auf einer geraden Linie (MA) heissen har-
monisch, wenn das Rechteck aus den beiden #usseren Stieken (MI und mA)
gleich ist dem Rechteck aus dem mittleren Stick (Im) und der ganzen Linie (MA).
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Aufgabe: Die Mittelpunkte zweier Kreise sind gegeben und einer ihrer
Aehnlichkeitspunkte, man soll den andern suchen.

Die Mittelpunkte zweier Kreise, ein Aehnlichkeitspunkt und ein Halbmesscr,
sind gegeben, man soll die Kreise construiren.

§. 4. Von den dusseren Aehnlichkeitsstrahlen.

Ein Strahl, gezogen aus dem dusseren Aehnlichkeitspunkt, heisst ein dusse-
vrer Aehnlichkeitsstrahl.

Hat ein iusserer Aehnlichkeitsstrahl einen Punkt mit der einen Kreisperiphe-
rie gemein, so muss er auch mit der anderen Kreisperipherie einen Puukt gemein
haben, und es sind alsdann dic Radien dieser beiden Punkte parallel und gleich
gerichtet.

Es habe der dussere Aehnlichkeitsstrahl A B mit dem Umfange des Kreises &
(um M) den Punkt B gemein, so ziehe man MB, ferner aus m den Halbmesser
mb o= MB, gleich gerichtet. Es geht nach §. 1 die Linie Bb durch den Punkt A
d. h. die Punkte B, b und A liegen in gerader Linie, oder die Linie AB geht
durch den Punkt b der Kreisperipherie von f (um m), und MB o= mb. Hat fer-
ner der aussere Aehnlichkeitsstrahl AB einen zweiten Punkt B! gemein mit der
Kreisperipherie von R, so muss er auch einen zweiten Punkt b! mit der Kreis-
peripherie von f gemein haben, so dass MB! 4= mbl.

Hat ein dusserer Achnlichkeitsstrahl nur Einen Punkt mit der einen Kreis-
peripherie gemein, d. h. tangirt er den einen Kreis, so tangirt er auch den ande-
ren; denn sollte er den zweiten schneiden, d. h. zwei Punkte mit seiner Peripherie

Aus MI . mA = Im . MA folgt die Proportion MI : mI —=MA : mA, und
umgekehrt: Gilt fir vier Punkte (M, I, m, A) diese Proportion, so folgt daraus
die Gleichung MI . mA = ml ., MA, d. h. die Punkte sind harmonisch.

Wo liegt der vierte harmonische Punkt A, wenn der zweite I in der Mitte
zwischen dem ersten und dritten, M und m, liegt? Wohin riickt der vierte har-
monische Punkt, wenn der zweite aus der Mitte von Mm nach m zu hinrickt?
Wohin rickt der vierte, wenn der zweite nach M zu hinrickt?

Gilt dasselbe, wenn man den zweiten und vierten Punkt als festliegend, den
crsten und dritten aber als sich bewegend betrachtet?

Die alternirenden Punkte, der erste und dritte, sowie der zweite und vierte,
heissen entsprechende oder zugeordnete Punkte.

1%



gemein haben, so misste er nach dem Vorigen auch mit der Peripheric des ersten
zwei Punkte gemein haben.

Hat ein #usserer Aehnlichkeitsstrahl gar keinen Punkt mit der einen Kreis-
peripherie gemein, d.h. liegt er ganz ausserhalb des einen Krcises, so liegt er
auch ganz ausserhalb des anderen Kreises, was ebenfalls indirect folgt.

Ein dusserer Aehnlichkeitsstrahl ist also immer zu gleicher Zeit entweder
Secante, oder Tangente an beide Kreise, oder liegt ausserhalb der beiden
Kreise.

§. 5. Von den inneren Achnlichkeitsstrahlen.

Ein Strahl, gezogen aus dem inneren Aehnlichkeitspunkte, heisst ein inne-
rer Aehnlichkeitsstrahl.

Hat ein innerer Aehnlichkeitssirahl einen Punkt mit der einen Kreisperipherie
gemein, so muss er anch mit der anderen Kreisperipherie einen Punkt gemein
haben, und es sind alsdann die Radien dieser beiden Punkte parallel und entge-
gengesetzt gerichtet.

Es habe der innere Aehnlichkeitsstrahl IB mit dem Umfange des Kreises &
den Punkt B gemein, so ziehe man MB, ferner aus m den Halbmesser mb == M B,
entgegengesetzt gerichtet. Es geht nach §. 2 die Linie Bb durch den Punkt I,
d. h. die Punkte B, b und I liegen in gerader Linie, oder die Linie IB geht darch
den Punkt b der Kreisperipherie von f, und MB 5= mb. Hat ferner der innere
Aehnlichkeitsstrahl 1B einen zweiten Punkt B! gemein mit der Kreisperipherie von
&, so muss er auch einen zweiten Punkt b! mit der Kreisperipherie f gemein
haben, so dass MB! = mb!

Hat ein innerer Aehnlichkeitsstrahl nur Einen Punkt mit der einen Kreis-
peripherie gemein, d. h. tangirt er den einen Kreis, so tangirt er auch den ande-
ren; was wie in §. 4 indirect folgt.

Hat ein innerer Aehnlichkeitsstrahl gar keinen Punkt mit der einen Kreis-
peripherie gemein, d. h. liegt er ganz ausserhalb des einen Kreises, so liegt er
auch ganz ausserhalb des anderen Kreises, was gleichfalls indirect folgt.

Em innerer Aehnlichkeitsstrabl ist also immer zu gleicher Zeit entweder

Secante, oder Tangente an beide Kreise, oder liegt ausgerhalb der beiden
Kreise.
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Was in den vorigen fiinf Paragraphen gelehrt worden ist, hat allgemeine Giil-
tigkeit fir jede beliebige Lage der beiden Kreise. In der ohigen Zeichnung ist
der Fall dargestellt worden, wo der eine Kreis in dem anderen liegt. Der dussere
Acehulichkeitspunkt ist mit A, der innere mit I bezeichnet worden. Es ist deutlich,
dass hier jeder #dussere Aehnlichkeitsstrahl fir beide Kreise Secante ist, eben
so jeder innere Aehnlichkeitsstrahl.

In den Fillen, wo bei einem ausserhalb beider Kreise liegenden Aehnlich-~
keitspunkte die Tangenten von demselben auftreten, treten bei einem innerhalb
beider Kreise liegenden Achnlichkeitspunkte die kleinsten Sehnen durch denselben
auf, d. h. die Sehnen, welche senkrecht auf dem Radius stehen, der durch den-

selben Punkt geht. So gilt der Satz: Ist ein #dusserer oder innerer Aehnlich-

keitsstrahl kleinste Sehne in dem Kreise &, so ist er auch kleinste Sehne in dem
JHreise f. Z.B. Darchoden Runkt. Avist diedideinsta.Sehne: im Kreise f, gezogen
worden, es ist der innere Aehnlichkeitsstrahl BB!, so ist derselbe, ndmlich der
Theil bb! davon auch kleinste Sehne in dem Kreise f. Es steht namlich B B!
senkrecht auf der durch A aus dem Mittelpunkt M des Kreises & gezogenen Linie

Mm, eben so bb! senkrecht auf der durch I aus dem Mittelpunkt m des Kreises
f gezogenen Linie mM. -

§.7. Von den potenzhaltenden Punkten der Aehnlichkeitsstrahlen.

Ein Aehnlichkeitsstrahl ist nach §. 4 und 5 zu gleicher Zeit Secante oder
Tangente an beide Kreise. Z. B. (Fig. 1I.) AB schneidet die Kreisperipherie
von & in B und B!, muss daher auch die Kreisperipherie von f schneiden, was
in b und b! geschieht, und zwar so, dass MB 3= mb, MB! 4= mb!, gleich ge-
richtet. Es sind immer je zwei Radien in beiden Kreisen nicht parallel, z. B. ist
MB! nicht parallel mit mb, eben so MB nicht parallel mit mbl. Die Punkte in
beiden Kreisen, welche den nicht parallelen Radient entsprechen, heissen potenz-
haltend, es sind daher B und b! potenzhaltende Punkte, eben so B! und b.

Die Rechtecke aus den Entfernungen von je zwei potenzhaltenden Punkten
desselben- Aehnlichkeitsstrahles vom Aehnlichkeitspunkte sind gleieh. Z. B.
Ab.AB! = Ab!, AB, (Fig. Il und IV.)
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Beweis: Ab : AB = mb : MB oder Ab = - .I;\B; Ab! : AB! = mb! :
A A

MB!, oder AB! = by Es ist daher Ab . BB! = r—.ﬂﬂ} X R.AD! e
=

AB . AbL

Das Rechteck aus den Entfernungen zweier potenzhaltenden Punkte vom
Aehnlichkeitspunkte ist gleich dem Rechteck aus den Entfernungen der Beriih-
rungspunkte vom Aehnlichkeitspunkte, wenn man von demselben an beide Kreise
Tangenten gezogen hat. Z.B. Ab . AB! — At. AT. (Fig. IL)

Beweis: Ab . Ab! = A2, AB . AB! = AT? daher Ab . AB! XX Abl.
AB = (At . AT)% Da aber Ab . AB! — Ab! . AB, so ist, wgnn man aus
dem obigen Ausdrucke auf beiden Seiten diec Wurzel auszieht, AB . AR = At AT.

Was von den Rechtecken aus den Entfernungen von je zwei potenzhaltenden
Punkten desselben Aehnlichkeitsstrahles vom Aehnlichkeitspunkte bewiesen wor-
den ist, gilt von je zwei potenzhaltenden Punkten jedes Aehnlichkeitsstrahls, wo-
fern man nur denselben, also den iusseren oder den inneren Achnlichkeits-
punkt beibehalt. Z.B. Ab!. AB = Ad. ADL.

Beweis: Abl. AB = At . AT, Ad. AD! = At . AT.

Was in Riicksicht auf den d#usseren Aehulichkeitspunkt oben bewiesen wor-
den ist, gilt auch gerade so von dem inneren. In den Beweisen ist bloss anstatt
der Figur Il. zu nehmen die Figur III., anstatt A zu setzen I. Es heissen die
Sitze alsdann in Zeichen ausgesprochen:

Ih . IBt =4b1 - IB, Ib . IBl = I¢ . 1T It 1B ==]Jv. G0,

Dieselben Siitze bleiben noch giltig, wenn der eine Kreis in dem andern
liegt, alsdann muss anstatt der Tangente die halbe kleinste Sehne genommen werden.

Der obige Beweis gilt auch bei der Lage in Figur IV., wo der Kreis f ganz
innerhalb des Krcises 8 liegt, nur miissen der Figur wegen die Buchstaben B, b
mit den Buchstaben T, t vertauscht werden.

Es ist At ;ATU= At VAT, At ATI=ADb1 [ AB At AT = ADb . ABL
Jede wwei Abnicokdneils folinen (sulweder Susiore ﬁa;m broforn s

§. 8. Von den Symmetralen.

1) Wenn die Mittelpunkte von drei Kreisen in gerader Linie liegen, so lie-
gen simmtliche sechs Aehnlichkeitspunkte in derselben geraden Linie. Diesen
Fall wollen wir zunichst immer von unseren Betrachtungen ausschliessen.

Nnds Vewje VW [2 v thhin [ ptas D“'MM wwd ste.
Keesdom) Bameh welihe Sigh ovn Kvesd ui'w Laart.
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2) Liegen die drei Mittelpunkte nicht in gerader Linie, so bilden sie ein
Dreieck. In den Seiten dieses Dreiecks liegen die drei inneren Aehnlichkeits-
punkte, befinden sich daher nie in derselhen geraden Linie. Eben so kann man
zeigen, dass eine gerade Linie, welche durch zwei dussere Aehnlichkeitspunkte
hindurch geht, nicht durch den dritten inneren gehen kann. In der obigen Figur
liisst sich z. B. leicht nachweisen, dass A1 A2 nicht durch I3 hindurch geht.

Anmerkung. Die Kreise 81, 82 und 83 haben die Mittelpunkte My, M
und Mg, die Radien Ry, R2 und R3. Die Aehnlichkeitspunkte von &1 und R sind
At und Iy, von f1 und K sind A2 und I2, von &2 und R3 sind A3 und I3. Die
Centrale von £ uud K2 wollen wir durch €y, von & und R durch €2, von R
und K3 durch €3 hezeichnen.

Sehe ich nimlich My als Spitze des Dreiecks My M2 M3 an, so”ist M2 Mg die
Grundlinie. In der Verlangerung von Mi M2 liegt Ay, in der von M; und M3 liegt
A2. Beide Punkte Ay und A2 liegen also auf den Verlingerungen zweier Dreiecks-
seiten des Dreiecks My M2 M3; es ist also unméglich, dass ihre Verbindungslinie
At Az durch die dritte Dreiecksseite selbst gehe. Ay Az kann also durch den
zwischen Mz und M3 liegenden Punkt I3 nicht hindurch gehen. Kann ich daher
von zwei beliebigen der drei Aehnlichkeitspunkte A1, A2 und Az, welche der
obigen Bedingung gemiss ausgewihlt sind, beweisen, dass die durch sie gelegte
gerade Linie die dritte Centrale in dem dusseren oder inneren Aehnlichkeits-
punkte schneiden muss, so ist damit bewiesen, dass sie durch den dusseren
gehen muss, dass also alle drei dusseren Aehnlichkeitspunkte in derselben
geraden Linie liegen,

Man ziehe von Mi, M2 und Ms parallele Linien p1 %= p2 == ps nach der
geraden Linie A1 A2, von welcher man noch nicht weiss, wo sie die Centrale §3
schneidet. Aus pi 5= p2 ergiebt sich p1 : p2 = A1 My : A1 M2, und weil A,
dusserer Aehnlichkeitspunkt von R1, f2 ist, p1 : p2 = Ry : Ra. Eben so ergiebt
sich p3 : pr = R3 : Ri. Durch Verbindung beider Proportionen folgt ps : p2 =
Rs : R2. Bezeichnen wir den Durchschnittspunkt von A1 A2 und @3 durch X, so
folgt, da p3 : p2 = XMz : XMz ist, R2 : R3 = XMz : XM3, d. h. X, welches
auf der Centrale @3 liegt, ist entweder dusserer oder innerer Aehnlichkeits-
punkt der Kreise R2 und R. Innerer kann er nach dem Obigen nicht sein,
folglich ist er dusserer. Die drei Punkte Ay, A2 und As liegen also in gerader
Linie. Diese Linie heisst die dussere Symmetrale.

Da der d@ussere und innere Aehnlichkeitspunkt von zwei Kreisen im Allge-
meinen verschieden sind und immer auf derselben geraden Linie, der Centrale,
liegen, so folgt duraus, dass, gewisse Grinzfille ausgenommen, welche eine be-
sondere Behandlung verlangen, eine Linie, welche durch zwei dussere Achnlich-
keitspunkte geht, nie durch den dritten inneren gehen kann, denn sie muss
durch den dritten dusseren hindurch gehen.

Man kann ausserdem beweisen, dass immer zwei innere und der dritte iiussere
Aehnlichkeitspunkt in gerader Linie liegen, z. B. dass Iy Iz durch Ag hindurch geht.

Man ziehe von My, M2 und M auf IiI> die Parallelen qi 9= q2 &= q3. Da
qu & q2, so ist qu : g2 = It M1 : It M2. Da I; innerer Aehnlichkeitspunkt von
K1 und K2 ist, so ist Iy My : It Mo = Ry : Re, daher q1 : q2 =Ry : R2. Ebenso
lisst sich beweisen, dass q3 : q1 = Rs : Ri. Durch Verhindung der beiden
Proportionen folgt q3 : g2 = Ry : R2. Bezeichnen wir den Durchschnittspunkt
von It Iz mit @3 durch Y, so folgt, da q2 : g3 — YM2 : YM3 ist, R2 : Rg =
Y M2 : YMs. Folglich muss Y, welches auf der Centrale G3 liegt, entweder

http://rcin.org.pl
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ausserer oder innerer Aehnlichkeitspunkt der Kreise 82 und 3 sein. Innerer
kann er nicht sein, da die inneren Aehnlichkeitspunkte nicht in einer geraden
Linie liegen, folglich ist er dusserer. Die drei Punkte I, Iz und A3 liegen also
in gerader Linie, Dasselbe gilt von den Punkten Ij, I3 und A2; oder Is, I3 und
Ay, Diese drei Linien heissen die inneren Symmetralen.

Die vier Symmetrallinien A1 A2 Ag, I1 I2 Az, I I3 A2, Ia I3 Ay bilden ein voll-
standiges Vierseit, dessen sechs Ecken die sechs Aechnlichkeitspunkte A1, A,
Az, I, Iz, I3, und dessen drei Diagonalen die Centralen €;, @2 und @3 sind, welche
durch die entsprechenden Aehnlichkeitspunkte harmonisch getheilt werden.

Aufgabe: Es ist ein vollstindiges Vierseit gegeben, man soll mit Hilfe
desselben die drei Kreise finden, zu welchen die vier Seiten die Symmetralen sind.

.

§ 9. Vorbereitende Satze fir die Chordale.

1) Hat ein Punkt O der Centrale von zwei Kreisen die Eigenschaft, dass

OM2 — Om? = R?2 — 1% so hat jeder Punkt des Lothes OP, das man in
O auf der Centrale errichtet, dieselbe Eigenschaft, d. h. PM? — Pm? — R2? — r2,

92

2) Umgekehrt: Hat der Punkt die Eigenschaft, dass PM? — Pm? — R2 — r?,
so hat auch der Fusspunkt O des von P auf die Centrale gefillten Lothes
dieselbe Eigenschaft, d. h. OM? — Om? = R? — r2

3) Hat der Punkt O der Centrale von zwei Kreisen die Eigenschaft, dass
OM2 — Om? = R? — r2, so ist das in O auf der Centrale errichtete Loth der
geometrische Ort aller Punkte, z. B. P, fir welche PM? — Pm? — R? — r?

Sind ndmlich in einer gegebenen geraden Linie zwei feste Punkte vorhan-
den M und m, so ist fir jeden verinderten Ort des Punktes O die Differenz
OM — Om eine andere, eben so natiirlich die Differenz OM? — Om?2

4) Jeder Punkt der Linie OP, welche auf die in No. 1 angegebene Weise
gezogen ist, hat die Eigenschaft, dass die von ihm an die beiden Kreise gelegten
Tangenten gleich sind, z. B. PT = Pt.

Beweis: PM2 = PT? 4 MT? Pm? = P2 4 mt?; also PM? — Pm? =
PT2 — P12 4~ MT2 — mt2. Da aber PM? — Pm? = R? — r? und MT = R,
mt =t ist, 80 ist PT® — Pit#. = 0,d. h. PT = Pt

5) Kein Punkt ausserhalb der obigen Linie OP hat die Eigenschaft, dass
die von ihm an beide Kreise gezogenen Tangenten gleich sind. Die Linie OP ist
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also der geometrische Ort aller Punkte, von welchen ich an die beiden Kreise
gleiche Tangenten ziehen kann.

6) Wo keine Tangenten moglich sind, vertreten die Halften der kleinsten Seh-
nen ihre Stelle.

Liegt der eine von zwei Kreisen zum Theil innerhalb, zum Theil ausserhalb
des andern, so haben sie eine gemeinschaftliche Sehne, in der obigen Figur AB.
Diese gemeinschaftliche Sehne AB steht senkrecht auf der Centrale Mm, hier im
Punkte O, und zwar ist OM2 — Om? = R® — r2. AB erfillt also die in No. 1
verlangte Bedingung. Jeder Punkt von AB ausserhalb der beiden gegebenen
Kreise hat also die Eigenschaft, dass die von ihm an beide Kreise gezogenen Tan-
genten gleich sind. Jeder Punkt von AB innerhalb der beiden gegebenen Kreise
hat die Eigenschaft, dass die Hilften der durch ihn gezogenen kleinsten Sehnen
in beiden Kreisen gleich sind. Z. B. ist P!T!, wo P'T! | MP? steht, gleich
Pitl, wo Pit! | mP! steht. Denn MTi?2 — mt1? = PIM2 — P!m? 4 PIT,2
— P1t;2 oder R2 — 12 = R2 — r? 4 PITy2 — Pl 2

Oder: Ist AB die gemeinschaftliche Sehne der beiden Kreise M und m, und
P ein Punkt ausserhalb derselben, so ist PT2—=PA .PB, eben so Pt?—=PA . PB.
Daher ist PT — Pt, oder: die von P an beide Kreise gezogenen Tangenten sind
gieich. Eben so ist P1Ty2 — P1A . P! B, desgleichen P't12 — P1A . P1B,
daher P1T! —= Plil, :

7) Man sagt von dem Punkt P, es sei ein Punkt der Chordale fiir die bei-
den Kreise M und m; dasselbe sagt man von dem Punkte P1. Kennt man Einen
Punkt der Chordale, so kennt man die Chordale selbst. Man hat dann nur ndthig,
von demselben ein Loth auf die Centrale zu fillen und dieses Loth nach beiden
Seiten bis ins Unendliche zu verlingern.

die
§.10. Von der Chordale.

Unter der Chordale von zwei gegebenen Kreisen versteht man den geo-
metrischen Ort aller Punkte, von welchen die an beide Kreise gezogenen Tangen-
ten oder dic in beiden Kreisen gezogenen kleinsten Sehnen gleich sind.

Die Chordale ist nach dem vorigen Paragraphen eine gerade Linie, welche
senkrecht auf der Centrale steht. Wird die Figur VL beibehalten, so ist OP die
Chordale der Kreise M und m, PT — Pt, PIT! — P't. Der Durchschnittspunkt
der Chordale und Centrale heisst 0. Es ist OM2 — Om?2 = R? — r2 Dasselbe
gilt von jedem beliebigen Punkte P der Chordale, d.h. es ist PM? — Pm?2 =
R2 — r2

Schneiden sich zwei Kreise & und ¥, so hat ihr Durchschnittspunkt, z. B. A
die Eigenschaft, dass AM? — Am? = R? — r2. [Ihr Durchschnittspunkt ist also
ein Punkt der Chordale. Dasselbe findet bei der Beriihrung statt. Schneiden sich
also zwei Kreise, so ist ihre gemeinschaftliche Sehne die Chordale fiir beide Kreise.
Beriihren sich zwei Kreise, so geht ihre Chordale durch den Berithrungspunkt, oder
die gemeinschafiliche Tangerte ist ihre Chordale. L

Dia chevdale <ot g..’l«‘* P el Urveife, olshe (ieh Sehuodon,
cov Geomedyiosha Bet [ils & AN lelpouide Ao gls'shon
Kieinsfan Sehven i Beiste tivein
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Andere Darstellung der Lehre von der Chordale.

Es ist ein Kreis um M gegeben, ausserhalb desselben der Punkt P, von wel-
chem an den Kreis die Tangente PT gezogen worden ist. Es ist nan leicht, den
Abstand PM zu finden. Es ist nimlich PM? = R? 4 PT2 Angenommen: P
sei gegeben und eine bestindige Grosse t, so ist es leicht, den geometrischen Ort
aller Punkte zu timden, welche die Eigenschaft haben, dass die von ihnen an den
Kreis M gezogenen Tangenten die gegebene Grosse t haben. Es ist dies ein
Kreis, dessen Mittelpunkt M ist, und dessen Radius gleich }/l{- 12 ist. Man kann
auf gleiche Weise den geometrischen Ort aller Punkte finden, welche die Eigen-
schaft haben, dass die von ihnen an den Kreis m gezogenen Tangenten die ge-
gebene Grosse t haben. Es ist dies ein Kreis, dessen Mittelpunkt m ist, und
dessen Radius gleich }/r'~'-{»—t2 ist.  Wir haben dadurch zwei Kreise erhalten,
welche sich im Allgemeinen in zwei Punkten P und Pi schneiden werden, Jeder
der Punkte P und Py hat also die Eigenschaft, dass die von ihm an die Kreise M
und m gezogenen Tangenten gieich t sind. Kein anderer Punkt als P und Py hat
diese Eigenschaft. Ferner geht aus dem Obigen hervor, dass PM? = R? - 12,
ebenso dass Pm? = r? - t? ist, daher ist PM? — Pm? = R2 — r? Dasselbe
gilt vom Punkte Py. Die Linie PPy hat also als gemeinschaftliche Sehne der bei-
den punktirten Hilfskreise um M und m die Eigenschaft, anf der Centrale Mm
senkrecht zu stehen in O. Es hat also auch der Punkt O die Eigenschaft, dass
OM2 — Om? = R? — r% Da nur ein einziger Punkt O in der geraden Linie
Mm diese Eigenschaft haben kanu, da ferner PPy in O auf Mm senkrecht steht,
s0 muss unabhingig von jedem besonderen Werth der gleichen Tan-
gente t an beide gegebene Kreise, die Linie PPy, die gemeinschaftliche Schne
der um M und m mit den Radien YR24-12 und }/r? 4 t2 beschriebenen Kreise,
stets dieselbe gerade Linie sein, welche den Namen der Chordale tragt.

Um also die Chordale fiir zwei gegebene Kreise, deren Mittelpunkte M und m
witl RadieNVR-uAE T mM Kl nnt ,*%2f hh’(ﬂ})i Wt * man® nur nothig, aus M it dem
Radihs m—{-#“und aus m mit- dem Radius }/r-.r}- &5 eipenylireis, zu besc hrei-
ben. t.ist eine beliebige Stregloyeyalebe J'm,,*ﬂl.‘ahlcn hat, d.u‘ die beiden
beschriebenen Kreise sich schneiden. Alsdann ie gemcmxclnllhrlw Selne PP,
der beiden beschriebenen Kreise die Chordale fir die beiden gegebenen Kreise,
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§. 1. Ueber die Chordale von drei gegebenen Kreisen.

Es sind die drei Kreise i, 82 und 83 um M, M2 und M3 gegeben. Die
Chordale von &; und R3 ist mit €y, die Chordale von K2 und K3 ist mit Co, die
Chordale von &1 und 82 ist mit @3 bezeichnet worden. Es wird behauptet:

1. Entweder schneiden sich €y, €2 und €3 in demselben Punkte;
2. Oder Gy, G2 und @3 laufen parallel;
3. Oder €, €2 und @3 fallen zusammen.

1) Angenommen, €; und €2 schneiden sich in 0, so kann bewiesen werden,
dass @3 darch denselben Punkt O hindurchgeht. Weil O ein Punkt der Chordale
C1 von K und K3 ist, so sind die von O aus an die Kreise & und f3 gezoge-
nen Tangenten gleich, wir wollen ilire Linge durch t bezeichnen; weil O ein
Punkt der Chordale €2 von R und K3 ist, so sind die von O aus an die Kreise
N2 und K3 gezogenen Tangenten gleich. Die Tangente von O an §{ und K3 hat
die Linge t, also hat diec von O an den Kreis &2 gezogene Tangente dieselbe
Linge; d. h. die Tangenten von O an die Kreise f;, &2 und 83 sind gleich lang
oder O ist ein Punkt der Chordale von &; und f2, d. h. €3 geht durch den
Punkt O.

Haben also zwei Chordalen cinen Punkt gemein, so geht die dritte durch
deuselben Punkt, welchen man den Chordalpunkt der drei gegebenen Kreise
nennt.

2) Laufen zwei Chordalen € und Go parallel, so kamn die dritte C3 weder
die € noch die Gy schneiden, weil nach No. 1 sonst alle drei durch diesen
Durchschnittspunkt hindurch gehen miissten. Laufen daher zwei Chordalen parallel,
so muss die dritte auch mit denselben parallel laufen. Dies findet z. B. statt,
wenn die Mittelpunkte der drei Kreise in derselben geraden Linie liegen. Die
drei Chordalen stehen dann senkrecht auf der gemeinschaftlichen Centrale.

3) Es ist auch méglich, dass alle drei Chordalen zusammenfallen. Es findet
dieses statt, wenn die drei Kreise eine gemeinschaftliche Sehne haben, welche
alsdann Chordale der drei Kreise wird.

In der obigen Figur ist O! der Chordalpnnkt der Kreise i, 2 und 8.
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§.12. Construction der Chordale.

1) Die Chordale von zwei Kreisen, welche sich schneiden, ist ihre gemein-
schaftliche Sehne. (Vergl. Seite 9, §. 10,)

2) Die Chordale von zwei Kreisen, welche sich beriihren, ist ihre gemein-
schaftliche Tangente.

3) Es bleibt noch iibrig, die Construction anzugeben der Chordale von zwe;
Kreisen, von denen der eine ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des anderen
liegt. (Fig. VIIL)

Es sind die beiden Kreise My und M2 gegeben, welche ganz ausserhalb ein-
ander liegen: man soll die gemeinschaftliche Chordale construiren.

Auflosung: Man zeichne einen Hiilfskreis M3, welcher M; und M: schnei-
det. Die Chordale € von My und M3 ist ihre gemeinschaftliche Sehne, ebenso
G2 von M2 und Mg, der Durchschnittspunkt O der beiden gemeinschaftlichen Seh-
nen € und @2 ist der Chordalpunkt (vergl. Seite 11, §. 11) der Kreise Mi, M2
und M3. Auf gleiche Weise kann man durch den Hilfskreis M4 einen zweiten
Punkt O! der Chordale von My und Mg finden, indem man die Sehnen €4 und Gs
zieht. Die beiden Punkte O und O! bestimmen die Lage der gesuchten
Chordale 00! oder Gs.

Nachdem man den Punkt O gefunden hat, konnte man auch auf die Centrale
Mi und M2 cin Loth fillen. Dieses Loth wire alsdann die gesuchte Chordale ;.
Vergleiche die Zeichnung.

Sind die Mittelpunkte My und M2 nicht gegeben, so wiirde die obige Aufls-
sung nur 2 Kreise und 5 Linien erfordern; dagegen die letzte Losung 12 Kreisc
und 8 Linien.

Wo liegt die Chordale von zwei gegebenen Kreisen in den sechs verschiede-
nen Lagen, welche dieselben zu einander einnehmen konnen? Z. B. wenn der

eine Kreis ganz innerhalb des anderen liegt, oder wenn beide Kreise concen-
trisch sind ?

§.13. Von den Orthogonalkreisen.

Fag IX

Zwei Kreise schneiden einander orthogonal, wenn sie sich in einem Punkte
so schneiden, dass die Tangenten dieses Punktes fiir beide Kreise auf einander
senkrecht stehen.
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Z.B. TO ist in T Tangente an den Kreis um M, und TM ist in T Tangente
an den Kreis um O.

Alsdann fillt 1) der Radius des einen Kreises mit der Tangente des anderen
fir denselben Punkt zusammen; 2) die Radien beider Kreise fiir diesen gemein-
schaftlichen Punkt stehen auf einander senkrecht.

Oder: Ist eine der drei oben genannten Bedingungen erfiillt, so sind alle
erfillt und die Kreise schneiden sich orthogonal.

Zwei Kreise, welche sich orthogonal schneiden, miissen sich in zwei Punk-
ten schneiden. Bei zwei Kreisen, welche sich beriihren, bilden nimlich die Ra-
dien des Berihrungspunktes eine gerade Linie, stehen also nicht auf einander
senkrecht.

Die Durchschnittspunkte der heiden Kreise heissen in der obigen Figur T und
Ti. Es wird vorausgesetzt, dass sich die beiden Kreise in T orthogonal schnei-
den, d, h. dass MTO ein rechter Winkel ist. Aus der Congruenz der Dreiecke
OTM und OT!M folgt, dass OT!M auch ein rechter Winkel ist, d. h. dass
OT! |; TIM:

Schneiden sich daher zwei Kreise orthogonal in einem Durchschnittspunkte,
so muss dies auch noch in einem zweiten der Fall sein.

Jeder Punkt O in der Linie TO erfillt die Bedingung, dass ein von ihm mit
dem Radius OT beschriebener Kreis M orthogonal schneidet. Durch einen jeden
Punkt des Umfangs eines Kreises lassen sich also unendlich viel Orthogonal-
kreise ziehen.

Aufgabe: Es ist ein Kreis M und in der Peripherie desselben der Punkt T
gegeben, man soll durch denselben einen Orthogonalkreis legen.

Es sind unzihlig viel Auflosungen moglich. Je zwei Orthogonalkreise auf ver-

schiedenen Seiten von MT haben denselben Halbmesser. Uebrigens sind die Halb-
messer verschieden und wachsen von O bis oC.

§. 14. An zwei gegebene Kreise einen Orthogonalkreis zu beschreiben.

Es sind die beiden Kreise um M und m gegeben. Es soll ein Orthogonal-
kreis an beide beschrieben werden.

Analysis: Angenommen, ¢in um P beschriebener Kreis mit dem Radius PT
erfille dic Bedingungen, fir dic beiden gegebenen Kreise ein Orthogonalkreis zu
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sein, so muss der Kreis P den Kreis M in zwei Punkten schneiden, ebenso den
Kreis m.  Die beiden Durchschnittspunkte von Kreis P und M, z. B. T, haben die
Eigenschaft, dass TP | TM; dasselbe findet statt fir die Kreise P und m, d. h.
es ist tP | tm. Weil T und t im Umfange des Kreises von P liegen, so ist
PT = Pt, oder nach §. 10, Seite 9 ist P ein Punkt in der Chordale der beiden
Kreise M und m. §

Jeder Punkt dieser Chordale kann als Miwelpunkt eines Orthogonalkreises
an die beiden gegebenen Kreise M und m angesehen werden. Man hat nur néthig,
von ihm an beide Kreise Tangenten zu ziehen, welche gleich sind, und mit deren
Lange als Radius von ihm als Mittelpnnkt einen Kreis zu beschreiben. Aus der
Analysis ergiebt sich, dass der Mittelpunkt des gesuchten Orthogonalkreises immer
in der Chordale liegen muss.

Die Chordale von zwei gegebenen Kreisen ist also der geometrische Ort fiir
die Mittelpunkte aller Kreise, welche die beiden gegebenen Kreise orthogonal
schneiden.

Avmerkung. Ein Kreis von P in Fig. VII. mit dem Radius PT = Pt be-
schrichen, ist ein Orthogonalkreis fir die Kreise M und m.

Der Mittelpunkt des gesuchten Chordalkreises ist aber stets ausserhalb der
beiden gegebenen Kreise zu nehmen, weil von ihm an beide Kreise gleiche Tan-
genten gezogen werden miissen.

Folgerung: Schneidet ein Kreis (3) zwei Kreise (1) und (2) orthogonal,
thut der Kreis (4) dasselbe, so ist die Centrale von (3) und (4) zugleich Chordale
von (1) und (2).

§.15. An drei gegebene Kreise einen Orthogonalkreis zu beschreiben.
(Vergl. Fig. VIIL)

Es sind drei Kreise My, M2 und M3 gegeben, man soll fir sie einen gemein-
schaftlichen Orthogonalkreis ziehen.

Man suche die Chordale von M; und M3, welche mit €; bezeichnet worden
ist; ebenso die Chordale von M2 und M3, welche mit €2 bezeichnet worden ist;
desgleichen die Chordale von M; und M2, welche mit @3 bezeichnet worden ist.
Alsdann sind nach §. 11, Seite 11 folgende drei Fille moglich.

1) Die drei Chordalen €;, @2 und €3 schneiden sich in demselben Punkte 0.
Alsdann ist dieser Punkt der Mittelpunkt des gesuchten Orthogonalkreises. Von O
aus konnen an dfe Kreise My, M2 und Mg gleiche Tangenten gezogen werden.
Die Linge dieser Tangente ist der Radius des gesuchien Kreises. Es ist nur eine
einzige Auflosung moglich.

Von den Kreisen My, M2 und My ist der Chordalpunkt in Fig. VIIL der
Punkt 01, Also ist O! der Mittelpunkt des gemeinschaftlichen Orthogonalkreises
fir die Kreise My, M2 und M. #

2) Die drei Chordalen Gy, €2 und @3 laufen parallel. Alsdann giebt es kei-
nen Orthogonalkreis, oder sein Mittelpunkt liegt im Unendlichen und der Radius
ist unendlich gross. Es giebt keine Auflosung.

3) Die drei Chordalen fallen zusammen. Alsdann kann jeder ihrer Punkte
ausserhalb der drei Kreise als Mittelpunkt des gemeinschaftlichen Orthogonalkreises
angenommen werden, dessen Radius die Linge der von dem angenommenen Punkte
an die drei Kreise gezogenen Tangenten hat. Es giebt unendlich viel Auflésungen.
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§.16. Satze iiber die Beriihrung von zwei Kreisen durch einen dritten.

1) Es sind zwei Kreise um M und m gegeben, man soll einen dritten finden,
welcher beide gleichartig berihrt.

Die Halbmesser der Kreise um M und m werden durch R und r be-
zeichnet.

A. Man beschreibe iiber Mm ein Dreieck, dessen drei Seiten Mm, R - ¢,
r + ¢ werden, wo ¢ so gewihlt sein muss, dass ein Dreieck md glich ist. Das
Dreieck Mxm hat xM =R 4 ¢, xm =r -4} 2. x ist der Mittelpunkt des Kreises,
dessen Radins ¢ ist. Der Kreis um x beriihrt den Kreis M in B, den Kreis m in
b1, beide Kreise von aussen. Da fir ¢ unendlich viel Werthe maoglich sind, so
lisst die Aufgabe unendlich viel Auflosungen zu.

Es soll bewiesen werden, dass die Berihrungspunkte B und b! potenzhal-
tende Punkte des dusseren Aehnlichkeitspunktes sind, weil die Berithrung eine
gleichartige ist, bei beiden Kreisen von aussen,

Man ziehe die Linie Bb', so schneidet dieselbe den Kreis um M noch in B,
den Kreis um m in b. Man ziehe die Halbmesser MB!, mb, so erhilt man die
gleichschenkeligen Dreiecke MBB1, xBb! und mbb!, in welchen alle sechs an
den Grundlinien liegende Winkel unter einander gleich sind, z. B. die Winkel mbD
und MBB?! oder mb'b und MB!'B, woraus die Parallelitit der Linien mb und MB
oder mb! = MB! folgt.

Die parallelen Radien sind gleich gerichtet, also geht die durch ihre End-
punkte gezogene Linie Bh! durch den d#usseren Aehnlichkeitspunkt nach §. 1,
Seite 1.

B. Man hiitte auch iiber Mm ein Dreieck beschreiben konnen mit den Seiten
— R, ¢' — r und Mm, und hitte als Spitze X gefunden, XB! = Xb = ¢
Ein aus X mit dem llall)messer ¢! beschriebener Kreis wiirde alsdann die beiden
gegebenen Kreise von innen beriihrt haben. ¢! musste so gewihlt werden, dass

die Construction des Dreiecks X M m moglich war. Es ergeben sich also un-
endlich viel Auflosungen.

=1
s

Es soll bewiesen werden, dass die Beriihrungspunkte B! und b potenzhal-

tende Punkte des ausseren Aehnlichkeitspunktes sind, weil die Beriihrung eine
gleichartige ist, bei beiden Kreisen von innen.
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Man ziehe die Linie B'b, welche den Kreis um M noch in B, den Kreis um
m noch in b! schneidet. Man ziehe darauf die Halbmesser MB, mh!, so erhilt
man die gleichschenkeligen Dreiecke MBB!, mbbl, XB1b, in welchen alle sechs
an den Grundlinien liegende Winkel einander gleich sind. Es ist daher mb == M B,
mb! 4= MB!, die parallelen Radien sind gleich gerichtet. Es geht daher die
durch ihre Endpunkie gezogene gerade Linie B'b durch den dusseren Aehnlich-
keitspunkt der beiden Kreise M und m.

Beriihrt daher ein Kreis zwei andere gleichartig, so sind die Berihrungs-
punkte potenzhaltende Punkte des dusseren Aehnlichkeitspunktes.

C. Daraus ergiebt sich ein Verfahren, vermittelst des dusscren Aehnlichkeits-
punktes an zwei gegebene Kreise einen Kreis zu ziehen, welcher beide von aussen
oder beide von innen beriihrt. Die Aufgabe gestattet unendlich viel Auflosungen
fir jede der beiden Forderungen.

Es sind z. B. die Kreise um M und m gegeben, man soll an beide einen
reis ziehen, der beide von aussen beriihrt. Man ziehe einen beliebigen dusseren
Achnlichkeitsstrahl Abb! BB!, so geben die beiden Punkte B und b! einen Kreis,
der die beiden gegebenen Kreise von aussen beribrt; dagegen geben die bei-
den Punkte b und B! einen Kreis, der die beiden gegebenen Kreise von innen
berithrt. Man ziehe niémlich die Radien mb! und M B, verlingere sie bis zum
Durchschnittspunkte in x, so lasst sich beweisen, dass xb! = xB, d. h, ein aus x
mit xb! oder xB heschriebener Kreis die beiden gegebenen Kreise in b! und B
berdhrt. Es ist namlich die Gleichschenkeligkeit der Dreiecke mbb! und MBB!
bekannt. Weil AB ein dusserer Aehnlichkeitsstrahl 1st, so ist mb 5= MB, also
sind die Winkel mbb! und MBB! gleich oder Winkel mb'b — MBB!, also sind
auch ihre Scheitelwinkel xb!B und xBb! gleich.

Hatte ein Kreis gesucht werden sollen, der beide von innen beriihrt, so hatte
man die Punkte b und B! nehmen und die Radien bm und B!M bis zum Durch-
schnittspunkte in X verlingern miissen. Alsdann wire X der Miltelpunkt des ge-
suchten Kreises geworden und Xb = XB! sein Radius. Die Gleichschenkeligkeit
der beiden Dreiecke mbb! und MB B! ist bekannt, die des Dreiecks XbB! hiute
erwiesen werden missen aus mb! 5= MBL

2) Es sind zwei Kreise um M und m gegeben, man soll einen dritten finden,
welcher beide Kreise ungleichartig beriihrt.
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A. Man beschreibe iber Mm ein Dreieck, dessen Seiten Mm, ¢ — r, R -} ¢
werden, wo ¢ so gewihlt werden muss, dass ein Dreieck moglich ist. Das
Dreieck ist Mym, yM = R - ¢, ym = g — r. y ist der Mittelpunkt des ge-
suchten Kreises, dessen Radius ¢ ist. Der Kreis um y berihrt den Kreis M in B
von aussen, den Kreis m in b, von innen. Da fir ¢ unendlich viel Werthe mog-
lich sind, so lisst die Aufgabe unendlich viel Auflésungen zu.

Es soll bewiesen werden, dass die Berihrungspunkte B und b! potenzhal-
tende Punkte des inneren Aehnlichkeitspunktes sind, weil die Beriihrung eine
ungleichartige ist, bei M von aussen, bei m von innen.

Man ziehe die Linie Bb!, so schneidet dieselbe den Kreis um M noch in BY,
den Kreis um m in b. Man ziehe die Halbmesser MB, MB!, mb, mb!, so erhilt
man die gleichschenkeligen Dreiecke MBB, yBb! und mbb?', in welchen alle
sechs an den Grundlinien liegende Winkel unter einander gleich sind, z.B. die
Winkel mbb! und MBB! oder mb'b und MB!B, woraus die Parallelitit der
Linien mb und MB oder mb! o= MB! folgt. Die parallelen Radien sind aber
entgegengesetzt gerichtet, z. B. mb nach oben, MB nach unten, also geht die
durch ihre Endpunkte gezogene Linie Bb! durch den inneren Aehnlichkeitspunkt
nach §. 2, Seite 2.

B. Man hitte auch iber Mm ein Dreieck beschreiben konnen mit den Seiten

I — R, ¢! 4+ r und Mm, und hitte als Spitze Y gefunden, YB! = Yb = ¢l
Ein aus Y mit dem Halbmesser c! beschriebener Kreis wiirde alsdann den Kreis
M von innen, den Kreis m von aussen beriihrt haben. ¢! musste so gewihlt wer-
den, dass die Construction des Dreiecks YMm moglich war. Es ergeben sich
also unendlich viel Auflosungen.

Es soll bewiesen werden, dass die Berihrungspunkte b und B! potenzhal—
tende Punkte des inneren Aehnlichkeitspunktes sind, weil die Berihrung eine
ungleichartige ist, bei M von innen, bei m von aussen.

Man ziehe die Linie B'b, welche den Kreis um M noch in B, den Krels um
m noch in bt schneidet. Man ziche darauf die Halbmesser MB!, MB, mb, mb?,
so erhdlt man die gleichschenkeligen Dreiecke, MBB!, mbb!, YB!b, in welchen
alle sechs an den Grundlinien liegende Winkel einander gleich sind. Es ist daher
mb 4= MB, mb! 4= MB!, die parallelen Radien sind entgegengesetzt ge-
richtet. Es geht daher die durch ihre Endpunkte gezogene gerade Linie B'b
durch den inneren Aehnlichkeitspunkt der beiden Kreise M und m.

Beriihrt daher ein Kreis zwei andere ungleichartig, so sind die Berih-
rungspunkte potenzhaltende Punkte des inneren Achnlichkeitspunktes.

C. Daraus ergiebt sich ein Verfahren, vermittelst des inneren Aehnlichkeits-
punktes an zwei gegebene Kreise einen Kreis zu zeichnen, welcher den einen von
aussen, den anderen von innen berihrt. Die Aufgabe gestattet unendlich viel Auf-
losungen fiir jede der beiden Forderungen.

Es sind z, B. die Kreise um M und m gegeben, man soll an beide einen
Kreis ziehen, der M von aussen, m von innen berithrt. Man ziehe einen beliebi-
gen inneren Aehnlichkeitsstrahl 1B, so geben die beiden Punkte B und b' einen
Kreis, der M von aussen, m von innen beriihrt; dagegen geben die beiden Punkte
Bt und b einen Kreis, der M'von innen und m von aussen berihrt. Man ziehe
namlich die Radien mb! und MB, verlangere sie bis zum Durchschnittspunkt in vy,
so lasst sich beweisen, dass yb! = yB, dass ein aus y mit yb! oder yB be-
schriebener Kreis die beiden gegebenen Kreise in b! und B beriihrt. Es ist ndm-
lich die Gleichschenkeligkeit der Dreiecke mbb! und MBB! bekannt. Weil 1B

3

hitp://rcin.org.pl



18

ein innerer Achnlichkeitsstrahl ist, so ist ferner mb 3= MB, also sind die Winkel
mbb! und MBB! gleich, also ist auch yb*B =— yBb! d. h. yB — yb!

Hatte ein Kreis gesucht werden sollen, der M von innen und m von aussen
beriihrt, so hiite man die Punkte b und B! nehmen miissen, die Radien mb und
MB! bis zum Durchschnittspunkte in Y verlingern. Alsdann wiire Y der Mittel-
punkt des gesuchten Kreises geworden und Yb = YB! sein Radins. Die Gleich-
schenkeligkeit der beiden Dreiecke mbb! und M BB! ist bekannt, die des Dreiecks
Y b B! hiitte erwiesen werden miissen aus mh! o= MBL

§.17. Ueber die Beriihrung von einem Kreise und einer geraden Linie
durch einen Kreis.

1) Man kann jeden Kreis als eine gerade Linie ansehen: wenn man annimmt,
dass der Radius des Kreises unendlich ist und der Mittelpunkt unendlich weit, ent-
weder nach links oder nach rechts liegt.

2) Man kann daher von der Centrale eines Kreises und einer geraden Linie
sprechen. Die Centrale steht in ihren Durchschnittspunkten immer senkrecht aul
den Kreisen, zu welchen sie gehort; folglich wird die Centrale von dem Kreise
um M und der geraden Linie P1Q! gefunden, wenn man von dem Mittelpunkt M
auf P1Q! ein Loth MC falle.

3) Man kann von dem &usseren und dem inneren Aehnlichkeitspunkte eines
Kreises und einer geraden Linie reden. Man denke sich z. B. den Mittelpunkt der
geraden Linie als eines Kreises hier rechts, so muss, da der Radius eines Kreises immer
senkrecht auf dem Umfange steht, jeder Radius der geraden Linie senkrecht auf
ihr selbst stehen; der aus M in dem Kreise um M parallele Radius damit, sei er
gleich oder entgegengesetzt gerichtet, also zusammenfallen mit der Centrale, d. h.
der dussere Aehnlichkeitspunkt muss in A, der.innere in I fallen, beide miissen in
die Durchschnittspunkte der Centrale mit dem Umfange des Kreises fallen, der eine
links, der andere rechts von M. Man kann den Radius der geraden Linie als eines
Kreises an jeder beliebigen Stelle senkrecht auf der geraden Linie annehmen, z. B.
in P1, so wird AP! der aussere Aehnlichkeitsstrahl, oder in Q!, so wird 1Q! der
innere Aehnlichkeitsstrahl. Dabei ist der Mittelpunkt der geraden Linie als eines
Kreises immer rechts angenommen worden.
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4) Zieht man von A aus einen ausseren Aehnlichkeitsstrahl APY, welcher die
gerade Linie P1Q! in P! schneidet, so ist das Product AP . AP! constant, in
welcher Richtung auch immer AP! gezogen sein mag. Man ziehe nimlich die
Hiilfslinie PI, so lasst sich nachweisen, dass die Dreiecke AP[ und ACP! ihnlich
sind, woraus die Proportion AP : AT = AC : AP! oder AP.AP! == Al . AC
folgt, welche Gleichung unabhingig ist von jeder besonderen Lage von AP. Je
mehr sich AP von Am entfernt, desto kleiner wird der Factor AP, desto grosser
wird der Factor AP1, wahrend das Product AP . AP! constant bleibt = AT . AC.
Wenn AP parallel der geraden Linie wird, so wird AP gleich Null, AP wird
unendlich, Es ist dies ein Beispiel, wo 0 . 00 eine endliche Grosse als Pro-
duct giebt.

Auf dieselbe Weise lisst sich darthun, dass, wenn man durch I einen inneren
Achnlichkeitsstrahl zieht, 1Q, denselben bis zum Durchschnitt Q! mit der geraden
Linie verlingert, das Product 1Q . 1Q! = IC . TIA ist. Man hat dazu nur ndthig,
die Hilfslinie QA zu ziehen und die Achnlichkeit der Dreiecke ICQ! und IQ A
zu beweisen. Die obige Gleichung bleibt richtig fir jede Lage von IQ. Auch
hier haben wir, wenn IQ == der gegebenen geraden Linie gezogen wird, ein
Beispiel davon, dass eine unendlich kleine Grisse mit einer unendlich werdenden
multiplicict zum Producte eine endliche Grosse giebt, namlich 1C . TA.

Die Punkte P und P! heissen potenzhaltende Punkte des iusseren Aehnlich-
keitspunktes A, die Punkte Q und Q! heissen potenzhaltende Punkte des inneren
Achnlichkeitspunktes I

5) Es lisst sich nachweisen, dass wenn ein Kreis einen gegebenen Kreis und
eine gerade Linie berihrt, die Berithrungspunkte potenzhaltende sind, und zwar
vom dusseren Aehnlichkeitspunkte, wenn der Kreis von aussen berihrt wird und
vom inneren Aehnlichkeitspunkte, wenn der Kreis von innen berihrt wird.

Der Kreis m berihre M von aussen in P, die gerade Linie in PL, so soll man
beweisen, dass P und P! potenzhaltende Punkte sind, d.h., dass die Linie PP!
durch A hindurchgeht. Zum Beweise muss man mt mit P und P! verbinden, eben
50 M mit P, so muss mP und MP in dieselbe gerade Linie fallen, da der Beriih-
rungspunkt P in der Centrale Mm liegen muss. Wird nun der Durchschnittspunkt
von PPt mit AI durch X bezeichnet, so geht aus der Parallelitit von mP! und
AT hervor (beide stehen auf der gegebenen geraden Linie senkrecht), dass MPX
cin gleichschenkeliges Dreieck ist, d.h. dass MP = MX ist, oder das X in den
Umfang des Kreises um M fillt, d. h. dass X und A zusammen fallen. Es geht
also PPt durch A.

Eben so lisst sich machweisen, dass Q und Q! potenzhaltende Punkte sind,
wenn der Kreis um 90 den gegebenen Kreis von innen in Q und die gegebene
gerade Linie in Q! berihrt. Man misste dazu die Hilfslinien 9 Q und M Q1! zie-
hen, desgleichen MQ. Es liegen alsdann 9, M und Q in derselben geraden Linie,
welche die beiden parallelen Linien 92 Q! und MI, die beide senkrecht auf der
gegebenen geraden Linie steken, in M und M schneidet. Bezeichnet man nun
den Durchschnittspunkt QQ! und MI mit Y, so lasst sich aus der Gleichschenke-
ligkeit des Dreiecks MM Q Q! und der Parallelitit von M Q! und MY beweisen, dass
MQ = MY, eoder das Y mit I zusammenfillt. Es schneidet also QQ! die Cen-
trale in dem inneren Aehnlichkeitspunkte I.

6) Aus dem Obigen lisst sich ein Verfahren ableiten zur Losung der Aufgabe,
einen Kreis zu zeichnen, welcher einen gegebenen Kreis und eine gegebene gerade
Linie zugleich beriihrt.

3*
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Es ist der Kreis um M und die gerade Linie gegeben, beide sollen beriihrt
werden, der Kreis um M von aussen. Man ziehe einen beliebigen éusseren Aehn-
lichkeitsstrahl AP, welcher den Kreis in P, die gerade Linie in P! schneidet, so
soll der gesuchte Kreis durch PP! hindurch gehen. Da er die gerade Linie be-
rihren und mit ihr den Punkt P! gemein haben soll, so muss sein Mittelpunkt in
einem Lothe liegen, das man in P! auf die gegebene gerade Linie errichtet hat.
Der Mittelpunkt des gesuchten Kreises liegt ferner in einem Lothe, das man in
der Mitte von PP? darauf errichtet hat. Der Mittelpunkt m des gesuchten Kreises
ist also leicht zu finden. Um zu beweisen, dass der gefundene Kreis um m die
verlangten Bedingungen erfullt, hat man mur ndthig zu beweisen, dass die Linie
mP durch den Punkt M hindurch gebt, was aus der Gleichschenkeligkeit des
Dreiecks mP P! und der Parallelitit von AT und mP! folgt. — Da AP beliehig
gezogen war, so sind unendlich viel Auflosungen moglich.

Soll der Kreis M von innen berihrt werden, so muss man einen beliebigen
inneren Aehnlichkeitsstrahl 1Q ziehen, denselben verlangern, bis er die Kreis-
peripherie in Q und die gegebene gerade Linie in Q! triffi. Ein Kreis gelegt
durch Q und Q1, dessen Mittelpunkt in einem Lothe liegt, das in Q! auf die ge-
gegebene gerade Linie errichtet ist, erfillt dann die verlangten Bedingungen. Der
Kreis um 9N beriihrt den um M von innen in Q, die gerade Linie in Q. Zum
Beweise hitte man nur néthig, darzuthun, dass die gerade Linie MM Q die Centrale
Al in M schneidet, was sich aus der Gleichschenkeligkeit des Dreiecks I Q Q!
und der Parallelitit von AT und M Q! ergiebt.

Aufgaben: 1) Es ist ein Kreis und eine gerade Linie gegeben und im Um-
fange des Kreises ist ein Punkt gegeben; man soll einen Kreis suchen, der durch
diesen gegebenen Punkt hindurch geht, den gegebenen Kreis von aussen oder
innen beriihrt und auch die gegehene gerade Linie beriihrt.

2) Dieselbe Aufgabe, nur dass der gegebene Punkt nicht im Umfange des
Kreises, sondern in der gegebenen geraden Linie liegt.

§.18. Von einem Orthogonalkreise fir zwei gegebene Kreise.

1) Schneidet ein Kreis um P zwei andere Kreise nm M und m orthogonal,
so erhalt man vier Durchschnittspunkte, von denen ein Punkt des einen Kreises
immer zugehdriger potenzhaltender Punkt fir einen Punkt des anderen Kreises ist.
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entweder fir einen dusseren oder fiir einen inneren Aehnlichkeitsstrahl, was sich
leicht aus der Lage beurtheilen lasst.

Man erhilt auf diese Weise vier Paare potenzhaltender Punkte, zwei Paare
fiir den dusseren, zwei Paare fir den inneren Achnlichkeitspunkt. In der obigen
Figur heissen die beiden Paare fiir den dusseren Aehnlichkeitspunkt T und t, des-
gleichen T! und t'; fir den inneren Aehnlichkeitspunkt sind es T! und t, des-
gleichen T und t'.

Es soll bewiesen werden, dass T und t potenzhaltende Punkte vom iusseren
Aehnlichkeitspunkte sind, d. h. dass die Linie Tt durch die Endpunkte von zwei
parallelen und gleich gerichteten Radien der beiden Kreise M und m hindurch
geht. Tt schneidet den Kreis um M noch in S, den Kreis um m in s. Man ver-
binde M mit T und S, desgleichen m mit t und s, ferner P mit T und t. Es kann,
alsdann nachgewiesen werden aus der Gleichschenkeligkeit der Dreiecke MTS,
mts, PTt, und daraus, dass PT | MT, desgleichen Pt | mt, dass die vier
Winkel MTS, MST, mts, mst unter einander gleich sind, d. h. dass MS 5 mt
ms 3= MT, oder dass Tt durch den iusseren Aehnhchkeitspunkt der beiden Kreise
M und m hindurch geht.

Eben so kann man beweisen, dass T! und t potenzhaltende Punkte des inne-
ren Aehnlichkeitspunktes der Kreise M und m sind, d. h. dass T!t durch I hin-
durch geht, was der Fall ist, wenn es durch die Endpunkte zweier parallelen, aber
entgegengesetzt gerichteten Radien hindurch geht. T!t schneidet den Umfang von
M noch in O, den von m noch in 0. Man verbinde M mit O und T!, desgleichen
m mit t und o, desgleichen P mit t und T!. Es ist dann klar, dass die Dreiecke
MT!O und mto gleichschenkelig sind, eben so Dreieck PT!t. Es ist nun ferner
mto +4 T'tP —= R, desgleichen MT!Q -}- tT!P = R; da aber T!tP — tT'P,
so ist mto = MT!0, d. h. die Winkel an den Grundlinien in den beiden g]eich-'
schenkeligen Dreiecken mto und MT!O sind alle vier unter einander gleich, oder
mo = MT!, mt 4= MO, in beiden Fillen entgegengesetzt gerichtet. Folglich
geht T't durch den inneren Aehnlichkeitspunkt der Kreise M und m, und T! und
t sind potenzhaltende Punkte fiir den inneren Achnlichkeitsstrahl.

2) Daraus ergiebt sich ein Verfahren, fir zwei gegebene Kreise M und m
einen Orthogonalkreis zu construiren.

Man ziehe einen dusseren oder einen inneren Aechnlichkeitsstrahl, z. B. einen
iusseren AT, nehme ein Paar der dadurch entstehenden potenzhalienden Punkte,
z.B. t und T, ziche die Radien mt und MT, errichte darauf in t und T Lothe
tP 1 tm, TP | MT, der Durchschniltspunkt dieser Lothe P ist der Mittelpunkt
des gesuchten Orthogonalkreises. Man hat zum Beweise nur néthig, darzulhun,
dass PTt ein gleichschenkeliges Dreieck ist, d.h. dass PT = Pt ist, was sich
aus ms 3= MT, mt 4= MS, der Gleichschenkeligkeit der Dreiecke MST und mts
und mt | Pt, MT | PT ergiebt. Es sind unendlich viel Auflésungen maoglich.

Aufgabe: Es sind zwei Kreise gegeben, in dem Umfange des einen ecin

Punkt, man soll durch diesen Punkt einen Orthogonalkreis fir beide beschreiben.
Der dussere Aechnlichkeitspunkt giebt eine Auflésung, der innere eine zweite.
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Beriihrt der Kreis 1 die beiden Kreise 3 und 4, ebenso der Kreis 2 dic
beiden Kreise 3 und 4, so geht die Chordale von 1 und 2 durch einen Aehnlich-
keitspunkt von 3 und 4; und zwar durch den dusseren, wenn beide Berithrun-
gen gleichartig sind; dagegen durch den inneren, wenn beide Berihrun-
gen ungleichartig sind.

Es sind hier folgende Fille zu unterscheiden:
(2 beriihrt 3 und 4 @usserlich (1)) Die Chordale von
@ L Smelich, (2) 1 und 2 geht durch

R A den dusseren
m w w »dusserlich (3){ A opplichkeits-

(
(2 4 5 % yinnerlich (4)) punktvon 3und 4.

A. 1 beriihrt 3 und 4 éausserlich
Bid .50 s Dgduay Jnvertich

3 dusserlich, (2 beriihrt 3 dusserlich, 4 innerlich (5)) Die Chordale von

ol Db ‘ : : : 3 g . ok
" 4 innerlichy, (2 , 3 innerlich, 4 dusserlich (6) 1und 2 geht durch

3 2 . Ananaaiiehi’d Aok s el oren

pot L, P AP .o 2 Ansnenlinhy 4 dop Aehnlichkeits-

4 ausserlich, (2 ,, 3 innerlich, 4 ausserlich (8)] punkt von 3 und 4.

Der Beweis ist fir alle 8 Fille dbereinstimmend. Er soll fir den 5ten Fall
beispielsweise gefiihrt werden. Kreis 1 beriihrt Kreis 3 von aussen in m, Kreis 4
von innen in n, so sind nach §. 16, Seite 15 m und n potenzhaltende Punkte von
dem inneren Aehnlichkeitspunkte I von 3 und 4. Kreis 2 beribrt Kreis 3 von
aussen in p, Kreis 4 von innen in q, so sind eben so p und q potenzhaltende
Punkte von dem inneren Aehulichkeitspunkte I von 3 und 4, d. h. Im . In =
Ip . Iq, oder die vier Punkte m, n, p.und q liegen im Umfange eines Kreises,
welchen wir durch 5 bezeichnen wollen. mn ist die Chordale von 5 und 1, ein
Punkt dieser Chordale ist I; pq ist die Chordale von 5 und 2, ein Punkt dieser
Chordale ist I. Folglich ist nach §. 11, Seite 11, I der Chordalpunkt der Kreise 5,
f-und 2, d. h. I liegt in der Chordale der Kreise 1 und 2.

Die obige Figur wiirde gleichfalls zur Erliuterung und zu dem Beweise von
2 dienen konnen. Man hitte dann nur nothig, die Zahlen 1 und 3 zu vertauschen.
eben so 2 und 4. Es liesse sich dann beweisen, dass die Chordale der obigen mit
3 und 4 bezeichneten Kreise durch den dusseren Aehnlichkeitspunkt von 1 und 2 geht.

Da der Kreis 3 hier innerhalb des Kreises 4 liegt, so liegen die potenz-
haltenden Punkte des inneren Aehnlichkeitspunktes auf derselben Seite der
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Centrale, hier links; die potenzhaltenden Punkte des dusseren Aehnlichkeitspunktes
wiirden alsdann auf verschiedenen Seiten der Centrale liegen.

In Figur 11 haben wir ein Beispiel des dritten Falles. Die Chordale von X
und x geht durch den #usseren Aehnlichkeitspunkt von M und m. Eben so haben
wir in Figur 11 ein Beispiel vom achten Falle. Die Chordale von M und m geht
durch den inneren Aehnlichkeitspunkt von X und x. In Figur 12 haben wir ein
Beispiel des sichenten Falles. [lie Chordale von Y und y geht durch den inneren
Aehnhchkeitspunkt von M und m. Eben so geht die Chordale von M und m durch
den inneren Aehnlichkeitspunkt von Y und x.

§. 20. Von zwei Orthogonalkreisen fiir zwei andere Kreise.

Schneidet der Kreis (1) die Kreise (3) und (4) orthogonal, schneidet eben
so der Kreis (2) die Kreise (3) und (4) orthogonal, so geht die Chordale von (1)
und (2) durch den dusseren und durch den inneren Aehnlichkeitspunkt von (3)
und (4). (Vergl. §. 14, Seite 13.)

Beweis: Nach §. 14, Seite 13 liegen die Mittelpunkte aller Kreise, welche
zwei gegebene Kreise (1) und (2) orthogonal schneiden, wie hier die Kreise (3)
und (4), in der Chordale von (1) und (2); der Mittelpurkt von (3) liegt also in
der Chordale von (1) und (2), ebenso der Mittelpunkt von (4), d. h. die Cen-
trale von (3) und (4), in welcher auch die beiden Aehnlichkeitspunkte von (3)
und (4) liegen, ist zugleich Chordale von (1) und (2).

Ebenso hiitte man bei den obigen Voraussetzungen behaupten kénnen, dass

die Chordale von (3) und (4) durch den dusseren und durch den inneren Aehn-
lichkeitspunkt von (1) und (2) geht, d. h. die Centrale der Kreise (!) und (2) ist.

§.21. Von einem Berfihrungs- und einem Orthogonalkreise fiir
zwei andere.

Beriihrt der Kreis (3) die Kreise (1) und (2), schneidct ferner der Kreis (4)
die Kreise (1) und (2) orthogonal, so geht die Chordale von (3) und (4) durch
emen Aehnlichkeitspunkt von (1) und (2) und zwars:

1) durch den dussereen bei einer gleichartigen Beriihrung,
2) durch den innerem bei ¢iner ungleichartigen Beriihrung.
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Der Kreis (3) beriihrt die Kreise (1) und (2) in den Punkten m und p; der
Kreis (4) schneidet (1) und (2) orthogonal in den Punkten n, q, l‘,qnd s. m und
p sind potenzhaltende Punkte des dusseren Aehnlichkeitspunktes: Mefler Kreise m
und (2), weil die beiden Kreise (1) und (2) gleichartig, hier von E’ussen beriihrt
werden. Die Punkte n und q sind potenzhaltende Punkte des dusseren Aehn-
lichkeitspunktes A der Kreise (1) und (2), desgleichen die Punkte r und s, wih-
vend n und r potenzhaltende Punkte des inneren Achnlichkeitspunktes I der
Kreise (1) und (2) sind, desgleichen q und s. Es ist also Ap.Am=Aq.An,
oder die- vier Punkte m, p, n und g liegen im Uwfange desselben Kreises, hier
des Kreises 5. Est ist nun mp die Chordale der Kreise 5 und 3, nq die Chor-
dale der Kreise 5 und 4, also der Dul‘chSChnitlSp\ka von mp und ng, d. h. A 15t
der Chordalpunkt der Kreise 5, 3 und 4. Die Chordale der Kreise (3) und (4)
geht also durch den dusseren Aehnlichkeitspunkt der Kreise (1) und (2).

Zusatz zu den §§. 19 —21.

Zwei Kreise konnen von einem dritten und von einem vierten zugleich be-
rihrt (§. 19), zugleich orthogonal geschnitten (§. 20) werden, oder der eine kann
berahrt, der andere orthogonal geschnitten werden (§. 21): alsdann geht die Chor-
dale der thatigen Kreise stets durch einen Aehlichkeitspunkt der lei-
denden Kreise; durch den dusseren bei gleichartiger Berihrung, durch
den inneren bei ungleichartiger Berihrung. Es wird hierbei vorausgesetzt,
dass die beiden leidenden Kreise zugleich gleichartig oder ung]clcharllg be-
rithrt werden.
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Erster Abschnitt.
Das Beriihrungsproblem fiir den Kreis.

ngbmkhlslabelle der Aufgaben.

Punkte. Linien. Kreise. Aufgabe.
3 — — 5
2 1 — 2
2 - 1 3
1 2 — 4

S 1 1 5
1 — 2 6
— 3 — /
— 2 1 8
—_ 1 2 9
— — 3 10

Vorbemerkung. Bei der Auflosung einer jeden dieser Aufgaben soll der
gesuchte Kreis drei Bedingungen erfillen. Wir werden die Auflosung gewdohn-
lich dadurch bewirken, dass wir einen Kreis suchen, der zwei der verlangten
Bedingungen erfillt. Wir werden finden, dass es unendlich viel solcher Kreise
giebt; wir werden den geometrischen Ort ihrer Mittelpunkte besimmen. Nachdem
dies geschehen ist, werden wir von den unendlich vielen Kreisen diejenigen her-
aussuchen, deren Anzahl eine bestimmte ist, welche auch noch die dritte Be-
dingung erfillen. Wir werden uns der Methode der Oerter bedienen. Ausser-
dem werden wir aber noch eine andere Methode, die der Zurickfihrung an-
wenden. Wir werden eine spitere Aufgabe auf eine frihere zuriickzufahren
suchen, deren Losung uns bekannt ist.

Aufgabe 1

Einen Kreis zu zeichnen, der durch drei gegebene Punkte hindurch geht.

Es sind die drei Pupkte m, n und o gegeben; es soll durch dieselben ein
Kreis gelegt werden. Ich suche den geometrischen Ort fir die Mittelpunkte aller
Kreise, welche durch zwei dieser Punkte z. B. m und n hindurch gehen. Es ist
dies das Loth 1, das man in der Mitte von mn darauf errichten kann. Auf gleiche

4
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Weise erhalte ich den geometrischen Ort fiir die Mittelpunkte aller Kreise, welche
durch n und o hindurch gehen, indem ich die Strecke no halbire und im Mittel-
punkte ein Loth 1! darauf errichte. Ich finde auf diese Weise, dass der Mittel-
punkt des gesuchten Kreises zugleich in den beiden geraden Linien 1 und 1! liegt,
also ihr Durchschnittspunkt M ist. Da zwei gerade Linien 1 und 1' nur Einen
Durchschnittspunkt haben, so geniigt nur Ein Kreis den drei Bedingungen der
Anfgabe. g

Wie wird die Aufgabe gelost, wenn die drei gegebenen Punkte in dersel-
ben geraden Linie liegen? '

Aufgabe 2.

Es sind zwei Punkte und eine gerade Linie gegeben, man soll einen Kreis

gerade Linie berihrt,

B
suchen, der durch die heiden Punkte geht und die

Es sind die Punkte m und n gegeben und die gerade Linie ¥, man soll einen
Iireis beschreiben, der durch m und n geht und die Linie £ beriihrt.

Man zeichne sich einen Kreis, welcher durch die beiden gegebenen Punkte m
und n geht, also zwei Bedingungen erfillt. Wir wollen diesen Hiilfskreis durch
Il bezeichnen, den gesuchten Kreis durch ®. Die beiden Kreise & und H haben
die Punkte m und n gemein, ihre Chordale ist also mn, d. h. jeder Punkt dieser
Linie hat die Eigenschaft, dass die von ihm an die Kreise & und H gezogenen
tangenten gleich sind. Die Linie £ soll aber auch eine Tangente an den Kreis &
werden. Man nehme daher den Durchschnittspunkt von mn und £ und bezeichne
ihn mit O, so hat O die Eigenschaft, dass die von ihm an die Kreise & und H
gezogenen Tangenten gleich sind. Ich ziehe von O aus an den punktirten Kreis 11
die Tangente Ot, um ihre Linge zu erfahren. Ich kann nun die Linge Ot von
O aus nach oben und nach unten abtragen und erhalte auf diese Weise zwei
Punkte in €. Man lege einen Kreis & durch die Punkte m, n und t. Dieser

Kreis hat die Eigenschaft, dass er mit der Linie ¢ den Punkt t gemein hat. Ot
hat aber die Linge, welche jede Tangente haben muss, die von O an einen
Kreis gezogen worden ist, welcher durch die Punkte m und n geht; folglich ist
Ot wirklich eine Tangente an den Kreis, welcher durch die Punkte m, n
und t geht. Der Kreis & erfillt also auch die Bedingung, dass er die gerade

Linie ¥ beriihrt.
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7
Die Auflosung ist zurickgefihrt worden auf die Aufgabe 1. Es gicbt zwei
Auflosungen.  Der Kreis 2 liegt oberhalb mn, der Kreis 1 unterhalb mn.
Wie wird die Aufgabe gelost, wenn mn £ € ist? Wie, wenn einer der
beiden Punkte in der Linie ¢ liegt? Wie, wenn der Pankt m in ¢ liegt und
mn | ¢ ist? Wie, wenn beide Punkte m und n in ¥ liegen?

Aufgabe 3.

Es sind zwei Punkte und ein Kreis gegeben, man soll einen Kreis beschrei-
en, der darch die beiden gegebenen Punkte geht und den gegebenen Kreis
berihrt.

is sind die beiden Punkte m und n, so wie der Kreis K gegeben, man
soll einen Kreis beschreiben, der durch die Punkte m und n geht und den Kreis
K beriihrt.

Man beschreibe einen Kreis H, welcher durch die Punkte m und n geht, also
zwei Bedingungen erfiillt, ausserdem den Kreis K in zwei Punkien p und q
schneidet. Die Chordale des gesuchten Kreises und des Kreises H ist also mn,
die des gesuchten Kreises und des gegebenen Kreises ist pq. Der Durchschnitis-
punkt O von pq und mn ist also der Chordalpunkt des gesuchten Kreises, des
gegebhenen Kreises und des Hillskreises.

Man ziehe nun von O die beiden Tangenten Ot an den gegebenen Kreis, so
erhilt man zwei Punkte t. Ein Kreis durch die drei Punkte m, n und t gelegt,
wird die Eigenschaft haben, dass die an ihn von O ans gezogene Tangente gleich
ist der von O aus an den gegebenen Kreis gezogenen Tangente, welche letz-
tere gleich Ot ist. Ist aber ein Punkt O ausserhalb eines Kreises (des gesuchten)
gegeben und t ein Punkt im Umfange desselben, ferner Ot so lang als die von
O an diesen Kreis gezogene Tangente, so ist diese Linie Ot die Tangeute selbst.
Der gegebene und der gesuchte Kreis haben also in dem Punkt t eine gemein-
schaftliche Tangente Ot, beriihren sich also in dem Punkte t. Durch jeden der
heiden Punkte t kann ich einen Kreis legen, welcher ausserdem durch die
Punkte m und n geht. Ich erhaite also zwei Kreise 1 und 2, welche den drei
gegebenen Bedingungen geniigen, von denen 1 den gegebenen Kreis von innen,
2 den gegebenen Kreis von aussen beribrt.

Die Aufgabe 3 ist auf die Aufgabe 1 zuriickgefihrt worden.

4,}
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1) Wenn die Punkte m und n von dem Mittelpunkte K des gegebenen Krei-
ses gleieh weit abstehen, so wird mn == pq. Wie werden alsdann die bei-
den gesuchten Kreise beschrieben?

") Auflosung der Aufgabe, wenn die Punkte m und n innerhalb des gegzbe-
nen Kreises liegen.

3) Auflosung der Aufgabe, wenn der eine Punkt m oder n im Umfange
des gegebenen Kreises liegt.

4) Fir welche Lage der Punkte m und n ist die Auflésung der Anfzabe
unmoglich ?

Das Beriihrungsproblem liefert elegante Auflosungen fiir viele geometrische
Aufgaben, deren Behandlung sonst ziemlich weillauftig ist. Z.B. kann man mit
Hiilfe des Beriihrungsproblems die Aufgabe lésen, ein Dreieck zu construiren aus
der Grundlinie, der Summe der beiden anliegenden Seiten und der Hohe.

Analysis. Angenommen, ABC sei das gefundene Dreieck, man habe in B
auf die gegebene Grundlinie AB ein Loth BH errichtet nach der Seite, wo C
liegt, und dasselbe gleich der gegebenen doppelten Hohe des Dreiecks gemacht:
so ist klar, dass CB = CH ist, d. h. dass ein aus C mit der Seite CB beschrie-
bener Kreis durch H geht. Beschreibe ich ferner aus A einen Kreis mit der ge-
gebenen Summe s der anliegenden Seiten, d. h. mit CA 4 CB, so wird AC
iiber C hinaus verlingert den Umfang in G treffen, so dass CA 4 CG =
CA - CB wird. Ein aus C mit dem Halbmesser CB beschriebener Kreis wird
also durch die Punkte B und H gehen, wo BH ! BA und BH = 2h ist, und
den Kreis um A, beschrieben mit dem Halbmesser CA -+ CB = s, in G beriih-
ren. Es liegen namlich die Mittelpunkte der beiden Kreise um A und C mit dem
Punkte G, den beide gemein haben, in gerader Linie. Der gesuchte Kreis um C
muss also die Eigenschaft haben, durch die Punkte B und H zu gehen und den
Kreis um A mit dem Halbmesser s zu berihren.

Construction. Man beschreibe aus A mit dem Halbmesser s einen Kreis,
errichte in B ein Loth BH | AB, mache BH — 2h (h ist die gegebene Hohe),
so findet man die Punkte B und H. Es handelt sich jetzt darum, einen Kreis zu
beschreiben, der durch die gegebenen Punkte B und H geht und den gegebenen
Kreis um A mit dem Halbmesser s beriihrt. Es sind zwei Auflosungen moglich,
indem zwei Berihrungspunkte G und G! gefunden werden. Man verbinde nun
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z.B. G mit A, so ist AG ein Ort fiir den Mittelpunkt des gesuchten Kreises,
desgleichen die gerade Linie KR, welche ich in K senkrecht auf BH, wo K
die Mitte von BH ist, namlich KB = KH, errichtet habe. Der Durchschnittspunkt
der Linien AG oder AG! und KR giebt den Punkt C oder C! als dritten Punkt
des gesuchten Dreiecks.

Es ist leicht zu beweisen, dass das Dreieck ABC oder ABC! die Bedingun-
gungen der Aufgabe erfiillt.

Vergleichen wir die heiden Figuren (19) und (18), so finden wir, dass was
in (18) die beiden Punkte m und n sind, in (19) die Punkte B und H sind. Der
Kreis K in (18) wird in (19) vorgestellt durch den Kreis, beschrieben aus A mit
dem Halbmesser s — CA - CB. Wailrend in (18) die beiden gegebenen
Punkte ausserhalb des gegebenen Kreises liegen, befinden sie sich in (19)
innerhalb des gegebenen Kreises. Was in (18) die Linie mn ist, wird in (19)
dargestellt durch die Linie BH. In (19) liegt der Hilfskreis, welcher in (18) mit
H bezeichnet und punktirt worden ist, nach rechts von HB, er schneidet den ge-
gebenen Kreis in den Punkten N und O, in (18) dagegen in den Punkten p und q.
Was in (18) der Punkt O ist, ist in (19) der Punkt P, die von ihm aus gezoge-
nen Tangenten heissen in (19) PG und PG!, in (18) Ot. Die Punkte G und G!
in (19) sind also gleichbedeutend mit den beiden Punkten t. Der Kreis (1) in
(18) wird in (19) dargestellt durch den Kreis, dessen Mittelpunkt C und Radius
CG = CB ist. Der Kreis (2) in (18) wird in (19) dargestellt durch den Kreis,
dessen Mittelpunkt C! und Radius C!G! ist. Die beiden gefundenen Kreise be-
rihren hier den gegebenen von innen.

Vergl. iiber diese Aufgabe das Programm der Realschule zu Colberg vom
Jahre 1852.

Auf dhnliche Weise kann man die Aufgabe losen: Ein Dreieck zu construi-
ren aus folgenden drei Sticken: 1) der Grundlinie, 2) der Differenz der beiden
anliegenden Seiten, 3) der Hohe.

Man beschreibt namlich aus dem einen Endpunkte A der Grundlinie einen
Kreis mit der gegebenen Differenz, errichtet in dem anderen Endpunkte B ein
Loth, welches man gleich der doppelten Hohe macht, BH = 2h. Man sucht dar-
auf einen Kreis, welcher durch die beiden Punkte B und H geht und den gege-
benen Kreis berihrt. Man findet nach der Aufgabe 3 zwei Kreise, welche die
verlangten Bedingungen erfillen. Der eine Kreis (1) berihrt den gegebenen
Kreis von aussen in G, der andere von innen in G!. Die Spitze des gesuchten
Dreiecks liegt in dem einen Falle im Darchschnitt von AG und KR, im andern

Falle von AG! und KR, wo KR so gezogen ist, wie es die Auflosung der vori-
gen Aufgabe angiebt.

Auf Aufgabe 3 kann man auch die Aufgabe zuriickfibren: Ein Dreieck zu
construiren, von welchem die Grundlinie, ein anliegender Winkel und die Summe
der beiden anderen Seiten gegeben sind: der eine gegebene Punkt liegt alsdann
im Umfange des gegebenen Kreises, dessen Radius die gegebene Summe ist.
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Aufgabe 4.

is sind zwei gerade Linien und ein Punkt gegeben, man soll cinen Kreis
heschreiben, welcher die beiden gegebenen geraden Linien berihrt und durch den
segebenen Punkt geht.

Es sind die beiden geraden Linien ¢ und ¢! gegehen und der Punkt n, man
soll einen Kreis beschreiben, welcher die beiden gegebenen geraden Linien ¢ und
¢1 perithrt und durch den gegebenen Punkt n geht.

Man beschreibe einen Kreis, welcher zwei Bedingungen erfillt, z. B. die
heiden gegebenen geraden Linien £ und £! beriihrt. Der geometrische Ort fiir
die Mittelpunkte der Kreise, welche diese beiden Bedingungen erfilllen, kann leicht
gefunden werden. Angenommen némlich, die beiden Linien € und £1 schnitten
sich in A, so miisste man den Winkel £A¥! halbiren durch die Linie AH, so
dass die Winkel HA? und HA ! gleich werden. Die Linie AH ist der gesuchte
geometrische Ort. Jeder Punkt dieser Linie AH kann als Mittelpunkt eines Krei-
ses angenommen werden, welcher die beiden gegebenen Linien £ und £! beriihrt,
z. B. der Punkt H. Man beschreibe aus H den Hiilfskreis, welcher die heiden
gegebenen geraden Linien berihrt.  Der Mittelpunkt des gesuchten Kreises
liegt ebenfalls in der Linie AH. Der gesuchte Kreis und der Hilfskreis sollen
jede der Linien € und ¢! beriihren, d. h. ¥ und ¢! sollen Tangenten an beide
Kreise werden. Der gesuchte Kreis und der Hilfskreis haben zur Centrale Al
Die Tangente € an beide Kreise schneidet die Centrale in A, der Punkt A ist
daher der dussere Aehnlichkeitspunkt fir beide.

Der gegebene Punkt n soll im Umfange des gesuchten Kreises liegen. Man
ziehe die Linie An, so wird dieselbe den Hiilfskreis in zwei Punkten ¢ und b
schneiden. An ist ein dusserer Aehnlichkeitsstrahl fir den Hilfskreis und den
gesuchten Kreis. Man kann nun n ansehen als potenzhaltenden Punkt von ¢ oder b.
Soll n der potenzhaltende Punkt von c sein, so muss man aus n eine Parallele
nM mit bH ziehen. nM schneidet AH in M. In dem Kreise, beschrichcn aus M
mit dem Radius Mn, ist nun Hb 5= Mn. bn geht also durch den ausseren Aehn-
lichkeitspunkt der Kreise I und M, welches also A sein muss. Da nun der
aussere Aehnlichkeitsstrahl A¥ eine Tangente an den Kreis H ist, so ist er es
auch nach §. 4, Seite 3 an den Kreis M. Aus demselben Grunde tangirt die
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Linie 2! den Kreis M. Der Kreis M wird also von den Linien £ und £! tangirt
und geht darch den Punkt n.

Zieht man nM! == ¢H, so erhilt man in AH den Punkt M!. Ein Kreis, be-
schrieben aus M! mit dem Radius nMLY erfilllt ebenfalls die drei Bedingungen
der Aufgabe.

Es gieht zwei Kreise, welche die verlangten Bedingungen erfillen.

Andere Auflosung. Man hatte die obige Aufgabe auch noch durch Zu-
rickfihrung auf die Au!'gahe2 losen konnen. Man hitte nur nothig gehabt,
von n ein Loth auf die Mittellinie AH zu fallen und jenseits derselben bis n! zu
verlingern, so dass nn! durch die Mittellinie halbirt wire. Jeder Kreis, der durch
n geht, und dessen Mittelpunkt in der Mittellinie liegt, muss nun auch durch n!
gchcn. Man beschreibe daher nach Aufgabe 2 einen Kreis, der durch die bei-
den Punkte n und n' geht und eine der beiden gegebenen Linien ¥ oder !
heriihrt, ;s

Liegt der gegebene Punkt n in der Linie AH, so muss die Auflosung der
Aufgabe anders bewirkt werden. Der Hilfskreis H wird jedoch wie vorhin con-
struirt.  Wir wollen die Punkte, in welchen er die Linie AH schneidet, durch ¢
und b bezeichnen. Es ist klar, dass der gesuchte Kreis die Linie AH in zwei
Punkten schneiden muss, von denen der eine n ist. Den anderen wollen wir
durch x bezeichnen. Gelingt es uns, x zu finden, so erhalten wir damit auch den
Mittelpunkt M des gesuchten Kreises, M muss ndmlich in der Mitte von xn liegen.

Da € zugleich den Kreis H und den Kreis M tangiren soll, so muss £ durch
den dusseren Aehnlichkeitspunkt beider gehen, indem die Beriihrungspunkte mit
beiden auf dieselbe Seite der Centrale fallen sollen. Dasselbe gilt von der Linie
UL Die Linie AH wird daher ein ausserer Aehnlichkeitsstrahl fir die beiden Kreise
H und M. Man erhilt dadurch auf dieser Linie zwei Pagre potenzhaltender Punkte.
Je nachdem man n als zugehorigen potenzhaltenden Punkt von b oder von ¢ an-
nimmt, erhélt der Punkt x eine andere Lage. Es werden auf diese Weise zwei
Kreise M und M! gefunden, welche beide die Bedingungen der Aufgabe erfiillen.

Wir wollen zuerst n als zugehorigen potenzhaltenden Punkt zu c betrachten,
alsdann wird x zugehoriger potenzhaltender Punkt von b, und zwar wird Ac.An
= Ab . Ax. Es handelt sich darum, Ax zu finden. Man lege durch die Punkte
¢ und n einen Kreis dergestalt, dass eine Strecke von der Linge Ab von A aus
abgeschnitten werden kann, welche Secante an den beschriechenen Kreis wird.
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Ab wird diesen Kreis noch in einem zweiten Punkte o schneiden, daher wird
Ac . An="Abi: A9 sein. Es ist daher Ao =— Ax. Um x zu ﬁnden’ muss
man Ao von A aus auf AH abschneiden. Der Mittelpunkt M des gesuchten Krei-
ses fillt daher in die Mitte von on.

Man kann auch n als zugehdrigen potenzhaltenden Punkt von b ansehen.
Alsdann muss Ab . An = Ac . Ax werden. Um Ax zu finden, muss man
durch b und n einen Kreis legen dergestalt, dass ein von A mit dem Halbmesser
Ac beschriebener Kreis den Umfang des durch b und n gelegten Kreises schnei-
det. Man zieht nun aus A durch ¢ eine Secante fir den durch b und n beschrie-
benen Kreis, so erhdlt man den zweiten Durchschnittspunkt p, so dass Ac . Ap
— Ab . An. Man schneide Ap von A aus auf der Linie AH ab. Der Mittel-
punkt M' des zweiten Kreises, welcher die gegehenen Bedingungen erfillt, liegt
in der Mitte von np.

1) Wie wird die Aufgabe geloset, wenn die gegebenen Linien parallel lau-
fen und a) der gegebene Punkt ausserhalb, ferner b) der gegebene Punkt in
der Mittellinie liegt, welche von den beiden gegebenen Linien gleich weit absteht?

2) Wie wird die Aufgabe geldset, wenn der gegebenc Punkt in einer der
beiden Linien liegt?

3) Was ist dber die Aufgabe zu sagen, wen der gegebene Punkt in den
Durchschnittspunkt der beiden Linien fallt?

4) In welchen Fillen ist die Aufgabe unmaoglich?

Aufgabe 3.

Es ist ein Punkt, eine Linie und ein Kreis gegeben: man soll einen Kreis
suchen, der durch den Punkt geht, die gerade Linie und den Kreis zugleich
beriihrt.

Es ist der Punkt n gegeben, die gerade £ und der Kreis ®: man soll einen
Kreis suchen, der durch den Punkt n geht, die gerade Linie £ und den Kreis &
zugleich beriihrt.

Diese Aufgabe soll durch Zurickfihrung auf eine frihere geloset werden.

Der gesuchte Kreis soll eine gerade Linie und einen Kreis berihren. Diese
Aufgabe kann nach §. 17, Seite 19, No. 6 geloset werden. Es handelt sich nun
darum, von allen den unzihlig viel moglichen Kreisen, durch welche diese beiden
Bedingungen erfilit werden, diejenigen Kreise herauszufinden, welche ausser-
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dem durch den Punkt n gehen. Man muss sich diese Kreise in zwei Gruppen
theilen, erstens diejenigen, welche den Kreis & von aussen berihren, zweitens
diejenigen, welche den Kreis 8 von innen berihren. Berihrt ein Kreis den Kreis
® von aussen und ausserdem die gerade Linie, so sind die Berihrungspunkte
potenzhaltende Punkte des dusseren Aehnlichkeitspunktes A. Bezeichnen wir,
wie in der Fig. XIIL, die Berihrungspunkte mit P und P!, so finden wir, dass
P1P durch den Punkt A hindurch gehen muss. Der gesuchte Kreis soll nun aber
auch durch den Punkt n hindurch gehen. Ziehen wir daher die Linie An, so
muss dieselbe den gesuchten Kreis noch in einem anderen Punkte schneiden, so
dass Ao . An = AP . AP! wird. Es handelt sich darum, diesen Punkt o zu
finden. Da AP . AP! = AI . AC ist (vergl. §.17, 4. Seite 19), so muss auch
Ao . An = AI . AC sein. Man lege daher durch n, I und c¢ einen Kreis, wo-
durch man, indem man Ap“ueht, den Punkt o findet. Der gesuchte Ireis muss
also ausser durch n 'u rch o gehen, den Kreis um & und die gerade
Linie berihren. Es ist damit die Aufgabe auf eine frihere zuriickgefiihrt wor-
den, entweder auf No. 2 oder No. 3, durch zwei Punkte n und o eincn Kreis
ru legen, welcher eine gerade Linie € beriihrt, oder welcher einen gegebenen
Kreis & beriihrt. In beiden Fillen findet man zwei Kreise, welche die gegebe-
nen Bedingungen erfiillen.

Es ist leicht zu beweisen, dass ein Kreis 1, welcher durch die Punkte n und
o geht und die gerade Linie £ beriihrt, auch den Kreis & berihren muss. Man
ziehe namlich die Linie AP!, so wird dieselbe den Kreis 1 und den Kreis R, je-
den noch in cinem zweiten Punkte, schneiden, den Kreis 1 in x, den Kreis &
in P. Es muss nun nachgewiesen werden, dass die Punkte x und P zusammen
fallen. Da der Punkt P im Umfange des Kreises um & liegt, so ist AP . AP! =
Al . AC; da der Punkt x im Umfange des Kreises 1 liegt, so ist Ax . APl =
Ao . An = AI . AC. Es ist also AP . APl = Ax . AP!, oder Ax = AP,
d. h. die Punkte x und P fallen zusammen, oder die Kreise 1 und & haben den
Punkt P gemein. Hitten die Kreise 1 und & noch einen anderen Punkt y ge-
mein, so liesse sich nachweisen, dass, wenn man die Linie Ay zoge, dieselbe die
gerade Linie € in dem Punkte y! schneiden miisste, welcher Punkt zugleich in
der Linie € und in dem Kreise 1 liegen miisste, was gegen die Forderung wire,
dass- der Kreis 1 die gerade £ berihren soll. Nimmt man anstatt des dusse-
ren Aehnlichkeitspunktes den inneren, so liesse sich auf dhnliche Weise dar-
thun, dass es zwei Kreise giebt, welche durch den Punkt n gehen, die gerade
Linie beriihren und den Kreis & von innen berithren. Zu diesem Behufe muss
durch n, C und A ein Hilfskreis gelegt und die Linie nl gezogen werden,
welche den Umfang des Kreises noch in einem Punkt p trifft. Es handelt
sich dann darum, durch die Pumkte n und p einen Kreis zu legen, welcher ent-
weder die gerade Linie oder dem Kreis berihrt; wird die eine dieser Bedingun-
gen erfillt, so wird die andere von selbst erfillt, was ganz analog wie vorher
bewiesen wird.

o
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Die obige Auflosung gestattet also nach der letzten Betrachtung vier Auflosungen
s erfiillt der Kreis 1 die geforderten drei Bedingungen. Die Beriihrungspunkte sind p
und p', die Linie pp! geht durch den dusseren Aehnlichkeitspunkt des Kreises & und
der geraden Linie . Es wurde namlich vorher der Punkt o gefunden, durch welchen
alle Kreise gehen miissen, welche die geforderten Bedingungen erfiillen und zwar
den Kreis & von aussen beriihren sollen. Der Kreis 1 beriihrt den Kreis & von
aussen, eben so der Kreis 2. Der Kreis 2 erfillt ebenfalls die drei Bedingungen.
Die Berihrungspunkte sind q und q!, die Linie qq' geht durch den dusseren
Achnlichkeitspunkt des Kreises & und der geraden Linie £. Die beiden Kreise,
welche die drei geforderten Bedingungen erfiillen und den Kreis & von innen be-
rithren sollen, miissen ausser durch den Punkt n noch durch den Punkt v gehen.
Kreis 3 erfillt die drei Bedingungen, die Beribhrungspunkte sind r und r!, die
Linie rr! geht durch den inneren Aehnlichkeitspunkt des Kreises & und der
geraden Linie €. Kreis 4 geniigt ebenfalls den Bedingungen der Aufgabe, die Be-
rilhrungspunkte sind s und s!, die Linie ss! geht durch den inneren Achnlich-
keitspunkt des Kreises & und der geraden Linie €.

Es ist Al . AC = Ap . Ap! = Aq . Aq!, ebenso IA . IC = Ir. Ir!
== s . I8,

Auflosung der obigen Aufgabe: 1) wenn der gegebene Punkt in der geraden
Linie oder in dem Umfange des Kreises liegt, 2) wenn die gerade Linie durch
den dusseren oder inneren Achnlichkeitspunkt geht, 3) wenn die gerade Linie den
Kreis schneidet, 4) wenn die gerade Linie durch den Mittelpunkt des Kreises geht.
5) Betrachtung aller Fille, wenn der gegebene Punkt innerhalb des gegebenen
Kreises liegt. 6) In welchen Fillen ist die Auflosung der Aufgabe unmoglich?



Aufgabe 6.

Es sind gegeben ein Punkt und zwei Kreise, man soll einen dritten Kreis be-
schreiben, welcher durch den gegebenen Punkt geht und die beiden Kreise beriihrt.

Es sind gegeben die Kreise ®( und 82, ebenso der Punkt n. Man soll einen
Kreis beschreiben, welcher die beiden Kreise ‘berithrt und durch den Punkt n hin-
durch geht. Nach §. 16, Seite 15 und f., kann man unzibhlig viel Kreise ziehen,
welche die beiden gegebenen Kreise beriibren, und zwar ist eine vierfache Be-
rihrung moglich; es konnen beide Kreise gleichartig berihrt werden mit Hiilfe
des dusseren Achnlichkeitspunktes, d. h. beide von innen oder beide von
aussen, oder ungleichartig mit Hilfe des inneren Aehnlichkeitspunktes, der
eine von aussen und der andere von innen. Es sollen nun dicjenigen Kreise
herausgesncht werden, welche zugleich die dritte Bedingung erfillen, durch
den gegebenen Punkt n zu gehen. :

Es sollen zuerst die Kreise gesucht werden, welche die beiden gegebenen
Kreise gleichartig berithren. Dabei kommt der dussere Aehnlichkeitspunkt in
Betracht. Die Beriihrungspunkte miissen alsdann nach §. 16, Seite 15 potenzhal-
tende Punkte des dusseren Aehnlichkeitspunktes sein. Wir wollen voraussetzen,
dass es einen Kreis giebt, der die beiden Kreise £ und £2 gleichartig beriibrt
und durch den Punkt n geht, und dass die Berihrungspunkie r und s heissen, so
ist Ar . As das constante Product. Dieses Product kann man leicht finden, indem
man von A cinen beliebigen dusseren Achnlichkeitsstrahl zieht; welcher die
Kreise f1 und f2 schueidet, wodurch man jedesmal zwei Paare potenzhaltender
Punkte erhilt. Als einen solchen beliebigen Aehnlichkeitsstrahl kann man die
Centrale anuehmen, welche zwei Paare potenzhaltender Punkte B und E, des-
gleichen C und D liefert, d. h. es ist z. B. AC. AD — Ar . As. Legt man
nun durch C, D und n einen Kreis (den punktirten Hiilfskreis), so geben die Ab-
schnitte der Secanten von A an diesen Hiilfskreis lauter coustante Producte = Ar. As.
Zieht man die Secante An, so wird dieselbe den punktirten IHiilfskreis noch in
cinem zweiten Punkte o treffen, so dass An . Ao = Ar . As. Es muss daher
der Kreis, welcher & und &2 berithrt und durch den Punkt n hindurch geht, auch
durch den Punkt o hindurch gehen. Man construire daher einen Kreis, welcher
durch die beiden Punkte n und o hindurch geht und ausserdem den Kreis & be-

5 #
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rithrt nach Aufgabe 3, Seite 27, so ist die vorligende Aufgabe durch die Methode
der Zurickfithrung geloset worden. Nach Aufgabe 3 konnen zwei Kreise
gefunden werden, welche durch die Punkte n und o gehen und den Kreis {1 be-
rithren; es lisst sich von jedem dieser Kreise leicht nachweisen, dass er auch
den Kreis &2 beriiren muss. Wir wollen zu diesem Zwecke den Kreis (1) he-
trachten, welcher den Kreis &1 in r beriihrt. Ziehen wir den #usseren Achnlich-
keitsstrahl Ar, so wird derselbe den Kreis 1 noch in s schneiden und den Kreis
K2 in x, und zwar ist Ar . As = An . Ao = AC . AD; ebenso, da A der
aussere Aehnlichkeitspunkt der Kreise 81 und K2 ist, haben wir Ar . Ax
— AC . AD, d.h. esist Ar . As = Ar . Ax oder die Punkte s und x fallen
zusammen. Der Kreis (1) hat also mit 82 den Punkt s gemein. Es lisst
sich leicht beweisen, dass er ausser s keinen anderen Punkt mit R ge-
mein haben kann, den Kreis &2 also berihren muss. Angenommen, dic
Kreise (1) und 82 hitten' noch den Punkt y gemein, so konnte man den
ausseren Aehnlichkeitsstrahl Ay ziehen, welcher jeden der Kreise 1 und £ noch
in einem Punkte treffen miisste, z. B. 1 in w, 8 in z, alsdann wire Aw . Ay
(wo w und y in Kreis 1 liegen) gleich An . Ao oder gleich AC . AD; ebenso
wire Az . Ay (wo y in Kreis R und z in 8 liegt) gleich AC . AD, d. h.
Aw.Ay=Az.Ay oder z und w fielen zusammen, oder die Kreise 1 und %1
hétten ausser r noch einen zweiten Punkt gemein, was gegen die Annahme ist,
nach welcher sie sich beriihren sollen. Der Kreis 1 beriihrt also ausser 8
noch K. Durch dieselben Punkte n und o ist in Fig. XXV. noch der zweite
Kreis gelegt worden, welcher die Kreise &1 und 82 gleichartig beriihrt, niam-
lich von innen.

Ein éhnliches Verfahren ldsst sich fir den inneren Aehnlichkeitspunkt durch-
fihren. Ein Kreis, der &1 und 2 nngleichartig berihrt, z. B. & von innen
und f2 von aussen, liefert zwei Beriihrungspunkte t und v, welche potenzhal-
tende Punkte vom inneren Aehnlichkeitspunkte sind, d. h. It . Iv ist das constante
Product. Es ist nun die Aufgabe, diese Punikte t und v zu finden. Zu diesem
Zwecke muss man durch I einen beliebigen inneren Aehnlichkeitsstrahl zie-
hen, wozu man die Centrale wihlen kann, um potenzhaltende Punkte vom inne-
ren Aehnlichkeitspunkte zu erhalten. Man findet auf diese Weise z. B. die potenz-
haltenden Punkte C und E von I, so dass IC . [E = It . Iv. Durch die drei
Punkte n, C und E legt man einen Kreis, den punktirten Hilfskreis; zieht darauf
den inneren Aehnlichkeitsstrahl np, so hat man It . Iv = In . Ip. Ein Kreis,
gelegt durch die zwei Punkte n und p, welcher den Kreis 1 berithrt, muss nun
auch den Kreis 2 berihren. Es ist auf diese Weise der Kreis 3 gezeichnet
worden, welcher durch den Punkt n geht und &1 in t von innen, f2 in v von
aussen berihrt. In Fig, XXV. ist auf dieselbe Weise noch der Kreis 4 gefunden
worden, welcher durch den Punkt n geht, & von aussen und R2 von inncn
beriihrt.
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Dic obige Aufgabe gestattet vier Auflosungen. Um die beiden Kreise zu
finden, welche 8¢ und $2 gleichartig berihren, haben wir uns den Hilfspunkt
o gesucht. Es wurde alsdann nach Aufgabe 3 ein Kreis gesucht, der durch die
Punkte n und o geht und den Kreis §1 oder &2 einmal von aussen, das andere
Mal von innen beriihrt. Auf diese Weise wurden mit Hiilfe des ausseren Aehn-
lichkeitspunktes die Kreise 1 und 2 gefunden. Um dic beiden Kreise zu finden,
welche &1 und K2 ungleichartig beriihren, haben wir uns den Hilfspunkt p
gesucht. Es warde alsdann nach Aufgabe 3 ein Kreis gesncht, der durch die
Punkte n und p geht und den Kreis &1 oder R2 berithrt, einmal von aussen, das
andere Mal von innen, in jedem Falle wird alsdann der andere Kreis ungleich-
arlig berihrt. Auf diese Weise wurden mit liilfe des inneren Aehnlichkeitspunk-
tes die Kreise 3 und 4 gefunden.

1) Wie wird die Aulgabe geliset, wenn der gegebene Punkt in dem Umfange
des einen Kreises liegt (zwei Auflosungen)? 2) Wenn der eine Kreis innerhalb

des anderen und der gegebene Punkt innerhalb des grosseren Kreises liegt? 3) In
welchen Fillen ist die Aufgabe unmoglich?

Aufgabe 7.

Es sind drei gerade Linien gegeben, man soll einen Kreis beschreiben, wel-
cher die drei geraden Linien beriihrt.
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Die drei geraden Linien heissen €y, L2 und 8.

Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei gegebene
gerade Linien z. B €2 und €3 beriihren, ist die Halbirungslinie des Winkels C,
welchen die beiden Linien bilden. Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte aller
Kreise, welche zwei gegebene gerade Linien £; und $3 beriihren, ist die Halbi-
rungsliniec des Winkels D, welchen die beiden Linien bilden. Der Durchschnitts-
punkt dieser beiden Linien ist der Mittelpunkt des gesuchten Kreises (1), welcher
zugleich die drei Linien £, £2 und €3 beriihrt.

Wenn wir die drei inneren Winkel des Dreiecks BCD durch B, C und D be-
zeichnen, so konnen wir ihre resp. Nebenwinkel beziiglich B!, C! und D! nennen.
Es ist nun bekannt, dass die Halbirungslinien der Dreieckwinkel B, C und D sich
in demselben Punkte schneiden miissen, was uns den Mittelpunkt des Kreises (1)
liefert. Wir erhalten aber noch andere Kreise, welche auch alle drei Bedingun-
gen erfillen, nimlich den Kreis 2, dessen Mittelpunkt in dem Durchschnittspunkte
der Halbirungslinien von B! und C! liegt; den Kreis 3, dessen Mittelpunkt in dem
Durchschnittspunkte der Halbirungslinien von C!und D1 liegt; den Kreis 4, dessen
Mittelpunkt in dem Durchschnittspunkte der Halbirungslinien von B! und D! liegt.
Vier Auflosungen.

1) Auflosung der Aufgabe fiir den Fall, dass zwei Linien parallel laufen.
2) Wo liegt der Mittelpunkt des gesuchten Kreises, wenn sich die drei Linien in
einem Punkte schneiden. 3) In welchen Fillen ist die Auflosung der Aufgabe
unmoglich ?

Aufgabe 8.

Es sind zwei gerade Linien gegeben und ein Kreis, man soll einen Kreis be-
schreiben, der die geraden Linien und den Kreis heriihrt,

Die gegebenen geraden Linien heissen € und £!, den Mittelpunkt des g
benen Kreises wollen wir durch & bezeichnen,

Es ist deutlich, dass, wenn die Auflosung der Aufgabe moglich ist, es Kreise
geben wird, welche den gegebenen Kreis von aussen und solche, welche den
gegebenen Kreis von innen berithren werden, Wir wollen uns zuerst mit denen
beschiiftigen, welche den gegebenen Kreis von aussen berihren. Es ist ferner
deutlich, dass der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte aller Kreise, welche der
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Aufgabe geniigen konnen, in der Mittellinie AM liegt, welche den Winkel halbirt,
den die beiden Linien £ und £! bilden.

Wir wollen die Linge des Radius von dem gegebenen Kreise mit R bezeich-
nen. Man ziehe nun ausserhalb der beiden gegebenen geraden Linien, vom Mit-
telpunkte des gegebenen Kreises aus gerechnet, in den Entfernungen R von den
beiden gegebenen geraden Linien Parallelen, damit, [ 4= £, [1 o= €1, CB=81CL
Darauf lése man die Aufgabe, durch einen Punkt & einen Kreis zu legen, welcher
die beiden Linien [ und I! berihrt (Aufg. 4, S. 30). Man erhilt zwei Kreise.
Wir wollen denjenigen betrachten, dessen Mittelpunkt von & aus nach A hin
liegt, und dessen Radius MB ist. In der Figur ist dieser Kreis punktirt. Verbindet
man den Beriihrungspunkt B von I mit dem Mittelpunkt M des gefundenen Kreises, so
erhiilt man BM | [ und BM_|_2, BC = RC'C; ebenso ist die Verbindungslinie
des Berithrungspunktes des Kreises M und der Linie [! mit dem Mittelpunkte M
senkrecht auf beiden Linien [! und £. Ein mit dem punktirten Kreise concentri-
scher Kreis, mit dem Radius MB — BC, wo BC = R ist, beschrieben, wird da-
her die Linie € beriihren; ebenso die Linie £! und den Kreis &, weil der Ab-
stand der Mittelpunkte M und & gleich ist der Summe ihrer Radien M® und MC.

Mit Hilfe der Hiilfslinien [ und ! findet man zwei Kreise, welche den gege-
benen Kreis von aussen berihren. Hitte man die Linien I und [! auf der inneren
Seite der beiden gegebenen Linien gezogen in dem Abstande R davon, ibrigens
wie vorhin verfahren, so wiirde man zwei Kreise erhalten haben, welche den ge-
cebenen Kreis von innen beriihren.

In der Fig. XXVIIL sind alle vier moglichen Kreise, welche die Linien £
und €1, wie auch den Kreis & beriihren, gezeichnet worden. Die zwei Kreise M,
und Mg beriihren den gegebenen Kreis von aussen. Sie sind gefunden worden
mit Hilfe der Linien [ 4= €, [! 4= 1, so dass die beiden Halfsparallelen nach
aussen liegen in einem dem Radius des gegebenen Kreises gleichen Abstande
von der zugehdrigen parallelen Linie. Um die Kreise M3 und Mg zu fin-
den, welche den gegebenen Kreis von innen berihren, muss man die Hilfs-
parallelen innerhalb der gegebenen Linien in einem Abstande ziehen, welcher
gleich ist dem Radius des gegebenen Kreises.

Bei der obigen Lage der Figur ist fir die von aussen beriihrenden Kreise der
Radius des concentrischen Hilfskreises gleich der Summe von dem Radius des
gegebenen Kreises und dem Radius des gesuchten Kreises, dagegen fiir die von



40

innen berihrenden Kreise ist der Radius des gesuchten Kreises gleich der Summe
von dem Radius des gegebenen Kreises und dem Radius des gesuchten concentri-
schen Hiilfskreises. Es bleibt nun noch ein letzter moglicher Fall ibrig, ndmlich
dass der Radius des gegebenen Kreises gleich wire der Summe von dem Radius
des gesuchten Kreises und dem Radius des concentrischen Hiilfskreises. Dieser
Fall tritt ein, wenn der Durchschnittspunkt der gegebenen geraden Linien inner-
halb des gegebenen Kreises fallt und zwar fir die den gegebenen Kreis von
innen beriihrenden gesuchten Kreise.

JQK\\(/ 20l

Betrachtung der vorigen Aufgabe, wenn der Durchschnittspunkt der beiden
gegebenen Linien in den gegebenen Kreis fallt.

Die obige Figur weiset acht Auflosungen nach. Durch zwei gerade Linien,
welche ‘sich schneiden, wird namlich der Raum in vier Theile getheilt, innerhalb
jedes Theils giebt es einen Kreis, der den gegebenen Kreis von innen berihrt und
einen anderen, der den gegebenen Kreis von aussen beriihrt.

Wir wollen den mit I bezeichneten Raum betrachten und nachweisen, wie
die beiden gesuchten Kreise 1, den von innen berihrt und 2, den von aussen
beriihrt, gefunden worden sind. Wir wollen die beiden gegebenen geraden Linien
durch £; und L2 bezeichnen; die Parallele mit £1, welche innerhalb I fallt,
mit [1, diejenige, welche ausserhalb fillt, mit I;; desgleichen die Parallele Yo,
welche innerhalb I fillt, mit 12, diejenige, welche ausserhalb fallt, mit [2.
Der Abstand der Parallelen von den gegebenen geraden Linien ist immer der
Radius des gegebenen Kreises.

Um den Kreis 1 zu finden, muss man einen concentrischen Hilfskreis be-
schreiben, der 1 und l2 berihrt und durch M, den Mittelpunkt des gegebenen
Kreises, geht. Die Summe des Radius des concentrischen und des gesuchten Krei-
ses ist alsdann gleich dem Radius des gegebenen Kreises. Um den Kreis 2 zu
finden, muss man einen concentrischen Hiilfskreis beschreiben, der [y und l2 be-
rihrt und durch M geht, nachher den Radius verkiirzen um den Radius des gege-
benen Kreises. Die Summe des Radius des gesuchten und des gegebenen Kreises
ist alsdann gleich dem Radius des concentrischen Hilfskreises.

Aufgabe: Es ist ein Winkel gegeben und zwischen seinen Schenkeln ein

Kreishogen mit beliebig liegendem Mittelpunkte: man soll einen Kreis beschrei-
ben, der die Schenkel des Winkels und den Kreishogen beriihrt.
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Bei der Auflosung dieser Aufgabe muss man bedenken, dass in der Geome-
trie der Lage, im Gegensatze zu der Geometrie des Maasses, was die Geometrie
des hul\hdm ubcrwu"rcnd war, jede gerade Linie unbegranzt und jeder Kreis-
bogen als Stick eines \U”btdl)dlg n Kreises gilt. Hat man nun die acht
Kreise gefunden, die zu den beiden sich schneidenden Linien und dem voll-
stiandigen Kreise gehoren, so werden darunter auch die beiden sein, die inner-
halb der Schenkel des gegebenen Winkels den gegebenen Bogen beriihren,
und diese beiden hat man zu nehmen, wobei man dann sehr wohl die
Construction der sechs anderen Kreise, sobald man sieht, dass sie nicht die erfor-
derliche Lage haben, sich ersparen kann. Gerade so ist es z. B. mit einer Auf-
gabe, in der nach einer gewissen Anzahl Menschen gefragt wird, zu welcher Be-
rechnung die Aufgabe eine hohere Gleichung liefern kann, unter deren Wurzeln nur
eine positiv ist. Nur diese hat fiir den bpecwllen Fall, in welchem nach einer An-
zahl Menschen gefragt wird, einen Sinn; die negativen oder imaginiren Wurzeln, die
z. B. bei einer kubischen Gleichung vorkommen kénnten, haben Tiir den vorheﬂcnden
Fall keinen Sinn; und soball man sieht, dass das Resullat negativ oder imaginar
wird, kann man von der weiteren Berechnung abstehen. Immer aber muss man
den Weg iiber die hohere Gleichung nehmen, auch wenn man von vorn herein
merken oder genau wissen sollte, dass nur ein Resultat moglich ist. So muss
man auch hier eine Aullosung \\ahlcn, die fir zwei sich schneidende Linien und
einen um den Schnittpunky hcrumlne«renden Kreis acht Losungen gewihrt, von denen
man, weil man nur zwei Winkelschenkel und ein Stickchen Kreisbogen als
gclu-ml ansieht, sechs als iiberflissig verwerfen und nur zwei gelten lassen muss.

Aufgabe 9.

Einen Kreis zu beschreiben, welcher zwei gegebene Kreise und eine gege-
bene Linie berihrt.

Es sind die Kreise & und f mit. den Radien R und r gegeben, ferner die
gerade Linie £. Man soll einen Kreis beschreiben, welcher die beiden gegebe-
nen Kreise und die gegebene gerade Linie beriihrt.

Man ziehe mit £ in der Entfernung r eine Parallele I, entweder von den bei-
den gegebenen Kreisen aus nach innen oder nach aussen, hier z. B. nach aussen.
Der Abstand der Parallelen € und [ ist gleich dem Radius r des kleineren Krei-
ses . Man beschreibe darauf einen mit & concentrischen Kreis mit dem Radius
R — r. Dieser Kreis ist in der Figur punktirt worden. Der Abstand der con-
centrischen Kreislinien um & ist also r. Man lose nun die Aufgabe, einen Kreis
zu beschreiben, der die Linie [ beriihrt, ferner den mit & concentrischen punktirten

6
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Hiilfskreis ‘und ausserdem durch den Punkt f geht. (Methode der Zuriichfih
rung.) Es ist dies die Aufgabe 5, welche vier Auflosungen liefert. In der
obigen Figur ist der eine dieser Kreise gezeichnet, es ist der punktirte Kreis um
M. Es ist nun leicht, den gesuchten Kreis selbst zu tinden. Er ist concen-

trisch mit dem gefundenen Kreise; man hat nur nothig, den Radius desselben

um v zu verkirzen. Der ausgezogene Kreis um M berihrt z. B. den gegebenen
Kreis &, weil der Abstand der Mittelpunkte IM K gleich ist der Summe der Ra
dien; aus demselben Grunde wird der Kreis f beriihrt. Die gerade Linie ¥ wird
beriihrt, weil Ml | [, also auch senkrecht steht auf der mut [ Parallen V.

Die obige Aufgabe lasst vier Auflosungen zu, wenn man die Parallele [ in
dem Abstande r nach aussen zieht. Man findet die Kreise 1 wnd 2 ganz aul
die oben angegebene Weise. Durch die Kreise 1 und 2 werden die beiden ge-
gebenen Kreise von aussen berihrt. Um die Kreise 3 und 4 zu finden, durch
welche die beiden gegebenen Kreise von innen berihrt werden, behalt man den
in der Fig. XXX. befindlichen mit & concentrischen punktirten Hiilfskreis bei, be-
dient sich aber der Parallele 1, welche in dem Abstande r nach innen gezogen
wird. Der Radius des Kreises, welcher die Linie | und den mit & concentrischen
Hiilfskreis berahrt, wird aber um r verlingert, um den gesuchten Kreis zu finden
Um die Kreise 5, 6, 7 und 8 zu finden, muss man sich eines anderen mit &
concentrischen Halfskreises bedienen, dessen Radius R -+ r ist. Um 5 und 6 zu
finden, muss man die ausserhalb gezogene Parallele [ anwenden. Die Kreise 5
und 6 berihren & von innen und ¥ von aussen. Der Mittelpunkt von 6 fillt
ausserhalb der Figur nach oben rechts, der Kreis ist ausnahmsweise an seinem
Umfange bezeichnet worden. Bei 5 und 6 findet eine Verkirzung von dem Ra-
dius des concentrischen Kreises um Lange r statt, bei 7 und 8 eine Verlingerung.
Um 7 und 8 zu finden, muss man die innerhalb gezogene Parallele 1 anwenden

y

Die Kreise 7 und 8 berihren & von aussen und f von innen.
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Aufgabe 10.

Es sind drei Kreise gegeben, man soll einen vierten beschreiben, welcher

lie drei gegebenen Kreise beriihrt.

Die drei gegebencen Kreise sind $t1, & und F, von diesen Kreisen solt f den
klemsten Radius haben, den wir mit r bezeichnen wollen, wihrend wir die Ra-
dien von Ny und f2 mit Ry und R2 bezeichnen wollen.

Man heschreibe mit dem Radius Ry — r einen mit & concentrischen Kreis,
den wir mit ki bezeichnen wollen; desgleichen mit dem Radius Re — r einen
mit N2 concentrischen Kreis, den wir mit ke bezeichnen wollen. Darauf beschreibe
man einen Kreis der ki und k2 von aussen berihrt und durch den Mittelpunkt f
geht.  Vergl., Aufgabe 6, Seite 40. Der Mittelpunkt des so gefundenen Kreises,
welcher in der Figur punktirt ist, heisst M. Man verkiirze daranfl seinen Radius
um 1, so erhdlt man einen concentrischen Kreis, welcher in der Figur ausgezogen
st, der die drei gegebenen Kreise von aussen berihrt.

Diese Aufgabe ist durch die Methode der Zuriickfihrung gelost worden

Es ist deutlich, dass die obige Aufgabe acht Auflosungen zulassen Kann.

Kreis 1 beriibrt die drei gegebenen Kreise von aussen.
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Kreis 2 beriihrt die drei gegebenen Kreise von innen. Zur Construction von
Kreis 2 hat man nur nothig einen Kreis zu ziehen, der dic beiden in Fig. 32
punktirten Hiilfskreise ki und k2 von innen beriihrt und durch den Mittelpunkt f
geht; nachher hat man den Radius des gefundenen Kreises um r zu verkiirzen.

Fir die Auflosung der folgenden Aufgaben bediirfen wir noch zwei anderer
concentrischen Hiilfskreise von &1 und R2, welche beschriehen werden mit den
Halbmessern Ry -~ r und R2 4 r, und die wir bezeichnen wollen mit ki und ke.

Kreis 3, dessen Mittelpunkt hier nach rechts unten ausserhalb des Papiers
fallt, berihrt 81 und ¥ von innen, 82 von aussen. Zu seiner Construclion miissen
wir einen Kreis beschreiben, der ki von innen, k2 von aussen berithrt und durch
den Mittelpunkt ¥ geht. Der Radius des so gefundenen Kreises muss man um r
verlangern. :

Kreis 4 beriihrt 8 und R von innen, f von aussen. Zu seiner Construction
muss man einen Kreis beschreiben, der ki und k2 von innen berithrt und durch
den Mittelpunkt f geht. Den Radius des so gefundenen Kreises muss man um r
verkiirzen.

Kreis 5 Whﬂ RK2 und ¥ von innen, &1 von aussen. Zu seiner Coustruction
muss man dpen Kreis beschreiben, der K1 von aussen, k2 von innen berithrt und
durch den Mittelpunkt ¥ geht. Den Radius des so gefundenen Kreises muss man
um r verlangern.

Kreis 6 berihrt 81 von innen, &2 und ¥ von aussen. Zu seiner Construction
muss man einen Kreis beschreiben, der Ki von innen, ke von aussen beriilrt und
durch den Mittelpunkt ¥ geht. Den Radius des so gefundenen Kreises muss man
um r verkiirzen. 5

Kreis 7 beriihrt &1 und ¥ von aussen, ®2 von innen. Zu seiner Construction
muss man einen Kreis beschreiben, der ki von aussen, K2 von innen berithrt und
durch den Mittelpunkt ¥ geht. Den Radius des so gefundenen Kreises muss man
um r verkirzen.

Kreis 8 beriihrt 81 und f2 von aussen, f von innen. Zu seiner Construction
muss man einen Kreis beschreiben, der Ki und K2 von aussen beriihrt und durch
den Mittelpunkt f geht. Den Radius des so gefundenen Kreises muss man um r
verliangern.

Beriihrungs- &l 8 ' Hilfskreise Verkiirzung oder Verlinge-
kreise iy ? Ki | Ko | ki | ke rung des Radius
1 a ala|—|—|a a | verkiirzt
2 i i ip—=1=7"i i verlangert
3 L adgirb—="T a2 i — verlingert
4 i 108 i i | — | — | verkiirzt
5 a i i ' a | — | — | i verlingert
6 i a a | i | — | — | a verkiirzt
7 a ol e —=d7 1 | a | — | verkiirzt
8 a | a i| a l a |— — l verlangert

http://rcin.org.pl
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Andere Behandlung der Aufgabe 10.

Erster vorbereitender Satz.

Es sind zwei Kreise (1) und (2) gegeben, welche von dem Kreise (4) ortho-
gonal geschnitten werden. Es ist ferner ein Kreis (3) vorhanden, welcher den
Kreis (1) berihrt und zwar von aussen. Ausserdem gcht die Chordale von (4)
und (3) durch den édusseren Aehnlichkeitspunkt von (1) und (2). Man soll beweisen:

dass der Kreis (3) auch den Kreis (2) berihrt, und zwar von aussen.”

Dicser Satz ist die Umkehrung von §. 21, S. 23, vergleiche dazu die Fig. XVIL.

Der Punkt A hat nach der obigen Voraussetzung zwei Eigenschaften: 1) A ist
ein Punkt der Chordale fir die Kreise (3) und (4); 2) A ist der dussere Achn-
lichkeitspunkt der Kreise (1) und (2).

Weil A ein Punkt der Chordale fir die Kreise- (3) und (4) ist, so ist tg%;
= tg%. Da der Kreis (4) die Kreise (1) und (2) schueidet, so sind n und q
potenzhaltende Punkte von A, ebenso s und r. (Vergl. §. 18, Seite 20.) Es ist

also tg% — Aq . An. Der Kreis (3) beriihrt den Kreis (1) in m, ziehe ich nun
Am, so muss dieselbe den Kreis (3) noch in einem anderen Punkte schneiden,
welchen wir durch x3 bezeichnen wollen. Es ist also tg% = Am . Axs. Folg-

lich ist Aq . An = Am . Axs.

Weil A der dussere Aehnlichkeitspunkt der Kreise (1) und (2) ist, so muss,
wenn ich Am ziehe, wo m ein Punkt von (1) ist, der Durchschnittspunkt von Am
mit (2), welcken wir durch x2 bezeichnen wollen, die Eigenschaft haben, dass
Am . Axe = Aq . An. Es ist folglich Am . Axa = Am . Ax3. Daraus folgt,
dass die Punkte x2 und x3 zusammenfallen, d. h. dass die Kreise (3) und (2)
Einen Punkt gemein haben, welchen wir in der Fig. XVI. mit p bezeichnet haben.

Es wiire noch maglich, dass die Kreise (3) und (2) noch einen anderen Punkt
gemein hitten ausser p. Wir wollen diesen Punkt durch y2 bezeichnen. Man
ziehe die Linie Ay2, so wird dieselbe den Umfang von (3) noch in einem ande-
ren Punkte schneiden, welchen wir durch y3 bezeichnen wollen, so is Ay2 . Ay
= Aq . An, weil A ecin Punkt der Chordale von (3) und (4) ist. Weil A der
aussere Aehnlichkeitspunkt von (1) und (2) ist, und Ay2 noch den Kreis (1) in
einem potenzhaltenden Punkte zu yz treffen muss, welchen wir durch yi bezeick-
nen wollen, so ist Ay2. Aytr=Aq.An. Es ist folglich Ay2. Ays=Ay2. Ayi.
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d. h. Ayz = Ay, oder die Kreise (3) und (!) haben ausser m noch einen zwei-
ten Punkt yi oder y3 gemein, was gegen die Voraussetzung ist, dass sie sich in
m beriihren sollen.

Die Kreise (3) und (2) haben also ausser p keinen anderen Punkt gemein,
d. h. sie berihren sich, q . e . d.

Fiir die ibrigen Fille ist der Beweis tibereinstimmend.

Beriihrt der Kreis (3) den Kreis (1) von innen und geht die Chordale von
(3) und (4) durch A, so muss der Kreis (3) auch den Kreis (2) von innen
berithren,

Bertihrt der Kreis (3) den Kreis (1) von aussen, und geht die Chordale von
(3) und (1) durch I, den inneren Achnlichkeitspunkt von (1) und (2), so muss
der Kreis (3) auch den Kreis (2) von innen berihren.

Beriihrt der Kreis (3) den Kreis (1) von innen, und geht die Chordale von
(3) und (4) durch I, so muss der Kreis (3) auch den Kreis (2) von aussen
beriihren,

Ueberhaupt: Geht die Chordale von (3) uad (4) durch A, so findet eine
gleichzeitige gleichartige Berithrung der beiden Kreise (1) und (2) durch
den Kreis (3) statt. Geht die Chordale von (3) und (4) durch I, so findet cine
cleichzeitige ungleichartige Berihrung der beiden Kreise (1) und (2)
durch den Kreis (3) statt.

Zweiler vorberecitender Satz.

Es ist ein Kreis & und ein anderer Kreis k gegeben, ausserdem eine gerade
Linie L: man soll einen Kreis f finden, welcher folgende Bedingungen erfillt:
1) den Kreis & berithrt,
2) mit dem Kreise k die gegehene gerade Linie L zur Chordale hat.

Da die Linie L die Chordale werden soll von k und dem gesuchten Kreise,
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und die Chordale stets senkrecht steht auf der Centrale, so kann ich leicht eine
gerade Linie finden, in welcher der Mittelpunkt des gesuchten Kreises liegen muss.
Ich habe nur nothig, von dem Mittelpunkte k ein Loth auf die Linie L zu fallen,
so muss der Mittelpunkt M oder m, wie man ihn nennen will, des gesuchten Krei-
ses darin liegen. Die drei Kreise &, k und f missen einen Chordalpunkt haben,
(Vergl. Seite 11.) Ich kenne die Chordale der Kreise & und k, es ist CO; ich
kenne die Chordale der Kreise k und F, es ist die Linie L. Der Durchschnitt von
CO und L liefert also den Chordalpunkt der Kreise &, k und f, es ist der
Punkt 0. Die Tangenten von O an den Kreis &, oder k, oder f werden also
dieselbe Lange haben. Von O kann ich an den Kreis & zwei Tangenten ziehen
Ot und Ot, Ich finde dadurch die Punkte t und t. Wir wollen zuniichst den
Punkt t betrachten. Ein Kreis f, der durch t geht, den Kreis & in t beriihrt, und
dessen Mittelpunkt m in dem Loth kM auf L liegt, wird also die verlangten Be-
dingungen erfillen: es wird namlich O ein Punkt der Chordale von f und & sein,
weil beide die gemeinschaftliche Tangente Ot haben und die Linic L, welche von
0 auf km gefallt ist, wird diese Chordale sein. Der Mittelpunkt aller Kreise
aber, welche den Kreis & berihren in t, liegt in der geraden Linie &t. Wir
haben daher fiir den gesuchten Mittelpunkt zwei Oerter, das Loth km und die
gerade Linie 8¢t, ihr Durchschnittspunkt m giebt den Mittelpunkt des ge-
suchten Kreises, dessen Radius mt ist.

Der Punkt t liefert eine Auflosung, einen Kreis namlich mit dem Mittelpunkte
m. der den Kreis & von aussen berihrt; der Punkt t liefert ebenso eine Auf-
losung, namlich einen Kreis mit dem Mittelpunkte M, der den Kreis & in t von
innen berihrt, sein Radius ist Mt.

Die Aufgabe gestattet also zwei Auflosungen, einen Kreis mit dem Mittel-
punkte m, der & ven aussen in t berihrt, und einen Kreis mit dem Mittelpunkte M,
der & von innen in t berihrt.

Andere Behandlung der Aufgabe 10.

1. Es sind drei Kreise 81, & und 8 gegeben, man soll einen vierten Kreis
zeichuen, der alle drei von innen oder von aussen beriihrt.
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Auflosung. Man zeichne sich den Orthogonalkreis %4 fiic die drei gege-
benen Kreise nach §. 15, Seite 14. Hieraul ziehe man die #dussere Symmetrale
A1A2As der drei gegebenen Kreise nach §. 8, Seite 6. Man construire darauf
cinen Kreis, der den Kreis (1) berihrt und mit dem gefundenen Orthogonalkreise

(4) die gemeinschaltliche Chordale A1A2A3 hat (nach dem zweiten vorbereiten-
den Satze). Man findet zwei Kreise (5) und (6), welche diese Bedingungen er-
filllen; (5) beriihrt (1) von aussen, (6) beriihrt (1) von innen. Sind aber zwei
Kreise (1) und (2) gegeben, welche von dem Kreise (4) orthogonal geschnitten
werden; ist ferner ein Kreis (5) vorhanden, welcher den Kreis (1) von aussen
berihrt; geht ferner die Chordale Ai A2A3 von (4) und (5) durch den dusseren
Achnlichkeitspunkt Ay von (1) und (2): so berihrt (nach dem ersten vorbereiten-
den Satze) der Kreis (5) ebenfalls den Kreis (2) von aussen. Der Kreis (4)
schneidet aber auch die Kreise (1) und (3) orthogonal, die Chordale Ay A2 Az von
(4) und (5) geht ebenfalls durch den dusseren Aehnlichkeitspunkt A2 von (1)
und (2), deshalb berihrt der Kreis (5) ebenfalls den Kreis (3) von aussen. Kreis (5)
beriihrt also alle drei Kreise (1), (2) und (3) zu gleicher Zeit von aussen.

Auf dieselbe Weise kann man darthun, dass der Kreis (6) alle drei Kreise
(1), (2) und (3) zu gleicher Zeit von innen berihren muss.

Durch dieselbe Construction hitten wir auch in Fig. 33 die beiden Beriih-
rungskreise (1) und (?) finden konnen.

2. Es sind drei Kreise (1), (2) und (3) gegeben, man soll einen Kreis be-
schreiben, der zwei davon gleichartig beriihet und den dritten ungleichartig mit
den beiden anderen.

Es sind sechs Fille maglich. Wir wollen hier die Falle behandeln, wo (2)
und (3) gleichartig beriihrt werden und (1) ungleichartig. Es kann (2) und (3)
von aussen beriihrt werden und (1) von innen, oder (2) und (3) von innen und
(1) von aussen.

Man zeichne sich die innere Symmetrale, welche durch den ausseren Aeln-
lichkeitspunkt Az von (2) und (3) und den inneren Iy von (1) und (2), so wie
den inneren Iz von (1) und (3) hindurchgeht; es ist dies die gerade Linie I1 12 As.
(Vergl. §. 8, Seite 6.) Man zeichne ferner den Orthogonalkreis fir die drei ge-
gehenen Kreise (1), (2) und (3). Wir haben diesen Kreis mit (4) bezeichnet.
(Vergl. §. 15, Seite 14.) Man construire darauf einen Kreis, welcher Kreis (1)
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beriithrt und mit Kreis (4) zur Chordale I1I2Ag hat (nach dem zweiten vorberei-
tenden Satze). Man findet zwei Kreise, von denen (5) den Kreis (1) von innen
und (6) den Kreis (1) von aussen beriihrt. Es lisst sich nun nachweisen, dass
Kreis (5) die Kreise (2) und (3) von aussen beriliren und dass Kreis (6) die
Kreise (2) und (3) von innen beriihren muss. Wir wollen den Beweis nur fiir
den ersten Fall durchfiihren. -

Die Linie ItI2A3 geht durch den Punkt Iy, inneren Aehnlichkeitspunkt der
Kreise (1) und (2). Die Kreise (1) und (2) werden von (4) orthogonal geschnit-
ten, der Kreis (5) beriihrt (1) von innen, also (2) von aussen (nach dem ersten
vorbereitenden Satze). Ebenso wird der Beweis in Riicksicht auf den Kreis (3)
durchgefihrt.

Durch dieselbe Construction hitten wir auch in Fig. 33 die Kreise (3), (4),
(5), (6), (7) und (B) finden konnen.

http://rcin.org.pl



Zwceiter Abschnitt.
Das Beriihrungsproblem fiir die Kugel.

Uebersichtslabelle der Aufgaben.

Aufgabe. Punkte. Ebenen. Kugeln. RESBERER RS Anxakl der

auf: Auflosungen.
1 4 — — L 1
2 3 1 — 2 2
8 8 — 1 I 3 2
4 2 2 S 3 ‘
5 2 1 1 2 4
6 2 — p 3 4
7 1 3 — 4 2
8 1 2 5 oder 4 4
9 i ] 2 5 8
10 1 & 3 6 8
11 4 - - 8
12 — 3 1 7 1
13 i 2 > 8 4
14 5 1 3 9 16
15 ‘ - 4 10 16

Aufgabe 1.

Eine Kugel zu zeichnen, welche durch vier gegebene Punkte geht. Die ge-
gebenen vier Punkte heissen A, B, C und D.




51

1. Man legt durch drei Punkte A, B und C einen Kreis. Man findet den
Mittelpunkt davon F. Alsdann errichte man in F ein Loth auf die Ebene ABC.
Wir wollen dieses Loth FK nennen. Durch FK und durch den Punkt D lege
man eine Ebene, welche die Ebene ABC in der geraden Linie GH schneidet,
welche ein Durchmesser des Kreises ABC wird. FK | GH. Durch die drei
Punkte G, H und D lege man einen Kreis, in dessen Ebene auch FK liegt, ja
sogar, da es in der Mitte F der Sehne GH darauf senkrecht steht, verlingert ein
Durchmesser davon wird. Man denke sich jetzt den Kreis GDH um seinen Durch-
messer IK gedreht, bis dass er wieder in seine urspringliche Lage zuriickgekom-
men ist, so wird er die Oberfliche einer Kugel beschrieben haben, deren Durch-
messer IK und deren Mittelpunkt O (der Mittelpunkt des Kreises GDH) ist. Bei
dieser Umdrehung bleibt GH stets senkrecht auf IK und beschreibt um F einen
Kreis, mit dem Radius FG, dessen Ebene senkrecht auf FK steht, also mit der
Ebene ABC zusammenfillt. In dem Umfange des Kreises, welchen FG bhei die-
ser Drehung beschreibt, missen aber auch die Punkte A, B und C liegen, indem
sie sich in seiner Ebene befinden und FA — FB — FC = FG. Die Punkte A,
B, C und D liegen also auf der Oberfliche einer Kugel, deren Mittelpunkt O und
Radins' 0G ="0A = 0B = 0C = OD ist.

Es ist nur Eine Auflosung moglich. In der obigen Figur zeigt IGD KH einen
horizontalen Schnitt und GABHC einen verticalen Schunitt der gefunde-
nen Kugel.

2. Man hitte auch nach der Construction des Kreises ABC, nachdem man
ferner in F ein Loth FK auf die Ebene ABC errichtet und den Durchschnitt GH
der Ebenen FKD und ABC gefunden hatte, auf folgende Weise fortfahren kon-
nen. Man nehme die Ebene D GFHK, errichte in derselben auf GD in ihrer Mitte
ein Loth, so muss dieses Loth die Linie FK schneiden, der gefundene Durch-
schnittspunkt heisse O, es ist der Mittelpunkt der gesuchten Kugel, deren Radius
0G=0D ist. Denn da FK, worin O liegt, senkrecht steht auf der Ebene ABC,
da ferner FA = FB — FC = FG ist, so muss 0G = OA=0B = 0C sein,
d. h. A, B, C und D sind Punkte auf der Oberfliche der gefundenen Kugel.

Man kann diese Aufgabe auch noch anders losen. Man lege durch A, B
und C einen Kreis, dessen Mittelpunkt F ist. Man findet F, indem man AB hal-
birt in L und in L ein Loth LK auf AB in der Ebene ABC errichtet u. s. w.
Man suche ferner den Mittelpunkt M des Kreises durch A, B und D, indem man
in L auf AB in der Ebene ABD ein Loth LM errichtet u. s. w. Man erhilt auf
diese Weise die Ebene FLM, welche auf AB senkrecht steht. FLM ist der Nei-
gungswinkel der Ebenen ABC und ABD. Man errichte dann in F ein Loth FK
auf die Ebene ABC, so wird dasselbe fallen in die auf ABC lothrechte Ebene
FLM. Man errichte ferner in M ecin Loth MP auf die Ebene ABD, so wird
dasselbe fallen in die auf ABD lothrechte Ebene FLM. Die Lothe FK und MP
fallen also in dieselbe Ebene FLM, stehen senkrecht auf den Schenkeln eines
Winkels FLM, schneiden sich daher in 0. O ist daher der Mittelpunkt der ge-
suchten Kugel, 0OA = OB = 0C und OA = 0D sind die Radien.

Ist der Winkel FLM = 0, d. h. liegen A, B, C und D in derselben Ebene,
so werden FK und MP parallel, d. h. O liegt im Unendlichen oder der Radius
der gesuchten Kugel ist unendlich gross. Liegen aber ausserdem A, B, C
und D im Umfange desselben Kreises, so giebt es unzihlig viel Kugeln, welche
die geforderten Bedingungen erfillen. Der geometrische Ort fir ihre Mittel-
punkte ist ein Loth, das man im Mittelpunkte des Kreises ABCD auf die Ebene
desselben errichtet. Eine Kugel, deren Mittelpunkt nimlich in der Ebene ABCD
selbst liegt und mit dem Mitielpunkte des Kreises ABCD zusammenfillt, ist ein
Minimum von allen Kugeln, welche sich durch die Punkte A, B, C und D
legen lassen.

7%
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Liegen drei Punkte in derselben geraden Linie, so wird die Oberfliche
der gesuchten Kugel eine Ebene, welche bestimmt ist durch die gerade Linie und
den vierten Punkt.

Wie ist es, wenn alle vier Punkte in derselben geraden Linie liegen?

Man kann sich auch die Auflosung dieser \ufﬂ.nhc noch anders vnrah-llcn.
Man suche den geometrischen Ort fir die Mxttu]punkw der Kugeln, in deren Ober-
fliche zwei gegebene Punkte A und B liegen. Man findet denselben, indem man
die Punkte A und B verbindet, die Linie AB halbirt und im Halbirungspunkte eine
Ebene lothrecht darauf errichtet. Jeder Punkt dieser Ebene, welche wir durch
&1 bezeichnen wollen, kann dIS Mittelpunkt der gesuchten }\u"cl angesehen wer-
den. Darauf suche man den gcometnwhcn Ort (lcr Kugeln, auf deren Oberfliche
die Punkte B und C liegen. Es sei dies die Ebene €2 senkrecht auf BC in der
Mitte davon. Der Durchschnitt der Ebenen €1 und G, also die gerade Linie (Gi,
€2), ist also der geometrische Ort fir die Mittelpunkte aller Kug(,ln auf deren
Oberfliche die Punkte A, B und C liegen. Darauf suche man den g(ﬂlll(,h‘la(’h(‘ll
Ort der Kugeln, auf dcrcn Oberfliche die Punkte C und D liegen. Es sei dies
die Ebene &3 senkrecht auf CD in der Mitte davon. Der Durchschnitt der Ebene
€3, mit der geraden Linie (@1, €2), liefert uns den Mittelpunkt der gesuchten Ku-
gel, auf dchn Oberfliche die Punkie A, B, C und D liegen. Wenn diese vier
l’unktc in derselben Ebene liegen, so \\Il'll im Allrremcmen die Linie (€1, €2)
parallel werden mit der Ebene €3; beide werden >u|krecht stehen auf der Ebene
ABCD. Wenn ausserdem noch die Punkte A, B, C und D in den Umfang eines
Kreises fallen, dessen Mittelpunkt wir O nennen wollen n, so werden alle drei Ebe-

nen sich in derselben geraden Linie schneiden, die in O senkrecht steht auf der
Ebene ABCD.

Aufgabe 2.

Eine Kugel zu beschreiben, welche durch drei gegebene Punkte geht und
cine gegebene Ebene beriihrt.

Man beschreibe einen Kreis, welcher durch die drei Punkte A, B und C geht,
so erhilt man damit einen Durchschunitt (einen kleinen Kreis) der gesuchten
Kugel. Der Mittelpunkt des gefundenen Kreises heisse F. Errichtet man daher in
F ein Loth FO auf die Ebene ABC, so muss dasselbe durch den Mittelpunkt der
gesachten Kugel hindurchgelien. Man fille ferner von F auf die gegebene Ebene
€ ein Loth FG, FG | €. Auf diese Weise erhilt man eine Ebene OF G (in
unserer Zeichnung die Ebene des Papiers), welche zugleich senkrecht steht auf
Ebene ABC und auf Ebene @ Der Durchschnitt der Ebenen OFG und ABC
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heisse HI, so wird HI ein Durchmesser des Kreises ABC. Da FO | ABC

steht, so ist auch FO | HI Der Durchschnitt der Ebenen OFG und € heisse

GD, so ist auch FG | GD. Wir haben nun eine Ebene HFIOGD. In dieser
Ebene beschreiben wir einen Kreis, welcher durch die Punkte H und I geht und
die gerade Linie GD berihrt nach I 2, Seite 26. Es giebt zwei Auflosungen, von
denen jede auch eine andere Auflosung unserer Aufgabe herbeifihrt. Wir wollen
diejenige Auflosung wiihlen, wo der gelundene Kreis durch H und I die Linie GD
in D berithrt.  Der Mittelpunkt O dieses Kreises ist nun auch der Mittelpunkt der
gesuchten Kugel, deren Radius OD = OH = OI ist, wo aber auch OH = OA
OB — 0C ist. Es bleibt noch iibrig zu beweisen, dass die gefundene Kugel die
gegebene Ebene in D beriihrt. Nach der Construction ist Ebene OF G senkrecht
auf Ebene @, ihr gemeinschaftlicher Durchschnitt ist G D, worauf der Radius 0D,
welcher in der Ebene OF G liegt, senkrecht steht. OD steht also auch senkrecht
aul Ebene @, daher beriihrt die gefundene Kugel die gegebene Ebene € in D.

Man hiitte die Erzengung dieser Kugel sich auch so vorstellen konnen. Dreht
man den Kreis durch H, I und D um seinen Durchmesser FO, so bleibt HI in
allen Lagen senkrecht auf FO in F. Es wird also HI eine Ebene beschreiben,
welche senkrecht in F auf F O steht; die Endpunkte H und I werden einen Kreis
beschreiben, dessen Mittelpunkt F und dessen Radius FH =FTI ist. Im Umfange
dieses Kreises miissen aber nach den oben aufgestellten Bestimmungen die Punkte
A, B und C liegen.

Die Figur zeigt einen horizontalen Durchschnitt HIO und einen verti-
calen Durchschnitt der gefundenen Kugel.

Nach der obigen Auseinandersetzung sind zwei Auflosungen dieser Aufgabe
moglich. Bei der anderen Auflosung wiirde der Beriihrungspunkt der Kugel mit
der Ebene oberhalb D G und der Mittelpunkt auf der entgegengesetzten Seite der
Ebene ABC fallen, wo jetzt O liegt.

Fir welche Lage der Punkte A, B, C und der Ebene € ist die Auflosung
unmoglich ?

Aufgabe 3.

Line Kugel zu beschreiben, welche durch drei gegebene Punkte geht und cine
gegebene Kugel beriihrt.
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Die gegebenen Punkte heissen A, B und C. Der Mittelpunkt der gegebenen
Kugel heisse G.

Man lege durch die Punkte A, B und C einen Kreis, dessen Mittelpunkt ¥
sei. Man muss nun diesen Kreis ansehen als einen kleinen Kreis der gesuchten
Kugel. Man errichte darauf in FO ein Loth auf die Ebene ABC, so muss dieses
Loth durch den Mittelpunkt der gesuchten Kugel gehen. Man verbinde ferner F
mit G, so erhilt man eine Ebene OF G, welche die Ebene ABC schneidet in der
geraden Linie HI, einem Durchmesser des Kreises ABC, wo FO | HL Die
Ebene OF G wird ferner die gegebene Kugel schneiden in einem grossten Kreise.
Die Ebene des Papiers stelle uns die Ebene HFI10 G vor, auf welcher die Ebene
ABC senkrecht steht. Man beschreibe nun einen Kreis, welcher durch die Punkte
H und I geht, ausserdem den gefundenen grossten Kreis der Kugel tangirt (in der
Ebene HIFOG) nach Aufgabe 3, Seite 27. Es sind zwei Auflosungen maglich:
ein Kreis, der den Kreis um G von aussen in D beriihrt, und ein Kreis, der den
Kreis um G von innen in N berihrt. Der Mittelpunkt jedes dieser beiden Kreise
kann als Mittelpunkt der gesuchten Kugel angesehen werden. Unsere Aufgabe
lasst also zwei Auflosungen zu: eine Kugel, welche die gegebene Kugel von
aussen in D, und eine Kugel, welche die gegebene Kugel von innen in N
beriihrt.

Beweis: Es kann leicht gezeigt werden, dass OH = OA = 0B = 0C
ist, ebenso ist OH — OD. Es liegen daher A, B und C auf der Oberfliche einer
Kugel, deren Mittelpunkt O, und deren Radius OD ist. Da ferner der Abstand
der Mittelpunkte O und G der gefundenen und der gesuchten Kugel gleich der
Summe ihrer Radien ist, so beriihrt die Kugel um O die Kugel um G in D. Der
Mittelpunkt der zweiten Kugel, welche die Kugel um G in N von innen be-
riihrt, muss in der Verlingerung von NG liegen, und zwar wird alsdann der Ab-
stand zwischen den Mittelpunkten der gegebenen und der gesuchten Kugel gleich
sein der Differenz ihrer Radien. )

Nachdem man den Kreis durch H und I gefunden hatte, welcher den Kreis
um G berihrt, hitte man sich auch die gesuchte Kugel erzeugt denken konnen
durch Rotation um seinen Durchmesser, der in die Richtung von FO fillt, es
hitte dann FH | FO einen Kreis beschrieben, in dessen Umfange sich die Punkte
A, B und C befunden hitten.

Wie wire die Auflosung, wenn die drei Punkte A, B und C innerhalb der
gegebenen Kugel lagen?

Konnen die Punkte A, B und C jemals in eine gerade Linie fallen?
In welchen Fillen ist die Aufgabe unmoglich?

http://rcin.org.pl



Aufgabe 4.

Es sind zwei Ebenen ¢ und 2 gegeben, ausserdem zwei Punkte A und B,
man soll eine Kugel construiren, welche die beiden Ebenen & und €2 beriibrt,
und auf deren Oberfliche die Punkte A und B liegen.

Die beiden Ebenen € und @2 schueiden sich in einer geraden Linie e; man
lege durch e eine Ebene E3, welche den Neigungswinkel der Ebenen € und @2
halbirt. Jeder Punkt der Ebene @ hat nun die Eigenschaft, dass wenn man von
ihm Lothe fillt auf die Ebenen € und €2, diese Lothe gleich sind; dass also eine
Kugel beschrieben von diesem Punkte als Mittelpunkt und mit den Lothen als
Halbmesser beide Ebenen @ und @ beriihrt. Der Mittelpunkt der gesuchten Ku-
gel muss also in der Ebene @3 liegen. Man fille nun von A ein Loth A« auf
die Ebene @3, verlingere dasselbe iiber « hinaus, bis dass ¢ Al — « A wird, so
wird die Ebene €3 senkrecht stehen auf dem Lothe AA1 und der geometrische
Ort sein fiir alle Kugeln, auf deren Oberfliche die Punkte A und A! liegen. Jede
Kugel, deren Mittelpunkt in der Ebene @3 liegt, wird so beschaffen sein, dass
wenn A auf ibrer Oberfliche liegt, auch A! auf ihrer Oberfliche liegt, d. h. die
gesuchte Kugel, welche die Ebenen € und @: beriihren und durch den Punkt A
gehen soll, muss in jedem Falle auch durch den Punkt A! gehen. Daraus folgt,
dass die gesuchte Kugel so beschaffen sein muss, dass auf ihrer Oberfliche der
Punkt Al liegt. Man kann daher unsere Aufgabe auf die dritte zuriickfiihren:
Durch drei gegebene Punkte A, A! und B eine Kugel zu beschreiben, welche die
eine der Ebenen @ oder @ berihrt. Jede Kugel ndmlich, deren Mittelpunkt
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in @3 liegt und eine der beiden Ebenen & oder €2 beriihrt, muss auch zu-
gleich die andere beriihren.

Unsere Aufgabe ist also auf 3 zuriickgefihrt worden und lisst zwei
Auflosungen zu. In dem einen Falle liegt der Mittelpunkt der gesuchten Kugel
vor der Ebene ABAL in dem anderen Falle hinter der Ebene ABAL

Wenn beide Punkte A und B in die Ebene @3 fallen, alsdann muss man
die Auflosung auf andere Weise bewerkstelligen, oder vielmehr auf andere Weise
den dritten Punkt finden, der auf der Oberfliche der gesuchten Kugel liegen soll.
Man muss AB ziehen, die Linie AB halbiren in m, und in m eine lothrechte Ebene
@4 auf AB construiren, so wird dieselbe ebenfalls ein geometrischer Ort sein
fir die Mittelpunkte aller Kugeln, auf deren Oberfliche sich die Punkte A und B
befinden sollen. Der Mittelpunkt der gesuchten Kugel muss also in dem Durch-
schnitte der Ebenen €4 und @3 liegen, welchen wir durch CD bezeichnen wol-
len. Wo auch immer in CD dieser Mittelpunkt liegen mag, es ist ausgemacht,
dass, wenn man mit dem Radius mA um m einen Kreis in einer Ebene beschreibt,
dio in m senkrecht auf CD steht, jeder Punkt des Umfangs dieses Kreises auf
der Oberfliche der gesuchten Kugel liegen muss, z. B. der beliebige Punkt
E. mA = mE, Ebene AmE senkrecht auf CD, wo CD der Durchschnitt ist von
@3 mit einer auf AB in m senkrechten Ebene, und mA =— mB. Wir haben jetzt
wieder die dritte Aufgabe: Durch die drei Punkte A, B, E eine Kugel zu legen,
welche eine der Ebenen @i oder €2 beriihrt u.s. w. Zwei Auaflosungen.

Wie wird die Aufgabe geldst, wenn die Ebenen @ und @2 parallel laufen?
Wenn einer der gegebenen Punkte in die eine der gegebenen Ebenen fillt? Fir
welche Bedingungen ist die Aufgabe unmoglich?

Vorbereitende Sitze zu Aufgabe 5.

1. Es ist eine Kugel gegeben und eine Ebene. Fallt man vom Mittelpunkte
der Kugel ein Loth auf die Ebene, so haben die beiden Durchschnittspunkte die-
ses Lothes mit der Kugeloberfliche Eigenschaften, welche denen des iusseren und
inneren Acehnlichkeitspunktes fiir Kreis und gerade Linie entsprechen. (Vergl. §. 17,
Seite 18.)

Zur Versinnlichung konnen wir die obige Figur anwenden. M sei der Mittel-
punkt der gegebenen Kugel, MC sei das Loth auf die gegebene Ebene, welche
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wir durch & bezeichnen wollen, also MC | @ MC schneidet die Oberfliche der
Kugel in den Punkten A und I. Es sollen nun diese Punkte die Eigenschaften
des iusseren und inneren Aehnlichkeitspunktes haben.

Zieht man z. B. eine Linie von A, so schneidet dieselbe die Oberfliche der
Kugel noch in P und die Ebene € in PT. Es soll alsdann AP, AP!—=AI.AC
sein. Offenbar bilden AC und AP! eine Ebene P1AC, welche senkrecht steht
auf der Ebene € und die Kugel in einem grossten Kreise schneidet. Es folgt
daraus die Aehnlichkeit der Dreiecke API und AP!C, und daraus die obige Glei-
chung AP . APl = Al . AC.

Zieht man eben so eine Linie von I, so schneidet dieselbe die Oberfliche der
Kugel noch in Q und die Ebene € in Q1. Es folgt alsdann aus der Aehnlichkeit
der Dreiecke IAQ und ICQ! die Gleichung IQ . IQ! = IA . IC.

Den Punkt A kann man den dusseren Aehnlichkeitspunkt nennen, in
Bezug darauf sind A und C oder P und P! potenzhaltende Punkte. Den
Punkt I kann man den inneren Aehnlichkeitspunkt nennen, in Bezug dar-
auf sind A und C oder Q und Q! potenzhaltende Punkte.

2. Beriihrt eine Kugel eine gegebene Kugel und eine gegebene Ebene, so
sind die Berihrungspunkte potenzhaltende, und zwar vom dusseren Aehn-
lichkeitspunkte, wenn die Kugel von aussen berihrt wird, und vom inneren,
wenn die Kugel von innen beribrt wird.

Zur Versinnlichung diene die alte Figur XIII. Es sei m der Mittelpunkt der
Kugel, welche die gegebene Kugel um M von aussen in P und die gegebene
Ebene € in P! beribrt. Es soll dann bewiesen werden, dass P und P! potenz-
haltende Punkte vom dusseren Aehnlichkeitspunkte sind, d. h. dass PPt ver-
langert durch A hindurch geht.

Man verbinde P mit A, ferner m mit P und P. Da die Kugel um m die Ku-
gel um M in P beriihrt, so ist MPm eine gerade Linie. Da die Kugel um m
die Ebene in P! beriihrt, so ist mP!_| &, daher ist mP1g4= MC. Es bildet daher
mPICIMAP eine Ebene, welche senkrecht auf der Ebene € steht, die Kugel um
M in dem grossten Kreise AMPI, und die Kugel um m in dem grossten Kreise
mPP! schneidet. Aus der Parallelitit von MC und mP! folgt die Gleichheit der
Winkel MmP! und AMm, und daraus wieder die Gleichheit der Winkel mPP1 und
MP A, woraus sich ergiebt, dass APP! eine gerade Linie ist, d. h. dass P und P!
potenzhaltende Punkte von A sind, d. h. AP . AP1 = AI . AC. -

Es beriihre ferner die Kugel um 0 die gegebene Kugel von innen in Q,
die gegebene Ebene € in Q1, so ist leicht zu beweisen, dass Q und Q! potenz-
haltende Punkte sind vom inneren Aehnlichkeitspunkte I, d. h. dass Q Q! durch
I hindurch geht, oder dass IQ . IQ! = IA . IC. Es folgt dies aus der Paralle-
litat der Linien MC und M Q!, welche senkrecht auf der Ebene € stehen.

3. Beriibrt eine Kugel um m eine gegebene Ebene € in P! und hat sie mit
einer gegebenen Kugel um M einen Punkt gemein, der potenzhaltend zu P! ist,
s0o muss sie die gegebene Kugel ebenfalls berihren; und zwar von aussen,
wenn der gemeinsame Punkt potenzhaltend ist vom dusseren Aehnlichkeitspunkte,
dagegen von innen, wenn der gemeinsame Punkt potenzhaltend ist vom inne-
ren Aechnlichkeitspunkte. b

Die Kugel um m hat mit der Kugel um M den Punkt P gemein, welcher
potenzhaltend sein soll vom iusseren Aehnlichkeitspunkte, d. h. AP . AP! =
AI . AC, man soll beweisen, dass sie die Kugel um M in P von aussen be-
rihrt. Dazu ist nur nothig nachzuweisen, dass MPm eine gerade Linie ist. mP!

8
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und AC bilden eine Ebene, in welcher also auch die gerade Linie APP! liegt,
eben so mM, welche mit den Parallelen mP! und MC gleiche Winkel bildet,
AMm und P!mM; daraus folgt wiedernm, wenn man Riicksicht nimmt auf die
Gleichschenkligkeit der Dreiecke AMP und mPP!, die Gleichheit der Win-
kel APM und P!Pm, woraus sich ergieht, dass MPm eine gerade Linie bilden,
dass also der Abstand mM beider Kugeln gleich ist der Summe ihrer Radien,
daher die Kugel um m die um M in P beriihrt.

Eben so kann man nachweisen, dass, wenn eine Kugel um 9 eine Ebene €
in QU berithrt und mit einer gegebenen Kugel um M einen Punkt Q. gemeinsam
hat, der ein potenzhaltender Punkt zum inneren Aehnlichkeitspunkte I ist,
d. h. 1Q . IQ! = IA . IC, alsdann die Kugel um MM die um M von innen be-
rithren muss.

4. Beriihrt eine Kugel um m eine gegebene Kugel um M in P und hat die
Kugel um m ausserdem mit der Ebene € einen Punkt gemein, z. B. P!, der
potenzhaltend zu P ist, so muss sie die gegebene Ebene ebenfalls berihren,
d. h. sie muss mit ihr ausser P! keinen anderen Punkt gemein haben.

Nach der Voraussetzung sollen P, P! und A in einer geraden Linie liegen
(weil nimlich die Kugeln um M und m sich von aussen in P beriihren, so miis-
sen P und P! potenzhaltende Punkte vom iusseren Aehnlichkeitspunkte sein),
d. h. AP . APt = AI . AC. Man verbinde m mit P und P1, desgleichen M mit
P. Aus der Berihrung der Kugeln um M und m folgt, dass MPm eine gerade
Linie ist, eben so ist es APP! nach der Voraussetzung. Es folgt daraus mit Be-
nutzung der Gleichschenkligkeit der Dreiecke MAP und mPP!, dass Win-
kel AMm — MmP! ist, also AC 3= mPL Da nimlich MPm und APP! eine
Ebene bilden, als zwei sich schneidende Linien, so liegen die Punkte A, M, P,
m, I, C und P! alle in derselben Ebene (Mm, AP1), welche senkrecht auf der
Ebene € steht. Da die Linien AC und mP! parallel laufen, ferner AC | G,
so ist auch mP! senkrecht auf €, d. h. die Kugel um m beriihrt die Ebene
€ in PL

Beriihrt daher eine Kugel um 9N eine gegebene Kugel um 9 in Q von
innen, hat die Kugel um 9% ferner mit der Ebene € einen Punkt Q! gemein,
sind ausserdem Q und Q! potenzhaltende Punkte vom inneren Aehnlichkeitspunkte,
so muss die Kugel um 9 ebenfalls die Ebene € in Q! beriihren.
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Aufgabe 5.

Eine Kugel zu beschreiben, welche zugleich eine gegebene Kugel und cine
gegebene Ebene beriihrt, ausserdem durch zwei gegebene Punkte geht.

Es ist eine Kugel um M gegeben, ferner eine Ebene €, ausserdem sind die
Punkte « und g gegeben, man soll eine Kugel beschreiben, welche durch die
Punkte « und g geht, die Kugel um M und die Ebene & beriihrt.

Analysis. Man denke sich die Aufgabe als gelost, es erfille die Kugel um
m die vier gegebenen Bedingungen. Die Kugel um m berihre die gegebene Ku-
gel in u, die gegebene Ebene in &, so miissen nach dem vorbereitenden Satze
Nr. 2 die Punkte g und & potenzhaltend sein, und zwar vom dusseren Aechn-
lichkeitspunkte A, wie in unserer Zeichnung, wenn die Kugeln um M und m sich
von aussen berihren, dagegen vom inneren, wenn die Kugeln um M und m
sich von innen berihren. Es ist also Au . Ae = AI . AC. Verbindet man
nun A und «, so muss Ac die Kugel um m noch in einem zweiten Punkte y
schneiden, und zwar wird Ay . Ac = Au . Ae = AI.AC. Da Al, AC, Ac
bekannt sind, so ist es leicht Ay durch Construction zu finden. Alsdann kommt
es nur darauf an, nach Aufgabe 2 durch die drei Punkte ¢, 8 und y eine Kugel
zu be

shreiben, welche die gegebene Ebene beribrt, was z. B. in & gesche-
hen soll.

Construction. Man fille von M auf die Ebene € ein Loth MC, so erhalt
man den dusseren Aehnlichkeitspunkt A, den inneren I. Man kaon nun den
dusseren nehmen, wenn man eine Kugel beschreiben will, welche die gegebene
von aussen beriihrt; oder den inneren, wenn man eine Kugel beschreiben will,
welche die gegebene von innen berihrt. Jeder der beiden Fille liefert zwei
verschiedene Auflosungen, so dass die Aufgabe deren iiberhaupt also vier ver-
schiedene Kugeln zulisst.

Wir wollen den dusseren Aehnlichkeitspunkt A nehmen. Man ziehe dann
den Strahl A, so muss derselbe die gesuchtc Kugel noch in einem zweiten
Punkte schneiden, welchen wir y nennen wollen, so dass also Ae . Ay =
AC . Al wird. Wir beschreiben nun nach der zweiten Aufgabe eine Kugel,
welche durch die Punkte «, 8 und y hindurch geht und die gegebene Ebene €
berihrt. Es giebt zwei Kugeln, welche diese Bedingungen erfillen; wir wollen

R
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diejenige um m nehmen, welche die gegebene Ebene in & beriihrt. Es Dleibt
noch iibrig zu beweisen, dass die Kugel um m auch die gegebene Kugel um M
berihrt. Zu diesem Zwecke ziehe man die Linie Ag, so wird dieselbe die Ku-
gel um m noch in einem zweiten Punkte schneiden, welchen wir « nennen wol-
len, eben so die gegebene Kugel noch in x. Danun Au . Ae = Ay . Ae =
I. AC ist (nach der Construction); da ferner Ax . Ae =— Al . AC ist, weil
A ja dusserer Aehnlichkeitspunkt der gegebenen Ebene und Kugel ist, so missen
w und x zusammenfallen, d. h. die Kugel um m und M haben einen Punkt u« ge-
mein, welcher potenzhaltender Punkt zu & ist, worin die Kugel um m die gege-
bene Ebene berihrt. Nach dem vorbereitenden Satze Nr. 3 muss also die Kugel
um m ebenfalls die Kugel um M beriihren und zwar von aussen.
Es giebt vier Kugeln, welche die gegehenen Bedingungen erfiillen, zwei be-
riihren die gegebene Kugel von aussen, zwei von innen.
Wie ist es mit der Auflosung, wenn g in der Linie A« liegt?

Wenn ¢ oder g8 in der gegebenen Ebene oder auf der Oberfliche der gege-
benen Kugel liegt?

In welchen Fillen ist die Auflosung unméglich?

Vorbereitende Satze zu Aufgabe 6.

1. Fiir jede zwei gegebene Kugeln giebt es einen dusseren und einen
inneren Aehnlichkeitspunkt. Man findet dieselben auf folgende Weise:
Man lege durch die beiden Mittelpunkte eine Ebene, so liefert dieselbe als Durch-
schnitte mit den beiden gegebenen Kugeln zwei grosste Kreise, deren iusseren
und inneren Aehnlichkeitspunkt in der Centrale der beiden Kugeln nach §. 1
und 2, Seite 1 und 2 leicht gefunden werden kann. Fiir jede beliebige Ebene,
welche man auf diese Weise durch die Centrale der beiden Kugeln legen kann,
erhilt man aber in der Centrale dieselben Punkte A und L

Aufgabe: Es sind zwei Kugeln gegeben, man soll ibhren dusseren und inne-
ren Aehnlichkeitspunkt aufsuchen fiir alle sechs verschiedenen Lagen, welche in
§. 1, Seite 1 angegeben worden sind.

2. Zieht man einen énsseren Aehnlichkeitsstrahl, und schneidet derselbe die
eine Kugeloberfliche in zwei Punkten, so muss er dasselbe bei der anderen
Kugeloberfliche thun; tangirt er die eine Kugeloberfliche, so tangirt er auch die
andere; hat er keinen Punkt mit der einen Kugeloberfliche gemein, so hat er
auch keinen Punkt mit der anderen Kugeloberfliche gemein.

Dieselhen Sitze gelten fir die inneren Aehnlichkeitsstrahlen.

Aufgabe: Es sind zwei Kugeln gegeben, man soll einen Kegel construiren,
der beide Kugeln einhiillt; oder man soll einen doppelteu Kegel (Scheitelkegel)

construiren, der beide Kugeln einhillt,

3. Zieht man einen @usseren Aehnlichkeitsstrahl fur zwei gegebene Ku-
geln, so schneidet derselbe die Oberflichen im Allgemeinen in uberhaupt vier
Punkten, wovon je zwei (auf verschiedenen Kugeln) so beschaffen sind, dass die
dazu gehorigen Radien parallel laufen, wihrend die je zwei anderen (auf den
verschiedenen Kugeln) potenzhaltende Punkte in dem friher erklirten
Sinne sind.

Dasselbe gllt von jedem inneren Aehnlichkeitsstrahl. Bei dem éusseren Aehn-
lichkeitsstrahle sind die parallelen Radien gleich, bei dem inneren entgegen-
gesetzt gerichtet.
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4. Beriihrt eine Kugel zwei andere um M und m gleichartig, so
die Beriihrungspunkte potenzhaltend vom dusseren Achnlichkeitspunkte.

sind

Die Kugel um x beriihrt die Kugel um M in B von aussen, eben so die Ku-
gel um m in b! von aussen, man soll beweisen, dass Bb! durch den iusseren
Aehnlichkeitspunkt A geht. Da die Kugeln um M und x sich in B beriihren, so
ist MBx eine gerade Linie; desgleichen ist mblx eine gerade Linie, folglich bildet
Mmx eine Ebene, worin B und b! liegen. Diese Ebene Mmx schneidet die Ku-
geln um M, m und x so, dass man drei grisstc Kugelkreise erhilt, von denen der
Kreis um x die beiden Kreise um M und m gleichartig berihrt, und zwar den
Kreis um M in B, den Kreis um m in b, Bb! geht also durch den éusseren Aehn-
lichkeitspunkt A, welches zugleich der dussere Aehnlichkeitspunkt fir die Kugel
ist. B und b! sind also potenzhaltende Punkte des dusseren Aehnlichkeitspunktes
A der beiden gegebenen Kugeln um M und m.

Eben so beriihrt die Kugel um X die beiden gegebenen Kugeln um M und
m von innen in B! und b, folglich sind B! und b potenzhaltende Punkte des
dusseren Aehnlichkeitspunktes A.

Eben so leicht lasst sich nachweisen, dass wenn eine Kugel um x eine andere
um M von aussen berihrt in B und mit der Kugel um m einen potenzhaltenden
Punkt h! vom dusseren Aehnlichkeitspunkte A gemein hat, diese Kugel um x
auch die andere Kugel um m von aussen berihren muss. Nach der Voraus-
setzung liegen die Punkte B, b! und A in gerader Linie, man kann also durch
die Centrale AmM und Ab!B eine Ebene legen, so wird diese Ebene, da x in
der Verlingerung von MB liegen muss, alle drei gegebenen Kugeln in grossten
Kreisen um M, m und x durchschneiden. Man verbinde nun x mit b! und b! mit
m, so lisst sich leicht nachweisen aus der Gleichheit der Winkel an der Grund-
linie in den drei gleichschenkligen Dreiecken MBB!, mbb! und xBb!, dass mblx
eine gerade Linie ist, d. h. dass die Kugel um x auch die Kugel um m von aussen
beriihrt.

Beriihrt eine Kugel um X eine Kugel um M von innen in B!, hat ferner die
Kugel um X einen Punkt b mit einer Kugel um m gemein, und sind B! und b
potenzhaltende Punkte vom éusseren Aehnlichkeitspunkte, so muss die Kugel um
X auch die Kugel um m von innen beriihren.



5. Beriihrt eine Kugel zwei andere ungleichartig, so sind die Berih-
rungspunkte potenzhaltend vom inneren Aehnlichkeitspunkte.

Z.B. Die Kugel um Y herihrt die Kugel um M von innen in B!, dagegen
die Kugel um m von aussen in b, so sind B! und b potenzhaltende Punkte vom
inneren Aehnlichkeitspunkte I.

Oder: Die Kugel um y beriihrt die Kugel um M von aussen in B, die Ku-
gel um m von innen in bl, so sind B und b! potenzhaltende Punkte.

Ferner: Beriihrt eine Kugel um Y ecine Kugel um M von innen in B!, hat
die Kugel um Y mit einer anderen Kugel um m einen Punkt b gemein, sind
ausserdem B! und b potenzhaltende Punkte vom inneren Aehnlichkeitspunkte I,
so muss die Kugel um Y auch die Kugel um m berihren, und zwar von
aussen.

Oder: Beriihrt eine Kugel um y eine Kugel um M in B von aussen, hat
die Kugel um y mit einer anderen Kugel nm m einen Punkt b! gemein, sind
ausserdem B und b! potenzhaltende Punkte vom inneren Aehnlichkeitspunkte I,
50 muss die Kugel um y auch die Kugel um m berihren und zwar von innen.

Aufgaben: Es sind zwei Kugeln gegeben, man soll eine dritte finden,

welche beide von aussen berihrt, oder beide von innen berihrt, oder beide
ungleichartig berihrt.
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Aufgabe 6.

Es sind zwei Kugeln und zwei Punkte gegeben, man soll eine Kugel be-
schreiben, welche die beiden gegebenen Kugeln beriihrt, und in deren Oberfliche
die beiden gegebenen Punkte liegen.

Die heiden gegebenen Kugeln sind um M und m beschrieben worden, die
beiden gegebenen Punkte heissen ¢ und g.

Man kann nun entweder den fiusseren oder den inneren Aehnlich-
keitspunkt benutzen und erhilt danach entweder eine Kugel, welche die bei-
den gegebenen gleichartig, oder eine Kugel, welche die beiden gegebenen
ungleichartig berihrt.

Der iussere Aehnlichkeitspunkt heisse A, so erhalten wir auf der Centrale
die constanten Producte AB . AE = AC . AD, welches iiberhaupt die Producte
von zugehorigen potenzhalten Punkten des dusseren Aehnlichkeitspunktes sind.
Soll die gesuchte Kugel die beiden gegebenen gleichartig z. B. von aussen be-
rithren, so miissen die Beriihrungspunkte, welche hier durch « und 7z bezeichnet
sind, potenzhaltend sein, d. h. es muss Au . Anw = AB . AE sein. Man ziehe
A «, so kann man einen Werth Ay auf der geraden Linie Ae finden, so beschaf-
fen, dass Ae . Ay = AB . AE. Darauf lege ich durch die drei Punkte «, g
und y eine Kugel, welche z. B. die Kugel um m beriihrt. Diese Construction wird
nach Nr. 3, Seite 60 ausgefihrt. Man erhiilt zwei Kugeln, von denen die eine
die gegebene um m von aussen, die andere von innen berihrt. Wir wollen uns
nur mit derjenigen Kugel beschiftigen, welche die gegebene Kugel um m von
aussen in g berihrt. Alsdann lisst sich leicht nachweisen, dass die so gefundene
Kugel um m mit der Kugel um M einen Punkt gemein hat, den wir mit 7z he-
zeichnen wollen, welcher potenzhaltend zn w ist, so dass Au.An — AB. AE.
A « muss niamlich die Kugel um m noch in einem Punkte, den wir ¢ nennen wol-
len, schneiden, so dass A . Ae = Ae . Ay = AB . AE ist, eben so muss
A u die Kugel um M in einem Punkte schneiden, den wir z nennen wo]le~n, als-
dann ist, da A dusserer Aehnlichkeitspunkt ist, Au . Aw = AB . AE, daher
Au . Ae = Au . An. Es miissen folglich ¢ und 7 zusammenfallen, d. h. die
Kugel um m muss mit der um M einen Punkt 7z gemein haben, so dass 7 und u
zu A gehorige potenzhaltende Punkte sind. Daraus folgt nach den vorbereitenden
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Sitzen Nr. 4 und 5 zu dieser Aufgabe, dass die Kugel, welche durch ¢, 8 und y
geht und die Kugel um m in g von aussen beriihrt, auch diejenige um M von
aussen beriihren muss.

Bei Benutzung des inneren Aehnlichkeitspunktes erhalten wir zwei Kugeln,
von denen die eine die Kugel um M von aussen, die um m von innen beriihrt;
die andere dagegen die Kugel um M von innen, die um m von aussen berihrt;
in beiden Fillen sollen aber ¢ und g auf der Oberfliche der bheschriebenen Ku-
gel liegen.

Vier Auflosungen.

Wie miissen die Bedingungen gestellt werden, wenn der Punkt ¢ angenom-
men wird auf der Oberfliche der einen Kugel?

Was ist iiber die Aufgabe zu sagen, wenn der Punkt g in die Linie A ¢ fillt?
Angabe der Bedingungen, unter welchen die Auflosung unmoglich ist.

Aufgabe 7.

Es sind drei Ebenen @1, €2 und €3 gegeben, ausserdem ein Punkt ¢; man
soll eine Kugel so beschreiben, dass dieselbe die drei gegebenen Ebenen beriihrt,
und der Punkt « auf ibrer Oberfliche zu liegen kommt.

Auflosung: Man halbire den Winkel von zwei Ebenen €1 und € durch
die Ebene Ei, so dass also Winkel (€1, E1) = Winkel (€2, E1) wird; man fille
darauf von « auf Ei ein Loth ¢& und verlingere dasselbe iiber & bis g, so dass
pe = e&. Jede Kugel, deren Mittelpunkt in Ep liegt und auf deren Oberfliche
sich ¢ befindet, muss nun auch durch g gehen.: Da aber Ei1 der geometrische
Ort fir alle Kugeln ist, welche die Ebenen € und @2 beriihren, so muss die ge-
suchte Kugel so beschaffen sein, dass sich « und g auf ihrer Oberfliche befinden.
Wir haben jetzt nur noch die Aufgabe zu lésen, eine Kugel zu beschreiben,
welche zwei Ebenen @3 und & oder €2 beriihrt, ausserdem durch die Punkte «
und 8 geht. Die Aufgabe 7 ist damit zuriickgefihrt worden auf die Aufgabe 4
und lisst daher zwei Auflosungen zu.

Wenn die Ebene Ei, welche den Winkel der Ebenen €; und @: halbirt, der
geometrische Ort fiir alle Punkte ist, welche von @1 und @2 gleichweit abstehen;
wenn ferner die Ebene E2, welche  den Winkel der Ebenen € und €3 halbirt,
der geometrische Ort fiir alle Punkte ist, welche von € und @ gleichweit ab-
stehen: so ist der Durchschnitt der Ebenen Ei und E2z, welche gerade Linie wir
mit e bezeichnen wollen, der geometrische Ort aller Punkte, welche gleichweit
von den Ebenen €y, & und @3 abstehen; es muss folglich e auch in der Ebene
E3 liegen, welche den Winkel der beiden Ebenen G2 und @3 halbirt. Daraus
folgt, dass die Linie e zugleich in den drei Ebenen Ei, E2 und E3 liegt. Diese
Linie ist der geometrische Ort fir die Mittelpunkte der Kugeln, welche zugleich
die drei gegebenen Ebenen beriibren.

Man konnte, wenn die gesuchte Kugel durch den Punkt ¢ gehen sollte,
noch leicht mit Hilfe der obigen Linie e einen zweiten Punkt g finden, der
ebenfalls auf ihrer Oberfliche liegen miisste. Man braucht dazu nur von « auf e
ein Loth @& zu fillen und dasselbe iiber e hinaus zu verlingern bis g, so dass
ee = &f wird.

Aus den obigen Betrachtungen ergiebt sich ein stereometrischer Satz:

»,Hat man drei beliebige Ebenen €1, €2 und €3, und halbirt den Winkel, den
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je zwei von ihnen bilden, durch die resp. Ebenen Ei, E2 und E3, so schneiden
sich diese letzteren drei Ebenen in einer und derselben geraden Linie e.”

Dieser Satz ist analog mit demjenigen aus der Dreieckslehre, dass sich die
drei geraden Linien, welche die Winkel eines Dreiecks halbiren, in demselben
Punkte schneiden.

Aufgabe 8.

Es sind ein Punkt gegeben, zwei Ebenen und eine Kugel: man soll eine Ku-
gel construiren, welche die beiden Ebenen und die gegebene Kugel beriihrt, so
dass der gegebene Punkt auf der Oberfliche der gesuchten Kugel zu liegen
kommt.

Der Punkt heisse ¢, die ‘beiden Ebenen €1 und @, die gegebene Kugel sei
um M beschrieben. :

Man halbire den Winkel der Ebenen €1 und G2 durch die Ebene E, so ist
dieselbe der geometrische Ort fiir alle Mittelpunkte der Kugeln, welche die bei-
den gegebenen Ebenen beriihren. Tch fille darauf von « ein Loth ¢¢& auf E, und
verlingere dasselbe nach der entgegengesetzten Seite, so dass &« = &y wird.
Jede Kugel, deren Mittelpunkt in E liegt und durch den Punkt ¢ geht, muss nun
auch durch den Punkt y gehen. Ich habe nun die Aufgabe zu losen: Eine Ku-
gel zu beschreiben, welche durch zwei gegebene Punkte ¢ und y geht und eine
gegebene Ebene €1 oder @ und die Kugel um M berihrt (Nr. 5). Giebt vier
Auflosungen.

Oder: Man suche sich den dusseren oder inneren Aehnlichkeitspunkt der
Ebene €1 oder G2 (wir wollen € wiihlen) und der Kugel um M. (Vergl. die
fiinfte Figur.) Je nachdem man den dusseren oder inneren Aehnlichkeitspunkt
nimmt, erhidlt man verschiedenc Auflosungen. Wir wollen den dusseren A
wiithlen. Um A zu finden, muss man von M auf @ ein Loth AC fillen und das-
selbe rickwirts verlingern, man erhilt darauf als constantes Product der po-
tenzhaltenden Punkte fir Kugel und Ebene AI . AC. Nennen wir die Beriih-
rungspunkte der gesuchten Kugel, welche die Ebene €1 und die Kugel (letztere
von aussen) beriihrt, ¢ und w, so ist A¢ . Au = AC . AL Der Punkt « soll
aber auf der Oberfliche der gesuchten Kugel liegen, ziehe ich daher A«, so muss
dieselbe die Oberfliche der gesuchten Kugel noch in einem anderen Punkte schnei-
den, welchen wir y nennen wollen, so dass Ae . Ay = Ae . Au = AC . Al
wird. Da wir Ae¢, AC und Al kennen, so ist es leicht moglich Ay zu construi-
ren, d. h. y zu finden. Wir haben jetzt die Aufgabe: Eine Kugel zu construi-
ren, welche durch zwei Punkte « und y geht und eine gegebene Ebene €2 be-
rihrt, ausserdem noch die Ebene € oder die Kugel um M berithrt. (Entweder
nach Aufgabe 4 oder 5.) Vier Auflosungen.
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Aufgabe 9.

Gegeben ein Punkt, eine Ebene, zwei Kugeln.

Gegeben sind der Punkt «, die Ebene € und die beiden Kugeln um M und m.
Man soll eine Kugel beschreiben, welche die beiden gegebenen Kugeln und die
gegebene Ebene tangirt, und durch den Punkt « geht.

Analysis. Soll die gesuchte Kugel & die beiden Kugeln um M und m berihren,
so miissen nach dem vierten vorbereitenden Satze zur Aufgabe 6 die Beriihrungs-
punkte potenzhaltend sein und zwar bei gleichartiger Berihrung vom iusseren,
bei ungleichartiger Berihrung vom inneren Aehnlichkeitspunkte. Wir wollen hier

eine gleichartige Berihrung annchmen und die Berihrungspunkte mit g« und 7
bezeichnen, d. h. A, « und 7z liegen in gerader Linie und Awu . Az ist gleich
AC . AD, wo C und D Punkte der Centrale sind, deren Lage die Ansicht der
obigen Figur sogleich ergiebt. Die gesuchte Kugel soll nun aber auch auf ihrer
Oberfliche den Punkt « haben. Man verbinde A und ¢, so muss A« die Kugel-
oberfliche von & noch in einem zweiten Punkte schneiden, welchen wir g nen-
nen wollen, so dass Ae . A = Au . Az ist oder auch = AC . AD. Da die
Lage der Punkte C, D und « bekannt ist, so ist die von g leicht zu bestimmen.
Man hat nur nothig, durch ¢, C, D einen Kreis zu legen, so wird A« denselben
noch in einem zweiten Punkte schneiden, welcher der Punkt g ist. Die Kugel
& muss also auf ihrer Oberfliche die Punkte «, g haben, die Kugeln um M und m
beriihren, eben so die Ebene €. Jede Kugel aber, welche durch « und g geht
und eine der Kugeln um M oder m berithrt, muss aber nach dem vierten vor-
bereitenden Satze zur Aufgabe 6 auch die andere Kugel beriihren. Es kommt
also Alles nur darauf an, eine Kugel zu finden, welche durch die Punkte « und g
geht, die Kugel um M oder m berihrt und die Ebene € beribrt. (Aufgabe 5, vier
Auflosungen.)

Construction. Man sucht den dusseren oder inneren Aehnlichkeitspunkt
der Kugeln um M oder m, jeder Aehnlichkeitspunkt giebt gleich viel Auflosungen,
welche auf analoge Weise durchgefihrt werden. Wir wollen uns beispielsweise
nur mit dem édusseren beschiftigen, den wir A nennen. Man lege nun durch die
drei Punkte C, D und « einen Kreis, verlingere A« bis zum zweiten Durch-
schnittspunkte 8 mit diesem Kreise, so kommt es allein darauf an: Eine Kugel
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zu beschreiben, welche durch « und g geht, die Ebene € und eine der beiden
Kugeln um M oder m berihrt. (Aufgabe 5, vier Auflosungen. Zwei Kugeln
nimlich, welche von aussen und zwei, welche von innen die beiden gegebenen
Kugeln gleichartig beriihren.) — Mit Hiilfe des inneren Aehnlichkeitspunktes™ fin-
det man ebenso vier Kugeln, deren jede die beiden gegebenen ungleichartig be-
riihrt. — Acht Auflosungen.

Aufgabe 10.

Eine Kugel zu beschreiben, welche durch einen gegebenen Punkt geht und
drei gegebene Kugeln beriihrt.

Analysis. Da die gesuchte Kugel die beiden Kugeln (1 und 2) beriihren
soll, so miissen die Berithrungspunkte potenzhaltend sein und zwar bei gleich-
artiger Berihrung vom dusseren, bei ungleichartiger Berihrung vom inneren Aehn-
lichkeitspunkte., Wir wollen hier beispielsweise den iusseren Aehnlichkeitspunkt
A betrachten. Da der Punkt « auf der Oberfliche der gesuchten Kugel liegen
soll, so muss, wenn man A« zieht, dasselbe die Oberfliche der gesuchten Kugel
noch in einem anderen Punkte g treffen, so dass AC . AD = Ae . Ag, wo C
und D in der Centrale liegen und die aus der Figur ersichtliche Lage haben.
Eine Kugel aber, auf deren Oberfliche « und g liegen, so dass ¢ und g potenz-
haltende Punkte des éusseren Aehnlichkeitspunktes A der Kugeln (1 und 2)
sind, hat nach dem vierten vorbereitenden Satze zur Aufgabe 6 die Eigenschaft,
dass wenn sie die eine Kugel beriihrt, sie auch die andere Kugel berihren muss.
Es kommt also nur darauf an: Eine Kugel zu beschreiben, welche zwei gege-
bene Kugeln 3 und 1 oder 2 beriihrt und durch die beiden Punkte « und g8 geht.
(Aufgabe €.)

Construction. Man suche den iusseren Aehnlichkeitspunkt A der Ku-
geln 1 und 2, so findet man in der Centrale die Punkte C und D. Durch die
Punkte C, D und « lege man einen Kreis, ziche die Linie A«, so wird dieselbe
den obigen Kreis noch in einem anderen Punkte 8 schneiden miissen. Man lege
jetzt durch die Punkte « und g eine Kugel, welche die beiden Kugeln 3 und 1
oder 2 beriihrt (nach Aufgabe 6). Man erhalt vier Auflosungen, zwei Kugeln
nimlich, welche die beiden gegebenen Kugeln 1 und 2 von aussen und 3 von

aussen oder von innen, ebenso zwei Kugeln, welche 1 und 2 von innen und 3
(J%‘f
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von aussen oder von innen berihren. Der innere Aehnlichkeitspunkt von (1)
und (2) wiirde auf analoge Weise vier andere Kugeln geben, welche alle Bedin-

gungen der Aufgabe erfillen, von denen jede aber die Kugeln 1 und 2 un-
gleichartig berihrt. Acht Auflosungen.

Aufgabe 1L

Eine Kugel zu beschreiben, welche vier gegebene Ebenen beriihrt.

Zwei gerade Linien AA! und BB, welche sich in C schneiden, theilen eine
Ebene in vier Riume, welche in der obigen Figur durch I, IL, IIl und IV be-
zeichnet worden sind. Zieht man nun in derselben Ebene eine gerade Linie AB,
so kann dieselbe nur durch drei Riume hindurchgehen, nie durch den vierten,
hier durch die Riume I, Il und IIL Legt man nun durch AC und BC Ebenen,
so werden dieselben die Ehene A CB in den Linien AC und BC schneiden und
den ganzen Raum in acht Abtheilungen theilen, von denen vier oberhalb der
Ebene ACB liegen, vier unterhalb. Den Durchschnitt der Ebenen durch AC
und BC wollen wir mit SS! bezeichnen, wovon CS oberhalb von ACB, CS!
unterhalb liegt. Legt man nun darch AB eine Ebene parallel mit CS, so wird
dieselbe sechs der obigen Abtheilungen schneiden. Legt man aber, wie in der
obigen Figur, diese Ebene durch AB so, dass sic SS! in einem Punkte S schnei-
det, so wird sie sieben der gegebenen Abtheilungen schneiden, nie die achte,
hier niemals die unterhalb ACB gelegene Abtheilung 1V. Betrachten wir nun
niaher die obige Figur, so finden wir, dass ausser den obigen sieben Abtheilun-
gen noch das Tetraéder da ist, wo alle vier Ebenen vorkommen. Es wird daher
im Allgemeinen acht Kugeln geben, welche alle vier Ebenen zugleich beriihren,
wovon die eine dem Tetraéder eingeschrieben ist, die ibrigen sieben in den oben
angegebenen siehen Abtheilungen des Raumes liegen.

Bezeichnen wir die Ebene des Papiers mit €, die Ebene SC A mit G2, die
Ebene SCB mit €3, die Ebene SAB mit E4; bezeichnen wir ferner die sechs
maoglichen Durchschnitte mit ey, e2, e3, e4, e; und e, so kann man leicht ange-
ben, auf welche Weise die acht gesuchten Kugeln gefunden werden kénnen.

Man muss bei der Auflosung nur gegenwirtig behalten, dass der geomelrische
Ort fir alle Punkte, welche von zwei gegebenen Ebenen gleichweit abstehen,
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diejenige Ebene ist, welche den Winkel der beiden gegebenen Ebenen halbirt.
Die durch ey gelegte Halbirungsebene wollen wir durch Ey bezeichnen, die durch
es gelegte durch Ez u.s. w. durch E3, E4, E5 und Eg. Alle diese sechs Ebenen werden
sich nun, wie leicht darzuthun ist, in demselben Punkte & schneiden innerhalb
des Tetraéders; ausserdem werden sich je finf in jeder der oben niher bezeich-
neten sieben Abtheilungen des Raums schneiden in &2, & u.s. w. . Z. B. wird
der obere Raum II eingeschlossen von den Kanten ei, e2, e3, es und es.

Bei niherer Erwigung der obigen Betrachtungen kann man sich leicht klar
machen, dass bei einem gc"ebcnen Teracder die Halbirungsebenen durch je drei
|\-mtcn., welche zu einer Ecke zusammenstossen, sich in einer geraden Linie

schneiden; dass ferner alle sechs Halbirungsebenen durch ¢inen und densel-
ben Punkt hindurchgehen.

Es ist ferner klar, dass, wenn vier Ebenen sich im Raume in der grossten
Anzahl von Linien schneiden, es acht Punkte giebt, deren jeder die Eigenschalt
hat, dass seine Entfernungen von allen vier gegebenen Ebenen gleich sind.

Aufgabe 12.

Eine Kugel zu beschreiben, welche drei Ebenen und eine gegebene Kugel
beriihrt.

Die drei Ebenen heissen €, €2 und €3, den Mittelpunkt der gegchenen Ku-
gel wollen wir durch ¥ bezeichnen und ibren Halbmesser durch .

Man construire drei Ebenen Ei, E2 und Ej, welche parallel mit den gege-
benen laufen und in Beziehung auf den angenommenen Punkt f nach aussen uni
v von den drei urspriinglichen Ebenen €1, €2 und @3 resp. abstehen. Darauf lose
man die Aufgabe: Eine Kugel zu beschreiben, welche die drei gegebenen Ebe-
nen Ki, E2 und E3 beribrt und durch den Punkt f geht nach Aufgabe 7. Man
findet zwei Auflosungen. Der Halbmesser der einen gefundenen Kugel heisse R.
Verkiirzt man denselben um & und beschreibt mit dem Halbmesser (R —r) eine
concentrische Kugel, so wird dieselbe die drei Ebenen @1, €2 und @3 beriihren,
eben so die gegebene Kugel und zwar von aussen,

Man erhilt auf diese Weise zwei Kugeln, welche die drei Ebenen beriihren
und die gegebene Kugel von aussen. Wenn man die drei parallelen Hilfsebe-
nen in der Entfernung r in Beziehung auf den Punkt f nach innen legt, so kann
man auf analoge Weise sich zwei Kugeln verschaffen, welche ebenfalls die Be-
dingungen der Aufgabe erfillen, die gegebene Kugel aber einschliessend beriihren.
In diesem Falle miisste man den Rudius der Hilfskugeln um r vergréssern,

Aufgabe 13.

Eine Kugel zu beschreiben, welche zwei gegebene Ebenen und zwei gege-
bene Kugein beribhrt.

Die beiden gegebenen Ebenen heissen € und €2, die Radien der beiden ge-
gebenen Kugeln seien R und r, und zwar sei R ~r. Der Mittelpunkt der kleine-
ren Kugel heisse f.

Ich construire mir eine mit der Kugel um R concentrische Kugel mit dem
Radius R 4~ r und zwei mit ¢, und @2 vesp. parallele Ebenen Ei und Ez2, welche
von den urspringlichen um v abstechen und zwar einmal in Beziehung auf den
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Punkt f nach innen und einmal nach aussen. Wir wollen zuerst den Fall anneh-
men, dass die Hilfsebenen Ei und E2 nach innen liegen. Alsdann kann man
nach Aufgabe 8 zwei Kugeln construiren, welche die Ebenen E{ und E2 berih-
ren, durch den Punkt f gehen und die Hilfskugel (R < r) von aussen berih-
ren. Verlingert man nun den Radius der beiden so gefundenen Kugeln um r, so
erhilt man zwei Kugeln, welche die urspriinglichen Ebenen ; und @2 beriihren,
eben so die Kugel r von innen und die Kugel R von aussen berihren. Man hitte
auch dieselbe Hilfskugel (R 4 r) beibehalten konnen, die Ebenen E!{ und E's
parallel mit den urspriinglichen, aber in Riicksicht auf den Punkt f nach aussen
legen konnen, so hitte man zwei Kugeln nach Aufgahe 8 beschreiben konnen,
welche die Ebenen E!i und E'2 berihren, durch den Punkt F gehen und die
Hiilfskugel (R -+ r) von innen berahren. Man kann nun den Radius der beiden
so gefundenen Kugeln um r verkirzen, so erhilt man zwei Kugeln, welche die
beiden gegebenen Ebenen berihren, ferner die Kugel r von aussen und die Ku-
gel R von innen beriibren.

Die Hilfskugel R — r, concentrisch mit der Kugel R, wiirde mit Hulfe der
Ebenen Ei und E2 durch Verlingerung des Radius der gefundenen Kugeln zwei
Kugeln gegeben haben, die Kugel r von innen und eben so R von innen berihrt
hitten; desgleichen in Verbindung mit den Ebenen E!{ und E'2 durch Verkiir-
zung des Radius der gefundenen Kugeln um r zwei Kugeln gegeben haben, die
Kugel r von aussen und Kugel R ebenso von aussen berihrt hitten.

1) Hiilfsebenen Ei und E2 nach innen, Hiilfskugel (R 4~ r), durch Verlinge-
rung des Radius um r: zwei Kugeln, welche Kugel r von innen und Kugel R

von aussen beriihren.
2) Hiilfsebenen E!i und E'2 nach aussen, Hilfskugel (R - r), durch Ver-
kirzung des Radius um r: zwei Kugeln, welche Kugel r von aussen und Kugel

R von innen berihren.

3) Hilfsebenen E1 und E2 nach innen, Hilfskugel (R — r), durch Verlin-
gerung des Radius um r: zwei Kugeln, welche die beiden gegebenen Kugeln
gleichartig von innen berihren.

4) Hiilfsebenen E'; und E'2 nach aussen, Hiilfskugel (R — r), durch Ver-
kiirzung des Radius um r: zwei Kugeln, welche die beiden gegebenen Kugeln
gleichartig von aussen berihren.

Aufgabe 14.

Eine Kugel zu beschreiben, welche drei gegebene Kugeln und cine gegebene
Ebene beriibrt.

Die Radien der drei gegehenen Kugeln seien R, r und o, davon sei p der
kleinste, sein Mittelpunkt f, die gegebene Ebene heisse €. )

Man zeichne eine Hilfsebene E, welche parallel mit @ lauft, in dem Ab-
stande ¢ und zwar in Ricksicht auf den Punkt f nach innen liegt; darauf be-
schreibe man mit der Kugel R eine concentrische Hilfskugel nut dem Radius
R - p, desgleichen mit der Kugel r eine concentrische Hilfskugel mit dem Ra-
dius v - o: alsdann kann man nach Aufgabe 9 zwei Kugeln beschreiben, welche
die Ebene E beriihren, eben so die Kugeln R 4~ o und r - o von aussen und
durch den Punkt f gehen. Verlingert man in diesen beiden Kugeln den Radius
um g, so erhalt man mit ihnen zwei concentrische Kugeln, welche die Ebene €
beriihren, die Kugel ¢ von innen, die Kugeln R und r von aussen.
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Auf ganz analoge Weise kann man sich die iibrigen Auflosungen in Summa 16
verschaffen.

1) Hiilfsebene E nach innen, Hiilfskugeln R 4 o und r - o, Verlingerung
des Radius um ¢: zwei Kugeln, welche die Kugeln R und r von aussen beriih-
ren und die Kugel ¢ von innen. ¢

2) Hiilfsebene E nach innen, Hiilfskugeln R - ¢ und r — p, Verlingerung
des Radius um g: zwei Kugeln, welche die Kugel R von aussen und die Kugel
r von innen, so wie die Kugel o von innen berihren.

3) Hiilfscbene E nach innen, Hiilfskugeln R — o und r -} p, Verlingerung
des Radius um g: zwei Kugeln, welche die Kugel R von innen und die Kugel
r von aussen, so wie die Kugel o von innen beriihren.

4) Hiilfsebene E nach innen; Hiilfskugeln R — o und r — g, Verlingerung
des Radius um ¢: zwei Kugeln, welche die Kugeln R und r von innen berih-
ren und die Kugel p von innen.

5) Hilfsebene E! nach aussen, Hilfskugeln R 4 ¢ und r - ¢, Verkirzung
des Radius um o: zwei Kugeln, welche die Kugeln R und r von innen berih-
ren und die Kugel o von aussen.

6) Hilfsebene E' nach aussen, Hilfskugeln R 4 o und r — p, Verkiirzung
des Radius um p: zwei Kugeln, welche die Kugel R von innen und d'e Kugel r
von aussen, so wie die Kugel o von aussen beriihren.

7) Hiilfsebene E! nach aussen, Hilfskugeln R — o und ;T{-_g, Verkiirzung
des Radius um p: zwei Kugeln, welche die Kugel R von aussen und die Kugel
r von innen, so wie die Kugel o von aussen beriihren.

8) Halfsebene E! nach aussen, Hiilfskugeln R — o und r — o, Verkiirzung
des Radius um p: zwei Kugeln, welche die Kugeln R und r von aussen berih-
ren und die Kugel o von aussen.

Aufgabe 15.

Eine Kugel zu beschreiben, welche vier gegebene Kugeln berihrt.

Die Radien dieser Kugeln seien R, r, P, o; o sei am kleinsten, der Mittel-
punkt der dazu gehorigen Kugel sei .

Man lése die Aufgabe: Eine Kugel zu beschreiben, welche durch den Punkt ¥
geht und die drei Kugeln R 4 g, r 4 o, P + ¢ beriihrt, welche concentrisch
sind resp. mit den Kugeln R, r, P. Von allen hier nach Aufgabe 10 moglichen
acht Auflosungen, konnen wir aber nur zwei gebrauchen; néamlich, wenn wir den
Radius der so gefundenen Kugel um ¢ verlingern wollen, nur diejenige Kugel,
welche die Kugeln R+ ¢, r + o, P -} o von aussen berihrt; wenn wir da-
gegen den Radius der so gefundenen Kugel um o verkirzen wollen, nur-diejenige
Kugel, welche die drei Hiilfskugeln von innen berithrt. Im ersten Falle erhielten
wir eine Kugel, welche die drei Kugeln R, r und P von aussen beriihrt, dage-
gen die Kugel ¢ von innen; im anderen Falle eine Kugel, welche die drei Ku-
geln R, r und P von innen beriihrt, die Kugel um o dagegen von aussen.

Aufzahlung der 16 moglichen Fille.

DR+ 9, r 4o, P+ ¢; Verlangerung; R, r, P aussen; o innen.
2) R 4 o, r + ¢, P + ¢; Verkiirzung; R, r, P innen; ¢ aussen.
3) R 4 ¢, r 4 o, P — p; Verlingerung; R, r aussen, P innen; o innen.
4) R 4 o, r 4 ¢, P — p; Verkiirzung; R, r innen, P aussen; ¢ aussen.
5 R+ 9, r — g, P | p; Verlingerung; R aussen, r innen, P aussen;
o innen.

6) R + ¢, r — o, P - o3 Verkiirzung; R innen, r aussen, P innen; o aussen.
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'R —~p,r
o innen.

8y R — o,'r
o aussen.

R "o

10) R=—p, r

1) R'—.g5 ¢

12) R — o, 1

13) R — o, r
¢ innen.

14) R — o, v
¢ aussen.

15) R 4o, r

16) B o) x

T2

0, P -+ o; Verlingerung; R innen, r aussen, P aussen
0, P 4 o; Verkirzung; R aussen, r innen, P innen;
0, P — p; Verlingerung; R, r, P innen; o innen.

0, P — p; Verkirzung; R, r, P aussen; o aussen.

0, P -~ o3 Verlingerung; R, r innen, P aussen; o innen,
0, P - g3 Verkiirzung; R, r aussen, P innen; o aussen.
0, P — p; Verlingerung; R innen, r aussen, P innen;

0, P — p; Verkirzung; R aussen, r innen, P aussen;

¢, P — p; Verlingerung; R aussen, r und P innen; ¢ innen.
0, P — ¢; Verkiirzung; R innen, r und P aussen; o aussen.

Druck von G. Bernstein in Berlin.
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Grundlehren der neueren Geometrie

als Vorbereitung

auf drei andere Auflosungen der Berithrungsaufgabe.

1. Erklirung der harmonischen Theilung.

Fig. 1. BEs ist auf einer geraden Linie eine Strecke AC genommen, so
kann man zwischen A und C einen Punkt B annehmen und die Strecke AC da-
durch in jedem beliebigen Verhiltniss BA : BC theilen. Fiir ein gegebenes
Verhiiltniss giebt es aber immer nur Einen einzigen Punkt B, welcher die ge-
stellte Bedingung crfillt. Anstatt einen solchen Punkt innerhalb AC zu nehmen,
kann man ihn auch ausserhalb AC nehmen und denselben D so wihlen, dass
irgend ein beliebiges Verhiltniss DA : DC dadurch dargestellt wird. Fiir jedes
gegebene Verhiltniss giebt es aber immer nur Einen einzigen Punkt D, wel-
cher die gestellte Bedingung erfiillt. Sind nun die beiden Punkte B und D so
gewithlt, dass die beiden Verhiiltnisse BA:BC und DA:DC gleich sind, so nennt
man diese Theilung eine harmonische. Hier z. B. ist BA: BC=23:1, ¢ben
so DA:DC=3:1. Man nennt nun A, B, C und D harmonische Punkte,
und zwar A und C zugecordnete Punkte, eben so die Punkte B und D. Die
Proportion BA:BC=DA : DC liefert uns die gleichfalls richtige Proportion-
CB: CD = AB:AD. Daraus folgt, dass man eben so gut AC oder BD als die
urspriingliche Strecke ansehen kann.

Man kann auch so sagen: Bei der harmonischen Theilung verhilt sich die erste
Strecke zur zweiten, wie die ganze Strecke zur dritten, d. h. AB:BC = AD:CD;
natiirlich auch, da man eben so gut riickwirts lesen darf DC: CB = DA : BA.
Sind also 1, 2, 3 und 4 harmonische Punkte, so sind es auch 4, 3, 2 und 1.

Bei der harmonischen Theilung ist das Rechteck aus den beiden #dusseren
Abschnitten gleich dem Rechtecke aus der ganzen Strecke und dem mittleren
Abschnitt

2. Erklirung des harmonischen Strahlenbiischels.

Fig. 2. Zieht man von einem beliebigen Punkte ausserhalb einer harmonisch
getheilten Linie vier Strahlen SA, SB, SC, SD durch die Theilpunkte A, B, C, D,
so erhilt man einen harmonischen Strahlenbiischel, wo SA und SC zu-
geordnete Strahlen, eben so SB und SD genannt werden.

Zieht man nun durch den zweiten harmonischen Punkt B eine Parallele zum
vierten harmonischen Strahle, so wird das vom ersten und dritten harmonischen
Strahle begrinzte Stiick vom zweiten harmonischen Punkte halbirt.

10
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Voraussetzung: A, B, C und D harmonische Punkte; durch B ist gezogen
a¢ =4 SD: zu beweisen, dass Ba = Bt.

A ABacADS, A CcBo CSD. Also AB:aB=AD:SD, BC:B¢=DC:DS.
Daraus ergiebt sich Ba=(AB.SD): AD, Bc=(BC.SD): DC. Weil aber A,
B, C und D harmonische Punkte sind, so ist AB: BC = AD : CD, folglich auch
(AB: AD)=(BC:DC), daher Ba=Bc.

Eben so: zieht man durch C eine Parallele mit SA, so erhilt man zwischen
SD und SB eine Strecke, welche in C halbirt wird.

3. Das harmonische Strahlenbiischel und die Transversalen.

Fig. 2. Halbirt man in einem Dreiecke Sac¢ die Grundlinie ac in B, so dass
also Ba= B¢, zieht durch die Spitze S eine Parallele SD mit der Grundlinie a,
SD =+ ac, so ecrhdlt man ein System harmonischer Strahlen Sa, SB, Sc¢ und
SD, indem jede beliebige durch B gezogene Transversale durch Sa, SB, Sc
und SD harmonisch getheilt wird.

Man hat die ahnlichen Dreiecke ABa o ADS, eben so BC¢ ~ DCS, woraus
sich die Proportionen AB: AD = aB:SD, eben so BC: DC =B¢: DS ergeben.
Da'taber aB—=1Bc¢,'iso ist AB': AD —=BC ::CD oder’ AB:BC = AL :CD, 4. h.
A, B, C und D sind harmonische Punkte.

Zu bemerken ist, dass die Transversale ABCD ganz beliebig durch B ge-
zogen war. Jede mit dieser Transversalen ABCD parallel gezogene gerade Linie
z B. (lﬁ Td wird nach bekannten Sitzen gerade so wie ABCD getheilt werden,
d. h. a,@:,@r:aﬁ:rﬁ. Oder: Jede Transversale iiberhaupt wird durch
cinen harmonischen Strahlenbiischel harmonisch getheilt.

Hieraus folgt: Jedes System harmonischer Punkte giebt unendlich viel Sy-
steme harmonischer Strahlen: man kann ndmlich jeden beliebigen Punkt ausser-
halb der harmonisch getheilten Strecke als Scheitelpunkt eines Systems harmoni-
scher Strahlen annehmen.

Jedes System harmonischer Strahlen giebt unziihlig viel Systeme harmonischer
Punkte, indem jede Transversale von ihnen harmonisch getheilt wird. Jede
Transversale, welche parallel mit dem vierten Strahle gezogen wird, wird zwi-
schen dem ersten und dritten von dem zweiten Strahle halbirt.

Wie ist es mit den Transversalen, welche parallel mit dem ersten harmoni-
schen Strahl gezogen werden?

Aus dem Obigen geht ferner hervor, dass wenn vier Strahlen 1, 2, 3 und 4
harmonisch sind, eben so die Strahlen 3, 2, 1 und die Verlingerung von 4 ein
System harmonischer Strahlen bilden.

Zwischen den Punkten A und C giebt es nur einen einzigen, der die Strecke
AC in einem gegebenen Verhiltnisse theilt, z. B. wie B, BA:BC=23:1; eben
so mnur einen einzigen Punkt D ausserhalb AC, welcher DA : DC=3:1 liefert.
Zu drei gegebenen harmonischen Punkten gicbt es daher immer cinen vierten,
aber nur einen einzigen. Zu drei harmonischen Strahlen giebt es immer
einen vierten, aber nur einen einzigen.

Aufgabe: Zu drei gegebenen harmonischen Punkten den vierten zu finden.

Gegeben 1, 2, 3 : zu finden 4. Fig. 3.

Man ziehe dureh 1 (A) eine beliebige Linie EF, schneide oben und unten
gleiche Strecken ab (AE = AF); ziehe durch 3 (C) eine Parallele zu EF, CG == EF;
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zieche durch E und B eine gerade Linie, welche CG in G trifft, so wird die
durch F und G gezogene Linie FG die gegebene AC in dem vierten, dem
Punkte B zugeordneten, harmonischen Punkt D schneiden. Denn aus CG==AE
und CG == AF folgt BA: BC = AE : CG, cben so DA :DC = AF:CG, aber
AE = AF, folglich AB:BC=AD:CD, d. h. D ist der vierte harmonische Punkt.

Gegeben 2, 3, 4: zu finden 1. Die Construction geschieht anstatt bei A
durch D: man kann ja die harmonischen Punkte eben so gut vorwirts als riick-
wiirts lesen. it

Gegeben 1, 3, 4; zu finden 2. Man ziehe durch A die Linie EF, mache
AE = AF, ziehe durch C die Linie CG = EF; ziehe darauf FD, welche CG in
G schneidet, verbindet alsdann E und G, so liefert der Durchschnittspunkt B von
AC und EG den zweiten harmonischen Punkt B. Wire 1, 2, 4 gegeben — zu
finden 3; so miisste man die obige Construction anstatt bei 1 bei Punkt 4 machen.

Sind drei harmonische Strahlen gegeben, so ist es leicht den vierten zu fin-
den. Man ziehe namlich eine beliebige Transversale durch die drei Strahlen,
erhilt auf derselben drei Punkte, zu welchen man den vierten harmonischen
Punkt sucht.

4. Stehen der zweite und vierte harmonische Strahl auf einander senk-
recht, so bildet der zweite mit dem ersten und dritten gleiche Winkel.

Fig. 4. Man ziehe mit dem vierten Strahle eine Parallele ac== SD, so ist
aB=B¢. Da SD_| SB sein soll, so ist, da ac == SD, ac_| SB, also /\ aBSS2¢BS,
folglich / aSB = ¢SB.

Bildet ferner der zweite mit dem ersten und dritten harmonischen Strahle
gleiche Winkel, so stehen der zweite und vierte auf einander senkrecht.

Man ziehe wie vorhin ac == SD, so ist aB=¢B, ist nun ferner / a SB = ¢SB,
80 ist A\ aBS X ¢BS, also ac_| SB, und da SD ==ac, so ist SD | SB.

Gehen vier Strahlen von einem Punkte aus, und steht der vierte auf dem
zweiten senkrecht, wihrend der zweite mit dem ersten und dritten gleiche Winkel
bildet: so bilden die vier Strahlen in der gegebenen Aufeinanderfolge einen har-
monischen Strahlenbiischel.

Voraussetzung: SD | SB, / (SB, SA) = (SB, SC). Zu beweisen, dass SA,
SB, SC, SD ein System harmonischer Strahlen ist. Ich ziehe ac¢= SD, also
ac_| SB, so ist A\ aBS 22 ¢BS, also Ba=DBc¢, also nach Nr. 3. Seite 74 SA,
SB, SC, SD ein System harmonischer Strahlen.

5. Annahme eines fiinften Punktes in der Mitte zwischen dem ersten
und dritten harmonischen Punkte.

Fig. 5. Wir haben ein System von 4 harmonischen Punkten A, B, C, D;
haben AC in M halbirt, so soll bewiesen werden, dass MC oder MA die mittlere
Proportionale ist zwischen MB und MD.

Nach der Voraussetzung ist AB: BC = AD: CD, also AB—BC:AD —CD
=AB~+BC: AD +- CDj es ist aber AB =AM+ MB = MC + MB — MB + BC
-+ MB =2MB -} BC, ferner AD —2 MC -+ CD, AB-++BC=2 MC, AD + CD
=AM + MC + 2 CD = 2 (MC - CD) = 2 MD. Daraus folgt 2MB: 2 MC =
2 MC :2MD oder MB: MC — MC(C : MD.

10*
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Umkehrung des vorigen Satzes.
Ist MC die mittlere Proportionale zwischen MB und MD), ist ferner MA — MC,
so sind A, B, C, D vier harmonische Punkte.

Aus MB: MC=MC: MD folgt MC-+MB: MD-|MC=MC —MB: MD —
MC oder AB: AD—=BC:CD, d. h. AB:BC=AD:CD.

6. Die Diagonalen eines vollstindigen Vierseits werden harmonisch
getheilt, so dass die Durchschnittspunkte der Diagonalen und die Ecken
zugeordnete Punkte sind.

Fig. 6. Das vollstindige Vierseit wird gebildet durch die Seiten AC
und AE, welche von A ausgehen, und durch BE und BD, welche von B aus-
gehen. Die gegeniiberstehenden KEcken heissen E und F, C und D, A und B.
Bewiesen soll werden, dass die Diagonalen EF, CD und AB harmonisch getheilt
werden,

Betrachten wir AC als den ersten, AE als den dritten und AB als den vier-
ten harmonischen Strahl ecines Systems aus A, so wird der zweite zwischen AC
und AE fallen; es werden F, E und G dér erste, dritte und vierte harmonische
Punkt sein, der zweite wird zwischen ¥ und E liegen in der Strecke EF. Eben
so konnen wir BD als den ersten, BE als den dritten, BG als den vierten har-
monischen Strahl eines Systems ans B ansehen, alsdann liegt der zweite har-
monische Strahl zwischen BD und BE; es werden F der erste, E der dritte und
G der vierte harmonische Punkt sein, der zweite wird zwischen F und E liegen
in der Strecke EF. Die zwciten harmonischen Strahlen aus A und B werden
sich also in demselben Punkt der harmonisch getheilten Strecke FEG schneiden.
— Dicselbe Retrachtung kann man fir die Strecke DCH anstellen, wo D der
erste, C der dritte, H der vierte harmonische Punkt fiir das System der Strah-
len BD, BC, BH ist, wo der zweite harmonische Strahl wie vorher zwischen
BD und BC liegt; eben so fiir das System der harmonischen Strahlen AD (drit-
ter), AC (erster), AH (Verlingerung des vierten), indem ja von einem gegebe-
nen System nach Nr. 3. Seite 74 der dritte, zweite, erste harmonische Strahl und
die Verlingerung des vierten wieder ein System harmonischer Strahlen bilden,
wo der zweite harmonische Strahl, derselbe wie vorher, zwischen AD und AC
fallt. Der zweite harmonische Punkt des Systems aus B liegt also in der har-
monisch getheilten Strecke DCH zwischen C und D, eben so der zweite harmo-
nische Punkt des Systems aus A. Die zweiten harmonischen Strahlen aus A
und B werden sich also in demselben Punkte der harmonisch getheilten Strecke
DCH schneiden; zugleich aber auch in demselben Punkte der harmonisch ge-
theilten Strecke FEG. Die zweiten harmonischen Strahlen der Biischel aus A
und B haben nur Einen einzigen Durchschnittspunkt, welcher wie wir gesehen
haben, zu gleicher Zeit in EF und in DC fillt, d. h. der Durchschnittspunkt
von EF und DC ist. Bezeichnen wir den Durchschnittspunkt von FE und DC
mit O, so sind also F, O, E und G vier harmonische Punkte, eben so D, O,
C und H, d. h. die Diagonalen FE und DC sind harmonisch getheilt. Ein
Strahlenbiischel aus ¥ durch die Punkte D, O, C und H wird also jede Trans-
versale harmonisch theilen, z. B. AB: es ist daher B, G, A und H ecin System
harmonischer Punkte, d. h. die Diagonale BA wird harmonisch getheilt.
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7. Das vollstindige Vierseit der vier Symmetralen.

Die vier Symmetralen (vgl. Vorbereitende Betrachtungen §. 8. pag. 6) von drei
Kreisen um M,, M, und M, bilden ein vollstindiges Vierseit, dessen Kcken die
sechs Ahnlichkeitspunkte und dessen Diagonalen die drei Centralen sind.

Fig. 7. Von A, gehen die beiden Strahlen A,I; I, und A, A, A,;, von
I, gehen die beiden Strahlen I, I; A, und I, I, A;; die gegeniiberstehenden
Ecken sind A, und I,, durch welche die Diagonale M, M, geht; ferner A,
und I,, durch welche die Diagonale M, M, geht; ferner A; und I, durch
welche die Diagonale M, M, geht.

Es sind A; M, I, M, harmonische Punkte, eben so A, M; I, M,, eben so
A, M, I, M,; davon sind A, und I, zugeordnete Punkte, desgl. M, und M,;
eben so A, und I,, dgl. My und M,; eben so Ay und I, dgl. My und M,.

8. Definition des Pols und der Polare am Kreise.

Liegen zwei Punkte M und N mit dem Mittelpunkte eines Kreises in gera-
der Linie und auf derselben Seite desselben, und ist der Radius die mittlere
geometrische Proportionale zwischen ihren Abstinden vom Mittelpunkte des Krei-
ses, so heissen diese beiden Punkte M und N die Pole, der eine von dem
anderen. Fig. 8.

Voraussetzung: CM : CB = CB : CN oder CM . CN = dem Quadrate des
Radius; Folgerung: M und N sind Pole von einander in Bezichung auf den
Kreis um C.

Wo liegt der Pol zum Mittelpunkte? Wo liegt der Pol vom Endpunkte eines
Halbmessers? Was thut der andere Pol, wenn der eine sich vom Mittelpunkte
nach der Peripherie bewegt?

Zieht man durch einen der Pole M ein Loth OP auf diejenige gerade Linie,
welche durch den Mittelpunkt und die beiden Pole geht, OP _| CN, so heisst OP
die Polare von N in Beziehung auf den Kreis um C, N heisst der Pol jener
Polaren OP. Eben so ist QR, senkrecht in N auf CMN, die Polare von M,
und M der Pol der Polaren QR.

Aus CM : CB=CB : CN ergiebt sich nach Nr. 5. Seite 76 AM : MB=—AN: BN,
d. h. die durch zwei Pole eines Kreises gelegte Grade wird harmonisch ge-
theilt. Zugeordnete Punkte sind die Durchschnittspunkte der Geraden mit dem
Kreise und die beiden Pole.

9. Pole bei orthogonalen Kreisen.

Schneiden zwei Kreise sich rechtwinklig (vgl. Vorb. Betracht. §. 13. p. 12
u. f.), so wird jede durch den Mittelpunkt des einen der Kreise gehende gerade
Linie von dem anderen Kreise so geschnitten, dass die Durchschnittspunkte zu-
geordnete Pole des ersteren Kreises sind, dass also die vier Durchschnittspunkte
der beiden Kreise mit der geraden Linie harmonische Punkte sind.

Fig. 9. Die beiden Kreise um M und O schneiden sich rechtwinklig im T,
also OT {Radius des Kreises um O) ist Tangente des Kreises um M und vice
versa. Ich habe nun durch O (Mittelpunkt des cinen Kreises) eine gerade Linie
gezogen, welche den anderen Kreis in A und B schneidet, so sollen A und B
die Pole des Kreises um O sein.
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In der That ist OT>=O0A . OB, wo OT Tangente des Kreises um M und
Radius des Kreises um O ist; also. OA : Radius — Radius : OB. — A und B sind
daher (vgl. Nr. 8 Seite 77) die Pole des Kreises um O; B, C!, A, C sind vier
harmonische Punkte; B und A sind zugeordnet, eben so C und C!.

Zieht man durch O eine andere Linie, welche den Kreis um M in a und
b schneidet, so ist OT2—0a.Ob, d. h. a und b sind Pole des Kreises um O;
b, ¢!, a, ¢ sind vier harmonische Punkte, b und a sind zugeordnet, eben so c!
und c.

Umgekehrt: Wenn ein Kreis durch irgend zwei Punkte (A und B) geht, die
in Bezug auf einen anderen Kreis um O Pole sind, so schneiden sich die
Kreise orthogonal. Aus OA . OB — Quadrat des Radius — OT2, wo T ein Durch-
schnittspunkt der Kreise um M und O ist, folgt OT Tangente an den Kreis um
Mu s w.

Durch je zwei Paarc in Beziehung auf einen gegebenen Kreis zugehoriger
Pole lisst sich ein neuer Kreis beschreiben, d. h. diese 4 Punkte liegen im
Umfang eines Kreises, welcher orthogonal zum gegebenen Kreise ist. Es ist
OA . OB=0T?, eben so Oa.Ob=—0T?2, daher liegen A, B, a, b im Umfange
desselben Kreises.

10. Tangenten am Kreise und Pole desselben.

Die innere Polare schneidet den Umfang des Kreises in zwei Punkten. Ver-
bindet man einen dieser Punkte mit dem #usseren Pole, so erhilt man eine
Tangente an den Kreis.

In Fig. 10 heisst der innere Pol M, der #ussere N, die innere Polare schnei-
det den Umfang in den Punkten O und P. Es ist z. B. O mit dem Punkte N
verbunden, so soll ON eine Tangente an den Kreis sein.

Aus CM : CO=CO : CN ergiebt sich /\ OCM ~o NCO, also sind auch die
Winkel CMO und CON gleich, d. h. CON ist ein rechter Winkel, oder ON ist
eine Tangente an den Kreis um C.

Eben so lisst sich zeigen, dass PN eine Tangente an den Kreis um C ist.

Da in M nur ein einziges Loth OP auf CN errichtet werden kann, da es
von N nur zwei Tangenten NO und NP giebt, so folgt daraus:

Zieht man von dem &usseren Pole N zwei Tangenten NO und NP an den
Kreis, verbindet die Berithrungspunkte O und P, so steht die gerade Linie OP
senkrecht auf der Linie NC, wo C der Mittelpunkt des Kreises ist; es ist ferner
der Durchschnittspunkt M von OP und CN der innere Pol, und die Verbindungs-
linie OP der Beriihrungspunkte die innere Polare des Kreises.

Aufgaben: 1. Es ist der #ussere Pol eincs Kreises gegeben, man soll den
inneren finden.

2. Es ist der innere Pol eines Kreises gegeben, man soll den #usseren finden.

11. Sekanten von den Polen an den Kreis.

Zieht man von dem einen Pole eines Kreises eine gerade Linie, welche den
Kreis und die Polare schneidet, so wird dieselbe harmonisch getheilt, so dass
dic Durchschnittspunkte des Kreises zugeordnete Punkte sind.

Fig. 11. Die Pole heissen M und N, es ist dic innere Polare MO konstruirt
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worden; von dem #usseren Pole N ist eine gerade Linie gezogen worden, welche
den Kreis in P und Q, die Polare in O schneidet: man soll beweisen, dass N,
P, O und Q harmonische Punkte sind.

Zum Beweise verbinde ich M mit Q und P, ferner Q mit A und R, so sind nach
Nr. 8. Seite 77 A, M, R und N harmonische Punkte, es bilden also QA, QM,
QR., QN einen harmonischen Strahlenbiischel. Da QR | QA, so bildet nach
Nr. 4. Seite 75 QR mit QM und QN gleiche Winkel, d. h. / SQR = PQR,
also Bogen SR—PR. Daraus kann man die Congruenz der Dreieccke AMS und
AMP erweisen, woraus die Gleichheit der Winkel SMR und PMR folgt. Wir
haben also von M vier Strahlen MS, MR, MP, MO gezogen, wovon der zweite
mit dem ersten und dritten gleiche Winkel bildet und auf dem vierten senkrecht
steht: es sind folglich von M aus nach Nr. 4. Seite 75 vier harmonische Strahlen
gezogen, MS ist der erste, MR der zweite, MP der dritte, MO der vierte har-
monische Strahl: also giebt auch der zweite Strahl MR, der dritte MP, der
vierte MO und die Verlingerung MQ des ersten ein System harmonischer Strah-
len MR, MP, MO, MQ; folglich sind N, P, O und Q harmonische Punkte.

Fig. 12. Es ist die dussere Polare NT konstruirt worden; von dem inneren
Pole M ist eine gerade Linie gezogen worden, welche den Kreis in P und Q,
die Polare in T schneidet: man soll beweisen, dass Q, M, P und T harmonische
Punkte sind.

Zum Beweise verbinde ich N mit Q und P, ferner Q mit A und R, so sind nach
Nr. 8. Seite 77 A, M, R und N harmonische Punkte, es bilden also QA, QM,
QR, QN einen harmonischen Strahlenbiischel. Da QR | QA, so bildet nach
Nr. 4. Seite 75 QR mit QM und QN gleiche Winkel, d. h. / SQR = PQR,
also Bogen SR=—=PR. Daraus kann man die Congruenz der Dreiecke ANS und
ANP erweisen, daraus die Gleichheit der Winkel ANS und ANP, oder SNR
und PNR. Wir haben also von N vier Strahlen NS, NR, NP und NT gezogen,
von denen der zweite mit dem ersten und dritten gleiche Winkel bildet und auf
dem vierten senkrecht steht: es sind folglich nach Nr. 4. Seite 75 harmonische
Strahlen, NQ ist der erste, NM der zweite, NP der dritte, N'T der vierte: folglich
sind Q, M, P und T harmonische Punkte.

12. Das vollstéindige Kreisviereck.

Unter einem vollstindigen Kreisvierecke versteht man ein solches, von wel-
chem vier Ecken in dem Umfange eines Kreises liegen. Es werden alsdann zwei
Diagonalen Sehnen dieses Kreises sein und sich innerhalb desselben schneiden,
die dritte Diagonale wird dagegen ausserhalb fallen. Diese dritte Diagonale ist,
wie wir sogleich beweisen werden, die Polare von dem Durchschnittspunkte der
beiden inneren Diagonalen.

Fig. 13. In einem vollstindigen Vierecke ABCD, (das man auch so betrach-
ten kann, als ob von E und von F je zwei Strahlen ausgehen) werden niamlich
nach Nr. 6. Seite 76 die Diagonalen harmonisch getheilt. Die beiden inneren
Diagonalen heissen BD und AC, die #ussere EF, indem A, B, C, D, E und ¥
die sechs Icken des vollstindigen Vierseits sind, von denen A, B, C und D
im Umfange des Kreises liegen. Die vier harmonischen Punkte von AC heissen
C, O, A, H; von BD heissen B, O, D und G; von FE heissen F, H, E und G.
Da alle Linien, welche durch den Pol eines Kreises und die Polare gehen, nach
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Nr. 11. Secite 78 harmonisch getheilt werden, so geht die Polare von O durch H,
indem C, O, A und H harmonische Punkte sind: die Polare von O geht ferner
durch G, indem B, O, D und G harmonische Punkte sind. Die Polare von O
geht also durch H und G, fillt also mit der dusseren Diagonale EF zusammen.

Verbindet man nun die #dusseren Kcken des vollstindigen Kreisvierecks mit
dem Durchschnittspunkte der inneren Diagonalen, so ist jede dieser Verbindungs-
linien die Polare des anderen Punktes, d. h. OF ist die Polare von E, und OE
ist die Polare von F.

Die Polare von E muss durch O gehen, da E, L, O und M vier harmoni-
sche Punkte sind; eben so muss sie durch I gehen, da E, A, I und B vier
harmonische Punkte sind: es ist namlich FC, FO, FA, FH ein System harmo-
nischer Strahlen; folglich muss die Polare von E durch OI gehen, d. h. mit OF
zusammenfallen. In Anwendung kommen die Sitze Nr. 11. und 6.

Eben so kann man beweisen, dass die Polare von F durch O und K gehen,
d. h. mit OK oder OE zusammenfallen muss; denn F, P, O und N sind vier
harmonische Punkte; dgl. D, K, A und F.

Betrachtung der Fig. 13.

ABCD ist cin in einen Kreis eingeschriebenes Viercck: Es sind die gegen-
iiberliegenden Seciten desselben verlingert worden, bis dass sie sich schneiden in
E und F. Mauan hat also ein vollstindiges Vierseit mit den Ecken A, B, C, D,
E und F ecrhalten mit zwei inneren Diagonalen AC und BD, welche sich inner-
halb des Kreises in O schneiden und einer dusseren EF. Wir haben nun folgende
Behauptungen bewiesen:

1. Der Durchschnittspunkt O der inneren Diagonalen ist der Pol der &dusse-
ren Diagonale EF, oder EF ist die Polare von O;

2. Der Durchschnittspunkt E der verlingerten Seiten ist der Pol von OF,
oder OF ist die Polare von E; desgleichen ist F der Pol von OE und OE die
Polare von F.

Es ergeben sich daraus die Folgerungen:

1. Man kann unzihlig viele Kreisvierecke in den gegebenen Kreis eintragen,
deren innere Diagonalen sich simmtlich in demselben Punkte O schneiden: von
allen diesen Kreisvierecken fallen die Durchschnittspunkte der gegeniiberstehenden
Seiten in eine und dieselbe gerade Linie, die Polare von O, welche mit un-
serer EF zusammenfillt. Zu einem gegebenen Punkte O giebt es nédmlich nur
eine einzige Polare, hier EF.

2. In allen Kreisvierecken, in welchen zwei gegeniiberstehende Seiten AB
und CD sich in demselben Punkte E schneiden (von denen es unzihlig viel giebt,
denn man kann von E unendlich viel Sekanten nach dem Kreise ziehen) liegen
der Durchschnittspunkt der beiden anderen gegeniiber liegenden Seiten, hier F,
und der Durchschnittspunkt der inneren Diagonalen, hier O, in ciner und der-
selben geraden Linie, hier OF, der Polaren von E. Zu cinem gegebenen Punkte
E giebt es ndmlich nur eine cinzige Polare, hier OF.

13. Konstruktion der Polare mit alleiniger Hiilfe des Lineals.

Mit Hilfe des obigen Satzes kann man zu eincm gegebenen Punkte die
Polare konstruiren.
1. Wenn der Punkt O innerhalb des Kreises liegt.
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Man ziehe durch O zwei Sehnen, die Endpunkte derselben geben ein in den
Kreis eingeschriebenes Viereck ABCD; die beiden Durchschnittspunkte E und F
von den beiden Paaren gegeniiber liegender Seiten bestimmen eine gerade Linie
EF, welche die gesuchte Polare des Punktes O ist.

2. Wenn der Punkt E ausserhalb des Kreises liegt.

Man ziehe durch E zwei Sekanten an den Kreis: EB und EC, erhilt dadurch
die Endpunkte eines in den Kreis eingeschriebenen Vierecks ABCD. Der Durch-
schnittspunkt O der inneren Diagonalen dieses Vierecks und der Durchschnitts-
punkt F der beiden anderen gegeniiber liegenden Seiten CB und DA bestimmen
eine gerade Linie OF, welche die gesuchte Polare des Punktes E ist.

Man kann ferner mit Hiilfe des obigen Satzes von einem Punkte ausserhalb
eines Kreises an denselben die beiden Tangenten ziehen; z. B. von F aus.

Zu diesem Zwecke suche man die Polare von F, wie oben gelehrt worden
ist: es ist OE; die Durchschnittspunkte I. und M geben uns nach Nr. 10. Seite
78 die Endpunkte der von F an den Kreis gezogenen beiden Tangenten.

14. Simmtliche Polaren der Punkte einer Linie schneiden sich in einem
und demselben Punkte, némlich im Pole jener Linie.

In Fig. 14 ist die beliebige Linie MO gezogen innerhalb des Kreises, CM
heisst das vom Mittelpunkt des Kreises darauf gefillte Loth: es ist alsdann leicht
den Pol N von der Linie MO zu finden, man hat nimlich nur nothig den vier-
ten harmonischen Punkt zu A, M und E zu finden. Es sei dies N. Man kann
nun beweisen, dass die Polaren aller Punkte von OM durch N gehen.

Msn nehme in der Linie OM den beliebigen Punkt O, ziehe durch CO
eine gerade Linie, fille von N ein Loth ND | CO, so kann man beweisen, dass
ND die Polare von O ist, d. h. durch den Punkt N geht. Aus der Ahnlichkeit
der Dreiecke CMO und CDN geht nimlich hervor CM: CO=CD : CN. Da N
der Pol von MO ist, so ist CM.CN = dem Quadrate des Radius, also auch
CO.CD = dem Quadrate des Radius: folglich D der Pol von O, also DN die
Polare von O geht durch N.

Denselben Beweis kann man fiir die ausserhalb des Kreises fallende gerade
Linie NT wiederholen und zeigen, dass die Polare eines beliebigen ihrer Punkte,
z. B. des Punktes T, durch M geht, wo M der leicht aufzufindende Pol von NT
ist, indem man CN lothrecht auf NT gefillt hat u. s. w. Man muss nun von M
ein Loth auf CT fillen, MB_| CT, und erhilt /A CBM ~ CNT, CB: CM=CN: CT,
folglich da M der Pol von NT ist, CM.CN = dem Quadrat des Radius, also
CB.CT = Quadrat des Radius, d. h. B der Pol von T, also BM die Polare
von T, und diese geht durch M.

Es ist danach leicht, die Polaren zu allen Punkten einer ge-
gebenen geraden Linie zu finden.

Ist der Mittelpunkt des Kreises bekannt, so kann man sofort zu jeder beliebigen Linie
den Pol finden.

Soll man z. B. die Polare vom Punkte O einer beliebigen Linie MO finden,
deren Pol N man kennt, so ziehe man von C eine Linie durch den gegebenen
Punkt O und fille von N aus ein Loth ND auf die Linie CO, so ist ND die
Polare des Punktes O der gegebenen Linie MO.

11
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Gerade so wiirde man verfahren, wenn der Punkt T, dessen Polare man
suchen sollte, in einer ausserhalb des Kreises befindlichen geraden Linie NT lige,
deren Pol M man kennt.

ANMERKUNG. Man hitte den Beweis, dass die Polaren von allen Punkten derselben
geraden Linie sich immer in demselben Punkte, nidmlich in ihrem Pole schneiden, auch aus
der Betrachtung der Fig. 13 ableiten kdnnen.

In einem Kreise kann ich durch einen gegebenen Punkt O unzihlig viel Paare sich kreu-
zender Sehnen ziehen, deren Endpunkte mir immer ein in den Kreis eingeschrichenes Viereck
geben; verlingere ich in demselben die gegeniiberliegenden Seiten CB und AD, dgl. BA und
CD, so licgen die erhaltenen Durchschnittspunkte F und E immer in einer und derselben geraden
Linie, namlich in der Polaren von O. Denke ich mir nun umgekehrt die Linie EF als gege-
ben, so hat dieselbe den bestimmten Pol O; wo aber auch immer in der Linie EF die Punkte
E oder F liegen mdgen, immer geht die Polare des Punktes E, d. i. FO, durch den Punkt O,
den Pol der Linie EF. Dies gilt fir jeden beliebigen Punkt E der Linie EF, wo die Punkte
E und F auf der Linie EF hernm wandern, FO aber immer durch O geht.

Bei dieser Art des Beweises wurde eine Linie EF ausserhalb des Kreises ge-
nommen. Man kann denselben Satz auch fiir jede Linie, z. B. OF, innerhalb
des Kreises beweisen. Eine solche Linie wird ihren Pol ausserhalb des Kreises
haben. Man hat hierbei folgende Betrachtung anzustellen. Von einem festen
Punkte E ausserhalb eines Kreises kann man unzithlig viel Sekanten ziehen und
erhialt durch jede zwei Sekanten ein Kreisviereck. Nach Nr. 12. Seite 80 liegen
aber der Durchschnittspunkt der beiden anderen Vierecksseiten CB und DA, d. h.
der Punkt F, so wie der Durchschnittspunkt O der inneren Diagonalen BD und
CA in ciner und derselben geraden Linie, ndmlich in der durch E festbestimmten
Polare von E, der Linie OF. Wie nun auch immer die Punkte O und F auf der
gegebenen geraden Linie OF herumwandern mogen, immer bleibt OE die Polare
von F und geht durch den festen Punkt E, dem Pole der Linie OF. F liegt
hier ausserhalb des Kreises. Derselbe Beweis bleibt aber auch anwendbar, wenn
wir den wandelbaren Punkt O der Linie OF betrachten, alsdann ist FE die Po-
lare vom Punkte O, und FE geht immer durch den als fest angenommenen Punkt
E, den Pol der Linie OF.

Umkehrung des vorigen Satzes.

15. Die Pole von zwei oder mehr Linien, welche sich in Einem Punkt
schneiden, liegen in der Polare dieses Punktes; oder: Eine Linie durch
den Pol hat ihren Pol in der Polare.

1. Der Durchschnittspunkt N liegt ausserhalb des Kreises.

Habe ich einen Punkt N, durch welchen eine beliebige Linie ND geht, so
kann ich zu derselben leicht den Pol finden und zeigen, dass derselbe in einer
bestimmten geraden Linie liegt, die einzig und allein durch den Ort des
Punktes N bestimmt wird, unabhingig von der Richtung von ND. Ich habe
nimlich nur nothig, N mit dem Mittelpunkte des Kreises C zu verbinden (ist nur
Eine Linie moglich), durch die Linie NC, welche den Kreis in E und A schnei-
det; zu N, E, A den dritten harmonischen Punkt zu suchen (ist nur Ein Punkt
méoglich), nimlich M; in M ein Loth errichten auf CN (ist nur Ein Loth moglich)
und erhalte OM die Polare des Punktes N. Fille ich nun von C auf ND ein
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Loth CD, so liefert mir der Durchschnittspunkt von OM und CD, d. h. Punkt O,
den Pol von ND. Dazu habe ich nur ndthig zu beweisen, dass CO.CD = dem
Quadrate des Radius ist. Dies folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke CMO und
CDN, wo CM:CO = CD: CN, wihrend CM . CN nach der Konstruktion gleich
dem Quadrate des Radius ist.

2. Der Durchschnittspunkt liegt innerhalb des Kreises.

Z. B. M liegt innerhalb des Kreises. Zieht man in beliebiger Richtung eine
gerade Linie durch M, z. B. MB, so kann man zeigen, wie oben, dass der Pol
dieser Linie MB in einer ganz bestimmten geraden Linie liegt, deren Bestimmung
ganz allein von dem Orte M und nicht von der Richtung der MB abhingig ist.
Man ziehe niamlich die gerade Linie CM, welche den Kreis in E und A schnei-
det, suche zu A, M, E den vierten harmonischen Punkt, d. i. N. Errichte in
N ein Loth NT, so liegt der Pol von MB in dieser Linie NT. Will ich den Pol
selbst finden, so muss ich von C auf BM ein Loth CB fillen, welches NT in T
schneidet: alsdann ist T der gesuchte Pol von MB.

Beispiel. Fig. 13. Die Pole simmtlicher Linien, welche sich in F schnei-
den, FB, FN, FA, FG, liegen in EO; die der Linien, welche sich in E schnei-
den, in FO; die der Linien, welche sich in O schneiden, in EF, u. s. w.; die
der Linien, welche sich in A schneiden, in dem Lothe, welches man in A auf
den Radius des Punktes A errichten kann. Die Pole der Linien, welche sich im
Mittelpunkte des Kreises schneiden, liegen im Unendlichen.

Dritte Auflosung der Berithrungsaufgabe.

Mit Halfe der Lehre von der Polare.

Es sind die Kreise I, II, III gegeben: man soll die Berithrungs-
kreise dafir konstruiren.
Analysis. Fig. 15. Tafel I. Angenommen Kreis 1 berithre die Kreise
I, II, III ausschliessend in a, b und c¢; desgleichen Kreis 2 dieselben Kreise
einschliessend in a', b! und c': so kann man folgende Behauptungen aufstellen:
a ist der innere Ahnlichkeitspunkt von I und 1 (vgl. Seite 2).
al - - #Hussere . ) S
Folglich geht nach §. 8. Seite 7 und 8 die Linie aa!' durch den inneren
Ahnlichkeitspunkt von (1) und (2); es ist aa' eine der inneren Symmetralen der
Kreise I, 1 und 2.
b ist der innere Ahnlichkeitspunkt von II und 1,
b! - . i#ussere . Pl | RREE 1
folglich geht bb! durch den inneren Ahnlichkeitspunkt von (1) und (2).
¢ st der innere Ahnlichkeitspunkt yvon III und 1,
el - . Hussere . st ELE el 2%
folglich geht ce! durch den inneren Ahnlichkeitspunkt von (1) und (2).
Es gehen also aa', bb! und cc' durch den inneren Ahnlichkeitspunkt der
Kreise (1) und (2), welchen wir durch 0 bezeichnen wollen.
5 s
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Kreis I berithrt den Kreis (1) ausschliessend, den Kreis (2) einschliessend :
Kreis II berithrt den Kreis (1) ausschliessend, den Kreis (2) einschliessend. Nach
§. 19. Seite 22 geht die Chordale der thitigen (berithrenden) Kreise, hier I und
II, durch den Ahnlichkeitspunkt der leidenden (berithrten) Kreise, hier (1) und (2),
und zwar haben wir hier den fiinften Fall des §. 22., eine ungleichartige Beriih-
rung, woraus folgt: die Chordale der Kreise I und IT geht durch den inneren
Ahnlichkeitspunkt der Kreise (1) und (2). ‘

Auf dieselbe Weise wird dargethan, dass die Chordale von I und III durch
den inneren Ahnlichkeitspunkt der Kreise (1) und (2) hindurchgeht; ferner dass
die Chordale von II und III durch den inneren Ahnlichkeitspunkt der Kreise (1)
und (2) hindurchgeht. Es gehen also die drei Chordalen von I und II, von I
und III, von II und III durch den inmeren Ahnlichkeitspunkt der Kreise (1) und
(2), d. h. durch den Punkt o, welcher nach §. 11. Seite 11 der Chordalpunkt
der drei Kreise I, II und III ist.

Die drei Berithrungssehnen aa!, bb' und cc! gehen also durch den Chor-
dalpunkt der Kreise I, II und III, welcher sich leicht durch Konstruktion fin-
den lisst.

Kreis (1) berithrt die Kreise I und II ausschliessend, Kreis (2) beriihrt die
Kreise I und II einschliessend, also geht die Chordale der thitigen Kreise (1)
und (2) durch den Ahnlichkeitspnnkt der leidenden Kreise I und II; und zwar,
da hier eine gleichartige Berithrung stattfindet, durch den #usseren Ahnlichkeits-
punkt der Kreise I und II. Vgl. zweiter Fall §. 19. Seite 22. Nennen wir den
tusseren Ahnlichkeitspunkt der Kreise I und II A,, so haben wir erwiesen, dass
die Chordale von (1) und (2) durch A, geht.

Bezeichnen wir den #usseren Ahnlichkeitspunkt der Kreise I und III durch
A,, der Kreise II und III durch A, so konnen wir ebenso beweisen, dass die
Chordale von (1) und (2) durch A, und A, geht. Die #ussere Symmetrale der
Kreise I, II und III ist also die Chordale der gesuchten Kreise (1) und (2):
A, A, A, ist die Chordale der gesuchten Beriihrungskreise (1) und (2).

Ziehe ich in a eine Tangente an Kreis I, eben so in a', so werden die bei-
den Tangenten sich schneiden in einem Punkte x,, es werden die Abschnitte
dieser Tangenten von dem Punkte x, bis zu den Berithrungspunkten a und a’
gleich sein: x,a=x,a!'. Es wird aber x,a zugleich eine Tangente sein an
den Kreis (1), und x; a' an den Kreis (2): folglich wird x, liegen in der Chor-
dale der Kreise (1) und (2), d. h. in der Linie A; A, A;. Es wird ferner nach
Nr. 10. Seite 78 aa' die Polare des Punktes x, sein fir den Kreis I

Ziehe ich in b eine Tangente an Kreis II, eben so in b!, so werden die
beiden Tangenten sich schneiden in einem Punkte x,, es werden diese Tangen-
ten bx, und b'x, zugleich Tangenten an den Kreis (1) und (2) sein, und zwar
bx, an (1), b'x, an (2): folglich wird x, liegen in der Chordale der Kreise
(1) und (2), d. h. in der Linie A; A, A;. Es wird ferner nach Nr. 10. Seite 78
bb! die Polare des Punktes x, sein-fiir den Kreis II.

Ziehe ich in ¢ eine Tangente an den Kreis III, eben so in ¢!, so werden
diese beiden Tangenten sich in x, schneiden, x,¢ = xj¢!, xjc¢ wird ausserdem
eine Tangente an (1) sein, x,c! an (2) sein, x; wird also in der Chordale der
Kreise (1) und (2), d. h. in der geraden Linie A, A, A,, liegen. Es wird ferner
ce! die Polare von x, sein.

NB. x3 hat wegen der Enge des Raumes in der Figur keinen Platz finden kdnnen.

http://rcin.org.pl



35

aa'! ist die Polare von x, fir Kreis I,
Bt G T
eet, o i . o X o R

x,, X, und x4 liegen in A, A, A,, der dusseren Symmetralen der gegebe-
nen Kreise I, 11, IIL

Alle geraden Linien, welche durch x, gehen, also auch A; A, A;, haben
nach Nr. 15. Seite 82 fir den Kreis I ihren Pol in der Linie aa!, welchen Pol
von A, A, A, wir mit p, bezeichnen wollen. Die Beriihrungssehne aa’ geht
also erstens durch 0, Chordalpunkt der Kreise I, II und III; zweitens durch p,
den Pol der Linie A; A, A; fiir den Kreis I: es ist also aa’ vollstindig bestimmt.

Alle geraden Linien, welche durch x, gehen, also auch A, A, A;, haben
nach Nr. 15. Seite 82 fiir den Kreis 1I ihren Pol in der Linie bb!, welchen Pol
fir A, A, A, wir mit p, bezeichnen wollen. Die Berithrungssehne bb! geht
also erstens durch 0, zweitens durch den Pol der Linie A, A, A, firr den Kreis
II: es ist also bb! vollstindig bestimmt.

Alle geraden Linien, welche durch x,; gehen, also auch A; A, A;, haben
nach Nr. 15. Seite 82 fiir den Kreis III ihren Pol in der Linie cc!, welchen Pol
wir mit p, bezeichnen wollen. Die Berithrungssehne cc! geht also erstens durch 0,
zweitens durch den Pol der Linie A, A, A, fir den Kreis IIL: es ist also cc!
vollstandig bestimmt.

Konstruktion: Fig. 16, Tafel IIL
Erstens: Man suche den Chordalpunkt der drei gegebenen Kreise.

Zweitens: Man suche in jedem der drei Kreise den Pol der Symmetrale.
Will man den Kreis finden, welcher die drei gegebenen Kreise ausschliessend
beriithrt, und denjenigen, welcher die drei gegebenen Kreise einschliessend beriihrt,
80 muss man die 4ussere Symmetrale konstruiren.

Drittens: Man erhiilt so drei Strahlen, welche von dem Chordalpunkt aus-
gehen. Jeder Strahl schneidet einen der beiden Kreise in zwei Punkten (a, a?)
oder (b, b') oder (¢, ¢!'). Ein durch die drei Punkte a, b, ¢ beschriebener Kreis
beriihrt die drei gegebenen Kreise ausschliessend: ein durch die drei Punkte a!,
b, ¢! beschriebener Kreis beriihrt die drei gegebenen Kreise einschliessend.

Man erhilt auf dieselbe Weise die sechs noch fibrigen Kreise, von welchen
die drei gegebenen Kreise berithrt werden konnen, und zwer so, dass, wie hier
die Kreise (1) und (2), immer zwei Kreise zusammen gehoren, welche wir kon-
jugirte Berithrungskreise nennen wollen. In Fig. 33. Seite 43 sind

(1) und (2) konjugirte Berﬁhrungskrelse A, A, A, ihre Chordale,

(3) und (7) : A 13
(4) und (8) . . A b
(5) und (6) . . LI, A,

Fiir das bessere Verstindniss der folgenden Auseinandersetzungen erscheint
es zweckmissig, sich eine Tabelle iiber die Berithrungskreise in Fig. 33. Seite 43
zu entwerfen, wo unter ¢ eine einschliessende, unter a eine ausschliessende Be-
rithrung verstanden werden soll.
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Z. B. Kreis (5) berithrt I ausschliessend, II einschliessend, III einschliessend;
Kreis (6) berithrt I einschliessend, II ausschliessend, III ausschliessend.

Wir konnen zeigen, dass die Beriithrungssehnen in I, II und III durch den
inneren Ahnlichkeitspunkt von (5) und (6) gehen, und dass derselbe zugleich der
Chordalpunkt von I, II und III ist.

Wir wollen die Berithrungspunkte des Kreises (5) mit I, II und III bezeich-
nen durch a, b, ¢. Die des Kreises (6) mit a', b!, ¢!. Die Berithrungssehnen
heissen alsdann aal!, bb!, cc!. Alsdann konnen wir folgende Behauptungen
aufstellen:

a ist der innere Ahnlichkeitspunkt von I und 5,
al' - . Hussere . - I und 6,
folglich geht die Linie aa! durch den inneren Ahnlichkeitspunkt von (5) und (6).
Eben so ist b der aussere Ahnlichkeitspunkt von II und 5,
b! - innere . = II und 6,
folglich geht die Linie bb! durch den inneren Ahnlichkeitspunkt von (5) und (6).

Gerade so ldsst sich zeigen, dass die Berithrungssehne cc! durch den inneren
Ahnlichkeitspunkt von (5) und (6) geht, also dass alle drei Berithrungssehnen
durch denselhen Punkt, den inneren Ahnlichkeitspunkt von (5) und (6), gehen.

Wir konnen nun wie vorhin zeigen, dass der innere Ahnlichkeitspunkt von
(5) und (6) zugleich der Chordalpunkt der drei Kreise I, IL und III ist. Wir
miissen dazu die Sitze §. 19. Seite 22 in Anwendung bringen.

Z. B. Kreis I berithrt den Kreis (5) ausschliessend und den Kreis (6) ein-
schliessend ; dagegen Kreis II beriithrt den Kreis (5) einschliessend und den Kreis
(6) ausschliessend. Wir haben also den 6. Fall von §. 19. Seite 22, wonach die
Chordale der thitigen Kreise I und II durch den inneren Ahnlichkeitspunkt der
leidenden Kreise (5) und (6) geht. Dasselbe lisst sich von der Chordale von 1
und III, dgl. von II und III beweisen. Es ist also der innere Ahnlichkeitspunkt
der Kreise (5) und (6) zugleich der Chordalpunkt der Kreise I, II, III. Die drei
Beriithrungssehnen gehen also durch den Chordalpunkt der Kreise I, II und III.

Fiir jede der 8 Auflosungen muss also immer der Chordalpunkt der drei
gegebenen Kreise gesucht werden, von welchem die Berithrungsschnen als Strah-
len ausgehen, in Summa 4 .3 Berithrungssehnen. Was dagegen die Symmetralen
betrifft, so gehort jede der vier Symmetralen immer zu zwei Auflosungen und
liefert zwei konjugirte Berithrungskreise.

Z. B. kann man leicht die Symmetrale finden, welche in Anwendung gebracht
werden muss, um die Berithrungskreise (5) und (6) in Fig. 33. Seite 43 zu kon-
struiren.

Kreis (5) berithrt I und IT ungleichartig, eben so Kreis (6): die Chordale
von (5) und (6) geht also durch den inneren Ahnlichkeitspunkt I, von I und IL
Eben so ldsst sich zeigen, dass die Chordale von (5) und (6) durch den inneren
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Acehnlichkeitspunkt I, von I und UI geht; dagegen durch den &usseren Aehnlich-
keitspunkt A, von II und III. Die Chordale von (5) und (6) fallt also zusammen
mit der Symmetrale I, I, A;. Wir haben nun, um die Beriihrungssehnen fiir
(5) und (6) zu finden, nur nodthig, die Pole von I, I, A, fiir jeden der Kreise
[, II und III zu suchen. .

Vierte Auflosung der Berihrungsaufgabe.*)

1. Figur 17. Hat man ein System paralleler Linien, welche denselben
Abstand unter sich haben a, d, Fa,d, Fa,;d, #=a,d, u. s. w., deren Abstand
wir durch d bezeichnen wollen, also auch a,a, =a,a; =aza, u. s. w.; hat
man ferner ein zweites System paralleler Linien, welche denselben Abstand unter
sich haben, aber einen von dem vorigen Abstande unabhingigen, welchen zweiten
Abstand wir durch § bezeichnen wollen, also aucha, b, =b, ¢, =c¢,d, w.s. w.,
so erhalten wir Systeme von Durchschneidungspunkten, welche in gerader Linie
liegen, z. B. ¢, b,a;, d,¢c,bza,, a,b,cyd, u. s. w. sind gerade Linien.

Die Richtigkeit dieses Satzes lisst sich auch dann noch erweisen, wenn die
Abstinde aufhoren gleich zu sein, nur in beiden Systemen proportional bleiben,
d. h. wenn in dem einen Systeme die Abstinde d,, d,, d; u. s. w., in dem
anderen Systéme o, , 0a; Gar . 83w, 8ind, 072 0.1 0g., v=8; {1 @ 00y

2. Fig. 18. Hat man sich nach §. 12. Seite 12 die Chordale von zwei
gegebenen Kreisen um M und m konstruirt, so kann man leicht ihren Abstand
von den Mittelpunkten M und m der beiden gegebenen Kreise bestimmen. Es ist

OM:ﬁ_rz_*_cz’ Py r”—R*—}—c”
2¢ 2¢
wo unter ¢ die Centrale, d. h. der Abstand der Punkte M und m, verstanden
wird, unter R der Radius des Kreises um M, unter r derjenige des Kreises um m.

Wiichst nun R um d und zugleich r auch um d, so entfernt sich die Chor-

R—r

dale um die Grosse X d von dem Mittelpunkte M, bleibt aber senkrecht

auf der Centrale Mm, also parallel mit ihrer urspriinglichen Lage.

3. F¥ig. 19. Es sind drei Kreise I, II und III gegeben, man soll einen
Kreis beschreiben, welcher alle drei zu gleicher Zeit berithrt. Wie wir wissen
und die Anschauung von Fig. 33. Seite 43 lehrt, sind acht Kreise moglich. Wir
wollen hier die Konstruktion von Kreis 1 nachweisen.

Bezeichnen wir den Radius des Kreises I mit r,, den von II mit r,, den
von III mit ry; ferner den Abstand der Mittelpunkte von I und II mit ¢,, den
von I und III mit c¢,, den von II und III mit c;; ferner die Chordale von I
und IT mit €,, von I und III mit €,, von Il und III mit €,: so kennen wir
nach Nr. 2. den Abstand der €, vom Mittelpunkte von I und II, eben so der
€, vom Mittelpunkte von I und IIL, eben so der €, vom Mittelpunkte von II
und III. Wir wollen r, >r, >r; aonehmen, alsdann ist der Abstand der €,

, b 2
von dem Mittelpunkte von I gleich I_L*—;zﬁ wswW
. ([

*) von Pfaff.
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Die drei Chordalen €,, €,, €, schneiden sich in einem Punkte, dem Chot-
dalpunkte (vgl. §. 11. Seite 11). Lassen wir nun alle drei Radien um ein be-
stimmtes Stiick ® wachsen, so wiirden, wie beschaffen auch d sein mag, die
Abstinde der Chordalen €, von dem Mittelpunkte von I, €, von dem Mittel-
punkte I, €; von dem Mittelpunkte II proportional wachsen mit D, ndmlich

ot b, Iy = are D, Y2"'3 §. Hierbei wird immer ausgegangen von
4 Ch Cy
den Abstinden der Chordalen der drei urspriinglich gegebenen Kreise von den
Mittelpunkten der grosseren Kreise, d. h. wir legen zum Grunde den Abstand
von €, vom Mittelpunkte I, von €, vom Mittelpunkte I, von €, vom Mittel-
punkte IL. Die Chordalen fiir die konzentrischen Kreise, die entstehen, wenn
man den Radius von I und II um ein beliebiges Stiick D wachsen oder abnehmen
lisst, werden also ein System paralleler Linien bilden, welche senkrecht stehen
auf der Centrale von I und II, und deren Abstinde von dem Mittelpunkte I um

T1 T b wachsen oder abnehmen. Ein #hnliches System paralleler Linien
C4
werden die Chordalen von I und III bilden fiir die konzentrischen Kreise, die
entstehen, wenn man den Radius von I und IIT um ein beliebiges Stiick D wach-
sen oder abnchmen lisst. Dieses System von Chordalen wird senkrecht steheu
auf der Centrale von I und III. Dasselbe gilt von den Chordalen fiir die mit
II und III konzentrischen Kreise. Dieses System von Chordalen wird senkrecht
stehen auf der Centrale von II und III. Die entsprechenden Chordalen der drei
Kreise I, IT, III mit den Radien r,, r,, r; werden einen Durchschnittspunkt ge-
ben, den wir mit O bezeichnen wollen; eben so die drei Chordalen der mit den
obigen resp. konzentrischen Kreise mit den Radien r, -4, r,-}-d, ry- D, wel-
chen Durchschnittspunkt wir mit O, bezeichnen wollen; eben so die drei Chor-
dalen der mit den obigen resp. konzentrischen Kreise mit den Radien r, 42D,
r,+ 20, ry42d, welchen Durchschnittspunkt wir mit O, bezeichnen wollen. Es
liegen nun nach Nr. 1. die Punkte O, O,, O, in gerader Linie. Hitten wir die
Radien um das Stiick x wachsen lassen, also die mit den obigen resp. konzen-
trischen Kreise mit den Radien r, -+ x, r,-+x, ry-x beschrieben, die drei
Chordalen dazu gezogen, so hitten wir ihren Durchschnittspunkt O x in derselben
Linie O O, gefunden. Die entsprechenden Chordalen in dem Systeme I wiren
nimlich in den Abstinden vom Mittelpunkte I d, 2D, u. s. w., x, jedesmal mul-

tiplicirt mit 1T gewesen; in dem Systeme II vom Mittelpunkte II d, 2 d
¢y
u. 8. w. X, jedesmal multiplicirt mit T s w.; ihre Abstinde sind also
os
proportional d, 20, x: daher hitte auch O in der Linie O O, gelegen.

Die gerade Linie O 0,0,...0x, worin sich die Durchschnittspunkte der ent-
sprechenden drei Chordalen von den drei Systemen konzentrischer Kreise befinden,
wollen wir Chordalpunktslinien nennen, sie ist in Fig. 19. ausgezeichnet
worden.

4. Aus §. 11. Seite 11 geht hervor. dass. wenn sich drei Kreise in einem
Punkte schneiden, dieser Durchschnittspunkt ihr Chordalpunkt ist. Bezeichnen wir
den Radius des Kreises 1, welcher die Kreise I, IT und III von aussen beriithren
soll, mit ©, so ist klar, dass der Mittelpunkt von Kreis (1) von dem des Kreises
I absteht um r, 40, von dem des Kreises II absteht nm r,-- @, von dem des
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Kreises III um ry+- 0, es ist also der Mittelpunkt vom Kreise (1) ein Punkt in
der Chordalpunktslinie O O,0,. Wir haben also eine gerade Linie erhalten, in
welcher der Mittelpunkt des gesuchten Beriithrungskreises (1) liegen muss. Wir
finden diese gerade Linie dadurch, dass wir zwei beliebige ihrer Punkte be-
stimmen.  Zuniichst suchen wir den Chordalpunkt der Kreise I, II und IIL, d. i
0,; dann den der Kreise VI, VII und VIII, wo VI konzentrisch ist mit I, VII
mit II, VIII mit III; der Radius von VI ist r, +x, der von VII r,~x, der
von VIII ist ry-x. Wir haben also dic drei Radien r,, r, und r; um dasselbe
Stiick x wachsen lassen.

5. Wir haben daher den Radius des zu suchenden Beriithrungskreises (1) in
der geraden Linie o, 0, aufzufinden. Wir zeichnen uns nun zu einem der drei
gegebenen Kreise I, II und IIT in Beziehung auf die gerade Linic O O, den
symmetrischen Kreis oder das Spiegelbild: wir wihlen am besten dazu den klein-
sten Kreis, in unserer Figur den Kreis III, dessen Spiegelbild IV heissen mag.
Die beiden Kreise IIT und IV haben dieselbe Lage gegen die Chordalpunktslinie
O O, und unter sich gleiche Halbmesser, nidmlich ry. Ein Kreis, welcher nun
drei von den vier Kreisen I, II, III, IV berithrt, wird auch immer den vierten
berithren; z. R. ein Kreis, der I, III, IV berithrt, muss auch II berithren. Wir
konstruiren nun cinen Kreis, welcher durch die beiden Mittelpunkte von III und
IV geht und den Kreis IX beriihrt, welcher konzentrisch mit I ist und (IX) zum
Radius r, —r,; hat. Wir finden diesen Kreis X nach Aufgabe 3. Scite 27. Be-
halten wir nuan den Mittelpunkt von X bei, und verkiirzen den Radius von X
um r,, so crhalten wir einen Kreis, welcher Kreis I, III und IV beriithrt, folg-
lich auch den Kreis II: damit ist die Aufgabe geloset.

Dasselbe Verfahren, das wir befolgt haben, um Kreis (1) zu finden, findet
auch seinec Anwendung, um irgend einen der acht moglichen in Fig. 33. Seite 43
gezeichneten Berithrungskreise zu konstruiren. Fir jeden anderen Berithrungskreis
wird eine andere Chordalpunktslinie gefunden, nachher ist die Methode
genau dieselbe.

Um die Chordalpunktslinie zu finden, welche nothig ist zur Konstruktion von
Kreis (2), miissen wir die in Nr. 2. Seite 87 angestellte Betrachtung erweitern.
Sind drei Kreise I, 1I und III mit den Radien r,, r, und ry gegeben, r,>r, >r,,
so wird die Chordale z. B. von I und II einen bestimmten Abstand haben von

: & 235y Lpiiry 2 —py2He ey ?
dem Mittelpunkte des grosseren Kreises I, nimlich ___2____; eben so
5

: 3 e #mli L i i i 3
die Chordale der Kreise I und III, ndmlich —* 38 T "2  Beschreibt man
: e,
aber einen konzentrischen Kreis mit I mit dem Radius k —r,, eben so mit II
mit dem Radius k —r,, eben so mit IIT mit dem Radius k —ry, konstruirt sich
hierauf die Chordalen dicser drei neuen Kreise, so erhilt man durch eine leichte
Rechnung die Abstinde der ncuen Chordalen von den Mittelpunkten der grisse-
D17  k im ersten Systeme senk-
€y

ren Kreise, diese Abstinde nehmen ab um

P —r y :
—L__"3 .k im zweiten Systeme senk-
Ca

recht auf der Centrale von I und II, um

recht auf der Centrale von I und ITI, um £2—"3 . k im dritten Systeme senk-
Cs

recht auf der Centrale von II und III. Die drei zusammengehorigen Chordalen
12
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fiir die drei Kreise, wo wir dasselbe k aber von beliebiger Linge in den Radien
k—r,, k—r, und k —r; haben, werden Durchschnittspunkte (Chordalpunkte)
liefern, die alle in derselben geraden Linie (Chordalpunktslinie) liegen, in welcher
auch der Mittelpunkt des Berithrungskreises (2) liegen muss, in welchem sich die
drei Kreise mit den Radien 0, —r,, 0, —r1,, 0, —r; schneiden, indem unter
£, der Radius des alle drei Kreise I, II, III einschliessenden Beriihrungskreises
verstanden wird.

Um also die Chordalpunktslinie zu finden, in welcher der Mittelpunkt des
Beriihrungskreises (2) liegt, muss man den Chordalpunkt von I, 1I, III auffinden,
den Punkt o, in Fig. 19; dies ist ein Punkt der gesuchten Chordalpunktslinie.
Ein anderer Punkt dieser Chordalpunktslinie wird gefunden, wenn man sich mit
1 den konzentrischen Kreis mit dem Radius k — r;, mit II den konzentrischen
Kreis mit dem Radius k—r,, mit III den konzentrischen Kreis mit dem Radius
k —r, konstruirt, wo k eine beliebige Liinge grosser als r, ist. Auf diese Weise
hat man eine gerade Linie gefunden, in welcher der Mittelpunkt von (2) liegen
muss, und verfihrt dann wie oben.

Nachdem nun die Konstruktion der Berihrungskreise (1) und (2) in Fig. 33.
Seite 43 niher erortert worden ist, wird man sich leicht fiir die Konstruktion
irgend eines anderen der acht Berithrungskreise zurecht finden.

Als Beispiel wiithlen wir Beriithrungskreis (4), welcher I einschliessend, II ein-
schliessend und III ausschliessend beriihrt.

‘Wir beschreiben um den Mittelpunkt von I konzentrische Kreise mit dem
Radins k—r,, um den Mittelpunkt von II konzentrische Kreise mit dem Radius
k—r,, um den Mittelpunkt von III konzentrische Kreise mit dem Radius r, 4k,
wo k eine beliebige Liinge bedeutet. Wir suchen nun fir diese drei Kreise k —r,,
k—r,, k—ry den Chordalpunkt, legen durch diesen so gefundenen Chordal-
punkt und den der urspriinglich gegebenen drei Kreise eine gerade Linie, so ist
dies die fir die Konstruktion des Beriihrungskreises (4) erforderliche Chordal-
punktslinie. Bezeichnen wir den Radius von (4) darch 0, , so werden die drei mit
I, II und IIT konzentrischen Kreise mit den Radien 0, —r,, £y —r1,, 1y 0,
sich in dem Mittelpunkte des Berithrungskreises (4) schneiden, es wird derselbe
also ebenfalls in der zu suchenden Chordalpunktslinie liegen.

Interessant ist es hier wahrzunehmen, wie die beiden Systeme parallcler
Chordalen fir I und IT, I und III, eben so II und III, in diesem Beispicle ent-
stehen aus konzentrischen Kreisen mit I, II und III, die in den beiden letzten
Fillen auf verschiedene Weise beschrieben werden, z. B. fir I und III. Die kon-
zentrischen Kreise um I werden hier beschrieben mit dem Radius k —r;, wo k nach
und nach verschiedene Lingen darstellt; die konzentrischen Kreise um III werden
beschrieben mit dem Radius ry—-k, indem k nach und nach verschiedene Lingen
vorstelit. Withrend bei den urspriinglichen beiden Kreisen I und III die Entfernung

G s

i
der Chordale vom Mitielpunkte I betriigt : 5o , nimmt sie bei den kon-
2

ntr

cZ
wie wir sehen, immer proportional mit k, so dass die Durchschnittspunkte von je
zwei entsprechenden Chordalen der drei verschiedenen parallelen Systeme immer
in einer und derselben geraden Linie, der Chordalpunktslinie, zu liegen kommen.

zentrischen Kreisen mit den Radien k—r, und r;-k ab um .k, aber,
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Fiinfte Auflosung der Berithrungsaufgabe.

1. Fig. 20. Tafel II. Es sind zwei Kreise gegeben I und II. Man hat zwei
andere Kreise beschrieben, welche die beiden gegebenen Kreise zugleich gleich-
artig berithren, Kreis (1) ausschliessend, Kreis (2) einschliessend: so geht nach
§. 19. Seite 22 die Chordale der thitigen Kreise, hier von (1) und (2), durch den
iusseren Ahnlichkeitspunkt der leidenden Kreise. Wir haben hier den zweiten Fall.
Hiitten wir noch mehr Berithrungskreise zu I und II, welche dieselben gleichartig
beriihrten, z. B. Kreis (3), welcher beide ausschliessend berithrt, so ginge auch
die Chordale von (1) und (3), eben so die von (2) und (3) durch den #usseren
Ahnlichkeitspunkt von I und II. Alle Tangenten von A, an die Kreise (1), (2),
(3) u. s. w. sind daher gleich. Alle Chordalen fir jede belicbige zwei Kreise,
weleche die beiden Kreise I und II gleichartig berithren, schneiden sich nimlich
in A,, dem dusseren Ahnlichkeitspunkte von I und II. Eben so lisst sich
nachweisen, dass die Chordalen fiir jede belichige zwei Kreise, welche die beiden
Kreise I und II ungleichartig berithren, sich in I,, dem inneren Ahnlich-
keitspunkte. von I und II, schneiden. Beschreibt man also aus A, einen Kreis mit
der Linge der Tangente an die Kreise (1), (2), (3) u. s. w. oder mit dem Radius
AT, =AT,=A,T; u s. w., so erhilt man einen Orthogonalkreis fir die
Kreise (1), (2), (3) u. s. w., welchen wir den Potenzkreis fir die Kreise I
und II nennen wollen. Das Quadrat des Radius des Potenzkreises ist gleich
A, D.A,E. Sind die beiden Kreise I und II gegeben, so ist auch ihr #usserer
Ahnlichkeitspunkt A, gegeben, eben so das Produkt A, D. A, E, daher auch
ihr Potenzkreis (9). Jeder Kreis, welcher nun die beiden gegebenen Kreise be-
rithrt, muss daher den Potenzkreis (9) orthogonal schneiden. Eben so: Beriihrt
ein Kreis (1) den einen der beiden Kreise I oder II, wihrend er den Potenz-
kreis (9) derselben orthogonal schneidet, so muss er auch den anderen Kreis be-
rithren, und zwar ist die Berithrung gleichartig, wenn wir denjenigen Potenzkreis
(9) gewithlt haben, der aus dem #usseren Ahnlichkeitspunkte A, beschrieben
worden ist.*)

2. Fig. 21. Tafel II. Dasselbe Raisonnement kann man auf die Kreise I
und 11I, deren iusserer Ahnlichkeitspunkt A, ist, anwenden und sagen:

Beriithrt ein Kreis einen der Kreise I, I oder III, wihrend er den Potenz-
kreis (9) um A, fir I und IT und den Potenzkreis (10) um A, fiir I und IIL
orthogonal schneidet, so muss er auch die beiden iibrigen beriihren und zwar
gleichartig.

Ferner: Ein Kreis, der die drei Kreise I, II und III zugleich gleichartig
berithrt, muss die Potenzkreise (9) und (10) orthogonal schneiden, d. h. sein
Mittelpunkt muss in der Chordale von den Potenzkreisen (9) und (10) liegen,
vgl. §. 14. Seite 14. Die Chovdale von (9) und (10) steht aber lothrecht auf der

*) Der innere Aehnlichkeitspunkt Iy giebt cbenfalls einen Potenzkreis, welcher simmtliche
Kreise orthogonal schneidet, von denen die beiden gegebenen Kreise I und Il ungleichartig be-
rithrt werden. Von diesem Kreise ist nicht blos der Mittelpunkt bekannt, sondern auch der Ra-
dius. Wiaren z. B. die Kreise um M und m in Fig. I, Scite 4 die beiden gegebenen Kreise,
I ihr innerer Aehmnlichkeitspunkt, so wire die mittlere geometrische Proportionale zu ID und
ID1 oder zu Id und Id! der Radius des Potenzkreises, welcher alle Kreise orthogonal schneidet,
von denen die Kreise um M und m ungleichartig berithrt werden.

12%

http://rcin.org.pl



92

Centrale A, A,. Wir haben also eine gerade Linie Cl) gefunden, in welcher wir
den Mittelpunkt der Kreise zu suchen haben, welche I, II und III gleichartig
beriithren, es ist die Chordale der beiden Potenzkreise (9) und (10), welche loth-
recht auf A, A, steht.

Wir konnten auf diesc Weise noch zwei andere gerade Linien finden, in
welcher die Mittelpunkte der Kreise liegen miissen, welche [, II und III zugleich
gleichartig berithren; wir miissten dazu noch den dritten Potenzkreis fir II und
III aus A, konstruiren, welchen wir mit (11) bezeichnen wollen. Alsdann wiirde
die Chordale der Potenzkreise (9) und (11) senkrecht stehen auf A, A,, diejenige
von (10) und (11) auf A, A;: es liegen aber A|, A,, A; in gerader Linie. Vgl
§. 8. Seite 7. Also miissten alle drei Chordalen der drei Potenzkreise um A,
A, und A, parallel sein. Jede dieser drei Chordalen enthdlt aber die beiden
Mittelpunkte der Kreise (1) und (2), welche die drei gegebenen Kreise I, II und
III gleichartig beriihren: folglich muss jede der drei Chordalen durch diesclben
zwei Punkte hindurch gehen, d. h. alle drei Chordalen miissen zusammen fallen:
was sich auch aus dem Anblick der Figur 21 ergiebt, wo alle drei Potenzkreise
9, 10 und 11 eine gemeinschaftliche Schne haben.

3. Es kommt daher nur darauf an, einen Kreis zu beschreiben, welcher zwei
von den gegebenen Kreisen, z. B. I und III, beriihrt und seinen Mirtelpunkt in
der Chordale €l hat, alsdann muss er von selbst den noch iibrigen Kreis II be-
rithren. Zu diesem Zwecke zeichnen wir uns zu einem der beiden Kreise I oder
III, hier zu III, das Spiegelbild in Beziehung auf die gefundene Chordale €,
dies sei der Kreis IV. Hierauf suchen wir einen Kreis, welcher die Kreise I,
III und IV berithrt, was leicht ist, da III und IV denselben Radius haben und
in Beziehung auf die gerade Linie Cl) symmetrisch gelegen sind. Wir wissen
ausserdem, dass scin Mittelpunkt in €l) liegt. Um nun zuerst den Kreis zu finden,
welcher die drei gegebenen Kreise ausschliessend berithrt, so beschreiben wir einen
Kreis, welcher durch die Mittelpunkte von III und IV geht und einen Kreis VI
ausschliessend beriihrt, welcher mit I konzentrisch ist, dessen Radius aber gleich
der Differenz der Radien von I und IIT ist, Vgl. Aufgabe 3. Seite 27. Den Be-
rithrungskreis an VI, der durch die Mittelpunkte von III und IV geht, haben
wir durch V bezeichnet. Verkiirzen wir nun den Radius von V um die Linge
des Radius von III und beschreiben mit dem so verkiirzten Radius aus 0, einen
konzentrischen Kreis (1) mit V, so erhalten wir einen Kreis (1), welcher die bei-
den Kreise I und III*) beriihrt, dessen Mittelpunkt in der geraden Linie € liegt,
welcher Kreis (1) daher auch den Kreis Il beriithren muss.

Kreis (1) berithrt die drei gegebenen Kreise I, II und III ausschliessend.
Um Kreis (2) zu finden, welcher dieselben einschliessend beriihrt, miissen wir uns
einen Hiilfskreis VII zeichnen, welcher durch die Mittelpunkte von III und IV
geht und den Kreis VI einschliessend beriihrt.  Diesen Kreis haben wir mit VII
bezeichnet. Wir verlingern hierauf den Radius von VII um die Linge des Radius
von III und beschreiben mit dem so verlingerten Radius einen konzentrischen
Kreis zu VII, den Kreis (2), welcher dann alle drei gegebenen Kreise I, II und
1II einschliessend berithren muss. *)

Mit Hilfe der Punkte A,, A, und A; haben wir die beiden konjugirten
Kreise (1) und (2) gefunden. Eben so hiitten wir mit Hilfe der Punkte I,, T,

¥) Also auch Kreis 1V.
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und A, die konjugirten Berithrungskreise (5) und (6) in Fig. 33. Seite 43 finden
konnen. Kreis (5) und (6) berithren nimlich die Kreise I und II ungleichartig,
die Chordale von (5) und (6) geht also durch den inneren Ahnlichkeitspunkt von
I und II, d. h. durch I,. Ziehe ich von I, Tangenten an (5) und (6), so wer-
den dieselben gleich sein. Beschreibe ich mit der Linge dieser Tangente einen
Kreis, so wird derselbe die Kreise, welche I und II ungleichartig berithren, or-
thogonal schneiden, z. B. 5 und 6. Wir wollen ihn den inneren Potenzkreis von
I und II nennen. Eben so beschreibe ich aus I, den inneren Potenzkreis zu I
und IIL, welcher alle Kreise orthogonal schneidet, welche die Kreise I und III
ungleichartig beriithren, z. B. (5) und (6). Kreis (5) z. B. schneidet also die bei-
den Potenzkreise aus I, und I, orthogonal, sein Mittelpunkt liegt also in der
Chordale dieser Kreise um I, und I,. Kreis (5) und (6) beriihren nun II und
III gleichartig. Die Chordale von (5) und (6) geht also durch A; mit der Linge
der Tangente von A, an die Kreise (5) und (6) kann ich also einen Kreis be-
schreiben aus A, welcher die gleichartigen Berihrungskreise fiir IT und III
orthogonal schneidet. Dieser Potenzkreis aus A, hat mit den Potenzkreisen aus
I, und I, Chordalen. Die drei Chordalen dieser drei Potenzkreise aus I,, I,
und A,, welche auf derselben geraden Linie I, I, A; senkrecht stehen, und in
welchen sich die Mittelpunkte der Kreise (5) und (6) befinden, fallen also zu-
sammen. Nachdem man so eine gerade Linie als einen Ort fiir die Mittelpunkte
von (5) und (6) gefunden hat, verfihrt man wie vorhin.

Bei dieser finften Auflosung der Beriithrungsaufgabe kommt es also vorzugs-
weise darauf an, die Potenzkreise aus A,, A,, A;, I,, I, und I, zu finden.
Bei jeder Auflosung braucht man eigentlich immer deren nur zwei, deren Chor-
dale uns den gesuchten Ort fir den Mittelpunkt liefert; indem die drei zusam-
mengchorigen Potenzkreise der Systeme A, Ay, Ay, A, I, I,, I,A,I,, I,1,A,
in jedem Systeme nur eine einzige gerade Linie als geometrischen Ort fir die
Mittelpunkte der gesuchten Beriithrungskreise liefern, weil die drei Chordalen je-
desmal zusammenfallen.

Man kennt also die Mittelpunkte dieser Potenzkreise, es handelt sich daher
nur darum, ihre Radien zu bestimmen. Den Radius des Potenzkreises um A,
findet man, indem man in Fig. 20. die mittlere geometrische Proportionale von
A;Dund A, E sucht; analog fiir die Potenzkreise um A,, A,. Den Radius des
Potenzkreises um 1, findet man, indem man die mittlere geometrische Proportio-
nale von I, D und ID, oder von Id und Id, (vgl. Fig. III. Seite 4) sucht.

Man kann daher sehr leicht die {iinfte Auflosung ausfithren. Man muss dazu
die Ahnlichkeitspunkte Agi1AgaiAg, Ly 1,515 der: drei gegebenen: Kreise I, T
und III aufsuchen und sich aus diesen Ahnlichkeitspunkten die sechs Potenzkreise,
deren Radien man auf die oben angegebene Weise findet, konstruiren. Fiir jede
zwei konjugirte Berithrungskreise gebraucht man nur zwei Potenzkreise, in deren
Chordale die beiden Mittelpunkte der gesuchten konjugirten Berithrungskreise lie-
gen. Alsdann bleibt die Aufgabe iibrig: Einen Kreis zu beschreiben, welcher drei
" Kreise berithrt, von denen zwei gleich sind (der eine ist das Spiegelbild des an-
deren in Bezichung auf die gefundene Chordale, in welcher sich die Mittelpunkte
der gesuchten Kreise befinden). Vgl. Aufgabe 3. Seite 27.
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Behandlung

der

Beruhrungsauigabe

mit Hilfe

der Kegelschnitte.

Den vorangeschickten finf Aufldsungen der Berithrungsaufgabe fiigen wir noch eine sechste

Behandlung mit Halfe der Kegelschnitte hinzu. Diese Behandlung empfiehlt sich als eine Ein-

fohrung der Lernenden in das Studium der Kegelschnitte, Die geometrische Auffassung wird

durch diese Behandlung ausserordentlich getibt, indem die Uebergiinge der verschiedenen Kegel-

schnitte in einander, in einen Kreis und eine gerade Linie, so wie die Theorie ihrer Durchschnitte
zur deutlichen Anschanung gebracht werden.

Prialiminarien.

Nr. 1. Welches ist der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der
Kreise, welche durch zwei gegebene Punkte gehen?

Nr. 2. Welches ist der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der
Kreise, welche durch einen gegebenen Punkt gehen und eine gege-
bene gerade Linie beriihren?

Ist in Fig. 22. n der gegebene Punkt und 28 die gegebene gerade Linie,
so handelt es sich darum, diejenige Kurve zu finden, deren Punkte von n und
der gegebenen geraden Linie gleich weit entfernt sind. Es ist dies eine Parabel,
der Brennpunkt der Parabel ist der gegebene Punkt A, €€ ist ihre Directrix.
Um die Parabel zu konstruiren, muss man von n auf L€ ein Loth fillen, und
erhilt so ihre Hauptachse. Halbirt man den Theil nS der Hauptachse, so findet
man den Scheitelpunkt der Parabel, zugleich den Mittelpunkt des kleinsten
Kreises, welcher durch n geht und die Linie @€ beriihrt, sein Radius ist An =
AS = dem vierten Theil des Parameters der Parabel. Alle iibrigen Punkte der
Parabel, z. B. A, ¢, d, e, M, ¢!, d!, e!', M! v. s. w. konnen als Mittelpunkte
von Kreisen angenommen werden, welche die beiden Bedingungen erfiillen.
M und M! sind zwei symmetrisch gelegene Punkte in Beziehung auf die Hauptachse
der Parabel, die Radien der um sie beschriebenen Kreise sind gleich Mn= M'!n
Die beiden Kreise um M und M!' gehen ausserdem durch die gegebenen Punkte
m und n, weil ihre Mittelpunkte in der Linie MM! | mn liegen, wo MM! der
geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise ist, welche durch m und n gehen.
Um den Mittelpunkt eines Kreises zu finden, welcher durch die gegebenen Punkte
m und m! geht und Linie €& berithrt, muss man .mm! halbiren, in der Mitte’
cin Loth errichten und seine Durchschnittspunkte mit der Parabel nehmen.

Nr. 3. Welches ist der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der
Kreise, welche durch einen gegebenen Punkt gehen und einen ge-
gebenen Kreis beriihren ?
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«) Der gegebene Punkt liegt ausserhalb des Kreises.

In Fig. 23. ist der Kreis um K gegeben, ausserhalb desselben der Punkt m,
man soll einen Kreis beschreiben, welcher durch m geht und den Kreis um K
berithrt. Der Mittelpunkt M dieses Kreises muss von m und dem Kreise K gleich
weit abstehen, d. h. sein geometrischer Ort ist eine Hyperbel. Um diese
Hyperbel zu konstruiren, muss man die Punkte K und m, welches die Brenn-
punkte der Hyperbel sind, verbinden, erhilt so die Hauptachse derselben. Ver-
bindet man irgend einen Punkt der Hyperbel, z. B. M mit m und K, so muss
die Differenz MK — Mm konstant sein, ndmlich gleich dem Radius des Kreises
um K, welchen wir durch R bezeichnen wollen. Halbirt man die Excentricitit
Km in C, so ist C der Mittelpunkt der Hyperbel. Trigt man zu beiden Seiten
von C auf der Hauptachse den halben Radius R, also CA= CB = } R, so er-
hilt man die beiden Scheitelpunkte A und B der Hyperbel. Jeder Punkt der
Hyperbel erfillt nun die beiden verlangten Bedingungen. Der Scheitelpunkt A
liefert den kleinsten Kreis, welcher durch m geht und den gegebenen Kreis
von aussen beriithrt, sein Radius ist Am. Der Scheitelpunkt B liefert den klein-
sten Kreis, welcher durch m geht und den gegebenen Kreis von innen beriihrt,
sein Radius ist Bm. Der Punkt M' symmetrisch von M gelegen in Beziehung
auf die Hauptachse der Hyperbel, licfert einen Kreis, welcher durch m geht, den
gegebenen Kreis von aussen berithrt und mit dem Kreise um M gleichen Radius
hat. Auf dem Zweige der Hyperbel bei A hat man die Mittelpunkte von den
Kreisen zu suchen, welche den gegebenen Kreis ausschliessend berithren; auf dem
Zweige bei B die Mittelpunkte von den Kreisen, welche den gegebenen Kreis
einschliessend berithren. Z, B. ist M der Mittelpunkt eines Kreises, welcher durch
die beiden gegebenen Punkte m und n geht und den Kreis K ausschliessend be-
rvithrt, wihrend m der Mittelpunkt eines Kreises ist, welcher durch m und n geht
und den Kreis K einschliessend berithrt. Die Punkte M und m liegen in der
geraden Linie mM | mn, mM ist der geometrische Ort fir die Mittelpunkte der
Kreise, welche durch die Punkte mund n gehen. mnistin o halbirt worden,oMm _| mn.

/) Der gegebene Punkt Hegt im Umfange des Kreises.

Alsdann ist der geometrische Ort eine gerade Linie, welche durch den ge-
gebenen Punkt und den Mittelpunkt des gegebenen Kreises geht. Eigentlich ist
es eine Hyperbel, bei welcher die Excentricitit gleich der grossen Hauptachse ist.
Die Scheitelpunkte der beiden Hyperbelzweige sind der Punkt im Umfange und
der Mittelpunkt des Kreises, die Excentricitit und grosse Hauptachse sind identisch.

7) Der gegebene Punkt liegt innerhalb des Kreises.

Fig. 24. Liegt der gegebene Punkt m innerhalb des Kreises um K, so findet
man den geometrischen Ort fiir die Mittelpunkte derjenigen Kreise, welche durch
m gehen und den Kreis K berithren durch folgende Analysis. Angencmmen der
Kreis um M gehe durch m und beriihre den gegebenen Kreis in x, so ist KMx
eine gerade Linie, Mx = Mm und MK +Mm =R, wo wir unter R den Radius
des gegebenen Kreises um K verstehen. Da die Summe MK +4 Mm eine kon-
stante Grosse ist, so ist der geometrische Ort fiir die Punkte M eine Ellipse,
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deren Excenuncitait Km ist, die beiden gegebenen Punkte m und Mittelpunkt K
sind die Brennpunkte der Kllipse. Die grosse Hauptachse der Ellipse ist gleich
R=Kx. Nehme ich die Differenz von R und KX m, halbire dieselbe, so erhalte
ich 4 (R—Km), trage ich diese Linge rechts und links von K und m auf der
geraden Linie Km ab, mA=KB=14 (R—Km), so erhalte ich die Scheitel-
punkte A und B der Ellipse. Jeder dieser Scheitelpunkte liefert einen Beriih-
rungskreis besonderer Art, A ndmlich den Mittelpunkt fir den kleinsten,
B den fiir den grossten Berithrungskreis, welcher durch m geht und den Kreis
um K einschliessend berithrt. Der Radius des Kkleinsten Berithrungskreises ist
Am=1} (R—Km), der des grossten Bm=1% (R--Km). Halbirt man Km, so
erhilt man in C den Mittelpunkt der Ellipse. Errichtet man in C ein Loth bis zu
beiden Seiten der Ellipse, so erhillt man die Querachse ee!. Kin aus e mit dem
Halbmesser em beschriebener Kreis berithrt den gegebenen Kreis in der Verlin-
gerung von Ke. Errichtet man in m und K Lothe bis zu beiden Seiten der
Ellipse, so erhiilt man in m die Strecke hmh', in K die Strecke dkd!, welche
beide die Parameter der Ellipse heissen. Suchen wir das Spiegelbild des Punktes
M in Riicksicht auf die gegebene Liniec Km, so erhalten wir den Punkt M?,
welcher uns den symmetrischen Berithrungskreis zu dem um M liefert.

0) Der gegebene Punkt fillt mit dem Mittelpunkte des Kreises zu-
sammen.

Alsdann fallt in Fig. 24. der Mittelpunkt K mit dem gegebenen Punkte m
zusammen, d. h. die Excentricitit der Ellipse wird Null, anstatt zweier Brenn-
punkte erhalten wir den KEinen, welches der Mittelpunkt des gegebenen Kreises
ist. Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der gesuchten Beriithrungskreise
ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt mit dem des gegebenen Kreises zusammenfillt,
und dessen Radius die Hilfte von dem Radius des gegebenen Kreises betrigt.
Alle gesuchten Beriihrungskreise haben gleiche Radien, nimlich den halben Radius
des gegebenen Kreises.

In der Fig. 25. ist Kx der gegebene Kreis, M der Mittelpunkt eines Kreises,
dessen Umfang durch K geht und den gegebenen Kreis in x beriihrt.

Die Aufgabe den geometrischen Ort zu finden fir die Mittelpunkte der Kreise,
welche einen gegebenen Kreis berithren und durch einen gegebenen Punkt gehen,
liefert uns also als Ergebniss:

1) eine Hyperbel, wenn der ggb Punkt ausserhalb des ggb. Kreises liegt,

2) - gerade Linie - = A < im Umfange -
3) - Ellipse - DT, + innerhalb
4) einen Kreis . el 8 i Mittc]ﬁunkte

Nr. 4. Welches ist der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte
aller Kreise, welche zwei gegebene gerade Linien beriihren?

Diejenige gerade Linie, welche den Winkel der beiden gegebenen geraden
Linien halbirt.

Nr. 5. Welches ist der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte
aller Kreise, welche eine gegebene gerade Linie und einen gegebe-
nen Kreis beriihren?
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Fig. 26. Die gegebene gerade Linie heisse €€, der Kreis um K sei ge-
geben.

1. Die gegebene gerade Linie liegt ausserhalb des Kreises.

Analysis 1. Ein Kreis um M, welcher die gegebene gerade Linie £€ und
den gegebenen Kreis um K ausschliessend beriihrt, hat seinen Mittelpunkt M in
gleicher Entfernung vom Mittelpunkt K und von einer geraden Linie £! @1,
welche parallel ist mit der gegebenen geraden Linie 22 und davon jenseits
von K um die Linge des Radius von K absteht, d. h. MK = MQ. Der Punkt
M gchort also einer Parabel an, deren Brennpunkt K, und deren Directrix
@1 ¢! ist. Um den Scheitelpunkt A dieser Parabel zu finden, muss man von K
ein Loth auf €!€! fillen und dasselbe halbiren. Auf diese Weise findet man den
Punkt A, AK= AB. Ein aus M mit dem Radius MK = MQ beschriebener
Kreis wird durch den Punkt K gehen und die gerade Linie £'2! in Q beriihren.
Verkiirze ich MK = MQ um die Liinge des Radius des gegebenen Kreises K und
beschreibe aus M einen Kreis mit dem Radius MT = (MQ — Radius K), so wird
derselbe die gegebene gerade Linie 22 und den gegebenen Kreis K ausschliessend
beriihren. 3

Konstruktion 1. Man beschreibe eine Parabel, deren Brennpunkt K ist,
und deren Directrix parallel der gegebenen Liniec Q€ ist und davon jenseits um
den Radius des gegebenen Kreises K absteht, diese Directrix heisse £'@1. Jeder
Punkt dieser Parabel liefert den Mittelpunkt eines Berithrungskreises, dessen Radius
gleich ist der Differenz von der Entfernung dieses Punktes vom Mittelpunkt £ minus
den Radius des gegebenen Kreises K. Der Scheitelpunkt A der Parabel liefert
den kleinsten Kreis mit dem Radius AP=AE. Jede zwei symmetrische Punkte
der Parabel, z. B. die Punkte M und M', liefern zwei zu beiden Seiten von der
Hauptachse der Parabel liegende symmetrische Beriithrungskreise. Der Parameter
der Parabel ist CC!, C und C! wiirden also ebenfalls zwei symmetrische Berith-
rungskreise liefern. Die Umfinge der gesuchten ausschliessenden Berithrungskreise
sind in der Figur 26 mit a, der mit ihnen konzentrischen Hiilfskreise mit a! be-
zeichnet worden. Die Parabel fir die Mittelpunkte der ausschliessend berithrenden
Kreise ist mit 1 bezeichnet worden.

Analysis 2. Ein Kreis um O!, welcher die gegebene gerade Linie £2 und
den gegebenen Kreis um K einschliessend berithrt, hat seinen Mittelpunkt in
gleicher Entfernung vom Mittelpunkt K und von einer geraden Linie €,&,, welche
parallel ist mit der gegebenen geraden Linie 2 und davon diesseits von K
um die Lange des Radius von K absteht, d. h. O' K = O!'8. Der Punkt O’
gehort also einer Parabel an, deren Brennpunkt K und deren Directrix £, &,
ist. Um den Scheitelpunkt D dieser Parabel zu finden, muss man von K ein Loth
auf €, &, fillen und dasselbe halbiren. Auf diese Weise findet man den Punkt
D, DK=DG. Ein aus O! mit dem Radius O'K = 0'§S beschriebener Kreis
wird durch den Punkt K gehen und die gerade Linie £, &, in S beriihren.
Verlingere ich O'K = O'S8 um die Linge des Radius des gegebenen Kreises
K und beschreibe aus O?! einen Kreis mit dem Radius O'o! = (0! S + Radius K),
so wird derselbe die gegebene gerade Linie €2 und den gegebenen Kreis K ein-
schliessend beriihren.

; 13
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Konstruktion 2. Man beschreibe eine Parabel, deren Brennpunkt K ist,
und deren Directrix parallel der gegebenen Linie L€ ist und davon diesscits um
den Radius des gegebenen Kreises K absteht, diese Directrix heisse £,8,. Jeder
Punkt dieser Parabel liefert den Mittelpunkt eines Beriihrungskreises, dessen Radius
gleich ist der Summe von der Entfernung dieses Punktes vom Mittelpunkte K plus
den Radius des gegebenen Kreises K. Der Scheitelpunkt D der Parabel liefert den
kleinsten Kreis mit dem Radius DE = DH. Jede zwei symmetrische Punkte
der Parabel, z. B. die Punkte O! und O liefern zwei zu beiden Seiten von der
Hauptachse der Parabel liegende Beriihrungskreise. Der Parameter der Parabel
ist JJ1, J und J' wiirden also ebenfalls zwei symmetrische Berithrungskreise lie-
fern, eben so die Punkte N und N'!'. Die Umfinge der gesuchten einschliessenden
Beriihrungskreise sind in der Fig. 26. mit i, der mit ihnen konzentrischen Hiilfs-
kreise mit i' bezeichnet worden. Die Parabel fiir die Mittelpunkte der einschlies-
senden Beriithrungskreise ist mit 2 bezeichnet worden. In Fig. 26. sind aus den
Mittelpunkten N und O! einschliessende Beriihrungskreise beschrieben worden.

Summa. Geometrischer Ort: Zwei Parabeln, ihr gemeinschaftlicher Brenn-
punkt im Mittelpunkt des gegebenen Kreises.

Bezeichnen wir den Abstand des Mittelpunktes K von der gegebenen geraden
Linie 28 mit d, und den Radius von K mit r, so ist der Parameter fiir die erste
Parabel 2. (A1), fir die zweite Parabel 2.(d—r).

II. Die gegebene gerade Linie ist Tangente an den Kreis.

Fir d=r, d. h. wenn die gegebene gerade Linie Tangente an den gegebenen
Kreis K ist, wird also der Parameter der zweiten Parabel Null, d. h. die Parabel wird
eine gerade Linie und fillt mitihrer Hauptachse zusammen. Der geometrische
Ort fiir die Mittelpunkte der einschliessend beriihrenden Kreise ist also eine gerade
Linie, die man erhilt, wenn man vom Mittelpunkte des gegebenen Kreises auf
die gegebene gerade Linie, welche Tangente daran ist, ein Loth fillt. Man muss
dazu denjenigen Theil dieses Lothes nehmen, welcher diesseits der gegebenen
geraden Linie liegt, vom Mittelpunkt des gegebenen Kreises aus gerechnet. Derjenige
Theil dieses Lothes, welcher jenseits der gegebenen geraden Linie liegt, liefert
einen geometrischen Ort fiir die Kreise, welche die gegebene gerade Linie beriihren
und den gegebenen Kreis ausschliessend.

Erkldarung der Figur 27. Der gegebene Kreis ist um K beschrieben
worden, die gegebene gerade Linie €€ ist Tangente an den Kreis, von K ist ein
Loth auf die gegebene gerade Linie gefillt worden, KA | ¢®. Es ist alsdann
die gerade Linie KA der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise, welche
die gegebene gerade Linie und den gegebenen Kreis berithren. Die Punkte dies-
seits 2€ (auf Kreis K bezogen) liefern die Mittelpunkte der cinschliessend be-
rithrenden Kreise, die Punkte jensecits 22 dagegen die Mittelpunkte der aus-
schliessend beriihrenden Kreise. Die Berithrung findet allemal in A statt. Ausser-
dem giebt es noch einen geometrischen Ort fir Kreise, welche die gegebene
gerade Linie £¢ und den gegebenen Kreis ausschliessend berithren. Es ist dies
die erste Parabel, deren Brennpunkt in K liegt, und von welcher £!' 2! die Di-
rectrix ist, wo £! Q! QL in dem Abstande r, wo r der Radius des gegebenen
Kreises ist. Der Scheitelpunkt dieser Parabel ist A, ihr Parameter CC!'=4r,
M und M! sind zwei symmetrische Punkte derselben. CC! =2 KB.
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III. Die gegebene gerade Linie schneidet den Kreis, (Fig. 28.)

1. Als Hilfslinie zeichne man jenseits von K eine Parallele £!' 2! mit 28 im
Abstande r (dem Radius des gegebenen Kreises).

Ist nun M der Mittelpunkt eines einschliessenden Beriihrungskreises, dessen
Radius p sei, so ist MK--p=r, (0 = MT), vorausgesetzt, dass der Kreis um
M auch die-gerade Linie £ beriihrt. Der Abstand des Punktes M von £!' &1 plus 0
ist aber ebenfalls =r, also steht der Punkt M eben so weit vom Mittelpunkt K
ab wie von der geraden Linie £!'2!', d. h. M gehort einer Parabel an, deren
Brennpunkt der Mittelpunkt K ist und deren Directrix €' 2! ist. Dasselbe gilt
von dem Mittelpunkt C eines Kreises, der Kreis K ausschliessend beriihrt und
eben so die gerade Linie 8. M und M!, eben so D und D!, C und C! u. s. w.
sind symmetrische Punkte der Parabel (1) in Riicksicht auf die Hauptachse AK
und geben symmetrische Kreise. Die Strecke CKC! ist der Parameter der Pa-
rabel. Der Theil der Parabel DMAM!D! liefert die Mittelpunkte aller einschlies-
senden Beriithrungskreise. Der Berithrungskreis aus dem Scheitelpunkte A mit
dem Radius AE = AP ist ein Maximum fiir die inneren Berithrungskreise jenseits
von 2€ und K. Die unendlich langen Stiicke der Parabel DCG und D!C!G!
liefern den Mittelpunkt der Kreise, welche ¢ und den gegebenen Kreis aus-
schliessend beriithren.

2. Als Hilfslinie zeichne man diesseits von K eine Parallelle £,2, mit 28
im Abstande r. Ist nun 9 der Mittelpunkt eines einschliessenden Beriihrungs-
kreises, dessen Radius t sei, so ist MK 4r=r, (t=M™W3E). Der Abstand des
Punktes M von &, &, plus v ist aber ebenfalls=r, also steht der Punkt M eben
so weit vom Punkte K ab wie von der geraden Linie £,€,, d. h. It gehort einer
Parabel an, deren Brennpunkt der Mittelpunkt K ist und deren Directrix £€,¢, ist.
Dasselbe gilt von dem Mittelpunkt ® eines Kreises, der Kreis K ausschliessend
berithrt und eben so die gerade Linie €2. I und M', eben so € und €1,
D und D', & und G! u. s. w. sind symmetrische Punkte der Parabel (2) in
Riicksicht auf die Hauptachse AK und geben symmetrische Kreise. Die Strecke
€KC! ist der Parameter der Parabel (2). Der Theil der Parabel DEMA M1 D?
liefert die Mittelpunkte aller einschliessenden Berithrungskreise. Der Berithrungs-
kreis aus dem Mittelpunkt A mit dem Halbmesser A E ist ein Maximum fir die
inneren Berithrungskreise diesseits von €€ und K. Die unendlich langen Stiicke
der Parabel DG und D!®! liefern die Mittelpunkte der Kreise, welche 28 und
den gegebenen Kreis ausschliessend beriihren.

IV. Die gegebene gerade Linie geht durch den Mittelpunkt.

Alsdann erhilt man als geometrische Orter zwei kongruente Parabeln. Die
Directrix einer jeden ist eine Tangente an den gegebenen Kreis, dessen Mittel-
punkt der Brennpunkt fiir beide Parabeln ist. Beide Parabeln haben denselben
Parameter, nimlich den Durchmesser des Kreises. Es giebt zwei innere Beriih-
rungskreise Maxima, der Halbmesser eines jeden ist die Hilfte von dem des
gegebenen Kreises.

13*
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Nr. 6. Welches ist der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte
aller Kreise, welche zwei gegebene Kreise beriithren?

1. Die beiden gegebenen Kreise liegen ausser einander.

Fig. 29. 1. Man hat zwei gegebene Kreise um K und & und soll den geo-
metrischen Ort finden fiir die Mittelpunkte derjenigen Kreise, welche die beiden
gegebenen Kreise berithren. Den Radius von K wollen wir durch R, den vyon &
durch r bezeichnen. Ist nun um M ein solcher Kreis beschrieben worden, welcher
die beiden gegebenen Kreise ausschliessend berithrt, so hat man, wenn man durch
R seinen Radius bezeichnet:

R+ R=MK, r+ R=MR, daher MK — M& =R —rr.

Der Mittelpunkt M gehort also zu ciner Kurve, welche den geometrischen
Ort bildet fiir die Spitzen der Dreiecke, die zur Grundlinie K& haben und zur
Differenz der beiden anderen Seiten MK — M & eine konstante Grosse R — r.
Diese Kurve ist daher eine Hyperbel. Die beiden Brennpunkte dieser Hyperbel
sind die Mittelpunkte K und & der beiden gegebenen Kreise, ihre Excentricitiit
ist also K&; ihre grosse Hauptachse AB ist gleich der Differenz R —r. G, die
Mitte von K&, ist der Mittelpunkt der Hyperbel, A und B sind ihre Scheitel-
punkte. Den Hyperbelzweig AM wollen wir mit 1 bezeichnen, er liefert uns die
Mittelpunkte fiir alle Kreise, von welchen die beiden gegebenen Kreise aus-
schliessend berithrt werden. Der Scheitelpunkt A liefert uns den Mittelpunkt
fiir den kleinsten Kreis, sein Radius ist AE. Fiir den Fall der Gleichheit der
Radien wird die grosse Hauptachse AB —o, d. h. die Punkte A, B, G fallen
zusammen, aus der Hyperbel wird eine gerade Linie, niamlich ein Loth errichtet
in der Mitte von K& auf dieselbe. Fiir R= oo, d. h. wenn wir den Fall eines
Kreises und einer geraden Linie haben, wird die grosse Hauptachse unendlich,
und wir erhalten eine Parabel.

2. Ist ferner um M! ein Kreis beschrieben worden, welcher die beiden gege-
benen Kreise um K und & einschliessend berithrt, so hat man, wenn man seinen
Radius durch R! bezeichnet:

Rt —R=MK, R —r=M'{, also M!I® —M'K=R —r.

Der Mittelpunkt M' gehort also zu einer Kurve, welche den geometrischen
Ort bildet fir die Spitzen der Dreiecke, die zur Grundlinie K& haben und zur
Differenz der beiden anderen Seiten M'§ — M'K eine konstante Grosse R —r.
Diese Kurve ist daher eine Hyperbel und zwar ist es der andere Zweig der
schon vorhin niher definirten Hyperbel. Den Hyperbelzweig BM! wollen wir mit
2 bezeichnen, er liefert uns die Mittelpunkte fiir alle Kreise, von welchen die
beiden gegebenen Kreise einschliessend berithrt werden. Der Scheitelpunkt
B liefert uns den Mittelpunkt fiir den kleinsten Kreis, sein Radius ist BF.

3. Ist ferner um M ein Kreis beschrieben worden, welcher die beiden gege-
benen Kreise um K und & beriithrt, ndmlich den um & einschliessend und den
um K ausschliessend, so hat man, wenn man seinen Radius durch £ bezeichnet:

MEK=p+R, MY=pP —r, also MK — MR =R +-r.

Der Mittelpunkt M gehort also zu einer Kurve, welche den geometrischen
Ort bildet fir die Spitzen der Dreiecke, die zur Grundlinie K& haben und zur
Differenz der beiden anderen Seiten MK — MK eine konstante Grosse R —-r.
Diese Kurve ist daher eine Hyperbel. Die beiden Brennpunkte dieser Hyperbel
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sind die Mittelpunkte K und & der beiden gegebenen Kreise; ihre grosse Haupt-
achse CD ist gleich der Summe R-}-r. G, die Mitte von K&, ist der Mittelpunkt
der Hyperbel, C und D sind ihre Scheitelpunkte. Den Hyperbelzweig CI wollen
wir mit 3 bezeichnen, er liefert uns dic Mittelpunkte fiir alle Kreise, von welchen
der Kreis um K ausschliessend und der von & einschliessend berithrt wird. Der
Scheitelpunkt C liefert uns den Mittelpunkt fiir den kleinsten Kreis, sein
Radius ist CE.

4. Ist ferner um M' ein Kreis beschrieben worden, welcher die beiden ge-
gebenen Kreise um K und & beriihrt, nimlich den um & ausschliessend und den
um K einschliessend, so hat man, wenn man seinen Radius durch 0! bezeichnet:

M{=p'+r, MK=p!'—R, also MK — MK =R-4r.

Der Mittelpunkt ! gehort also zu einer Kurve, welche den geometrischen
Ort bildet far die Spitzen der Dreiecke, die zur Grundlinie K& haben und zur
Differenz der beiden anderen Seiten M!{ — M!'K eine konstante Grosse R —-r.
Diese Kurve ist daher eine Hyperbel. Den Hyperbelzweig D! wollen wir
mit 4 bezeichnen, er liefert uns die Mittelpunkte fiir alle Kreise, von welchen
der Kreis um K cinschliessend und der von & ausschliessend beriihrt wird. Der
Scheitelpunkt I liefert uns den Mittelpunkt f{iir den kleinsten Kreis, sein Ra-
dius ist DF.

Summa: Wir erhalten zwei Hyperbeln mit gemeinschaftlichem Mittelpunkt
in der Mitte von K&, diese zwei Hyperbeln haben 4 Zweige. Jeder dieser 4 Zweige
enthilt eine besondere Art von Mittelpunkten:

(1) enthdlt die Mittelpunkte der Kreise, welche die beiden gegebenen Kreise

ausschliessend beriithren;

(2) enthilt die Mittelpunkte der Kreise, welche die beiden gegebenen Kreise

einschliessend berithren;

(3) enthiilt die Mitteipunkte der Kreise, welche den Kreis um K ausschlies-

send, den um & einschliessend beriihren;

(4) enthilt die Mittelpunkte der Kreise, welche den Kreis um K einschlies-

send, den um & ausschliessend beriihren.

II. Die beiden gegebenen Kreise berithren sich von aussen.

Fig. 30. Wir erhalten wie in I eine Hyperbel als geometrischen Ort fiir
die Mittelpunkte der Kreise, von welchen die beiden gegebenen Kreise um K und &
gleichartig berithrt werden. Die Mittelpunkte K und & sind die Brennpunkte
dieser Hyperbel, ihre grosse Hauptachse AB ist gleich der Differenz der Radicn
R und r. Der eine Zweig der Hyperbel geht durch den Berithrungspunkt A der
beiden gegebenen Kreise, es ist der Zweig AM, worauf sich die Mittelpunkte der
Kreise befinden, von welchen die beiden gegebenen Kreise ausschliessend beriihrt
werden, es ist namlich MK =R-+4 R, M@ =r-4 R, also MK —M& =R —r.
Wir haben diesen Zweig mit 1| bezeichnet.

Der Zweig BM! enthiiit die Mittelpunkte der Kreise, von welchen die beiden
gegebenen Kreise einschliessend berithrt werden, es ist namlich M!' K = R! — R,
MR =R!—r, also M1 —M!K =R —r. Wir haben diesen Zweig mit 2 be-
zeichnet. Der Scheitelpunkt B davon ist der Mittelpunkt des kleinsten Kreises,
welcher die beiden gegebenen Kreise einschliessend berithrt. Fiir den Fall, dass
die beiden gegebenen Kreise gleiche Halbmesser haben, wird R—r=o0, A und B
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fallen zusammen, oder die grosse Hauptachse wird Null, und die Hyperbel wird
zur geraden Linie, welche im Berithrungspunkte A senkrecht steht auf K§.

Ausserdem giebt es aber moch Kreise, von welchen die beiden gegebenen
Kreise ungleichartig berithrt werden. Wir haben zwei Systeme solcher Kreise zu
unterscheiden.

Das erste System gehort einer Hyperbel an, deren Brennpunkte K und &
sind, und deren grosse Hauptachse gleich ihrer Excentricitit ist, nidmlich gleich
R-+r=KR, es ist also diese Hyperbel zu einer geraden Linie geworden,
nimlich K&. Die Punkte rechts von K& liefern uns die Mittelpunkte der Kreise,
von welchen Kreis & einschliessend, Kreis K ausschliessend berithrt wird. Die
Punkte links von §K liefern uns die Mittelpunkte der Kreise, von welchen Kreis
& ausschliessend und Kreis K einschliessend berithrt wird. Der Berithrungspunkt
ist immer A.

Das zweite System gehort einer Ellipse an, deren Brennpunkte K und &
sind, und deren grosse Hauptachse gleich ihrer Excentricitit ist, ndmlich gleich
R-+r=K&. Es ist also diese Ellipse zu einer geraden Linie geworden, deren
Punkte zwischen K und & liegen. Die Punkte zwischen A und & liefern uns
die Mittelpunkte der Kreise, von welchen Kreis & einschliessend, Kreis K aus-
schliessend berithrt wird. Die Punkte zwischen A und K liefern uns die Mittel-
punkte der Kreise, von welchen Kreis & ausschliessend und Kreis K einschlies-
send beriithrt wird.

Der geometrische Ort ist also fiir die Mittelpunkte der ungleichartigen Be-
rithrungskreise eine gerade Linie, welche durch die Mittelpunkte der gegebenen
Kreise geht. Das Stiick zwischen den Mittelpunkten gehort einer geraden Linie
an, welche aus einer Ellipse hervorgegangen ist. Das Stiick diesseits und jenseits
der eigentlichen Centrale gehort zwei geraden Strahlen an, welche aus zwei Hy-
perbelzweigen hervorgegangen sind.

III. Die beiden gegebenen Kreise schneiden sich.

Fig. 81. 1. Wir erhalten wie in I eine Hyperbel als geometrischen Ort fir
die Mittelpunkte der Kreise, von welchen die beiden gegebenen Kreise um K und &
gleichartig berithrt werden. Die Mittelpunkte K und & sind die Brennpunkte
dieser Hyperbel, ihre grosse Hauptachse AB ist gleich der Differenz der Radien
R und r, (d. h. R—r). Die Hyperbel hat zwei Zweige MAM! und B! mit den
Scheitelpunkten A und B. Der Zweig B/ enthalt die Mittelpunkte der Kreise,
von welchen die beiden gegebenen Kreise um K und & einschliessend beriihrt
werden. Z. B. der Kreis um ¢! mit dem Radius ££1Q, dessen Umfang wir mit 1
bezeichnet haben. Von allen diesen Kreisen ist der aus dem Scheitelpunkte B
mit dem Radius BF = BN beschriebene der kleinste. Der Zweig MAM!, welcher
dem Mittelpunkte des kleinen Kreises niher liegt, besteht aus zwei Theilen,
néamlich dem begriinzten Bogen CAD innerhalb des beiden Kreisen gemeinschaft-
lichen Stiickes und den unendlichen Bogen CM und DM!. Der begrinzte Bogen
CAD enthilt die Mittelpunkte der Kreise, von welchen die beiden gegebenen
Kreise einschliessend berithrt werden. Der Scheitelpunkt A liefert uns den
grossten dieser Kreise. In unserer Figur ist aus dem Mittelpunkte m cin solcher
innerlich berithrender Kreis beschrieben worden, dessen Umfang wir mit 2 be-
zeichnet haben. Die unendlichen Bogen CM und DM enthalten die Mittelpunkte
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.derjenigen Kreise, von welchen die beiden gegebenen Kreise ausschliessend
berithrt werden. Z. B. ist M! ein solcher Punkt; den Umfang des damit beschrie-
benen ausschliessenden Berithrungskreises haben wir mit 3 bezeichnet.

Sind die Radien der beiden gegebenen Kreise gleich, so wird ihre Differenz
Null, d. h. die grosse Hauptachse der Hyperbel wird Null, oder es entsteht eine
gerade Linie, namlich die gemeinsehaftliche Sehne oder Chordale der beiden
gegebenen sich schneidenden Kreise. Diese gerade Linie hat in Beziehung auf
die beiden gegebenen. Kreise alle die Eigenschaften, welche wir oben bei den bei-
den Hyperbelzweigen MAM! und p£A 1 aufgefithrt haben, beide Hyperbelzweige
fallen nimlich in einen einzigen zusammen, der eine gerade Linie bildet.

2. s giebt aber auch noch Kreise, von welchen die beiden gegebenen Kreise
ungleichartig berithrt werden. Die Mittelpunkte dieser Kreise bilden als geo-
metrischer Ort eine Ellipse. Die Excentricitit derselben ist K&, ihre grosse
Hauptachse PE—=R-}-r. Z. B. um M ist ein Kreis beschrieben worden, der Kreis I
einschliessend in S und Kr.II ausschliessend in T beriihrt. Wir haben MK =R — R,
MY =r-+ R, wo unter R der Radius des um M beschriebenen Kreises verstan-
den wird, also MK+ M{ =R -+r. Den Umfang des um M beschriebenen
Kreises haben wir mit 5 bezeichnet. Eben so ist um m ein Kreis beschrieben
worden, welcher I ausschliessend und II einschliessend berithrt. Der Umfang
dieses Kreises ist mit 4 bezeichnet worden. Die Scheitelpunkte der Ellipse heissen
P und E. Die Ellipse besteht aus zwei Bogen CED und CPD. Bogen CED ent-
hilt die Mittelpunkte aller Kreise, von welchen I ausschliessend und II ein-
schliessend beriithrt wird; Bogen CPD derjenigen, von welchen I einschliessend
und IT ausschliessend berithrt wird. Die Scheitelpunkte der Ellipse sind E und P.
E liefert den grossten Kreis, von welchem I ausschliessend und II einschliessend
berithrt wird, sein Radius ist EN; P liefert den grossten Kreis, von welchem
I einschliessend und II ausschliessend beriihrt wird, sein Radius ist PF. G in der
Mitte von K& ist der Mittelpunkt der Ellipse, das darin auf die grosse Haupt-
achse bis zur Ellipse zu beiden Seiten verlingerte Loth IH die Querachse.

Die Ellipse und die Hyperbel durchschneiden sich in 4 Punkten C, D, x und y.
C und D sind Mittelpunkte von Kreisen, welche zum Radius Null haben; dagegen
konnen die beiden symmetrischen Punkte x und y betrachtet werden, einerseits
als Mittelpunkte von einschliessend berithrenden Kreisen (x als Punkt der Hyper-
bel, xv der Radius), anderseits als Mittelpunkte von ungleichartig berithrenden
Kreisen (x als Punkt der Ellipse, xw als Radius, I wird einschliessend, II aus-
schliessend beriihrt).

IV. Die beiden gegebenen Kreise berithren sich von innen.

Fig. 32. 1. Wir erhalten als geometrischen Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise,
von welchen die beiden gegebenen Kreise um K und & gleichartig berithrt
werden, eine Hyperbel, deren Brennpunkte K und & sind, wihrend ihre grosse
Hauptachse (R —r) ist, also gleich ihrer Excentricitit: es wird folglich aus der
Hyperbel eine gerade Linie. Die gerade Linie K& besteht gewissermassen fiir
uns aus zwei Strahlen, welche von E aus, dem Berithrungspunkte der beiden
gegebenen Kreise, gerechnet werden. Der Strahl EM enthilt die Mittelpunkte
von den Kreisen, von welchen die beiden gegebenen Kreise ausschliessend beriihrt
werden. Ein solcher Punkt ist M, der dazu gehorige Kreis hat den Radius ME.
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Der Strahl EM! enthilt die Mittelpunkte von den Kreisen, von welchen die hei-
den gegebenen Kreise einschliessend beriithrt werden. Ein solcher Punkt ist M!,
der dazu gehorige Kreis hat den Radius M! E.

2. Es giebt aber auch noch Kreise, von welchen die beiden gegebenen Kreise
ungleichartig berithrt werden. Die Mittelpunkte dieser Kreise bilden als geo-
metrischen Ort eine Ellipse. Die Excertricitit derselhen ist K&, ihre grosse
Hauptachse PE=R-r. Z. B. um M ist ein Kreis beschrieben worden, der
Kreis I einschliessend und Kreis I ausschliessend beriithrt. Wir haben MK = R — R,
M{=r-+ R, wo unter R der Radius des um M beschriebenen Kreises verstan-
den wird, also MK 4+ M{=R-+r. Den Umfang des um M beschrichenen
Kreises haben wir mit 1 bezeichnet, er beriihrt I in S und II in T. Die Scheitel-
punkte der Ellipse sind E und P. P liefert den grossten Kreis, sein Radius ist PF.

V. Die beiden gegebenen Kreise liegen in einander.

* Fig. 84. 1. Fir die gleichartige Berithrung ist nur der Fall moglich, dass
beide Kreise einschliessend berithrt werden. Wir erhalten als geometrischen
Ort fiir die Mittelpunkte der Krcise, von welchen die beiden gegebenen Kreise
einschliessend beriihrt werden, eine Ellipse, deren Brennpunkte K und & sind,
und deren grosse Hauptachse AB=DR —r ist. Es ist z. B. M der Mittelpunkt
eines solchen berithrenden Kreises, MS = MT sind seine Radien, und zwar
MK =R —NR, wo R der Radius des Kreises I und R der des Kreises um M ist;
ferner ist MR =R — r, wo r der Radius des Kreises II ist: folglich MK 4 M§
=R —r. Der Umfang des Kreises um M ist mit 1 bezeichnet worden. Die
Scheitelpunkte dieser Ellipse sind A und B. A ist der Mittelpunkt des kleinsten
einschliessenden Kreises, sein Radius ist AN; B ist der Mittelpunkt des grossten
einschliessenden Kreises, sein Radius ist BF.

2. Fiir die ungleichartige Berithrung ist nur der Fall moglich, dass der
Kreis I einschliessend berithrt und der Kreis II ausschliessend beriihrt wird. Wir
erhalten als geometrischen Ort fir die Mittelpunkte der Kreise, von welchen
Kreis I einschliessend und Kreis II ausschliessend beriihrt wird, eine Ellipse,
deren Brennpunkte K und & sind, und deren grosse Hauptachse PE =R - ist.
Es ist z. B. M der Mittelpunkt eines solchen beriihrenden Kreises, IMS = MI
sind seine Radien, und zwar MK =R —r, wo t der Radius des Kreises um I
ist; ferner ist MR =r +-1: folglich ist MK + M{ =R +-r. Der Umfang des
Kreises um M ist mit 2 bezeichnet worden. Die Scheitelpunkte dieser Ellipse sind
E und P. E ist der Mittelpunkt des kleinsten Kreises, sein Radius ist EN;
P ist der Mittelpunkt des grossten Kreises, sein Radius ist PF; beide beriih-
ren ungleichartig.

VI. Die beiden gegebenen Kreise sind konzentrisch.

Fig. 35. Aus den Ellipsen in V werden solche Ellipsen, deren Excentricitit
Null ist, d. h. Kreise. Der eine Kreis, dessen Durchmesser AB=R — r ist,
liefert den geometrischen Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise, von welchen die
beiden gegebenen Kreise einschliessend berithrt werden. Es ist z. B. M der
Mittelpunkt eines solchen beriihrenden Kreises, MS = MT sind seine Radien.

Alle diese Berithrungskreise haben gleich lange Radien § (R 4-r). Der andere
Kreis, dessen Durchmesser PE =R +r ist, liefert den geometrischen Ort fiir die
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Mittelpunkte der Kreise, von welchen der Kreis I einschliessend, Kreis I aus-
schlicssend beréihrt wird. Es ist z. B. It der Mittelpunkt eines solchen beriith-
renden Kreises, IMS — MY sind seine Radien. Alle diese Beriithrungskreise haben
gleich lange Radien =4 (R —r).

Schlussbetrachtung fiir Nr. 6.

Der geometrische Ort kann sein:
1. eine Hyperbel,
a) zwei Hyperbeln, wenn die beiden gegebenen Kreise aus einander lie-
gen (Vgl. L Seite 101); Fig. 29.
b) eine Hyperbel fiir die gleichartige Beriihrung, wenn die beiden gege-
benen Kreise sich ausschliessend berithren (Vgl. Seite 101); Fig. 30.
¢) eine Hyperbel fir die gleichartige Beriihrung, wenn die beiden gege-
benen Kreise sich schneiden (Vgl. III. Seite 102); Fig. 31.
2. eine gerade Linie,
a) fir die ungleichartige Berithrung, wenn die beiden gegebenen Kreise
sich von aussen beriihren (Vgl. IL. Seite 102); Fig. 30.
b) fiir die gleichartige Berithrung, wenn die beiden gegebenen Kreise sich
von innen berithren (Vgl. IIL. Seite 103);
3. eine Ellipse,
a) fir die ungleichartige Berithrung, wenn die beiden gegebenen Kreise
sich schneiden (Vgl. IIL. Seite 103); Fig. 31.
b) fiir die ungleichartige Berithrung, wenn die beiden gegebenen Kreise
sich von innen berithren (Vgl. IV. Seite 104); Fig. 32.
c) zwei Ellipsen, wenn die beiden gegebenen Kreise in einander liegen
(Vgl. V. Seite 104); Fig. 34.
4. zwei Kreise, wenn die beiden gegebenen Kreise konzentrisch sind (Vgl. VL.
Seite 104). Fig. 35.

Aufzihlung der geometrischen brter fiir die Mittelpunkte der Berithrungs-
kreise fiir die zehn méglichen Fille des Berithrungsproblems.

1. 3 Punkte:

Der Ort der gleichen Entfernung von zwei Punkten ist eine gerade Linie.

Also bei 3 Punkten der Durchschnittspunkt von zwei geraden Linien: Ein Punkt.
2. 2 Punkte und 1 Linie: :

Der Ort der gleichen Entfernung von einem Punkte und einer geraden Linie
ist eine Parabel. Also: Durchschnittspunkt einer geraden Linie und einer Pa-
rabel, folglich zwei Punkte. Vgl. Seite 94.

3. 2 Punkte und 1 Kreis:

Der Ort der gleichen Entfernung von einem Punkte und einem Kreise ist eine
Hyperbel. Also: Durchschnittspunkt einer geraden Linie und einer Hyperbel,
folglich zwei Punkte. Vgl Seite 95, 96. .

4. 1 Punkt und 2 Linien.

Zwei Parabeln. Also: Durchschnittspunkt von zwei Parabeln, folglich zwei
Punkte. Vgl. Seite 94.

14
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5. 1 Punkt, 1 Linie, 1 Kreis:

Fiir 1 Punkt und 1 Linie ist der Ort eine Parabel, fiir 1 Punkt und 1 Kreis
eine Hyperbel. Also: Durchschnittspunkte einer Parabel mit den beiden Hy-
perbelzweigen, folglich vier Punkte. Oder fir 1 Linie und 1 Kreis: zwei Para-
beln (Vgl. Nr. 5. Seite 96). Also: Durchschnittspunkte von einer Parabel mit
zwei anderen Parabeln, folglich vier Punkte.

6. 1 Punkt und 2 Kreise.

Ort fir 1 Punkt und 1 Kreis cine Hyperbel; eben so Ort fiir denselben
Punkt und den anderen Kreis eine Hyperbel. Also: Durchschnittspunkte von
zwei Hyperbeln, folglich vier Punkte.

Oder Ort fir 1 Punkt und 1 Kreis ist eine Hyperbel, ausserdem Ort fiir
zwei Kreise: 2 Hyperbeln, von denen aber jeder Zweig eine besondere Bedeu-
tung, so dass jeder Zweig der ersten Hyperbel nur mit zwei Zweigen der zweiten
Hyperbel verbunden werden darf, folglich vier Durchschnittspunkte.

Anstatt der Hyperbel konnen nach den Betrachtungen auf Seite 95, 96...
auch gerade Linien und Ellipsen eintreten.

7. 8 Linien:

Zweimal zwei Winkel halbirende Transversalen geben vier Durchschnitts-
punkte.

8. 2 Linien und 1 Kreis:

Indem man den Kreis mit jeder der geraden Linien zusammenpaart: Ort fiir
1 Linie und 1 Kreis sind nach Seite 96 zwei Parabeln, also zweimal zwei
Parabeln giebt acht Durchschnittspunkte. Indem man die 2 Linien zusammen-
paart und dann eine derselben mit dem Kreise, giebt 2 gerade Linien und 2 Pa-
rabeln, also acht Durchschnittspunkte.

9. 1 Linie und 2 Kreise.

Indem man die Linic mit jedem der beiden Kreise zusammenpaart, giebt zwei
mal zwei Parabeln, also acht Durchschnittspunkte. Oder indem man die beiden
Kreise zusammenpaart und die Linie mit einem der beiden Kreise, giebt 2 Pa-
rabeln und zwei Hyperbeln. Nach den Betrachtungen auf Seite 101 passt aber
nur immer eine Parabel zu zwei bestimmten Hyperbelzweigen, je nachdem die
Berithrung gleichartig, ungleichartig, iusserlich oder innerlich ist, giebt 2 . 4
Durchschnittspunkte.

10. 3 Kreise:

Ort zwei mal zwei Hyperbeln, wo aber jede Hyperbel des einen Systems nur
zu einem Zweige des anderen Systems passt, liefert acht Durchschnittspunkte.

Fig. 33. weiset nach die sammtlichen acht Bertthrungskreise fitr die drei gegebenen Kreise

I, II und III.
Kreig 1 berithrt alle drei gegebenen Kreise von aussen,

58 . . - - . - innen,
+ 8 . I und IIT von innen, II von aussen,
#. 4 : oy © e . I - .
e B o> 01 - AR -
< 6 a II - III - aussen,I - innen,
o hiT . Lol 'n . ¢ S .
8 5 G PRk © 0N : I - .
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BESTIMMUNG

geometrischer Orter bei orthogonalen Kreisen.

1. Welches ist der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte aller Kreise,
welche durch einen gegebenen Punkt gehen und einen gegebenen Kreis
orthogonal schneiden?

Fig. 36. Amnalysis. Der gegebene Kreis sei um K beschrieben worden,
seinen Radius wollen wir mit R bezeichnen, der gegebene Punkt sei N; M sei der
Mittelpunkt eines Kreises, dessen Umfang durch N geht und welcher den Kreis
um K orthogonal schneidet in den Punkten T und T!'. Es ist alsdann KM?2=—
MT24R2, oder KM2= MN2-4R2, d. h. MK2 — MN2=R2. Der Punkt M ist
also der geometrische Ort aller Punkte, fiir welche die Differenz von den Qua-
draten der Abstinde MK?2 und MN? konstant ist, niamlich gleich R2. Der geo-
metrische Ort fiir M ist also eine gerade Linie, niémlich die Chordale fiir den
Kreis K und den Punkt N. Vgl. Seite 112.

Konstruktion. Man verbinde K und N, theile KN durch O in zwei Theile,
so dass OK2— ON2=R2, errichte in O anf KN ein Loth OM, so ist dieses
Loth der gesuchte geometrische Ort.*) Will man den Radius des zu K gehérigen
orthogonalen Kreises finden, hat man nur ndthig M mit N zu verbinden, die
Strecke MN ist der gesuchte Radius. Der aus O mit dem Radius ON beschrie-
bene Kreis ist der kleinste aller gesuchten orthogonalen Kreise.

2. Welches ist der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte aller Kreise,
welche eine gegebene gerade Linie berithren und einen gegebenen Kreis
orthogonal schneiden?

Analysis. Fig. 37. Der gegebene Kreis habe zum Mittelpunkte K, sein
Radius werde durch R bezeichnet; der Abstand von K bis zur gegebenen geraden
Linie sei d,*) KA =d. Es sei nun M der Mitteipunkt eines Kreises, welcher
Q¢ berithrt und den gegebenen Kreis K orthogonal schneidet: es handelt sich.
daher darum, zu bestimmen, welchen Bedingungen M geniigen muss. Fiilt man,
von M ein Loth auf die gegebene gerade Linie £&, MB | 2€, so muss dieses
Loth gleich sein der von M an den gegebenen Kreis gezogenen Tangente MT,
MT = MB. Es ist aber MT2?=— MK2 — KT2, also auch MK2 — MB2= R2. Der
Mittelpunkt der gesuchten Kreise muss also in Riicksicht auf den Mittelpunkt des
gegebenen Kreises und anf die gegebene gerade Linie folgender Bedingung geniigen :

Das Quadrat seines (des Punktes M) Abstandes von dem Mittelpunkte des
gegebenen Kreises K muss grosser sein als das Quadrat seines (des Punktes M)
Abstandes von der gegebenen geraden Linie 2 um eine konstante Grosse, nim-
lich das Quadrat des Radius R (des gegebenen Kreises). Der Punkt M gehort

*) Es ist dies eigentlich die Aufgabe: Zu einem Kreise und einem Punkte die Chordale
zu suchen. Vgl Seite 112.

**) Wir haben hier die gegebene gerade Linic ¥¥¢ ausserhalb des gegebenen Kreises an-
genominen,

14%
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also einer Parabel an, deren Gleichung und Beschaffenheit wir sogleich niher
erdrtern wollen.

Nimmt man ein System rechtwinkliger Koordinaten an, wiahlt zum Anfangs-
punkte K, zur Achse der Abscissen das von K auf die gegebene gerade Linie
gefillte Loth KA, so wird ME die Ordinate, KE die Abscisse des Punktes M
sein, also y?=MK?2— x2. Es handelt sich darum MK zu bestimmen. MK? =
(MT?2 oder MB2) -4 R?, MB = d +}x, also MK2=R? -+ d2 + 2dx -} x2, da-
her y2 =R2 - d2-42dx. Dies ist dic Gleichung der Kurve, in welcher sich
M befindet fiir das angenommene Koordinatensystem mit dem Anfangspunkte K.
Es ist also, wie aus der Gleichung hervorgeht, eine Parabel. Wir konnen nun
durch zweckmissige Verlegung des Anfangspunktes der Koordinaten die Gleichung
dieser Parabel noch vereinfachen. Verlegen wir denselben namlich auf derselben

2 2 )
Abscissenachse von M nach einem um&é.—dL entfernten Punkt von M aus

nach der gegebenen geraden Linie zu, welchen neuen Anfangspunkt wir mit S
2 2 3 (15

bezeichnen wollen, SK = —.d ;*;R - e — kot 7 anz , 80 erhalten wir als
Gleichung der Parabel y? =2dx, d. h. eine Parabel mit dem Parameter 2d.
Der Brennpunkt der Parabel liegt in ¥, SF=4d, S ist der Scheitelpunkt, die
Directrix ist von S um }d entfernt, SG = }d; wir haben die Directrix mit 2121
bezeichnet, sie liegt jenseits £& um die Entfernung AG oder FK — ——_5; , aber
parallel damit; FG =d, dem halben Parameter.

Ein aus S mit dem Radius SA beschriebener Kreis ist der kleinste Kreis,
welcher die beiden gegebenen Bedingungen erfiillt.

3. Welches ist der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte aller Kreise,
von welchen zwei gegebene Kreise orthogonal geschnitten werden?

Antwort: IThre Chordale. Vgl §. 14. Seite 13, 14.
Wir sind nun im Stande, folgende Aufgaben zu losen:
Die Kreise zu finden:
1. Welche durch einen gegebenen Punkt gehen, eine gegebene gerade Linie
beriihren und einen gegebenen Kreis orthogonal schneiden.

Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise, welche durch einen
gegebenen Punkt gehen und eine gegebene gerade Linie beriihren, ist eine Pa-
rabel. Vgl. Nr. 2. Seite 94. Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise,
welche durch einen gegebenen Punkt gehen und einen gegebenen Kreis orthogonal
schneiden, ist eine gerade Linie. Vgl. Nr. 1. Seite 107. Wir erhalten also im
Allgemeinen zwei Kreise, deren Mittelpunkte die Durchschnittspunkte von einer
Parabel und einer geraden Linie sind.

2. Welche durch einen gegebenen Punkt gehen und zwei gegebene Kreise
orthogonal schneiden.

Wir erhalten einen Kreis, dessen Mittelpunkt der Durchschnittspunkt von zwei
geraden Linien ist, nédmlich von der Chordale der beiden gegebenen Kreise und
der Chordale des gegebenen Punktes und eines der beiden gegebenen Kreise.

3. Welche zwei gegebene gerade Linien berithren und einen gegebenen
Kreis orthogonal schneiden.
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Wir erhalten im Allgemeinen zwei Kreise, dercn Mittelpunkte in dem Durch-
schnitte von einer geraden Linie (Vgl. Seite 30) und einer Parabel liegen.

1. Welche eine gegebene gerade Linie beriihren und zwei gegebene Kreise
orthogonal schneiden.

Wir erhalten im Allgemeinen zwei Kreise, deren Mittelpunkte in dem Durch-
schnitte von ciner geraden Linie (der Chordale der beiden gegebenen Kreise) und
einer Parabel (Vgl. Nr. 2. Seite 107) liegen.

5. Welche drei gegebene Kreise orthogonal schneiden. (Vgl. §. 15. Seite 14.)

SAMMLUNG
leichter Ubungsaufgaben tiber die Berithrung und den
orthogonalen Schnitt.

1. Durch zwei Punkte einen Kreis zu beschreiben mit gegebenem Radius.

2. Einen Kreis mit gegebenem Radius zu beschreiben, welcher durch einen
gegebenen Punkt geht und eine gegebene gerade Linie beriihrt.

Der Mittelpunkt des gesuchten Kreises ist der Durchschmttspunkt von zwei geometrischen
Ortern. (Gerade Linie, Kreis.)

3. Einen Kreis mit gegebenem Radius zu beschreiben, welcher durch einen
gegebenen Punkt geht und einen gegebenen Kreis beriihrt.

Drei verschiedene Lagen des Punktes. 1. Im Umfange des gegebencn Kreises: Durch-
schnitt von zwei geometrischen Ortern fir den Mittelpunkt, nadmlich a) ein Kreis beschrieben
mit dem gegebenen Radius R des gesuchten Kreises aus dem gegebenen Punkte, b) eine gerade
Linie durch den Mittelpunkt des gegebenen Kreises und den gegebenen Punkt. 2. Ausserhalb
des gegebenen Kreises: Durchschnitt von zwei geometrischen Orten fir den Mittelpunkt, ndm-
lich a, und b ein Kreis beschrieben mit R+4r aus dem Mittelpunkt des gegebenen Kreises, wo
r der Radius des gegebenen Kreises ist (fiir die Ausscre Berlthrung); oder ein Kreis beschrieben
aus dem Mittelpunkt des gegebenen Kreises mit dem Radius R —r (fiir die innere Bertthrung),
also 4 Aufldsungen. 3. Innerhalb des gegebenen Kreises.

A4l ok , welcher durch einen gegebenen Punkt geht und einen gegebenen Kreis
rechtwinklig schneidet.
Z. B. Der gegebene Punkt ausserhalb des gegeb Kreises, dessen Radius r ist, wih-

rend der des gesuchten Kreises R sein soll. Far die Mittelpunkte die Durchschnitte von zwei
geometrischen Ortern a und b; a wie vorher; b ein mit dem gegebenem Kreise konzentrischer
Kreis, dessen Radius man findet, wenn man die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks kon-
struirt, dessen Katheten R und r sind.

Bhyiate , welcher zwei gegebene gerade Linien beriihrt.

WS , welcher eine gegebene gerade Linie und einen gegebenen Kreis beriihrt.

Z. B. die gegebene gerade Linie ausserhalb des gegebenen Kreises. Fiir die Mittelpunkte
die Durchschnitte von 2 geometrischen Ortern; a) eine gerade Linie parallel mit der gegebenen
im Abstande R auf der Seite, auf welcher der gegebene Kreis liegt; b) fir die dussere Berith-
rung ein konzentrischer Kreis mii dem gegebenen, beschrieben mit dem Radius R+4-r; fur die
innere Berithrung, beschrieben mit dem Radius R—r. 4 Aufldsungen.

7......, welcher eine gegebene gerade Linie beriithrt und einen gegebenen
Kreis rechtwinklig schneidet.

8 i , welcher zwei gegebene Kreise beriihrt.

Es bezeichne R den Radius des gesuchten Kreises, ry und r, die der beiden gegebenen
Kreise, ¢ den Abstand ihrer Mittelpunkte, so lisst die Aufgabe, wenn die beiden Kreise aus
einander liegen, im Allgemeinen 4 .2 Aufldsungen zu., Man muss 1. Qiber ¢ ein Dreieck kon-
struiren mit den Seiten R+r; und R4ry, 2. mit R—r; und R—ry, 3. mit R4-ry und R—ry,
4 mit R—ry und R—+r,. Die Spitzen der gefundenen Dreiecke liefern die gesuchten Mittelpunkte.
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P , welcher zwei gegebene Kreise rechtwinklig schueidet.
Die beiden Mittelpunkte der gesuchten Kreise befinden sich im Durchschnittspunkte von

2 geometrischen Ortern a und b. a ist die Chordale, b ist der in Nr. 4. ndher bezeichnete Ort.

10 , welcher von zwei gegebenen Kreisen den einen beriihrt, den andern

rechtwinklig schneidet,

Corrigenda et Addenda.

Seite 1, Zeile 10 lies ¢c: R—r=AM: R.

2, - 20 und 21 lies JM:c—JM=R:r,c:R4+r=JM:R, IM=...

6 oben lies anstatt der drei obersten Zeilen AB: Ab=R:r, ferner AB!:
Ab!'=R:r, also AB: Ab= AB!: Ab!, oder Ab.AB! = AB. Ab!.

6 hinzuzufiigen am Ende von §. 7. Jede zwei Ahnlichkeitsstrahlen (entwe-
der #ussere oder innere) liefern vier Systeme von je vier Punkten (die Durch-
schnittspunkte mit den Kreisen), durch welche sich ein Kreis legen
lasst.

9. Am Schluss von §. 10. hinzufiigen: Die Chordale ist zugleich fiir zwei
Kreise, welche sich schneiden, der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der
gleichen kleinsten Sehnen fiir beide Kreise.

12, Zeile 20 lese man: Centrale M, M,.

13. Am Schlusse von §. 13.

1. Zwei Kreise, welche sich berithren, sind im Berithrungspunkte parallel.

2. Zwei Kreise, welche sich orthogonal schneiden, stehen in den Durch-
schnittspunkten auf einander senkrecht.

3. Zwei Kreise, welche sich schneiden, thun dies immer unter einem
bestimmten Winkel; als solchen versteht man den Linienwinkel, welchen die
beiderseitigen Tangenten im Durchschniitspunkte bilden.

Aufgabe: Es ist ein Kreis M und in der Peripherie desselben der Punkt
T gegeben, man soll durch denselben einen Kreis legen, welcher den gege-
benen Kreis unter einem Winkel von 50° schneidet.

17, Zeile 5 von oben, lies b! anstatt b.

19, Zeile 7 von oben, lies AM.

22. Die Summa des §. 19. ist so auszusprechen:

Die Chordale der thitigen (berithrenden) Kreise geht durch
den Ahnlichkeitspunkt der leidenden (beriithrten) Kreise. Ist die
Berithrung gleichartig, durch den dusseren Ahnlichkeitspunkt; ist
die Berithrung ungleichartig, durch den inneren Ahnlichkeitspunkt.

23. Die Summa des §. 20. ist so auszusprechen:

Die Chordale der thitigen (orthogonal schneidenden) Kreise
fillt zusammen mit der Centrale der leidenden (orthogonal ge-
schnittenen) Kreise.

26, Zeile 7 von unten, lies: zwei Punkte t in .
27, Zeile 17 von unten, lies: die des Hiilfskreises H und des gegebenen
Kreises ist pq.
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Zu Aufgabe 7. Seite 37.

Aus der Konstruktion ergiebt sich, dass die Punkte
B13, C14, D12, 2B4, 2C3, 3D4

eine gerade Linie bilden; ferner dass die Strahlen B4, BD, B1, BC einen
harmonischen Strahlenbiischel hilden, eben so C2, CB, C1, CD; ecben seo
D3, DC, D1, DB. Vgl. Seite 75. Nr. 4. Folglich werden die Linien B 13,
Cl14, Di2, 2B4, 2C3, 3D 4 harmonisch getheilt. D. h. die Linien, welche
den Mittelpunkt 1 des in einem Dreieck beschriebenen Kreises mit den Mittel-
punkten 2, 3, 4 der dusseren Berithrungskreise und diese unter einander
verbinden, werden harmonisch getheilt. Z. B. B13 wird so getheilt, dass
1 und 3 zugeordnete Punkte sind, eben so B und der Durchschnittspunkt
von (1,3) mit CD; 2B4 wird so getheilt, dass 4 und 2 zugeordnete Punkte
sind, eben so B und der Durchschnittspunkt von (4,2) mit DC. Eben so
werden die Seiten des Dreieckes harmonisch getheilt, z. B. BD, wo D und B
zugeordnete Punkte sind, eben so die Durchschnittspunkte von C1 und C2
mit BD.

Seite 38. Zusitze zu Aufgabe 7. Aufgaben: 1. Es ist cin gleichseitiges Dreieck

gegeben, man soll in dasselbe drei gleiche Kreise so eintragen, dass jeder
zwei Seiten des Dreiecks und die beiden anderen Kreise ausschliessend be-
rithrt. 2. Um die drei Winkelspitzen eines beliebigen Dreiecks drei sich aus-
schliessend berithrende Kreise zu beschreiben. 3. Ein Dreieck zu konstruiren,
von welchem gegeben sind ihrer Lage und Grosse nach a) der innere Be-
rithrungskreis und der eine der drei dusseren Berithrungskreise; oder b) zwei
von den drei #usseren Berithrungskreisen.

38, FKig. XXVII. Die beiden unteren parallelen Linien bezeichne mit 2!
und [!' anstatt mit € und [

39, Zeile 6 von oben, lies BC = §C.

40. Am Ende der 8. Aufgabe. Die Aufgabe: ,Kinen Kreis zu beschrei-
ben, der zwei gegebene gerade Linien und einen gegebenen
Kreis berithrt,“ kann ganz elementar geloset werden, wie folgt:

Fig. 38. Die beiden gegebenen Linien seien A und AR!, der gegebene
Kreis sei um A beschrieben worden mit dem Halbmesser AB. Die beiden
gegebenen Linien theilen die Ebene in 4 Felder, wir wollen eins davon be-
trachten, welches den Bogen CD des gegebenen Kreises zwischen den Strecken
AC und AD der gegebenen geraden Linien enthdlt. Wir haben nun einen
geometrischen Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise, welche die gegebenen
geraden Linien AL und AL! beriithren: es ist die gerade Linie AB, welche
den Winkel CAD halbirt. Die Beriihrung muss in B, dem Durchschnitte von
AB mit Bogen CD, stattfinden. Wir konnen nun leicht durch die folgende
Analysis die beiden Mittelpunkte M und M! der gesuchten Kreise auf der
geraden Linie AB auffinden. Beriihrt der um M beschriebene Kreis den ge-
gebenen Kreis B und die gerade Linie AR in E, so ist MB=ME, also MBE
ein gleichschenkliges Dreieck. AME ist aber das Komplement von der Hilfte
des Winkels 2AL! der beiden gegebenen geraden Linien, folglich ABE= der
Hilfte dieses Komplementes. AME - } 2A2! = 90°, ABE = } AME,
ABE =45° — ] €AR', welchen Winkel ABE man in B an BA antragen muss,
um den Punkt E zu finden. Errichtet man in E ein Loth auf AL, so findet
man den Punkt M und den Radius des gesuchten Kreises ME = MB, welcher

B
-
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den gegebenen Kreis um A von innen berithrt. Um den ausschliessend be-
rithrenden Kreis zu finden, dessen Mittelpunkt M? sei, bemerke man, dass
AM'F = 900 — } CAQ!, M!BF = 90° — } AM'F, M!BF = 450} } QAQ!,
wodurch man ¥ findet, also auch M!', indem man in F ein Loth errichtet
auf AL und dasselbe bisszur Linie AB verlingert.
Seite 45, Zeile 20 von unten, lies: die Kreise (1) und (2) orthogonal schneidet.
46. In Fig. 34. setze anstatt K und € die Buchstaben k und L.
- 47, Zeile 24 von oben, lies: sein Radius ist Mt.
- 47 sind in der Fig. 35. die Buchstaben A, und A, weiter nach unten zu riicken.
48, Zeile 15 von oben, muss anstatt und (1) heissen: und (3).
50 und 52, in den Fig. I. und II. schreibe F anstatt T.
57, Zeile 14 von oben muss es heissen: sind J und C oder...
61, - 22 - unten muss es anstatt Kugel heissen Kugeln.

63, ./ - Tii. - lies anstatt lateinisch m deutsch m.
o 168 L) w7181 - muss es heissen: Nr. 3, Seite 53.
TG eT el . - lies potenzhaltenden.

895 e 9 - oben fiige hinzu: Den Chordalpunkt von VI, VII, VIII
nennen wir O,.
94, Zeile 4 der Beantwortung von Nr. 2. lies: der Brennpunkt d. P.ist d. g. P. n
- 99, - 18 lies: die Mittelpunkte.
103, - 9 von oben lies pBpu1,

Zusatz zu §. 12. Seite 12. Die Chordale zu einem gegebenen Kreise
und einem gegebenen Punkte zu konstruiren. Fig. 39. Der Kreis ist
um K beschrieben worden, der gegcbene Punkt heisst P. Man beschreibe einen
Hiilfskreis um H, welcher durch den gegebenen Punkt P geht und den gegebe-
nen Kreis in A und B schneidet. Man ziehe in P eine Tangente an den Hiilfs-
Kreis und verlingere dieselbe, bis sie die gemeinschaftliche Sehne AB der Kreise
K und H schneidet, was im Punkte C geschehen soll. Alsdann ist C ein Punkt
der gesuchten Chordale. Um sie selbst zu finden, hat man nur nothig, von C ein
Loth auf KP zu fillen. Man konnte auch einen zweiten Hiilfskreis beschreiben
und mit Hiilfe desselben einen zweiten Punkt der gesuchten Chordale auffinden.

Man kann die Berithrungsaufgabe auch analytisch behandeln, z. B. fir
ein gegebenes Koordinatensystem die Gleichung ausrechnen fiir einen Kreis, wel-
cher durch drei der Lage nach gegebene Punkte geht; oder fiir einen Kreis, wel-
cher drei durch ihre Gleichungen gegebene Kreise berithrt u. s. w. Bei diesen
im Allgemeinen sehr weitliuftigen Berechnungen hat man die Koordinaten des
Mittelpunktes und den Radius des gesuchten Kreises in bekannten Grossen aus-
zudriicken, im Allgemeinen also drei Werthe auszurechnen.

Die Beriithrungsaufgabe findet auch eine praktische Anwendung in der Me-
chanik. Man kann sich ndmlich unter den Punkten Triebe, unter den geraden
Linien gezdhnte Stangen, und unter den Kreisen gezéihnte Rader denken,
welche in Bewegung gesetzt werden sollen. Es wiirde sich dann darum handeln,
wenn von diesen Bestimmungsstiicken drei der Grosse und der Lage nach ge-
geben sind, die Grosse und den Befestigungspunkt eines Rades zu finden,
welches die gegebenen Triebe, Stangen und Réader in Bewegung setzt.
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Harmonische Theilung, Pole und Polare am Kreise.

» Taf. 1.

Fig. 2. Fig.3.
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