XXIV.

Zur Theorie der Ideale.

[Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
Mathem.-phys. Klasse, Jahrgang 1894, 8. 272—277.]

Nachdem es mir in den Jahren 1869 und 1870 endlich gelungen
war, durch Einfiihrung neuer Begriffe die letzten Schwierigkeiten zu
iiberwinden, welche sich meinen fritheren Versuchen, eine strenge
und ausnahmelose Theorie der Ideale zu begriinden, entgegengestellt
hatten, diente mir die hiermit gewonnene Grundlage in den nichst-
folgenden Jahren teils zur Untersuchung spezieller, insbesondere der
kubischen Korper, teils zur Erforschung der allgemeinen Gesetze,
welche die Beziehungen zwischen den Idealen verschiedener Korper
beherrschen. Die letztere Frage, welche im wesentlichen auf die Be-
trachtung derjenigen Korper zuriickkommt, die ich Galoissche
Korper oder Normalkérper genannt habe, bot keine erheblichen
Schwierigkeiten dar und konnte daher bald zu einem vollstiindigen
Abschluf gebracht werden. Von der Verdffentlichung dieser Unter-
suchung bin ich immer durch andere Beschiiftigungen abgezogen,
und nur gelegentlich habe ich ihrer Erwdhnung getan, z. B. im § 27
meiner Schrift Sur la théorie des nombres entiers algé-
briques (1877), wo ich den Satz ausgesprochen habe, daff aus den
Idealen eines Normalkérpers die Ideale eines jeden in ihm als Divisor
enthaltenen Korpers nach bestimmten Gesetzen abgeleitet werden
konnen, und wo auch an einem sehr einfachen Beispiel die Kraft
dieser von mir gefundenen Gesetze dargelegt ist*). Dies hat Herrn
Frobenius, wie er mir in einem Schreiben vom 3. Juni 1882 aus
Ziirich mitteilte, zur selbstindigen Durchforschung des Gegenstandes
angeregt, durch welche er, wie sich bald herausstellte, zu einer

*) Vgl. auch Compte rendu der Pariser Akademie vom 24. Mai 1880, und die

Anmerkung auf S.618 der vierten Auflage von Dirichlets Vorlesungen iiber
Zahlentheorie (1894).
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nahezu vollstiindigen Ubereinstimmung mit mir gelangt war; da er
zugleich wegen einer Nebenfrage eine Mitteilung meiner Resultate
wiinschte, so verfafte ich in der File eine kurze Ubersicht derselben
und fiigte sie am 8.Juni meiner Antwort bei. Obgleich nun vor
kurzem Herr Hilbert seine auf denselben Gegenstand beziigliche
Untersuchung in diesen Nachrichten (7. Juli 1894) veréffentlicht hat,
so erlaube ich mir doch, die eben erwihnte Ubersicht, weil in ihr
die Zerlegungen der Ideale noch allgemeiner ausgefiihrt sind *), ohne
jeden Zusatz, nur mit Auslassung einiger unwesentlicher Worte jetzt
mitzuteilen.

Einige Sidtze aus der Untersuchung der Beziehungen zwischen den
Idealen in verschiedenen Korpern.

I. Ideale in Normalkorpern.

Bezeichnungen:

ein Normalkorper vom Grade n. .
die Gruppe aller n Permutationen ¢, durch welche & in sich
selbst iibergeht. — Bedeutet z irgendein System von Zahlen des
Korpers £ oder auch eine einzelne solche Zahl, so bezeichne ich
durch das Symbol z¢ das durch die Permutation ¢ aus z
hervorgehende System **).

o das Gebiet aller ganzen Zahlen @ des Korpers £. — Wenn ich
in einer Gleichung oder Kongruenz den Buchstaben @ benutze,
so will ich damit sagen, daB sie fiir jede in o enthaltene
Zahl o, also gewissermaflen identisch gilt.

ein Primideal des Korpers L.

p die durch p teilbare positive rationale Primzahl.

SR

o3

*) Auch die auf S.235 von Herrn Hilbert aufgestellten Sitze iiber Partial-
diskriminanten — von welchen die folgende Ubersicht unmittelbar gar nicht
handelt — scheinen die Allgemeinheit derjenigen Resultate nicht ganz zu erreichen,
zu welchen ich durch die am Schlusse der Einleitung zu meiner Abhandlung
Uber die Diskriminanten endlicher Korper (1882) erwihnte Unter-
suchung gelangt war; auf diese gedenke ich spiter einzugehen. Dagegen ist mir
die von Herrn Hilbert ausgefithrte weitere Zerlegung der von ihm mit g,, von
mir mit X bezeichneten Gruppe neu gewesen. j

#%¥) Die im Originale benutzte Bezeichnung z|@ ersetze ich hier durch die ein-
fachere, welche ich in § 161 der vierten Auflage von Dirichlets Vorlesungen
iiber Zahlentheorie (1894) eingefiihrt habe.
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die Gruppe aller derjenigen g Permutationen g, fir welche
(identisch)
0y =wo (mod )

Dann gibt es eine Permutation
(oder vielmehr genau g solche Permutationen y4,), fiir welche
o = 0y, (mod. p).
Daraus folgen die Eigenschaften:
ffset Xitgr — X Xeqhit o=l X
und der Grad von p ist der kleinste positive Exponent
fiir welchen
Xyl = X, d. h. ¢/ in X enthalten.

NQEp) =y
Ferner ist die Gruppe (Bezeichnungsweise von Galois)
W — X+ Xy, + X3+ +Xoj~! (vom Grade fg)
der Inbegriff aller derjenigen Permutationen o, welche der
Bedingung

Also

Py =23
geniigen (d. h. die Gruppe, zu welcher p gehort). Setzt man
endlich
O =P¢,+ P+ -+ P, also n = efy,

so entspricht jedem dieser e Komplexe ¥ ¢, ein mit p konju-
giertes Primideal

Ps = P@s;
diese e Primideale

‘pl ) pg cee e
sind verschieden voneinander, und es ist

0B = (3, 9Dy
N (y;) = 9/ (unabhingig von s).

Wird p durch p, ersetzt, so ist X, v,, & zu ersetzen durch
Xy = ‘PS_IX‘Pea Y5, 0 = 4\17;1%%, P, = ;' T g,.

IL Ideale in den Divisoren eines Normalkérpers L.

Kennt man die (in I erdrterte) Konstitution aller Primideale p
des Normalkérpers &, so folgt daraus fiir jeden in & als Divisor
enthaltenen Koérper
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durch alleinige Anwendung von Gruppen-Zerlegungen (also
gewissermalien aus rein algebraischen Prinzipien) die voll-
stindige Kenntnis aller Primideale
in &. Die Bezeichnungen in I werden beibehalten. Bekannt ist:
Q' gehort zu einer Permutations-Gruppe
bestehend aus allen denjenigen m (in @ enthaltenen) Permu-
tationen ¢', die jede in &' enthaltene Zahl ungeindert
lagsen; dann ist
= Mmn,

und »' ist der Grad von &' (umgekehrt, wenn @' eine in @
enthaltene Gruppe ist, so gibt es immer einen, und nur einen
zugehorigen Korper 2'). Es wird daher das erstrebte Ziel
lediglich durch Vergleichung von @' mit den in I betrachteten
Permutationen und Gruppen erreicht. Dazu dient zunichst
folgendes, was weniger oder zum Teil gar nicht bekannt scheint.

Bedeutet ¢, eine bestimmte Permutation, so bezeichne
ich mit ¥ q,®" den Komplex aller voneinander verschiedenen
Permutationen von der Form ¢ ¢,¢', wo ¢, ¢ resp. alle in den
Gruppen ¥, @' enthaltenen Permutationen durchlaufen; ist A,
der Grad des grofiten gemeinschaftlichen Teilers ¥, der
Gruppen ¢;'¥ ¢, = ¥, und @' (d. h. besteht ¥, aus A, Per-
mutationen), so werden immer je A, Produkte ¥ @, @' identisch,
und das Produkt aus den Graden der Gruppen %, @' (hier fg
und m) ist daher das A,-fache von der Anzahl der in ¥, @'
enthaltenen Permutationen. Da ferner zwei solche Komplexe
T, Te,P entweder ganz identisch sind, oder keine einzige
gemeinschaftliche Permutation haben, so kann man setzen:

D=, 0 + T, D + -+ PP
Dies ist, beildufig gesagt, die Grundlage fiir die Untersuchung
der algebraischen Reziprozitit zwischen zwei beliebigen
endlichen Korpern, nimlich denen, welche zu den Gruppen ¥
und @' gehiren (Einwirkung zweier beliebigen irreduziblen
Gleichungen aufeinander, Zerlegung jeder in e Faktoren).
Zugleich ist
=D ;7T D’ P

Diese allgemeine Zerlegung einer Gruppe @ nach zwei in
ihr enthaltenen Gruppen ¥, @' gibt fiir unseren Fall alles,
was wir wiinschen, durch folgende Bestimmungen.
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Es sei ¢, eine bestimmte der in der obigen Zerlegung
benutzten e’ Permutationen ¢,, @, - ., und

pr = P (prv
p, das durch p, teilbare Primideal in £/,
g, der Grad des grofiten gemeinsamen Teilers
X, von X, = ¢;' X ¢, und @', daher
@, definiert durch ¢ = a,g,, so ist
P a1, Q2 ,ac;
OPp=9P P P, WO
o' das System aller ganzen Zahlen des Korpers £
Die Anzahl ¢’ der Komplexe ¥ ¢, @', aus denen @ hesteht,
ist daher zugleich die Anzahl aller voneinander verschiedenen,
in p aufgehenden Primideale pj, pi---by des Korpers &', und
die Zerlegung von p in diesem Korper ist gefunden; die Be-
stimmung der Normen dieser Primideale p’ und ihre Zerlegung
in & folgt jetzt. Es sei, wie oben,
¥, der grofite gemeinsame Teiler der Gruppen

P, = ¢; ' P, und D',

h,

der Grad von ¥, folglich
P =T+ Fe@rs+ -+ Prgre; m=he,
Pr.0 = PrPr, ¢, 80 ist
opy = (pr,l Proo v Pre, )r

e+ 6+ -+ e —e.
Hiermit ist die Zerlegung erledigt (die letzte Gleichung
folgt daraus, dal e.fg die Anzahl der in ¥ ¢,®  enthaltenen
Permutationen ist). Endlich: da X, auch der grofite gemein-
same Teiler von X, und %, ist (weil X, Divisor von %), so
ist 7%, teilbar durch g,, also
definiert durch %, = f,g,,
und nach der obigen Regel besteht der Komplex X, ¥, aus
f»g Permutationen, welche alle in ¥, enthalten sind (weil X,
und ¥, Divisoren von ¥,), und da dieser Komplex X, %', zu-
gleich eine Gruppe ist (weil X,v¢, = ¢,.X,), so ist fg (als
Grad von ¥,) teilbar durch f.g (als Grad von X,¥,),
mithin
definiert durch f = f,f,. Dann ist

N' () = (0, 3) = pr
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und
N (Pr,s) = /7 (unabhiingig von s),

wo N das Symbol fiir die in bezug auf £' genommene
Partialnorm von Zahlen oder Idealen des Korpers & be-
deutet. — Sind £,8' zwei beliebige endliche Korper, so
gehort zu jedem Ideal a des Korpers £ ein bestimmtes Ideal
a' = N (a) des Korpers &', die Partialnorm von a nach £/
und es ist N (ab) = N (a) N (b).

IIIl. Verallgemeinerung.

Dieselben Sitze gelten ohne nennenswerte Wortdnderung,
wenn man an Stelle des Korpers R der rationalen Zahlen einen
beliebigen endlichen Korper P setzt, und unter £ einen endlichen
Korper versteht, welcher P als einen Divisor enthalt, und zwar ein
Normalkorper in bezug auf P ist (d. h. da &£ durch alle
diejenigen Permutationen, welche jede Zahl in P ungeédndert
lassen, in sich selbst iibergeht). Fiir die Zerlegung der Prim-
ideale p des Korpers P in Primideale p des Korpers £ gelten genau
dieselben Gesetze wie in I.  Sind ferner alle diese Zerlegungen
bekannt, so erhélt man daraus nach den in II angegebenen Gesetzen
sowohl die Zerlegung jedes Primideals p in Primideale p’ eines
Korpers &', welcher Multiplum von P und Divisor von £ ist, als
auch die Zerlegung dieser Primideale y' in Primideale p des Korpers £
Und diese Verallgemeinerung kann noch weiter getrieben werden.

8. Juni 1882.

Erlduterungen zur vorstehenden Abhandlung.

Durch die Hilbertsche Abhandlung: Grundziige einer Theorie des Galois-
schen Zahlkorpers, Gottinger Nachrichten 1894, S. 224—236, veranlaft, publizierte
Dedekind seine fritheren Untersuchungen iiber denselben Gegenstand. Wéihrend
er die von Hilbert eingefithrten Verzweigungsgruppen nicht studiert hat, gehen
seine Resultate iiber die Primidealzerlegung in beliebigen Unterkérpern wesentlich
iiber Hilbert hinaus. Ausfiihrlichere Darstellungen dieser Theorie findet man bei
P. Bachmann, Allgemeine Arithmetik der Zahlenkorper, Kap. 12, Leipzig 1905;
. H. Hasse, Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung 36 (1927), S. 233
—311; man vgl. auch den Hilbertschen Bericht, Jahresbericht der Deutschen
Mathematikervereinigung 4 (1897), S.247—263.
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Die weiteren Untersuchungen iiber den Zusammenhang zwischen Idealen und
Gruppeneigenschaften behandeln meistens die Struktur der Verzweigungsgruppen.
Zu erwihnen sind: F. Hiittig, Arithmetische Theorie eines Galoisschen Korpers,
Diss. Marburg 1907; R. Fueter, Vierteljahrsschrift d. Naturf. Ges. in Ziirich 1917,
S.67—72; A. Speiser, Journ. f. Math. 149 (1919), S.174—188; T. Rella,
Journ. f. Math. 150 (1920), S.157—174; O. Ore, Math. Ann. 100 (1928), S. 650
—673; 102 (1929), S.283—304; Am. Math. Soc. 30 (1928), S.610—620. Die in
der Einleitung erwihnten Untersuchungen von Frobenius sind in den Sitzungsber.
d. Berl. Akad. von 1896, erster Teilband, S.689—703 erschienen.

Eine Untersuchung der gegenseitigen Reduktion =zweier Polynome in dem
von Dedekind auf S.46 angedeuteten Sinne ist von Landsberg, Loewy,
Takagi und M. Bauer durchgefiihrt; man vgl. die Darstellung in O. Haupt,
Einfiihrung in die Algebra, Leipzig 1929, S.540—545. &

TC.

Dedekind, Gesammelte Werke, IT. . 4
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