XXXIX.

Konstruktion von Quaternionkérpern.

Der in dem Quaternionkorper &£ enthaltene biquadratische
Korper sei H; man kann dann
Q= Hio) o=k
setzen, wo u eine ganze Zahl in H bedeutet. Jede Zahl in & ist
von der Form # 4+ yw, wo z, ¥y in H enthalten; soll das Quadrat
(x + yo) = (2 + py’) + 22 yw in H enthalten sein, so mull 2y =0
sein, also 2 = 0, falls # + y® nicht in H enthalten (also nicht
y = 0) ist.
Bezeichnet man die Quaterniongruppe @ des Koérpers &£ mit 1,
o B, y, & &a, ef, ey, WO
i
sza”:ﬂ’:y’:a—’_—_ﬁ—’:y—“,
By =o ya=2p «f =y,
yB=o1=z¢e, ay=f""=2¢p, fau=1y' = ey,
so liegt (we)® = we in H, und da we in &, aber nicht in H ent-
halten ist, so kann man

e — U
und entsprechend

of = rve,

Oy = We

setzen, wo %, v, w Zahlen in H sind. Sodann ist

0E= —®, pE=p,
also
we? —w: = —o0o = ou(ua)
ofae = owsy = —ow = ou(va),
oye =—aff = ov = ou(wa),
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und entsprechend ergibt sich

ow = aov (uf), — v = ow (uy),
—o = ov (vf), ou=—ow (vy),
—ou = av (wp), —o = ow (wyp),
folglich
ve = —u uf = wr-Li wy= —vwl
(1) v = —wu~l, v = —v} gy = . wwt,
we— vut  wh—=—uvl wy= —w,
pe = pu’, up = po’, py = pw

Ist H insbesondere einklassig, so kann man u als eine durch
kein Primzahlquadrat in H teilbare ganze Zahl in H annehmen.
Dann sind auch we, wP, wy durch kein Primzahlquadrat teilbar,
und somit miissen %, v, w Einheiten sein. Ist daher = eine in u
aufgehende Primzahl in H, so miissen auch w«, xf, my in p auf-
gehen; bedeutet p die durch = teilbare natiirliche Primzahl, so
mufl daher, wenn p durch kein Primzahlquadrat in H teilbar ist,
also p nicht in der Grundzahl von H aufgeht, die Zahl w durch
das Produkt p aller verschiedenen in p aufgehenden Primzahlen =
teilbar sein. Die Zahl w ist also das Produkt aus einer natiirlichen
Zahl m, einer Einheit und moglicherweise noch einer oder mehreren
voneinander verschiedenen in der Grundzahl aufgehenden Primzahlen
in H; dabei ist m ein Produkt von lauter voneinander und von den
Primteilern der Grundzahl verschiedenen natiirlichen Primzahlen.

Beispielsweise sei H der einklassige Korper R (Y2, V3, V6),
wo R den Korper der rationalen Zahlen bedeutet; w sei wiederum
eine durch kein Primzahlquadrat in H teilbare ganze Zahl in H.
Die Grundzahl (48%) von H setzt sich aus den Primfaktoren 2 und
3 zusammen. Dabei ist 3 das Quadrat der Primzahl V3 in H, und
2 ist bis auf eine Einheit als Faktor die vierte Potenz der Primzahl

\1+V3 1+V2+V3
2 e

in H. Die Fundamentaleinheiten in H sind ferner

a=1+12, 5= IJI/'f:VE:V'HVE,

t =12 +V3 = Yo = V5 + 216.

14g=14-"1
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Also kann man setzen
p = tmanpaes(l 49 (V3)s,
wo m eine durch kein Primzahlquadrat teilbare natiirliche Zahl und
relative Primzahl zu 6 ist und jede der Zahlen e, e,, e, e,, e, gleich
0 oder 1 ist.
Man kann jetzt setzen

(V,3,V6,0) a=( V2, — V3, — V6, uo),
(VE, V_%_, V&, w) e (-—~ V%, V3_ — VE, vm), 0E = —, = .
(¥2,7V8,V6,0) y = (— V2, — V3, V6,wa),

Dann ist
oY == i o = —a7}, ay = —a},
ne=—q7Y qf=—mn gy= g7}
G0 == it A e B T TRE N

A4+ne=—y"'Q—n), A+9)pf=1—9, (1+9)y=9""1+1),
also, da man leicht
Loy be il
bestitigt, il i
Q+e=QAQ+ny s, A+9)=—Q+9)s}
_ A+ny=Q0+n)y
endlich I, it o &
(V8)a=—1V3, (V3)Bp=1V3 (13)y=—13.
Also ist
po = tmae(— N2 (— ) (1 4 g)u g e (— Y3)%
Sy ima‘l(—— 1)e2+eg+e5 i t—ca—e‘(l o ’2)6‘ (Vg)ﬂs,

sl — (— 1)¢2+¢s+65n—262~¢4 T2 —e6 — u’,
w
also

T_l

e,=0, e+ e+e=0(mod2), u= (1) 215,
u = tmatgaves (V3)"

Hieraus ergibt sich weiter

uf=tm(—a")n (—n)= v (V3)%

(l_ﬂ — (—1)1tag-a—16 — ¢
i

e,+e =0(mod.2), e =¢, v=(+)'aa21%
p = tmas g (V3)"

also
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und mit Riicksicht auf das Obige auch

5 = (i)' net T %,
e, + e; + ¢, = 0 (mod. 2).
Unter Benutzung von (1) erhilt man weiter
we = () (— )4 (— )% = () (= Dot ga e
= —U 1l = — (j:)' ncl 1;93,
also
(—Dates = —1, e + ¢ =1 (mod. 2);
also ist
e, =1,
wi=— imael 7o 7 V§
und entweder e, =— 0, ¢, = 1 oder e, = 1, ¢; = 0. In #hnlicher
Weise ergibt sich
vf = (@) (—a~ )% ws = (&) (— D an v
= —v 1 = — (1) a% %,
also -
(a0 = = e = egli== 0,
(2) p=+manV3.
Mein erstes Beispiel (1886) war

TR (1 -+ V@ (V§ + VE’;) VE Vg — atV§ V§
Diese Zahl hat nicht die Gestalt (2); das erkldrt sich daraus, dab
p oben als durch kein Primzahlquadrat teilbar vorausgesetzt wurde.
In der Tat unterscheidet sich w von der unter (2) fallenden Zahl
an V3 nur durch den Faktor

w¥2 _ 2(V2 +V3)
T 14 V3

k)

e dhs Quadratl dar ZhkL T s ‘;,EV?’ i ek

Ist umgekehrt u von der Gestalt (2), wo m eine beliebige durch
kein Primzahlquadrat teilbare und zu 6 teilerfremde natiirliche Zahl
ist, und ist @® = u, so erzeugt @ iiber dem Korper H einen Qua-
ternionkérper. Das erkennt man folgendermafen:
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Man bezeichne mit e, §, 7 drei Permutationen des Korpers £
— H (@), welche die auf den biguadratischen Korper R (V2, V3)
beziiglichen Eigenschaften

(V2, V3,V6) « = ( V2, -V3,-V6),
(3) (V2,V3,76) p = (-V2, V3,-V6),
(V2,V3,V6) y = (-V2,-V3, Vs)

besitzen [solcher Permutationen o, f, y gibt es je eine oder je zwei,
je. nachdem der noch unbekannte Grad von & gleich 4 oder 8 ist,
da zu jeder Permutation des biquadratischen Korpers R (V2,V3)
genau eine bzw. zwei Permutationen von & als Multipla gehoren];
die identische Permutation von £ sei 1. Nun ist

ma_+m(1+\/z) V3( 13) = o (1_—V§)’,

V2
m“ﬁ:j_—m(l——\/_i)l_*_vv_:% 3 =o(1—72),
= m 1—V3 @ —792) I__:Eﬁ
o'y = £m(1 VD) SR D) = - 13 (L21),
mithin
_ . 1—V3
0e = © VE <€,
(4) off = ‘D(l —VE)-em o (o] =) 2z - ="1)
1—V3

0y = m(l—}@)

T

Y2
Hieraus folgt weiter

1—v3 1+V3
RN By
() mﬁ’—m(l—V?)e, (1+V—)ea__m’

w7 -—m(l—-VW ‘/3(’8 (1472 1+V:e3__-m,

oo = o = —w,

also
©) (V2,V3,0)e =(V2,V3,0) * = (V2,V3,0)7* = (V2,V3,- ).
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Man kann also setzen
(7 o s om0t i

Aus (5) oder (6) geht hervor, dall @ nicht in R (V2, Va ent-
halten ist, weil sonst zufolge (V2, V3) o = (V2, V3) auch we? gleich
® sein miilite; mithin ist R(V?, V?. m) vom Grade 8, und da der-
selbe durch fiinf verschiedene Permutationen 1, &, g8, , & in sich selbst
iibergeht, so mufl dasselbe auch fiir seine iibrigen drei Permutationen
gelten; mithin ist er ein Normalkorper. Aus (5) und (4) folgt
weiter i
: —‘_V3 €,

V2

0f=—of=—a(l—V2)e,

0y = —oy = —m(l_]fi)l,_;av_ses; ‘

e = —o0 = —

vergleicht man mit (4) und bedenkt, daBl «® p°% ¢® auf den
Korper R(Y2,V3) genau so wirken wie «, 8, y in (3), so diirfen

wir offenbar e, — e, = ¢, = — 1 annehmen, wodurch

@ o :"ml__—ﬁ} o f =‘m(1"1@)| e :-m(l_vg)l_—vsa
; V2 V2

wut= wl_;/“Tﬁ* of = o(1-V2), ay*= m(l"ﬁ)l;gg

wird. Zufolge (7) ist ferner
d=sa=qgs=0a, f=ef=Pec=§, F=sy=ys=y,

(V2,V8,0) 0, = (V3 V5,0) e = (V2 V3,~w)a = ( V515, -0u)
(V2,V3,0) 8, = (V2,V3,0) s = (V2,V3,-a)8 = (-V2, V3,-0p),
(V2,V3,m)y, = (V2.V3,@)epy = (V2,V3,— )y = (-V2,-V3,-ayp),
und da .
] (Y2,V3,0) e = (Y2,V3,— ) e =(V2,V3,m),
80 1st

& =1=0o'=f' = p' = = ] =9}

oy =Pl =71 =¢

“fz'x!ﬁ::ﬁ??E:V
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Ferner ist

0By =[—a(1l—¥D]y =0(—yz) =V (1+V_)

— a2V i (TR = (13 m_(w -3

V2
= (Y2,Y3) e;

erem et e 2

=—a(1—V2)= wﬂ,(ﬁﬁ)r_a = (—V2,—V3)a
= (—12,Y3) = (V3 Vg)ﬂ;

wﬁzt- )ﬂ—(l
(V2.V3)ap = (Vz,—V-)ﬂ = (—V2,—V3) = (V2,V§)r-
Daraus ergeben sich die drei ersten der sechs folgenden Gleichungen:
By =e, ya=p, afp=y,
YB=ua, ay =24, foa=yp,
aus denen die iibrigen und das Schema der Komposition folgen.

Notwendige und hinreichende Bedingung bei allgemeinem
biquadratischem Unterkorper.

Uber dem Korper H = R(Va,Vb), wo a und b relative Prim-
zahlen, voneinander und von 1 verschieden und durch kein Primzahl-
quadrat teilbar sind, sei ein Quaternionkorper & — H (w) errichtet.
Sind @, B, y, ¢ Permutationen dieses Korpers mit den Eigenschaften

g
===
By=m@a ya=4p af=y,
80 liegen die Zahlen
oo =1u 0@ =7 @y =w
in H*), und es ist

0E = —a,
w@e) =u=—ua, (@P)(0y)=uf = —uy;
oph)=v=—9vp, (0p)(wa) =vy = —va;
oy =w=—wy, (@a)(@p) =wae= —wp

*) [Vgl. den Anfang.]
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Bezeichnet man o (@ @) (o f) (@ p) mit A, so ist
o(@a)(wp)(oy) =uwp) =v@y) = wwe) = h,
_uvw

2 st oot

i Yo
Man kann annehmen, es sei
(V& V5 VaV5)e = (Ve — V5, —Va )
(Va,Vb,Vayb) p= (—Va, Vb —Vab),
(VG,Vb,V“Vb)Q’ o (_ V“a—VI% V“VE)
Man setze nun
u=q+aVa+yVb+2VaVb
mit rationalen ¢, z, ¥, z. Dann ist
we =g+zVa—yVb—2zVaVb,
und wegen ¥ — — wo mul
u=(y +2Va)Vb, up=_(y—2Va)Vb
sein. In entsprechender Weise ergibt sich
il (yl '|‘_zl Vi;) VE—’ i e (?_/_1 % ‘/E) Va,
w= y; Vo +2, Vb, wa=y,Va—2z1Vb
mit rationalen y,, z,, ¥4 2, also
h=b(y"—a?’) = —a(y; —bz) = ay; — bz
Man kann voraussetzen, dal y, 2, y,, 2,, ¥, 2, ganze rationale
Zahlen sind, da man sonst @ nur mit einer passenden natiirlichen

Zahl zu multiplizieren braucht. Wegen der iiber ¢ und b getroffenen
Voraussetzungen kann man also setzen

y=ar, y=>=s, y,=0bt 2z=ap
mit ganzen rationalen 7, s, £, p. Es folgt

h

oot ar'—2! =2} —bs* = bi? —ap**)

\

*) [Die Bedingung ist auch hinreichend; vgl. die Erliuterung.]

www.rcin.org.pl



— 384 —

Erlduterungen zur vorstehenden Abhandlung.

Die Arbeit findet sich im Nachlafi in nicht ganz druckfertiger Gestalt. In
der wobl ziemlich gleichzeitigen Arbeit ,Uber Gruppen, deren simtliche Teiler
Normalteiler sind“ (XXVII) ist das Hauptergebnis vorweggenommen, da der
dortige Ausdruck

o? = (24 12) (34 V6) (r = O beliebig rational)
sich nur durch einen in R(V-é, V@ quadratischen Faktor von der Normalform (2)
unterscheidet. (Vgl. die Rechnung auf S.379. Durch einen solchen Faktor unter-
scheidet sich auch das obige » von dem dortigen m.)

Das Ergebnis, daB jeder Quaternionkiérper iiber R (V§, V'e.) durch die
Quadratwurzel eines Ausdrucks (2) erzeugt wird, scheint erst aus spiiterer Zeit zu
stammen. Aber dafi die Quadratwurzeln aus den Zahlen (2) Beispiele von Quaternion-
korpern ergeben, findet sich schon auf einem von Dedekind mit dem Datum des
15. Februar 1886 versehenen Blatt bewiesen *) (vgl. XXVII, 8.91). Jene Tatsache
ergibt sich als Sonderfall einer von Dedekind am vorhergehenden Tage gefundenen,
zuniichst als notwendig erkannten Bedingung, die sich auf die Unterkirper vierten
Grades beliebiger Quaternionkérper bezieht und in einigen diophantischen Glei-
chungen besteht. Diese Bemerkungen tragen das Datum des 14. Februar 1886 und
sind hier am Schluf unter Hinzufiigung iiberleitender Worte wiedergegeben. Die
diophantischen Gleichungen sind iibrigens auch hinreichend; das ergibt sich unschwer,
indem man in den Bezeichnungen von S. 383

Uvw
0L —

h
setzt und die Isomorphismen des durch @ erzeugten Oberkérpers untersucht.
Die in der Erliuterung zu XXVII erwiihnte Arbeit von Mertens iiber den-
selben Gegenstand geht von der Gleichung und nicht vom Kérper aus und be-
schriinkt sich auf die Aufstellung einer notwendigen Bedingung.

‘W. Weber.

*) Die dortige Herleitung ist fast wortlich, nur mit den erforderlichen Verall-
gemeinerungen, in diese Arbeit anfgenommen worden, da der betreffende Teil im
spiteren Manuskript nur angedeutet war.
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