XT.

Zur Theorie der Ideale (Gottingen 1894).
Anwendung auf die Kreiskoérper.

Lemma 1. Ist m eine natiirliche Zahl, und « eine primitive

Wurzel der Gleichung
o == i}
80 1ist
a—1 =0,
wenn m — 1,
(6 —1p™ = ¢p,

wenn m durch eine und nur eine Primzahl p teilbar ist, und & eine
Einheit bedeutet; « — 1 — ¢, wenn m durch mindestens zwei ver-
schiedene Primzahlen teilbar ist.

Beweis. Der erste Fall ist evident. Durchléuft ¢' = o im
zweiten Falle alle ¢ (m) primitiven m-ten Einheitswurzeln, und nimmt
man 77’ = 1 (mod. m), so sind

o —1 ar—1 o—1 et —1

und .-

T T PR

PRl Y
ganz, also Einheiten, und da

H(m—a’) = x:— l, also H(l —a) = p,
z? —1
so folgt das zweite Resultat. Ist endlich m — pgn durch zwei ver-
schiedene Primzahlen p,q teilbar, so ist « — 1 gemeinsamer Teiler
von 02" — 1 und ?™— 1, also (nach dem zweiten Fall) gemeinsamer
Teiler von p und ¢, also eine Einheit, w. z. b. w.

Lemma 2. Es sei p ein Primideal eines endlichen Korpers £,
und p die durch p teilbare natiirliche Primzahl, N (p) = p/, wo f der
Grad von p. Ist nun « eine in £ enthaltene primitive m-te Einheits-
wurzel, und setzt man m — m’p’, wo p’' die hochste in m aufgehende

Potenz von p ist, so gehort & zum Exponent m’ (mod. p).
Dedekind, Gesammelte Werke, II. 25
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Beweis. Ist @ relative Primzahl zu p in &, so ist
o¥®-1 = 1 (mod. p),

und der Exponent, zu welchem @ gebort (mod. p), ist die kleinste
natiirliche Zahl e, welche der Bedingung @ = 1 (mod. p) geniigt;
dann ist e ein Divisor von N(p) — 1, also gewil unteilbar durch p.
Wendet man dies auf den Fall @ = « an, so folgt aus am — am'?’
= 1 =1 (mod. p), dall e Divisor von m'p’, also auch von m' ist.
Setzt man nun m' = eé€', so ist «f eine primitive (e’ p')-te Einheits-
wurzel, und da «®— 1 = 0 (mod. p), also keine Einheit ist, so sind
(nach Lemma 1) nur zwei Fille moglich: Entweder ist e'p’ = 1,
also € =1, e = m' = m. Oder ¢ p’ ist durch eine und nur eine
Primzahl ¢ teilbar; dann ist «¢— 1 (nach Lemma 1) Divisor von ¢,
und da «f— 1, also auch ¢ durch p teilbar ist, so mull ¢ = p sein;
also ist e’ p' Potenz von p, und da e’ als Divisor von m' nicht durch p
teilbar ist, so mufl auch in diesem Falle ¢ = 1, e = m' sein. Also
ist in beiden Fillen e — m’, w. z. b. w.

Zusatz. Da e Divisor von N(p)—1 = p/— 1 ist, so folgt
P’ =1 (mod. m').

Lemma 3. Es sei wieder « eine primitive m-te Einheitswurzel,
und & = R(a) = K,, der durch « erzeugte Korper. Als bekannt
wird nur Folgendes vorausgesetzt. Die simtlichen ¢ (m) primitiven
m-ten Einheitswurzeln ¢' = «", wo 7 alle nach m inkongruenten rela-
tiven Primzahlen zu m durchliuft, sind die simtlichen Wurzeln einer
Gleichung vom Grade ¢ (m) mit rationalen Koeffizienten (ihre Irredu-
zibilitdt soll erst bewiesen, nicht vorausgesetzt werden). Jedenfalls
folgt hieraus, dafl alle » mit « konjugierten Zahlen unter diesen
Zahlen &' zu suchen sind; durch jede der = entsprechenden Permu-
tationen ¢’ geht o in eine dieser » Zahlen «@' = «' = o iiber,
und da & = Q¢' = R(«) = R(«"") offenbar ein Divisor von &
und folglich (!) auch = & ist, so ist & ein Normalkérper. Sind ¢',¢”
zwei solche Permutationen von &, und zwar ¢ ¢’ — o', ¢ 9" = o™’
so folgt (a9) ¢" = («') @" = (a@")’ = (')’ = 7", ebenso
(x@") @' = o', mithin ¢'@p"” = ¢"¢’, d. h. & ist ein Abelscher
Korper, und die Gruppe @ aller n Permutationen ¢ ist eine Abel-
sche Gruppe. Man kann eine Permutation ¢, durch welche & in ag
— o iibergeht, kurz als Permutation » bezeichnen, wo » ein beliebiger
Reprisentant der ganzen Zahlenklasse r (mod. m) ist, und die Zu-
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sammensetzung der Permutationen ¢ in der Gruppe @ entspricht der -
Multiplikation dieser Zahlenklassen; die identische Permutation
entspricht der Zahlenkiasse 1 (mod.m). Diese Gruppe @ ist dann
ein Teiler der aus allen ¢(m) Klassen bestehenden Gruppe, also ihr
Grad » ein Divisor von g (m).

Satz: Es ist » = ¢@(m); d. h. die Gleichung, deren Wurzeln
die @ (m) primitiven m-ten Einheitswurzeln sind, ist irreduzibel; @ ist
die Gruppe aller ¢(m) Zahlenklassen r (mod. m), deren Elemente »
relative Primzahlen zu m sind.

Beweis. Ist p eine natiirliche Primzahl, die nicht in m auf-
geht, und p irgendein in p aufgehendes Primideal des Korpers £,
so gibt es [zur Theorie der Ideale] in der Gruppe @ mindestens eine
Permutation ¢, von der Art, dall jede ganze Zahl @ in £ der Kon-
gruenz

0P = oy, (mod. p)
geniigt. Wendet man dies auf @ — & an und setzt
oYy = abo,

wo p, relative Primzahl zu m, durch welche v, vollstindig definiert
ist, so folgt
o = oo (mod. p).

Wendet man hierauf das obige Lemma 2 an, so ist p' = 1, m' = m
zu setzen, also gehort o (mod. p) zum Exponent m, mithin ist p, = p
(mod. m), und folglich &9y, = a?o = «P. Es ist daher «? konjugiert
mit . Ist nun 7 eine beliebige relative Primzahl zu m, so kann man
immer r = p, Py P; +-- (mod. m) setzen, wo p,, P, P, - - - natiirliche
Primzahlen bedeuten; nun gibt es, wie eben gezeigt, immer Permu-
tationen @,, @q, @, -+ in der Gruppe @, fir welche a @, = a?1,
0P, = oP2, g =— a3 -, also auch CP Py Py +vc = oP1P2P3 ** — o
wird; mithin ist jede Potenz e, d. h. jede primitive m-te Einheits-
wurzel &' konjugiert mit e, w. z. b. w. (Ahnlichkeit mit meinem Beweise
in Crelles Journal Bd. 54).

25%*
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Erlduterungen zur vorstehenden Abhandlung.

Der hier gegebene Irreduzibilititsbeweis der Kreisteilungsgleichung beruht auf
den beiden Tatsachen:

1. Eine primitive m-te Einheitswurzel bleibt primitiv modulo jedem nicht in
m aufgehenden Primideal p des Kirpers K dieser Einheitswurzeln.

2. Es gibt eine Substitution y, der Zerlegungsgruppe von p, fiir die @ vy = P (p)
fiir jedes ganze o aus K.

Die vermioge 2. gegebene Zuordnung zwischen Galoisgruppe und Klassen-
gruppe — aus der die Irreduzibilitit unmittelbar folgt — ist die Zuordnung im
Sinn des allgemeinen A rtinschen Reziprozititsgesetzes, aber in stark ab-
geschwiichter und daher elementarer Form. Denn die Zuordnung geschieht nur
zu allen Primzahlen enthaltenden Klassen, also zu einem Erzeugendensystem der
Klassengruppe, was zur Festlegung des ganzen Isomorphismus hier ausreicht. Die
Frage, ob dieses Erzeugendensystem die Klassengruppe erschipft, also der Satz
von der arithmetischen Progression, bleibt unberiihrt.

DaB auch die Irreduzibilitit der Valenzgleichung in der Theorie der komplexen
Multiplikation sich entsprechend beweisen ldfit, hat Dedekind an anderer Stelle
ohne Beweis- Ausfiihrung bemerkt. Es handelt sich wohl wesentlich um den in
Weber, Algebra, Bd. 3, § 122 (2. Auflage) iibergegangenen Beweis fiir die Irredu-
zibilitdt der Klassengleichung.

Noether.
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