XLII.
Grundideale von Kreiskorpern.

Es sei m eine natiirliche Zahl, die im folgenden stets beibehalten
wird. Ist @ ein Divisor von m, so soll mit
sa
der Inbegriff aller ganzen rationalen Zahlen bezeichnet werden, welche
relative Primzahlen zu m (also auch zu @) und = 1 (mod. @) sind.
Dieser Inbegriff besteht aus @ (m)

9 (@)
Klassen (mod.m), und diese Klassen bilden eine Gruppe, welche
selbst mit ea bezeichnet werden soll.
Hiernach ist 1 der Inbegriff aller relativen Primzahlen zu m,
welcher aus ¢ (m) Klassen besteht. Ebenso ist ¢ m die Hauptklasse.

@mea) = 28 (ea e1) = p(o)

Sind a, b Divisoren von m, ¢ ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches,
d ihr grofiter gemeinsamer Teiler, also ab — cd, so ist
ed das kleinste gemeinsame Vielfache dat b
&c der grofte gemeinsame Teiler } P Lrepen @b
ed = sa-&b,
éc = ¢aleb,
wo | das Zeichen fiir den grofiten gemeinsamen Teiler von Gruppen
ist. Ist H irgendeine in &1 als Teiler enthaltene Gruppe, so ist
das kleinste gemeinsame Vielfache aller in H enthaltenen Gruppen
von der Form ea selbst eine solche Gruppe e¢d, wo d der grofite
gemeinsame Teiler aller a. Diese Zahl d heilit der Exponent der
Gruppe H. Also: Ist @ teilbar durch d, so ist ¢a in H enthalten;
ist @ nicht teilbar durch d, so ist @ nicht in H enthalten.

Es sei 6 eine primitive Wurzel der Gleichung 6™ — 1; K (m)
= R(0) sei der durch 6 erzeugte vollstéindige Kreiskérper vom

Grade ¢ (m); dieser gehort zur Gruppe & m = 1 (mod.m).
Dedekind, Gesammelte Werke, II. 26
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Es sei &£ ein Divisor von K (m), zur Gruppe H gehorig und
vom Grade » = (H, &1). Durchliuft A alle in H enthaltenen q@
Klassen, so ist f(2) = Mz — 0%
die in & irreduzibele Funktion von 2, welche fiir  —  verschwindet,
und das Grundideal von K (m) in bezug auf & ist (~ bedeutet:
assoziiert mit)

~f(0) = I — 6"~ II(1 — 6*—1), mit AusschluB von
h=1 (mod. m).
Jeder Faktor (1 —6"=1) ist nur dann keine Einheit, sondern Faktor
einer in m aufgehenden natiirlichen Primzahl p, wenn der kleinste

Nenner des Bruches

eine Potenz von p ist; und zwar ist gleich-

zeitig (Modul-Bezeichnung)

1
h—1 1 e
B A e g O ,
[1, m-l [p']mltl i} p?@); 8> 0
Nun sei m' der grofte durch p nicht teilbare Divisor von
m=m'p*; k>0.
Damit eine Zahl % der vorstehenden Bedingung geniige, ist erforderlich
== l(mod.g =m'p?), h—1=u-m'p*—,
wo, wenn s > 0 ist, » nicht teilbar durch p; d.h. 2 mufl eine

Zahl der Gruppe & = sein, also ein Element des grofiten gemeinsamen

Teil i
eilers
m
Qa = H|e—
| 7
der Gruppen H und a%:; es_sei
2 = (¢m,Q,)
der Grad von Q,. Es darf aber & nicht = 1 <mod. p‘"il = —';—, p),

also nicht in & pa—"ii enthalten,‘also keine der g,_; Zahlen in Q,_,

sein. Mithin ist ¢, — g,—; die Anzahl der obigen %, und folglich
ist der betreffende Faktor von f' (), welcher nur Faktoren von p
enthélt,

91— Q0 + > i

R R sl
~pq’(l’) ¢ (p?)

@ (p3) ) (pk)

-
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Offenbar ist
Qo =&m, ¢,— 1.
Der Grad der Gruppe s;% ist
gim) i o gim)ploh |9 Lo gy i
p?

je nachdem s < k& oder s = £.

Also ist g, Divisor von p*, wenn s < k, und g, Divisor von ¢ (p¥).
Auflerdem ist @, Divisor von @41, also auch g, Divisor von g, .

Ferner ist
(0 45) = (o) = (m.1:3)

q,(H He——)—-(em @)(@. ¢ >: ,%):(pié%,
TS Y ! q’;:i i 1 ,
T <H»;'i> T

; 1
<p(p") Ha”z) T (Hyem) —
P

Ist & der Korper R — K (1) der rationalen Zahlen, so ist
H = g1 die Gesamtgruppe, mithin @, = ¢ g, und

_ 9@
TR
QG =9@)— P =@ = g;zl-qo(p"),

iy qra— 1t 1'—1”“2 = @ (- D @2 — Ge—3 = @(P*—D;
rh— ¢ =p—1=9()
und folglich wird
p—2 1

k—14+— R
+p l_p p-—l

der betreffende Faktor des absoluten (d. h. nach R genommenen)
Grundideals von K (m).

26 *
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Wenn & und H wieder die allgemeine Bedeutung haben, so ist
daher

_ et _G-a_  _ %=%—o
p- p=1 o) o0 (k)
ARG VL enct Te—1,5 %%

= »  p? F—1 4 (sh

b (O o NI B A
o e e
=P »* =P p*
der betreffende Faktor des Grundideals des Korpers & nach R.

Da alle & % Teiler der Gruppe & ;% = ¢m' sind, so ist @, auch der
gr.g. T. von H, & ;ﬁ‘ und em’, also auch @, der gr. g. T. von @,

m
und & ;’

Ist ¢ ein Charakter der Abelschen Gruppe &1, so soll ¢, die
Gruppe aller derjenigen Elemente r von &1 bedeuten, fiir welche
¥ (r) = 1 ist, und unter dem Exponenten von ¢ soll der Exponent
der Gruppe v, verstanden sein.

Ist H irgendein Teiler von &1 und (wie oben) £ der zugehorige
Korper vom Grade » = (H, &1), so ist » die Anzahl aller derjenigen
Charaktere v, doren Gruppen v, Vielfache von H sind.

Es soll das Produkt der Exponenten dieser m» Charaktere
oder vielmehr die hochste in demselben aufgehende Potenz von p
ermittelt werden.

Es sei ¢ einer dieser » Charaktere und sein Exponent = m" p*—¢,
wo m" nicht teilbar durch p, also Divisor von m', und 0 < ¢ < k.

: A 1 m
Dann ist sm” p*—* Teiler von v, also auch e¢m'pt—* — ¢ —

r
Teiler von ,; also ist anch H s% Teiler von .

Umgekehrt aber, wenn H s%t Teiler von ¥, so ist der Exponent

von 7, ein Divisor von %, und die hochste in ihm aufgehende Potenz

von p ist Divisor von pF—=.
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Nun ist (H & %, el) die Anzahl aller dieser 1, also ebenso

(H & p':nTv & 1) die Anzahl aller v, deren Exponent hochstens durch

pt—5—1 teilbar ist, also <Hs%, 51>—(H.s p,ﬂﬁ, 51> die Anzahl
derjenigen 1, deren Exponent die Potenz p*—¢ genau enthilt.

Nun ist
m m
H,el) = (H,He—\(Hes—, ¢1) = n;
(H, &1) ( Ep‘)( £ it > n
und
m @ (P*)
s H’H sl e )
) q( 8p'> e (PF—*)
folglich

——quz()fk_)s)<Hsg, & 1) =g, (H.s%s,s 1) e nqsq)q(?p(kp—k;)

= ", )
=7 T oy

je nachdem .
8 < skl oder: 4 ==,
Also ist
1 npi"__ll — w”(;l;) Anzahl der 9, in deren Exponent der Faktor p,
nq— N Qp_
2 quk_zz Roat pzlf_ll ” A0 ” » ” ” pﬂf
n n
k-1 -_§J~ ;%2 ” b e Y IR ” ” AN
n
k {{ e "gl ” LIRS ” ” ” ” p"
Also
oo By AR o il . < ot Gy e RO )"
P T =1 o =\p 2 1* ML (phy

Mithinist dies Produkt aller Exponenten der » Charaktere
des Korpers £ zugleich die n*® Potenz des Grundideals von £,
d.h. = + Grundzahl von &, w. z. b. w. (Norm des Grundideals.)
Erlduterungen. 1. Ist die Gruppe H von Elementen % irgend-
ein Teiler der Gruppe &1, so ist
(H, el)
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die Anzahl aller derjenigen Charaktere ¢ der Gruppe &1, welche
Multipla des identischen (oder Haupt-) Charakters der Gruppe H sind,
welche also fiir alle Elemente 4 der Gruppe H der Bedingung

() =1
geniigen; oder mit anderen Worten: (H, ¢1) ist die Anzahl aller der-

jenigen Charaktere v, deren Gruppen v, Vielfache von H sind, also

der Bedingung

(Vo H) = 1
geniigen.

2. Ist a (wie auf S.401) irgendein Divisor ven m, und ¢ @ wieder

die Gruppe von ?;((Zl)) Klassen (mod.m), deren Zahlen relative Prim-
zahlen zu m und zugleich = 1 (mod. @) sind, so ist die Aussage

(H, ea) = 1 (also ga Teiler von H)

gleichbedeutend damit, dal der Exponent ¢ der Gruppe H ein
Divisor von a ist.

3. Speziell bedeutet also die Aussage
(0, e 08) =11,

dal} der Exponent des Charakters ¢ (d.h. der Exponent der Gruppe v,)
Divisor von @ ist.

4. Das System der beiden gleichzeitigen Aussagen
i ). — Loi (e sa) == 1
ist gleichbedeutend mit der einen Aussage
W, Hsa) = 1;

diese letztere bedeutet also, dall erstens ¢ ein Multiplum des Haupt-
charakters der Gruppe H [also ¢ (h) = 1 fiir alle A], und dab
zweitens der Exponent von ¢ ein Divisor von a ist; zufolge 1. (wenn
dort H durch Hsa ersetzt wird) ist

(Hea, e1) die Anzahl = f(a)
aller dieser Charaktere.

5. Bedeutet daher, wenn ¢ irgendein Divisor von m, und H
eine feste Gruppe ist,
(@)

die Anzahl aller derjenigen Charaktere v der Gruppe &1, welche
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Multipla des Hauptcharakters von H sind, und deren Exponent
— @ ist, so ist die iiber alle Divisoren d von a erstreckte Summe

>f (@) = (Hza, £1) = (a)
und folglich umgekehrt |

f@)= n(%)(Ha del) = n(%) f(d), d alle Divisoren von a,
wo 5 die Funktion von Mertens-Cantor bedeutet.

6. Das Produkt der Exponenten aller Charaktere i, welche
Multipla des Hauptcharakters der Gruppe sind, und deren Anzahl
zufolge 1. = (H, & 1) ist, ist daher das iiber alle Divisoren a von m
ausgedehnte Produkt

ITal @,
7. Setzt man
n. == (H, g 1),
80 1ist {
n—=—(H, Hea)(Hea,e1); (Hea,el) = (H ';Iaa.);
ferner ist

(H’ Héa) = (Ha £a’) i (Hlsa'v 50’)’
wo A| B allgemein den grofiten gemeinsamen Teiler der Grappen 4, B

bedeutet; immer ist (4, B) = (4, A B) = (4| B, B). Ferner ist

(¢m, ea) = # (em, H|ea)(H e a, ca);
(em, H|ea) = t(a),

welches der Grad des groften gemeinsamen Teilers H |& a der beiden
Gruppen H und g a ist, so wird

bezeichnet man daher

(oo ) = ZE0 i e e = 1o 9 @10 = /(o)

Aufierdem ist
Hie 7 g L .o(m)
@(m) = (em, e 1) = (em, H)(H, e1) = (em, H) n; rt (em, H).
8. Es werden nur noch solche Charaktere ¢ der Gruppe &1
betrachtet, welche Multipla des Hauptcharakters der Gruppe H -sind,

also der Bedingung (v, H) = 1 genugen und deren Anzahl = »
= (s 1)t
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Ist nun p eine in m aufgehende natiirliche Primzahl und
m = m'pt, k> 0, m' nicht teilbar durch p,
80 ist

(Hs;—';‘,u), wo 0 < s <k

die Anzahl derjenigen Charaktere v, deren Exponenten Divisoren von
m

—_ — " pk—s8
p "
sind. Also
(Hem', e1) Anzahl der 4, deren Ex-
ponenten Divisoren von m’ == f(m)
(Hem'p, 1) Anzahl der 7, deren Ex-
ponenten Divisoren von m'p = f(m'p)
(H em' p? &1) Anzahl der v, deren Ex-
ponenten Divisoren von ' P’ = f(m'p?)
(Hem p*—1,&1) Anzahl der v, deren Ex-
ponenten Divisoren von m'pt—1 = f(mip 1)
n = (Hem' p* &1) Anzahl der v, deren Ex-
ponenten Divisoren von m'p*t = m | = f(m' p¥) = f(m)
= (Hem, 1)
i
Also ist

(Hem'p, e1) — (Hem/, e 1) Anzahl der o, deren Exponenten den
Faktor p, nicht den Faktor p® enthalten,

(Hem'p* e1) — (Hem'p, ¢1) Anzahl der v, deren Exponenten den
Faktor p? nicht den Faktor p° enthalten,

(Hem'p* 1) — (Hem' p*—1, 1) Anzahl der v, deren Exponenten
den Faktor p* nicht den Faktor p*+! enthalten.
Mithin ist der Exponent der hichsten im Produkte der Exponenten
aller n Charaktere ¢ aufgehenden Potenz von p
= {(Hem'p,el)—(Hem',el)} + 2 {(Hem' p* e1)— (Hem' p,e1)}
+ - +Ek{(Hem'pt 1) — (Hem' pt—1,¢1))
=k(H,e1)—{(Hem', el)+ (Hem'p, 1)+ --- + (Hem' pt—1, e1))

s§=k—1

= kn— 3/ (m'p)
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Es ist aber

(Hyel)=H Hem' p)(Hem'p, e 1) = (H, e m' p*) f (m' p*),
also wird der Potenzexponent von p
§=k—1 1 }

oy k_ago (4, &m' pf)

Es ist aber
(H, em'p*) = (H|em' p, e m' p),
also
m, H ¢ H, em' p®) = y i = gim) = (p(p")
Sso Iﬁmp’)( & p) (Em empe) (p(mlpa) (P(P’)’
1 (em, H|em' p*
o) = e D em 430
und
1 __(sm, H|egm')
H,sm) |\ @)

Also wird der obige Potenzexponent von p

e n{k_(em, Hlem')_":é‘l(sm, Hlem'_p")l'

? (P) i=1 2y

Erlduterungen zur vorstehenden Abhandlung.

Es handelt sich um eine Anwendung der in XLI entwickelten allgemeinen
Begriffe.

Der hier fiir den Kreiskirper gegebene Fiihrer-Diskriminantensatz — Dar-
stellung der Diskriminante als Produkt der Fiihrer (Exponenten bei Dedekind)
der Charaktere der zugehorigen Klassengruppe — ist im allgemeinen Fall der
relativ-Abelschen Korper auf zwei verschiedene Arten erbracht: mit traaszendenten
Methoden (Heckesche L-Reihen mit Grifencharakteren) und arithmetisch unter
Benutzung des Umkehrsatzes der Klassenkérpertheorie (vgl. den Bericht von Hasse,
I, II; Jahresber. d. d. Math.-Ver. 85 und Erginzungsbd. VI).

Das Analogon fiir Galois\sche, nicht Abelsche Korper hat neuerdings

E. Artin aufgestellt (Journ. f. Math. 164 (1931)).
Noether.
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