Sur une intégrale considérée en calcul
des probabilités.

1. Objet de la présente note. Nous nous proposons
de calculer d’une maniere approximative les rapports
[(A -+ Q):E],[(A—P): E],[(B+ P):E][(B—0Q):E]
considérés autrefois par Poisson (*), A, B, P, Q, E, ayant
les valeurs suivantes :

P 1
A =fz"‘(1 —z)"dz, B =/z"‘(1 — z)"dz,
0

P

» i
P =ffm(1 — z)"dz, Q =/z"‘(l — z)"dz,
- J

E .—__/;"-(1 — z)"dz.

On suppose m et n entiers; m ~+ n = ¢; m = pp,
n = pq; | est tout au plus égal a la moitié de la plus

(*) PoissoN, Probabilité des jugements, § 88, pp. 224-298; traduc-
tion allemande de Schnuse, pp. 189-193.
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petite des fractions p, q. Pour fixer les idées, nous
supposerons p égal ou supérieur a ¢, ou m égal ou
supérieur a n. D’apres les hypothéses, p + ¢ = 1.

2. Valeurs approximatives préliminaires. Nous avons
démontré (*) que

Mais pour o« £ 1,
A2 Lot ST Lo >0

Done
T

| / td > o
—_— _— e—l / _e—!,
2 h

ou encore
T

_Tg £ 2 _‘* 1 _%T!.
ant = —= ki 1 o
\Vx e <
0

Pour abréger les écritures, nous poserons, dans la

suite,
T
2 i 1
— /e“’dt ou /;"’ dt = 5\/;.!
‘/; 0 '0

(*) Annales de la Société scientifique de Bruaelles, 1888, t. XII,
1re partie, pp. 63-65. Pour la facilité du lecteur, nous reproduisons
la partie essentielle de la démonstration au ne 10.
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3. Limites de E. On a, comme I'on sait,

E_F(m+ 1)[(n+1) mlal 1
S5 P +as2)

! g

D’apres la formule de Stirling,
o S o Wi
V' 2rm m™e=" < m! <V 2zrm m™e i,
ik U B vy
V/ 2rn nre <nl <V 2% e " i

1
2 phe ™ & ! &V e e R
V27p p Vv

On tire aisément de la

V 2mmn (m)"'(n

FEmmn, N _Il_n_[u E,
V(e + 1) \» ﬂ)e =

E<-

V' 9rmn (m
V(s + 1)

m a0 4 1
_) (’_‘) ot
) \r

ou encore, en introduisant pp, ug au lieu de m, n,

1
V 2zupq prr qr e <) T

(ke + 1) e

1
B LV dmupq 0t gt ——

(1 + 1)e” B
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Or, on a d’abord
A 1

e+ 1e™ L u+2 ou —K log(l -+ ——)
K+

En effet,

1(11)>111 1(11)
O e &

et, évidemment,

1 ( ) 1
7o Limi
u+1 2p >12,u
ou
62px—1)> uw+1,

c’est-a-dire 11 p > 7. — Ensuite

(4 + 1)e T > 4 (4——1——)'
12upq

Donc enfin

1 1
sy V 2repq p"q" <EL ————V 2mppg p"q".

p——

12pq
4. Limites de A et B. 1° A > 1 E, B « { E. En effet,

on a d’abord A + B = E, ensuite, comme nous allons le
prouver, AS B.
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On trouve, en faisant

Z=p—u, 1—z=q+x,

A= f:”‘(l—’z)"dz g /:”(1—2)"dz = /q(p--x)”'(q+x)"dx.

0
De méme, en faisant

2=p+x 1l—z2=¢q—u=,
1 g
B ==ﬁ’"(1 — z)"dz ='/‘(p + x)"(q — x)"d.
? 0
Or, on a
(p—a)"(q + @) S (p + 2)" (9 — 2)"

car cela revient 2

=gz (2
q—= > p—ux !

n logZ:i§mlog%:—:

ou a

ou, en dérivant, a

n + —— 1 Sm 4 )
g+2x qg—=z p+x p—=x
c’est-a-dire, successivement,

2eq" _ 2wp’
¢ — 2 > P —x

>

,' q'l(p! P xl) § p‘l (‘2 T xﬂ)’ P!
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De proche en proche, de la derniére relation, on
remonte a A > B, sauf dans le cas ou p —=¢q, m =n;
alors évidemment, A — B — ; E.

20 Limite inférieure de B. On peut écrire

q
x

B=p"q™ (1 +;) (1 —g) dx > p"q"B,,

si 'on pose

=

B, =/(1 +£) (1 -—-E) dux,
. p q

« étant indéterminé. Faisons
G A Ve N
=3 -
P q

x x
u = m log (I + —) + n log <1 ——)-
p q

ou

U =u e
‘ x
1+ - 1 —-
P q
[1 x x? ; x lfe ]
=P — e — e —
p  plp+=) 9 q(g—2)
“x 1 1 KX o

= e—— — 2 ol
Pq g [q(q.—r) p(P+x)]> Pq g
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1 q—c
» Pt » ezt
u = 3pq & P
Bi= /[ edx > [ e idx—— e i x%dx,
3qa
0 0 0

et, a fortiori,

®

p=t
B, 3/ M dx— — e 4 xdux.
5qa

0
Posons, dans la premiére intégrale du second membre

“x
2 oV
"o qu

2pq

il viendra

/ s /qu/-“

0

La substitution

: 2 2
o dge s s ou x’-—=ﬂs. m’dx:p—:[ sds
V%

2rq ¢
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donne ensuite

@

_ut gt opq? aptg?
/e Wy g3dx — pgq/e"sds= p:) Q)= p‘q_
P K #

0

On a done
el Ty e
o » 2
B> Y/ 2L [real 35,
“ dau
0

Comme on dispose de «, on peut choisir, dans chaque
cas, cette fraction de maniére que la limite inférieure de
B, soit la plus grande possible. Pour simplifier, nous
ferons

9

2
Su ==2p*q ou a=3pq.

Dans cette hypothése, on aura

P .2 Ty
2 1
hoNIRLY e,
13 “
0

On aura donc enfin

T4

%q 1 1
B> g | \/%’ o~"dt —- |
0
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et, en observant, d’'apreés le n° 2, que

Ty

/;z-"dt > ?(1 i e-ff),

—_—_— -
9 9

B>p’"q;‘/%_”pq(- 1#) "i.

3° Limite supérieure de B, limites de A. On a, comme
on I'a vu,

< £ E ~ - (limite supérieure de E),
A > 3 E > % (limite inférieure de E),
= E — B < lim. sup. de E — lim. inf. de B.

5. Limites de (B : E), (A:E). On a d’abord, sauf si
P,
BHE <L, A:E> §
Ensuite
B _ limite inférieure de B

limite supérieure de E

¢’est-a-dire

3|/‘2arupq 1 o 1
g (?-§e )_#§
E” 1
‘/ Qz_lul'q pmqn _—1
F 13pg

(1 1 z) ( 1 )
= |= — - G_—T‘ 1 —
273 12upq

1 1
EHIDN ) :
( 12upq \/‘.’.n‘pq
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On déduit de la sans peine

B s e . 1 1
Sgl e il &,
£ 2 2hupq szﬂpq
Enfin
A 1 B 2 1 Jias 1 1
= —= — 4 =T + .
E ES2T 32 Wipq "V rapg

6. Limites de () et (Q : E). 1° Limites de (). Posons
dans Q, comme dans B,

T=p -+

f—2=q —2x,

de maniere que x varie seulement de O & [, | étant au
TRAr
plus égal a ;q.

On aura

o= f{1 (1= Zfarmrr [
ol wen ) guild — —| dx =p™q" [ e“dx.
P q; - q ‘70

La quantité

; @ 2[ 1 ! ]
U =—— —ux’| - = ’
Pq q(g—zx) pp~+2

—=>149,
est évidemment telle que

ol
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Par suite, -
uxt 2p0°

____>u (5 s RS Pl S

2pq 20905 ¢!
ey o ol et i
e WS> eTMme W 3N e %(1_%“%)
¢

Il en résulte d’abord I'inégalité

]
» s
Q =pmqr:/eudu < plthnﬁ_ ,’T(I‘T
0 0
< T
?P'I/' :
- pMoh il il c-l dt,
P \/ A

ou
| VA o7
) < = 0 \/21rupq J
2p

On a ensuite

Iu,zi \.
/'du >/ 'iz"l dx —/ ’W/—x
@ /.L s
B i S
>/ ¢ dx — 3—}—'/43 W gdy,
0

ou encore,
S
/l:du)\/ pq/ ‘2dt :“ pg
SRR S 8 <
2u e dp
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Donc enfin
4pt
Q> p'q [ \/’wqu—si]-
173
20 Limite supérieure de () : E). On a

Q  limite supéricure de Q

limite inférieure de E
ou

L am )
e c_,l’q‘/”wa_,](d .2)
E 1 e b

mn

Y

2mppq

+ 2
Mais on sait que 3 % 2 - Par suite,
Q 1 1

LABTRIE T B
e L

3° Limite inférieure de (Q : E). On a

EARE -~ TR
Q _ limite inférieure de Q" ! [3x TP T3,

E 7 limite supérieure de E

1
————Vmupq pmg

IR =)
—
-~
3!0
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7. Limites de P et de (P : E). On prouve d’abord que
P surpasse () comme on a prouvé que A surpasse B, sauf,
bien entendu, si m=n, p = ¢, ce qui entraine P = ().
On a donc

PO .1 1 4 i
= ety ;_J T ol ¢
BacE 2 2hupq 3\/2,#7,(1

Ensuite, évidemment, P + () < E, et, par suite,

E < -—-9 < 1 — limite inférieure de 9
E E E

Done

2

P 1 1 40
A 3 S ol .
E 2 24ppg 3 V 2rupq
Mais, d’aprés une inégalité du n° 2, on a
1—3J=1—-J+3J<iJ+e™

Par conséquent,

2

1 4 P
+ — .
2hppq 3V 21upq

Bl
E<§J+e‘"+

8. Limites de [(P + Q) : E]. En rapprochant les résul-
tats obtenus dans les deux derniers numéros, on trouve

1 1 4 p
P_ﬂ<,]+_+e""+ + = P »
E & 2hupq 3 \/Qz'ypq
P | 8 ¢
+Q>J RO L
E 12upqg 3 V?xﬂpq
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Nous avons trouvé antérieurement, par une autre
méthode (*),
Q /
“pq

9. Limites de l'intégrale de Poisson. Posons, pour sim-
plifier les écritures,

2 1 1 1 4 P
f=—e¢"" 4+ 4 o ok
2 24epq  \V9rupq 2bupq 3\ 2rupq
On aura
1 A/l 1 B 1
Wt B BblE ¢
1 gLy Ly i i
§J—’1<E<§J+V+0Tq 51—’7<E<§-’+;'
On déduit de Ia
ey BN Sl gk 1
§+§J-—;’< <§+§J+E+;1. . .(1)
1 1 . A—P 1
5_51_4—3—T'< = §—§J+s+n, (2)
1 1.l <B+P 1 J ™ (3)
e oal EalEe i T L= i= o g™,
2+2 £E—y 5 <2 5 1
{: b hexlT I
———d—t—— ——— L === 4
3 3 € £ i <2 3 + % (4)

(*) Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1902, t. XXVI,
2¢ partie, pp. 211-214.
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Observons que

p+l

A+Q= /z"‘ — z)"dz,

-1l
A—P ==./'z"‘('| — z)"dz,

0

i
B + P=/z’"(1 —z)"dz,

p—1

1

B—Q—/z’" ) dz .

P+l

Les relations (1), (2), (3), (4) donnent sous une forme
précise, dans tous les cas, la limite supérieure et la
limite inférieure du rapport d’une intégrale eulérienne
de premiére espéce incompléte a l'intégrale compléte
correspondante. Poisson, a I'endroit cité, donne simple-
ment la formule approximative, sans aucune indication
de limites,

foz'"u —z)'dz = (§ = ))E,

0
le signe + correspondant au cas ou f(m + n) surpasse
m, le signe — i celui o 6(m + n) est inférieur a m.

10. Démonstration des inégalités du n° 2. Consi-
dérons les volumes Vy, Vg, Vj, situés entre trois plans
rectangulaires OXY, OYZ, OZX, sous la surface ayant
pour équation =z = 4¢~~*, et projelés, V, suivant le
carré OXPY de coté OX = OY = T, V, suivant
le quart de cercle OXY de centre O et de rayon
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OX = OY =T, V; suivant le quart de cercle Oxy de
rayon Ox = Oy = (2T : /=), et équivalent au carré
OXPY.

Le volume V, est évidemment supérieur & V, qui en
est une partie. Les volumes V; et V; ont une partie
commune; les parties non communes ont des bases équi-
valentes, mais dans ces parties non communes, les z de V5
sont plus grands que ceux de V,, parce que z est d’autant
plus grand que 22 + y2 est plus petit. On a done V, < V.

On trouve aisément, d’apres les formules générales de

cubature,
i _m e
Ni=3isVa—=li——e i V= aliz gl - P
et, par suite,
4
-T2

1—e_w<.l’<1—¢=3-3

comme nous Iavons dit au n* 2 (*).

(*) Extrait des Bull. de I’ Acad. roy. de Belgique (Classe des sciences),
ne 3, pp. 239-254, 1904.
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