XLVI

Uber die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen.

[Supplement XI von Dirichlets Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 4. Aufl.,
S. 434—657 (1894).]
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§ 159.

Der Begriff der ganzen Zahl hat in diesem Jahrhundert eine
Erweiterung erfahren, durch welche der Zahlentheorie wesentlich
neue Bahnen eroffnet sind; den ersten und wichtigsten Schritt auf
diesem Gebiete hat Gaull*) getan, und wir wollen zunidchst die
Theorie der von ihm eingefiihrten ganzen komplexen Zahlen wenig-
stens in ihren wichtigsten Grundziigen darstellen, weil hierdarch das
Verstindnis der spiiter folgenden Untersuchungen iiber die allgemeinsten
ganzen algebraischen Zahlen gewill erleichtert wird.

Bisher haben wir unter ganzen Zahlen ausschliefilich die Zahlen
0, £1, £2, £3, +4...

verstanden, ndmlich alle diejenigen Zahlen, welche durch wiederholte
Addition und Subtraktion aus der Zahl 1 entstehen; diese Zahlen
reproduzieren sich durch Addition, Subtraktion und Multiplikation,
oder mit anderen Worten, die Summen, Differenzen und Produkte
von je zwei ganzen Zahlen sind wieder ganze Zahlen. Dagegen fiihrt
die vierte Grundoperation, die Division, auf den umfassenderen Be-
griff der rationalen Zahlen, unter welchem Namen die Quotien-
ten**) von irgend zwei ganzen Zahlen verstanden werden; offenbar
reproduzieren sich diese rationalen Zahlen durch alle vier Grund-
operationen. Jedes System von reellen oder komplexen Zahlen, welches
diese fundamentale Eigenschaft der Reproduktion besitzt, wollen wir
kiinftig einen Zahlkorper oder kurz einen Korper nennen; der In-
begriff R aller rationalen Zahlen ist daher ein Korper, und zwar
bildet er das einfachste Beispiel eines solchen. Dieser Korper R
der rationalen Zahlen besteht nun aus ganzen und gebrochenen, d. h.
nicht ganzen Zahlen; die ersteren wollen wir in Zukunft rationale
ganze Zahlen nennen, um sie von den neu einzufiihrenden ganzen
Zahlen zu unterscheiden.

*) Theoria residuorum biquadraticorum. II. 1832. — Vgl die Ab-
handlungen von Dirichlet: Recherches sur les formes quadratiques a
coefficients et & indéterminées complexes (Crelles Journal, Bd. 24) und
Untersuchungen iiber die Theorie der complexen Zahlen (Abh. d. Ber-
liner Akad. 1841).

**) Dem Begriffe eines Quotienten gemiB wird es hier und im folgenden als
selbstverstindlich angesehen, daB der Divisor oder Nenner eine von Null verschie-
dene Zahl ist.
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Wir wenden uns nan, indem wir zur Abkiirzung V—1 = ¢
setzen, zu der Betrachtung desjenigen Korpers J, welcher aus allen
komplexen Zahlen @ von der Form

z+ yi
besteht, wo x und y willkiirliche rationale Zahlen bedeuten, die
wir die Koordinaten der Zahl @ nennen wollen. Diese Zahlen
bilden in der Tat einen Korper; denn wenn
o= +y,b und B = x, + y,i
irgend zwei solche Zahlen sind, so gehoren auch ihre Summe, Diffe-
renz, ihr Produkt und Quotient, d. h. die Zahlen
et = (2, 2)+ (1, Lyt

af = (2,2, — 4, %) + (%93 + ¥, %5) 0

kg1 xlxﬁ+yly2+ylx’_xly2i

[ )+ o
demselben System J an. Dieser Korper J, welcher offenbar auch
alle rationalen Zahlen enthilt, soll ein Korper zweiten Grades
oder ein quadratischer Korper heillen, weil alle seine Zahlen o
durch wiederholte Anwendung der vier Grundoperationen aus der
einen Zahl ¢ entstehen, welche eine Wurzel der mit rationalen Koeffi-
zienten behafteten quadratischen Gleichung

?+1=0

ist. Diese Gleichung hat die Zahl — ¢ zur zweiten Wurzel; ist nun
o = x + y1 auf die angegebene Weise aus ¢ entstanden, also eine
Zahl des Korpers J, so wird aus der Zahl — 4 durch dieselben
Operationen die mit @ konjugierte Zahl x — y7 entstehen, die
ebenfalls dem Korper J angehort, und welche wir immer mit o' be-
zeichnen wollen. Dann ist umgekehrt die mit o' konjugierte Zahl
(#") = ®, und man iiberzeugt sich leicht, dall fiir je zwei Zahlen e,
B des Korpers J die folgenden Gesetze gelten:

@tp) =o't p
@By = wp"

a. ’ al
G =%

Unter der Norm einer Zahl o verstehen wir das Produkt wo'
aus den beiden konjugierten Zahlen o und ', und wir bezeichnen
diese Norm durch das Symbol N(@); es wird daher

N(z + y3) = (= + yi) (v — y3) = 2* + ¥,

1%
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und hieraus folgt, daB die Norm immer eine positive rationale Zahl
ist und nur dann verschwindet, wenn @ = 0, also « = 0 und y = 0
ist. Da ferner («f) = o&'f', also

(@) (@f) = (ac)(BB)
ist, so ergibt sich der Satz:
N(ap) = N() N (B),
d. h. die Norm eines Produktes ist gleich dem Produkte aus den
Normen der Faktoren; und ein ganz dhnlicher Satz gilt offenbar auch
fiir die Quotienten.

Wir teilen nun alle Zahlen des Korpers J in zwei grofe Klassen
ein; eine solche Zahl @ = 2 4 y¢ soll eine ganze komplexe oder
kiirzer eine ganze Zahl heiflen, wenn ihre beiden Koordinaten z, %
ganze rationale Zahlen sind; ist aber mindestens eine der beiden
Koordinaten eine gebrochene Zahl, so soll auch @ eine gebrochene
Zahl heiflen. Offenbar bilden die ganzen rationalen Zahlen 2 einen
Teil des Systems aller ganzen komplexen Zahlen, und umgekehrt ist
jede ganze komplexe Zahl z + yi4, wenn sie zugleich rational ist,
notwendig eine ganze rationale Zahl . Unter einer natiirlichen
Zahl verstehen wir nach altem Herkommen immer eine positive,
also von Null verschiedene, ganze rationale Zahl.

Aus den obigen Formeln fiir die Summe, Differenz und das
Produkt zweier in J enthaltenen Zahlen leuchtet nun zunichst ein,
dal} unsere ganzen Zahlen sich durch Addition, Subtraktion und Multi-
plikation reproduzieren. Die Analogie mit der Theorie der rationalen
Zahlen veranlaft uns daher, den Begriff der Teilbarkeit einzufiihren:
die ganze Zahl « heilt teilbar durch die ganze Zahl 8, wenn a« = fy,
und y ebenfalls eine ganze Zahl ist; zugleich heilit « ein Vielfaches
oder Multiplum von B, und B ein Teiler oder Divisor oder Faktor
von «, oder man sagt auch, 8 gehe in « auf. Aus dieser Erklirung,
durch welche der Begriff der Teilbarkeit fiir rationale ganze Zahlen
nicht geéindert wird, ergeben sich (wie in § 3) die beiden folgenden
Elementarsitze:

I. Sind « und g teilbar durch g, so sind auch die Zahlen
o+ p und «—p teilbar durch y. Denn aus « = pe;, und
B = up, folgt «+ B = u(e, +B,), und da «, B, ganze Zahlen sind,
so gilt dasselbe auch von den Zahlen o, + f,.
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IL. Ist » teilbar durch 4, und A4 teilbar durch u, so ist
auch » teilbar durch gw. Denn aus » — «4 und 2 = By folgt
% = (¢f})u, und da « und B ganze Zahlen sind, so ist auch «f eine
ganze Zahl.

Ist @ = « + y4 eine ganze Zahl, so ist offenbar die konjugierte
Zahl o' = x — yi ebenfalls eine ganze Zahl, und folglich ist N (w)
teilbar durch . Diese Norm ist immer eine natiirliche Zahl, wenn
o von Null verschieden ist, und aus dem Satze iiber die Norm eines
Produktes ergibt sich der folgende, welcher aber nicht umgekehrt
werden darf:

Ist « teilbar durch B, so ist N (o) auch teilbar durch N (B).

Unter einer Einheit wird jede ganze Zahl & verstanden, welche
ein Divisor der Zahl 1 ist und folglich auch in allen ganzen Zahlen
aufgeht; nach dem vorstehenden Satze mufl N (¢) in N (1), d.h. in
der Zahl 1 aufgehen, und folglich muf}

N(e) e Cede i ele flees ]
sein; und umgekehrt leuchtet ein, dafl jede ganze Zahl & deren
Norm = 1 ist, gewill eine Einheit ist. Setzt man nun ¢ = = + ys4,
so ist 2®+ ¢?> = 1, und da =, y ganze rationale Zahlen sind, so
ist entweder 22 = 1 und ¥y =— 0, oder x — 0 und %*> = 1; man
erhélt daher die folgenden vier Einheiten

e=1 —1, 4 —3

welche man auch in der Form
; iZsign
zusammenfassen kann, wo n eine beliebige ganze rationale Zahl be-
deutet. In der Theorie der rationalen Zahlen gibt es nur zwei Ein-
heiten, ndmlich die Zahlen + 1.

Sind zwei ganze, von Null verschiedene Zahlen o, B gegenseitig
durch einander teilbar, so sind die Quotienten

B o

; und E
ganze Zahlen, und da ihr Produkt — 1 ist, so sind sie notwendig
Einheiten, mithin ist 8 == a&, wo & eine Einheit; umgekehrt, wenn
dies der Fall ist, so ist auch « =— B¢, also ist jede der beiden

Zahlen o, B durch die andere teilbar. Zwei solche Zahlen heiflen

assoziierte Zahlen, und es leuchtet ein, dal je vier assoziierte
Zahlen

o ey, — o, —at
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bei allen Fragen der Teilbarkeit sich ganz gleich verhalten; ist
nimlich eine ganze Zahl « teilbar durch eine ganze Zahl y, so ist
auch jede mit o assoziierte Zahl durch jede mit w assoziierte Zahl
teilbar. Wir sehen daher im folgenden vier solche assoziierte Zahlen
als nicht wesentlich verschieden an.

Um nun eine ausreichende Grundlage fiir die Theorie der Teil-
barkeit in unserem Gebiete der ganzen komplexen Zahlen zu gewinnen,

bemerken wir zunichst, dall jede dem Korper J angehorige Zahl -

® =— x + yi, mag sie ganz oder gebrochen sein, stets als Summe
von zwei Zahlen » und @, dargestellt werden kann, von denen die
erstere v eine ganze Zahl ist, wihrend N (o,)<{1 wird; sondert
man namlich aus den rationalen Koordinaten w, % die niichstliegenden
ganzen Zahlen 7, s aus, so wird * =7+ 2, y = 8 + y;, WO x,, ¥,
rationale Zahlen bedeuten, deren absolute Werte <<} sind; setzt man
daher v = r + 81, @, = x, + ¥4, 80 wird ® — v + w,, Wo » eine
ganze Zahl, und
N@)=2a"+95'=3<1

ist. Hieraus ergibt sich unmittelbar der folgende wichtige Satz:

Ist « eine beliebige ganze, und B eine von Null ver-
schiedene ganze Zahl, so kann man zwei ganze Zahlen y
und » immer so withlen, daf

«=vf+y, und N(y)<N(f)
wird.

Da niimlich der Quotient der beiden Zahlen «, S eine dem
Korper J angehorige Zahl @ ist, so kann man

5:v—{»m,, also o =B + Bao,

B
setzen, wo v eine ganze Zahl, und N (@,) <1 ist; hieraus folgt aber,
dafl die Zahl y = B, — « — vf3 ebenfalls eine ganze Zahl, und
daBl ihre Norm

N(y) = N(B) N (@) <N (B)
ist, was zu beweisen war.

Mit Hilfe dieses Satzes a8t sich nun die Aufgabe behandeln,
alle gemeinschaftlichen Divisoren von zwei gegebenen ganzen Zahlen
«, # zu finden (vgl. § 4); behalten ndmlich » und y die eben fest-
gesetzte Bedeutung, so ergibt sich aus den obigen Elementarsiitzen I
und I, dal jeder gemeinschaftliche Divisor von e, f auch gemein-
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schaftlicher Divisor von f, p ist, und umgekehrt; man wird daher,
wenn y nicht == 0 ist, wieder zwei ganze Zahlen 0 und = so be-
stimmen, daf
B=m=ny+d, und N(@) < N(y)

wird, und wenn 0 noch nicht = 0 ist, wird man auf dieselbe Weise
so lange fortfahren, bis unter den sukzessiven Divisionsresten p,
0 ... die Zahl Null auftritt. Dies muB notwendig nach einer endlichen
Anzahl von Operationen geschehen, weil die Normen dieser Reste
natiirliche Zahlen sind, die bestiindig abnehmen. Ist w der letzte
von diesen Resten, welcher einen von Null verschiedenen Wert hat,
80 haben wir eine Kette von Gleichungen von der Form

¢ VA Sy
p=m=y+0
% = 6 +u
A =Tl

aus welcher hervorgéht, dab u gemeinschaftlicher Divisor von o, £,
und dafl umgekehrt jeder gemeinschaftliche Divisor von «, f not-
wendig ein Divisor von u ist. Diese Zahl p, und ebenso jede mit
ihr assoziierte Zahl, heilit der grolite gemeinschaftliche Divisor von
« und B, weil er unter allen gemeinschaftlichen Divisoren die grofte
Norm hat. Sind « und f .rational, so ist u ebenfalls rational und
identisch mit derjenigen Zahl, welche in der Theorie der rationalen
Zahlen der griofite gemeinschaftliche Divisor von « und f genannt
wurde.

Durch Umkehrung der obigen Gleichungen, wobei man sich wieder
des Eulerschen Algorithmus (§ 23) bedienen kann, ergibt sich, da(
immer zwei ganze Zahlen £, 7y existieren, welche der Bedingung

i +fn=up
geniigen (im Falle y = 0, w = B kann man § — 0, 4 = 1 setzen),
und derselbe Satz gilt offenbar auch dann, wenn u nicht den gréfiten
gemeinschaftlichen Teiler von o, 8 selbst, sondern irgendeine durch
denselben teilbare Zahl bedeutet.

Nachdem fiir je zwei ganze Zahlen «, j (die nicht beide verschwinden)
die Existenz eines grofiten gemeinschaftlichen Teilers nachgewiesen,
und zugleich eine Methode zur Auffindung desselben angegeben ist,
leuchtet ein, daB die Lehre von der Teilbarkeit der komplexen
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ganzen Zahlen sich ganz dhnlich gestalten muf}, wie bei den rationalen
Zablen. Wir heben zuniichst folgende Punkte hervor. Zwei ganze
Zahlen «, 8 heiflen relative Primzahlen oder Zahlen ohne ge-
meinschaftlichen Divisor, wenn sie aufler den vier Einheiten keinen
gemeinschaftlichen Divisor besitzen; es gibt dann immer zwei ganze
Zahlen §, %, welche der Bedingung

af + fn =1
geniigen, und umgekehrt folgt aus der vorstehenden Gleichung, daf}
«, B relative Primzahlen sind. Ist nun w eine beliebige ganze Zahl,
so ergibt sich aus
@(@f) + (o) = o,

dall jeder gemeinschaftliche Teiler von « und fo notwendig Divisor
von @ ist (vgl. § 5); wenn daher @ ebenfalls relative Primzahl zu «
ist, so folgt, dall auch das Produkt B relative Primzahl zu « ist,
und dieser Satz, wiederholt angewendet, liefert den folgenden:

Wenn jede der Zahlen a, ay, o ...relative Primzahl zu
jeder der Zahlen f,, 8, ...1st, so sind auch die beiden Pro-
dukte a,eye; ... und B, B,...relative Primzahlen.

Aus derselben Gleichung ergeben sich offenbar auch die folgenden
Sitze:

Sind «, B relative Primzahlen, und ist e teilbar durch
«, 80 ist auch @ teilbar durch w.

Ist @ ein gemeinschaftliches Multiplum der beiden
relativen Primzahlen «, 8, so ist @ auch durch ihr Produkt
af teilbar.

Unter einer komplexen Primzahl ist eine ganze Zahl x zu
verstehen, welche keine Einheit ist, und deren Divisoren entweder
mit z assoziiert oder Einheiten sind (vgl. § 8). Ist nun o« eine be-
liebige ganze Zahl, so mull einer und nur einer der beiden folgenden
Fiille eintreten: entweder ist « teilbar durch die Primzahl =, oder
o ist relative Primzah! zu x; denn der grofite gemeinschaftliche
Teiler der beiden Zahlen o, = ist entweder assoziiert mit = oder eine
Einheit. Mit Riicksicht auf das Vorhergehende folgt hieraus offenbar
der Satz:

Wenn ein Produkt aus mehreren ganzen Zahlen «, 8,
p...durch eine Primzahl = teilbar ist, so geht x mindestens
in einem der Faktoren e, §, p... auf.
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Jede ganze, von Null verschiedene Zahl « ist nun entweder eine
Einheit, oder eine Primzahl, oder sie besitzt mindestens einen Divisor
B, welcher weder eine Einheit, noch mit « assoziiert ist; in diesem
letzten Falle heifit o eine zusammengesetzte Zahl, und wenn
o« — A gesetzt wird, so ist auch A keine Einheit, und da N (a)
= N(B) N (4) ist, so ergibt sich N («)> N(B)>1, weil die vier
Einheiten die einzigen Zahlen sind, deren Norm — 1 ist. Hieraus
folgt leicht (vgl. § 8), da mindestens eine in ¢ aufgehende Primzahl
existiert; denn wenn f noch keine Primzahl, mithin eine zusammen-
gesetzte Zahl ist, so besitzt sie wieder einen Divisor p, der der Be-
dingung N () > N (y) > 1 geniigt, und wenn y noch keine Primzahl
ist, so kann man in derselben Weise so lange fortfahren, bis in
der Reihe der Zahlen o, f3, y...eine Primzahl » auftritt, was nach
einer endlichen Anzahl von Zerlegungen geschehen muf}, weil die
Reihe der bestindig abnehmenden natiirlichen Zahlen N (x), N (j),
N (p) ... notwendig einmal abbrechen wird. Offenbar ist nun e« teil-
bar durch = und folglich von der Form mea,, wo &, entweder eine
Primzahl oder eine zusammengesetzte Zahl ist; im letateren Falle
kann man wieder o, = =, @, also o = =z, 0, setzen, wo =, eine
Primzahl bedeutet, und wenn ¢, noch keine Primzahl, sondern eine
zusammengesetzte Zahl ist, so kann man in derselben Weise fort-
fahren, bis in der Reihe der Zahlen «,, o, ... eine Primzahl o, — =,
auftritt, was, wie sich abermals aus der Betrachtung der Normen
ergibt, nach ener endlichen Anzahl von Zerlegungen geschehen muf.
Dann ist die zusammengesetzte Zahl

0 —="TLT0; Ty 'ois Tiry
dargestellt als ein Produkt von » + 1 Faktoren, welche simtlich

Primzahlen sind. Gesetzt nun, dieselbe Zahl o« sei auch ein Produkt
aus m + 1 Primzahlen o, 0,, 0 .. Om, 2ls0

Wy 0l =0 Oy Py Qi

so mub nach dem oben bewiesenen Satze die in diesem Produkte o
aufgehende Primzahl = notwendig in einem der Faktoren ¢, o,
@y .- Om; 2. B. in o aufgehen; da aber ¢ ebenfalls eine Primzahl
ist und folglich aufler den Kinheiten nur solche Divisoren besitzt,
welche mit g assoziiert sind, so mul = = &g sein, wo & eine Einheit
bedeutet, und hieraus folgt durch Division mit ¢ die Gleichung

S0 T, e == 0 05t O
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da nun das Produkt rechter Hand durch die Primzahl =, teilbar
ist, so mull zufolge derselben Schliisse die Zahl =, mit einem der
Faktoren dieses Produktes, z B. mit g, assoziiert, also von der Form
& 0, sein, wo & eine Einheit bedeutet. Die durch Division mit g,
entstehende Gleichung
B8 ki k. M T 10810 G Dy

kann man offenbar in derselben Weise weiter behandeln; es ergibt
sich hieraus zundchst, dall m nicht kleiner als # ist, und dal man
Ty''== 840 Ty == B30y o’ MWy =585 001 801260 "kADND;/ WO 8y, 18y ik By
Einheiten bedeuten. Wire nun m >> n, so wiirde sich

sa, 8, VU8 SonilioR e ok
ergeben, und es wiire folglich ein Produkt von lauter Einheiten durch
mindestens eine Primzahl ¢, , teilbar, was unmoglich ist. Mithin
ist m = n, und die beiden Zerlegungen der Zahl & in Primfaktoren
sind wesentlich identisch, d. h. wenn in der einen Zerlegung ge-
nau r Faktoren auftreten, welche mit einer und derselben Primzahl
# assoziiert sind, so finden sich auch in der anderen Zerlegung genau
7 solche mit =z assoziierte Faktoren. In diesem Sinne ist der hiermit
bewiesene Fundamentalsatz (vgl. § 8) zu verstehen:

Jede zusammengesetzte Zahl 1i0t sich stets und wesent-
lich nur auf eine einzige Weise als Produkt aus einer
endlichen Anzahl von Primzahlen darstellen.

Es ist nun auch nicht schwer, sich einen deutlichen Uberblick
iiber alle in unserem Korper J vorhandenen komplexen Primzahlen
# zu verschaffen. Es gibt offenbar unendlich viele natiirliche Zahlen,
- die durch eine bestimmte Primzahl x teilbar sind (eine solche ist
z.B. N (x) = =a'); von allen diesen Zahlen muf die kleinste p
notwendig eine natiirliche Primzahl, d. h. eine positive Primzahl
des Korpers R, also eine Primzahl im alten Sinne des Wortes sein;
denn p ist > 1, weil sonst z eine Einheit wiire, und p kann auch
nicht ein Produkt von zwei kleineren natiirlichen Zahlen sein, weil
sonst z als Primzahl in einer derselben aufgehen miilite, was aber
der Definition von p widerspricht. Jede komplexe Primzahl = ist
daher Divisor von einer (und offenbar auch nur von einer einzigen)
natiirlichen Primzahl p, und es werden folglich alle komplexen Prim-
zahlen = entdeckt werden, wenn man die Divisoren aller natiirlichen
Primzahlen p aufsucht. Es sei daher p eine natiirliche Primzahl,
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und = eine in p aufgehende komplexe Primzahl, so ist N (=) ein
Divisor von p? = N (p), und folglich ist N (x) entweder — p oder
= p?; je nachdem der erste oder zweite Fall eintritt, wollen wir =
eine Primzahl ersten oder zweiten Grades nennen. Im ersten
Falle ist p = =x' = N (x) das Produkt aus zwei konjugierten Prim-
zahlen ersten Grades, weil offenbar n' stets gleichzeitig mit z eine
Primzahl ist; im zweiten Falle ist p — me, N(e) = 1, also ist p
assozilert mit w und folglich selbst eine komplexe Primzahl zweiten
Grades.

Die Entscheidung iiber das Eintreten des einen oder anderen
Falles je nach der Beschaffenheit der natiirlichen Primzahl p wiirde
sich augenblicklich aus der Theorie der bindren quadratischen Formen
von der Determinante — 1 ergeben (§ 68); allein unser Hauptziel
besteht gerade darin, nachzuweisen, dafl die Theorie der Formen
iiberhaupt entbehrlich ist, oder vielmehr, dafl sie auf die einfachere
und zugleich tiefer eindringende Theorie der ganzen algebraischen
Zabhlen zuriickgefithrt -werden kann. Wir suchen daher auch hier
unsere Aufgabe selbstindig zu losen. Es leuchtet nun ein, dafi der
zweite Fall jedesmal stattfinden mufl, wenn p = 3 (mod 4) ist; denn
da die Norm einer jeden ganzen komplexen Zahl eine Summe von
zwel ganzen rationalen Quadratzahlen ist und folglich, durch vier
dividiert, den Rest 0, 1 oder 2 1idft, je nachdem beide Quadrate
gerade, oder eines, oder beide ungerade sind, so kann der erste Fall
hochstens dann eintreten, wenn » = 2, oder p == 1 (mod4) ist.
Wir erhalten hiermit das erste Resultat:

Jede natiirliche Primzahl p von der Form 4%+ 3 ist
eine komplexe Primzahl zweiten Grades.

Der Fall p = 2 erledigt sich unmittelbar durch die Bemerkung,
dafl ;
2=NA—-)=A—)(1-+8)=1¢(1—13)
ist, und liefert das Resultat:

Die Zahl 2 ist assoziiert mit dem Quadrate der Primzahl
ersten Grades 1 —i. :

Es handelt sich jetzt nur noch um die natiirlichen Primzahlen p
von der Form 47 + 1; die Entscheidung wird sofort gegeben, sobald
man aus der Theorie der rationalen Zahlen den Satz (§ 40) entlehnt,
dal die Zahl — 1 quadratischer Rest von jeder solchen Zahl p ist,
daf also eine ganze rationale Zahl z existiert, fiir welche «® + 1,
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d. h. das Produkt (2 + %) (x —¢) durch p teilbar ist; da némlich
keiner der beiden Faktoren z - 4, 2 — ¢ durch p teilbar ist, so kann
(nach dem obigen Satze) p keine komplexe Primzahl sein, und folglich
ist p gewill das Produkt aus zwei konjugierten Primzahlen ersten
Grades w und ='. Setzt man m — a - bs, so ergibt sich auf diese
Weise der Fermatsche Satz (§ 68)
p = a® + b

Die beiden Primzahlen m, ' konnen nicht assoziiert sein, weil aus
a—bi = 1" (a + bi) entweder b = 0, oder @ = 0, oder a® = b*
folgen wiirde, was alles unmoglich ist. Mithin ergibt sich das letate
Resultat :

Jede natiirliche Primzahl p von der Form 4% + 1 ist das
Produkt aus zwei konjugierten, nicht assoziierten kom-
plexen Primzahlen ersten Grades.

Will man aber den obigen Satz aus der Theorie der quadra-
tischen Reste nicht voraussetzen, so ergibt sich dasselbe Resultat
im weiteren Fortgange der Theorie unserer komplexen Zahlen, wie
folgt. Zwei ganze komplexe Zahlen «, § heiflen kongruent in bezug
auf eine dritte w, den Modulus, wenn ihre Differenz « — g durch u
teilbar ist, und dies wird durch die Kongruenz

o = f (mod u)
angedeutet. Es leuchtet dann ohne weiteres ein, dall die elementaren
Siitze iiber Kongruenzen (§ 17) von den rationalen Zahlen unmittelbar
auf die komplexen Zahlen iibertragen werden diirfen, und es ergibt
sich ebenso wie frither (§ 26), dafl eine Kongruenz nt» Grades, deren
Modulus eine komplexe Primzahl ist, niemals mehr als % inkon-
gruente Wurzeln besitzen kann. Ist nun p eine natiirliche Primzahl
von der Form 4%+ 1, so wird die Kongruenz (p — 1)t» Grades
@~ 1= 1 (modp)

durch mindestens » inkongruente Zahlen @, ndmlich durch o =+
und (nach § 19) durch @ = 1, 2, 3... (p — 1) befriedigt; mithin ist
der Modulus p keine komplexe Primzahl, und hieraus folgt dasselbe
Resultat wie oben.

Nachdem die Grundlagen der Theorie der komplexen ganzen
Zahlen im vorhergehenden gewonnen sind, wollen wir uns darauf
beschriinken, einige wenige Fragen zu behandeln, bei deren Auswahl
uns der Wunsch leitet, gewisse Begriffe, welche in der spiter folgenden
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allgemeinen Theorie der ganzen algebraischen Zahlen auftreten werden,
an dem einfachen, uns vorliegenden Beispiel des Korpers J zu ent-
wickeln.

Ist w eine ganze komplexe, und zwar von Null verschiedene Zahl,
s0 teilen wir alle ganzen komplexen Zahlen in Zahl-Klassen ein,
indem wir zwei Zahlen stets und nur dann in dieselbe Klasse auf-
nehmen, wenn sie in bezug auf p kongruent sind (vgl. § 18); der
Grund fiir die Moglichkeit einer solchen Einteilung liegt darin, daf
zwel mit einer dritten kongruente Zahlen notwendig auch mitein-
ander kongruent sind. Wir stellen uns die Aufgabe, die Anzahl
dieser verschiedenen Klassen zu bestimmen. Zu diesem Zweck be-
trachten wir vorldufig nur eine einzige von diesen Klassen, ndmlich
den Inbegriff m aller derjenigen. Zahlen, welche durch w teilbar,
d.h. = 0 (mod u) sind. Dieser Inbegriff m ist identisch mit dem
System aller Zahlen von der Form u (x + y+4), wo « und y willkiirliche
ganze rationale Zahlen bedeuten. Auf solche homogene lineare
Formen, in welchen die Variablen ganze rationale Zahlen
sind, werden wir in der Folge™*) sehr hiufig stofen, und wir wollen,
wenn z B. o, f irgendwelche reelle oder komplexe Konstanten, z
und y aber willkiirliche ganze rationale Zahlen bedeuten, den Inbegriff
aller in der Linearform ez + Sy enthaltenen Werte zur Abkiirzung
mit dem Symbol [e;, B8] bezeichnen, welches also von jetzt an in ganz
anderer Bedeutung gebraucht wird, als frither bei dem Eulerschen
Kettenbruch-Algorithmus. Die beiden Konstanten e, 8, welche wir
die Basiszahlen des Systems [«, 8] nennen, konnen nun auf un-
endlich mannigfaltige Weise abgeiindert, d.h. durch andere Basis-
zahlen o, 3, ersetzt werden, und zwar so, dal das System [e,, $,]
vollstindig identisch mit dem System [e, 8] bleibt. Dies wird z B.
immer dann eintreten, wenn zwischen den beiden Paaren von Basis-
zahlen zwei Relationen ven der Form

« = po, +qB;, B=rea +sp
stattfinden, wo p, ¢, r, s vier ganze rationale Zahlen bedeuten, deren
Determinante

ps—qr =+1
ist; denn hieraus folgt umgekehrt
i“:[:'sa—qﬁa iﬂ],:—'r“_*'pﬂ,

*) Vgl. §§ 168, 172.

www.rcin.org.pl



A

mithin ist jede Zahl, welche dem einen der beiden Systeme [a, ],
[e;, B,] angehort, auch in dem anderen enthalten, was wir kurz durch
[ety B] = [ety, B,] ausdriicken wollen.

Eine solche Transformation der Basis wollen wir auf unseren
Fall anwenden, in welchem es sich um das System

m = [u, ui]
aller durch w teilbaren Zahlen u (2 + y4) handelt. Wir bezeichnen
mit m die grofite in u aufgehende natiirliche Zahl und setzen dem-
gemil

p=m(p—qi), wpi=m(g+ pi)

wo p, ¢ ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen Teiler be-
deuten; hierauf wiihlen wir (nach § 24) zwei ganze rationale Zahlen r,
8, welche der Bedingung

ps—gqr =1
geniigen, und setzen

' a=1p"+¢, b=pr+gs,

so 1st

ma = p.u+q.ut

mb+1) =r.u+s.u1,

und hieraus folgt nach der obigen Bemerkung, dal diese beiden
Zahlen ma und m (b + ¢) ebenfalls eine Basis des Systems m bilden,

d. h. es wird % D, w0b L5l

Mit Hilfe dieser Transformation konnen wir leicht die Anzahl
aller in bezug auf den Modul g inkongruenten Zahlen bestimmen.
Denn wenn iy ¢

eine beliebige gegebene ganze komplexe Zahl ist, so erhilt man die
Klasse, welche aus allen mit ihr kongruenten Zahlen
@, = h, + k3
besteht, indem man
o, —wo+max+mb+1i)y,
hy=h+max+mby, ky=Fk+my
setzt, wo x, y alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen; aus der

Form dieser beiden Gleichungen geht aber hervor, dal man zuerst y,
hierauf  immer und nur auf eine einzige Weise so bestimmen kann,

e 0k <<mund 0 < A < ma

also
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wird. Es gibt daher in jeder Klasse einen und nur einen Repré-
sentanten @, = h, + k, ¢, welcher den beiden vorstehenden Bedingungen
geniigt; mithin ist die Anzahl aller verschiedenen Klassen gleich der
Anzahl aller verschiedenen, diese Bedingungen erfiillenden Paare A,
k,, also gleich dem Produkte m?q = N (u) aus der Anzahl m der
Werte von &, und der Anzahl ma der Werte von h,. Wir erhalten
mithin das folgende Resultat:

Die Anzahl aller in bezug auf den Modul ¢ inkongruenten
Zahlen ist = N (w).

Es hat nun auch keine Schwierigkeit, die Anzahl ¢ (u) aller
derjenigen von diesen inkongruenten Zahlen zu bestimmen, welche
relative Primzahlen zum Modul w sind; diese Funktion ¢ (u) hat fiir
unsere jetzige Zahlentheorie augenscheinlich dieselbe Wichtigkeit, wie
die Funktion ¢ (m) fiir die Theorie der rationalen Zahlen (§§ 11 — 14,
138); durch Betrachtungen, welche den damals angestellten ganz
ahnlich sind, findet man

() =1,
wenn yu eine Einheit ist, sonst aber

w(&u)=N(l‘)H<l“ﬁn)>’

wo das Produktzeichen sich auf alle wesentlich verschiedenen, in u
aufgehenden Primzahlen = bezieht; aullerdem ist

(g g) = ¥ (uy) ¥ (1y),

wenn w,, w, relative Primzahlen sind, und

2¢(0) = N(w)
wo das Summenzeichen sich auf alle wesentlich verschiedenen Divi-
soren § der Zahl w bezieht. Ist ferner m relative Primzahl zu y, so
ist stets

o¥® = 1 (mod y),
was dem Satze von Fermat entspricht (§§ 19, 127). Wir miissen
aber der Kiirze halber die Durchfiihrung der Beweise dieser Sitze
dem Leser iiberlassen, und wir diirfen dies um so eher tun, als
wir spiter (§ 180) dieselben Fragen in ihrer allgemeinsten Form
behandeln werden.

Dagegen wollen wir noch mit einigen Worten auf den Zusammen-

hang eingehen, welcher zwischen der Theorie der komplexen ganzen
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Zahlen und derjenigen der quadratischen Formen von der Deter-
minante — 1 besteht. Wir haben oben das System m — [u, 1] aller
durch g teilbaren Zahlen in die Form [ma, m (b 4 4)] gebracht, wo
die Zahlen m, @, b nach gewissen Regeln aus der gegebenen Zahl u
abzuleiten waren; von diesen drei Zahlen waren m und a vollig
bestimmt, wihrend b von der Wahl der beiden Hilfszahlen 7, s ab-
hing; jedes andere Paar r,, 8, welches der Bedingung
' ps,—qr, =1
geniigt, ist (nach § 24) von der Form
r,=r+hp 8 = s+ hyg,
wo h eine willkiirliche ganze rationale Zahl bedeutet, und liefert an
Stelle von b die Zahl
b, = pr,+¢qs, = b+ ha = b (mod a);
die rationalen Zahlen b, durchlaufen daher alle Individuen einer
vollig bestimmten Zahlklasse in bezug auf den Modul @, und es ist
offenbar gleichgiiltig, welchen Représentanten & dieser Klasse man
withlt. Dieselbe liafit sich auch direkt, ohne Zuziehung der Hilfs-
zahlen 7, 8 definieren; da nimlich a = p* + ¢* ist, so ergibt sich
aus der Definition von b, dab
pb =¢q, ¢b = — p(mod a)
ist, und da jede der beiden gegebenen Zahlen p, g, weil sie keinen
gemeinschaftlichen Teiler haben, notwendig relative Primzahl zu a
ist, so ist b durch jede einzelne dieser beiden Kongruenzen vollstindig
bestimmt in bezug auf den Modul @. Quadriert man eine dieser
Kongruenzen und bedenkt, dal p®= — ¢*(mod a) ist, so ergibt sich
b* = — 1(mod a);
es ist folglich
b = —1 + ac,
wo ¢, wie @, eine natiirliche Zahl, und (a, b, c¢) ist eine positive
quadratische Form von der Determinante — 1. Nun sind alle durch
u teilbaren, also in dem System m enthaltenen Zahlen 4 von der Form

A=m@z+(®+1)y)
wo x, y willkiirliche ganze rationale Zahlen bedeuten, und durch
Multiplikation mit der konjugierten Zahl A’ erhilt man, weil m*a
= N (u) ist, das Resultat

N@) = N@(a®+2bzy+cy’).
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Auf diese Weise fiithrt jede bestimmte ganze komplexe Zahl u zu einer
bestimmten Schar von parallelen®) quadratischen Formen (e, b, c),
deren Determinante — — 1 ist.

Umgekehrt, wenn (a, b, ¢) eine solche (positive) Form, und folglich

ac = (b+1)(b—1)
ist, so bezeichnen wir mit y den groBten gemeinschaftlichen Teiler
der beiden ganzen komplexen Zahlen @ und b 4 4, und setzen

a=uap, b+1i= By,
da nun «,f relative Primzahlen sind und beide in der Zahl ae¢ =
B (b — ) aufgehen, so muf diese durch das Produkt «:f teilbar sein,
und folglich ist

c=f0,b—1i=ad,
wo 0 ebenfalls eine ganze komplexe Zahl bedeutet. Ersetzt man,
was stets erlaubt ist, alle hier auftretenden Zahlen durch die kon-
jugierten Zahlen, so ergibt sich

a=day,b+1t=0dd,
und da p der grofite gemeinschaftliche Teiler dieser beiden Zahlen
ist, so mufl die in beiden aufgehende Zahl o' notwendig auch in y
aufgehen; setzt man demgemi(

ni=lein,
so folgt
; 6= sdea’ = &N (i)
mithin ist & eine natiirliche Zahl, und da dieselbe in p, also auch
in b+ ¢ aufgeht, so mul} sie = 1 sein. Wir erhalten daher y — &/,
also
o= oo =N (x)b-F—= fe;:
da aber b+ 7 = «'0d’, so folgt &' = B, 0 = ', mithin
¢c=fpp =N(B),b—i=uf.

Man setze nun

«=p4gi, B=r +si
so folgt

a=p +¢ c=r+4s

=pr+qs, 1 = ps—qr,
mithin geht die Form (1, 0, 1) durch die Substitution (?7) in die
Form (a, b, ¢) iiber (§ 54); unsere Theorie der ganzen komplexen

*) Vgl. § 56, Anmerkung.
Dedekind, Gesammelte Werke, III. 2
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Zahlen liefert also unmittelbar den Beweis, dafl alle (positiven) Formen
von der Determinante — 1 #quivalent sind (§ 68). —

Genau in derselben Weise, wie hier die ganzen komplexen Zahler
x + y4 untersucht sind, wiirden sich noch manche andere Gebiete
von ganzen Zahlen behandeln lassen. Bedeutet z B. § eine Wurzel
von einer der folgenden acht quadratischen Gleichungen
MP4+04+1=0 04+60+2=0, 024+2=0, 6°+0+3 =0,
#B+0—-1=0 6—2=0, 0?—8 =0, *+6—3 =0,
und laft man @, y alle ganzen und gebrochenen rationalen Zahlen
durchlaufen, so bilden die entsprechenden Zahlen von der Form
@ + y0 einen quadratischen Korper; nach der allgemeinsten Definition
der ganzen algebraischen Zahl, welche wir in § 173 aufstellen
werden, sind von diesen Zahlen z + y @ alle und nur diejenigen als
ganze Zahlen anzusehen, deren Koordinaten x, ¥ ganze rationale
Zahlen sind. In jedem der acht auf diese Weise gebildeten Gebiete
[1, 6] von ganzen algebraischen Zahlen gelten nun dieselben Funda-
mentalgesetze iiber die Teilbarkeit und die Zusammensetzung der
Zahlen aus solchen Zahlen, welche den Namen von Primzahlen ver-
dienen. Dies ergibt sich sofort durch die Bemerkung, daf in allen
diesen Fillen der grofite gemeinschaftliche Teiler von zwei solchen
ganzen Zahlen sich durch den bekannten Divisionsprozell finden 1iGt;
man erkennt auch ebenso leicht den Zusammenhang dieser Zahlgebiete
mit den quadratischen Formen teils erster, teils zweiter Art (§ 61),
deren Determinanten die acht Zahlen

i G i Y

45, +9, 8, +18
sind. In den letzten vier Fillen gibt es zwar unendlich viele Ein-
heiten (welche den sdmtlichen Losungen der Pellschen Gleichung
entsprechen), doch wird hierdurch die Theorie dieser Gebiete nicht
wesentlich erschwert. Die genannten Formen bilden jedesmal eine
einzige Klasse; nur fiir die Determinante + 3 gibt es zwei Klassen,
welche aber durch Multiplikation mit — 1 ineinander iibergehen
(vgl. §§ 181, 182).

Es gibt ferner Zahlengebiete, in welchen zwar der genannte
Divisionsprozell (wenigstens in seiner obigen, einfachsten Form) nicht
mehr gelingt, in welchen aber dennoch dieselben Gesetze der Zu-
sammensetzung der Zahlen aus Primzahlen gelten. Ein Beispiel hierzu
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liefert das Gebiet der ganzen Zahlen von der Form x4 %6, wo 6
eine Wurzel der Gleichung

P#+60+5=0
ist; die entsprechenden quadratischen Formen zweiter Art von der
Determinante — 19 bilden wieder nur eine einzige Klasse.

Génzlich anders verhdlt es sich aber z. B. mit dem Gebiete [1, 6]
der ganzen Zahlen von der Form « + %6, wo 6 eine Wurzel der
Gleichung

6*+5=0
bedeutet, und @, y wieder alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen.
Hier gelingt der genannte Divisionsprozell nicht mehr, und zugleich
tritt hier zum ersten Male die eigentiimliche Erscheinung auf, daf
Zahlen, welche nicht weiter in Faktoren von kleinerer Norm zerlegt
werden konnen, doch nicht den Charakter von eigentlichen Primzahlen
besitzen, dal vielmehr eine und dieselbe Zahl hiufig auf mehrere,
wesentlich verschiedene Arten als Produkt von solchen unzerlegbaren
Zahlen dargestellt werden kann; es ist z B. die Zahl 21 gleich
3.7 = (14 26)(1—26)

und jede der vier Zahlen 3, 7, 1 + 26 eine unzerlegbare Zahl*). Die
entsprechenden quadratischen Formen von der Determinante — 5 zer-
fallen in zwei verschiedene Klassen, als deren Représentanten die
Formen (1, 0, 5) und (2, 1, 3) angesehen werden kénnen (§ 71), und
hiermit hangt die eben beschriebene Erscheinung untrennbar zu-
sammen.

Dieselbe Erscheinung tritt bei unendlich vielen anderen Gebieten
von ganzen algebraischen Zahlen in Korpern zweiten oder hcheren
Grades auf; in allen diesen Fillen schien es ein durchaus hoffnungs-
loses Unternehmen, die Zusammensetzung und Teilbarkeit der Zahlen
auf einfache Gesetze zuriickfiihren zu wollen. Allein, wie es sich
bei #@hnlicher Lage der Dinge schon Gfter in der Entwicklung der
mathematischen Wissenschaften ereignet hat, so ist auch -hier diese
scheinbar uniiberwindliche Schwierigkeit zur Quelle einer wahrhaft
groben und folgenschweren Entdeckung geworden; in der Tat fand
Kummer **) bei der Untersuchung derjenigen Zahlengebiete, auf
welche das Problem der Kreisteilung fiihrt, dal die alten Euklidischen

*) Vgl. §§ 16, 176.
**) Zur Theorie der komplexen Zahlen (Crelles Journal, Bd. 35).

2%
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Gesetze der Teilbarkeit auch in diesen Gebieten ihre volle Geltung
wieder erlangen, sobald dieselben durch die Einfiilhrung neuer Zahlen,
die er ideale Zahlen nannte, vervollstindigt werden. Dasselbe
Resultat fiir jedes, aus einer beliebigen algebraischen Gleichung
entspringende Gebiet von ganzen Zahlen zu erreichen, ist nun die
Aufgabe, die wir in diesem letzten Supplemente des vorliegenden Werkes
behandeln und dadurch lgsen wollen, daf wir die Grundlagen einer
allgemeinen Zahlentheorie entwickeln, welche alle speziellen
Fiille ohne Ausnahme umfalt.

§ 160.

Um dieses Ziel zu erreichen, miissen wir uns vor allem mit den
wichtigsten Grundlagen der heutigen Algebra beschéftigen, was in
den niichsten Paragraphen (bis § 167) geschehen soll. Den Ausgangs-
punkt fiir unsere Darstellung dieses Gegenstandes bildet der folgende,
schon oben erwiihnte Begriff:

Ein System 4 von reellen oder komplexen Zahlen a soll ein
Korper*) heiflen, wenn die Summen, Differenzen, Produkte und
Quotienten von je zwei dieser Zahlen ¢ demselben System A an-
gehoren.

Dieselbe Eigenschaft sprechen wir auch so aus, dafl die Zahlen
eines Korpers sich durch die rationalen Operationen (Addition, Sub-
traktion, Multiplikation, Division) reproduzieren. Hierbei sehen wir
es als selbstverstindlich an, dal} die Zahl Null niemals den Nenner
eines Quotienten bilden kann; wir setzen deshalb auch immer voraus,
dall ein Korper mindestens eine yon Null verschiedene Zahl enthilt,
weil sonst von einem Quotienten innerhalb dieses Systems gar nicht
gesprochen werden konnte.

*) Vgl. § 159 der zweiten Auflage dieses Werkes (1871). Dieser Name
soll, dhnlich wie in den Naturwissenschaften, in der Geometrie und im Leben der
menschlichen Gesellschaft, avch hier ein System bezeichnen, das eine gewisse Voll-
stindigkeit, Vollkommenheit, Abgeschlossenheit besitzt, wodurch es als ein organisches
Ganzes, als eine natiirliche Einheit erscheint. Anfangs, in meinen Gattinger Vor-
lesungen (1857 bis 1858), hatte ich denselben Begriff mit dem Namen eines
rationalen Gebietes belegt, der aber weniger bequem ist. Der Begriff fillt
im wesentlichen zusammen mit dem, was Kronecker einen Rationalitdtsbereich
genannt hat (Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen
Grofien. 1882). Vgl. auch die von H. Weber und mir verfate Theorie der
algebraischen Funktionen einer Veridnderlichen (Crelles Journal,
Bd. 92, 1882).
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Offenbar bildet das System R aller rationalen Zahlen einen
Korper, und dies ist der einfachste oder, wie man auch sagen kann,
der kleinste Korper, weil er in jedem anderen Korper 4 vollstindig
enthalten ist. In der Tat, wiahlt man aus 4 nach Belieben eine von
Nu!l verschiedene Zahl @ aus, so ist der Quotient dieser Zahl « in
sich selbst, d. h. die Zahl 1, zufolge der Definition ebenfalls in A4
enthalten, und da aus dieser Zahl durch wiederholte Addition und
Subtraktion alle ganzen rationalen Zahlen, und hieraus durch
Division alle rationalen Zahlen entstehen, so ist R ginzlich in A
enthalten.

Jede bestimmte irrationale Wurzel  einer quadratischen Glei-
chung mit rationalen Koeffizienten erzeugt, wie schon in § 159 be-
merkt ist, einen bestimmten quadratischen Korper, den wir mit
R(0) bezeichnen werden; er besteht aus allen Zahler von der Form
x4+ y0, wo 2 und y alle rationalen Zahlen durchlaufen. Man sieht
leicht ein, dal es unendlich viele verschiedene quadratische Korper
R (0) gibt, obgleich ein und derselbe Korper immer durch unendlich
viele verschiedene Zahlen 6§ erzeugt wird.

Das System Z aller reellen und komplexen Zahlen ist ebenfalls
ein Korper, und zwar der denkbar griofite, weil jeder andere Korper
in ihm enthalten ist. Zwischen den beiden Extremen R und Z liegt
ferner der Korper, welcher aus allen reellen, sowohl rationalen als
irrationalen Zahlen besteht.

Man hat, wie schon die eben erwihnten Beispiele zeigen, sehr
hiufig auszudriicken, dafl alle Zahlen eines Korpers D auch einem
Korper M angehoren; in diesem Falle wollen wir der Kiirze halber D
einen Divisor von M, umgekehrt M/ ein Multiplum von D nennen.
Hiernach ist jeder Korper Divisor und Multiplum- von sich selbst,
und wenn jeder der beiden Korper A, B Divisor des anderen ist, so
sind sie identisch, was durch 4 = B bezeichnet wird. Ist D ein
Divisor von M, aber verschieden von M, so mag D ein echter Divisor
von M, und M ein echtes Multiplum von D heiflen. Ist 4 Divisor
von B, und B Divisor von O, so ist 4 auch Divisor von C. Der
Kérper R ist ein gemeinschaftlicher Divisor, der Kérper Z ein gemein-
sames Multiplum aller Korper.

Aus gegebenen Korpern lassen sich nun nach bestimmten Regeln
neue Korper bilden; wir betrachten im folgenden zwei solche Korper-
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bildungen, nimlich die des groften gemeinsamen Divisors und die
des kleinsten gemeinsamen Multiplums oder des Produktes.

Sind 4, B zwei beliebige Korper, so ist der Inbegriff D aller der-
jenigen Zahlen u, v ..., welche beiden Korpern gemeinsam angehoren,
wieder ein Korper, weil die Summen, Differenzen, Produkte, Quotienten
von u, v sowohl in A4 als in B, also auch in D enthalten sind. Dieser
Kérper D ist ein gemeinsamer Divisor von A, B, und er soll der
grofite gemeinsame Divisor von A, B heillen, weil jeder andere offen-
bar Divisor von D ist. Wenn 4 Divisor von B ist, so ist D — A4,
und umgekehrt.

Diese Betrachtung 146t sich unmittelbar auf ein System von mehr
als zwei, ja von unendlich vielen Kéorpern A4, B ... iibertragen; die
Gesamtheit derjenigen Zahlen, welche allen diesen Kérpern gemein-
sam angehoren, ist ein Korper und heifit ihr grofiter gemeinsamer
Divisor.

Die zweite Art der Korperbildung beruht auf der folgenden,
ebenfalls sehr einfachen Betrachtung. Ist ein bestimmtes System @
von Zahlen g gegeben, deren Anzahl endlich oder unendlich sein kann,
80 gibt es immer solche Kérper M’ (z. B. den oben genannten Kor-
per Z), in welchen alle diese Zahlen g enthalten sind; der grifbte
gemeinsame Divisor M aller dieser Korper M’ ist nach dem obigen
selbst ein solcher Korper M', und zwar von allen der kleinste. Es
ist wichtig, sich von diesem, durch das System G vollstindig bestimmten
Korper M durch eine einfache Konstruktion ein deutliches Bild zu
verschaffen, wobei wir annehmen diirfen, dall G' nicht aus der einzigen
Zahl Null besteht. Zunichst mufll M jede Zahl % enthalten, welche
entweder selbst eine Zahl g oder doch ein Produkt aus mehreren*)
Faktoren g ist; diese Zahlen A reproduzieren sich durch Multiplikation.
Sodann mull M jede Zahl k enthalten, welche entweder selbst eine
Zahl h oder doch eine Summe von mehreren Zahlen % ist; diese
Zahlen k, unter denen sich auch die Zahlen g befinden, reproduzieren
sich durch Addition und Multiplikation. Ferner mufll M jede Diffe-
renz ! von irgend zwei Zahlen % enthalten; diese Zahlen I reproduzieren
sich durch Addition, Subtraktion und Multiplikation, und unter ihnen
befinden sich auch alle Zahlen & — (k + k) — k. Endlich mul M

*) Hiermit soll, wie auch spiter, immer eine endliche Anzahl von Dingen
bezeichnet werden.
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auch jeden Quotienten m von irgend zwei Zahlen ! enthalten; diese
Zahlen m reproduzieren sich durch alle vier rationalen Operationen
und bilden offenbar den Korper M, weil unter ihnen sich jede Zahl
I = 1l:1, folglich auch jede Zahl k, h, g befindet. Auf diese Weise
hat sich ergeben, dafl jede Zahl m dieses Korpers M durch eine end-
liche Anzahl rationaler Operationen aus den Zahlen ¢', g” ... des ge-
gebenen Systems G herstellbar ist; solche Zahlen m heiffen rational
darstellbar durch das System G; der Kérper M ist der Inbegriff
aller dieser Zahlen m und kann zweckméfig durch R (@) oder
R(g, g"...) bezeichnet werden. Im Anschlu an eine von Galois
herrithrende Ausdrucksweise wollen wir auch sagen, der Korper M
entstehe aus dem Korper R der rationalen Zahlen durch Adjunktion
des Systems G der Zahlen ¢', ¢" ...; allgemeiner bezeichnen wir, wenn
A irgendein Korper ist, mit 4 (¢, ¢”...) den durch Adjunktion der
Zahlen ¢', ¢" ... aus A erzeugten Korper, d. h. den kleinsten Korper,
welcher aufler den Zahlen des Korpers 4 auch die Zahlen ¢/, g ...
enthalt. '

Liegt nun irgendein System von Koérpern 4, B ... vor, und
nimmt man in das System @ jede und nur jede solche Zahl g auf,
welche in mindestens einem dieser Korper enthalten ist, so wird der
entsprechende Korper 3, welcher aus allen durch diese Zahlen g
rational darstellbaren Zahlen m besteht, ein gemeinsames Multiplum
von A, B..., und zwar das kleinste, weil nach dem obigen jedes
andere M' ein Multiplum von M ist. Der Kiirze halber werden wir
aber den Korper M auch das Produkt der Faktoren A4, B...
nennen und mit 4 B ... bezeichnen, wobei die Anordnung der Faktoren
gleichgiiltig ist; denn offenbar ist A B = B A4, (AB)C = A(BC) usw.
Wendet man die oben beschriebene Konstruktion des Korpers M auf
den Fall von zwei Kérpern 4, B an, so besteht das System G aus
allen Zahlen @ des Korpers 4 und allen Zahlen b des Korpers B,
die Zahlen % sind die Produkte ab, die Zahlen k¥ und ! sind Summen
von solchen Produkten, und folglich besteht das Produkt 4 B aus
allen Quotienten von der Form

m S a"].bl1 +' a'/,bl2 + peryis + aVrb/r.
a’lbl + a’zbs + iy + a’sbs
DaB 4 ein Divisor von B ist, kann bequem durch 4B — B aus-
gedriickt werden, und immer ist 44 = A.
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§ 161,

Es geschieht in der Mathematik und in anderen Wissenschaften
sehr hdufig, da, wenn ein System A von Dingen oder Elementen a
vorliegt, jedes bestimmte Element ¢ nach einem gewissen Gesetze
durch ein bestimmtes, ihm entsprechendes Element @' ersetzt wird
(welches in A enthalten sein kann oder auch nicht); ein solches
Gesetz pflegt man eine Substitution zu nennen, und man sagt, daB
durch diese Substitution das Element ¢ in das Element ¢/, und
ebenso das System A4 in das System A’ der Elemente a' iibergeht *).
Die Ausdrucksweise gestaltet sich noch etwas bequemer und an-
schaulicher, wenn man, was wir tun wollen, diese Substitution wie
eine Abbildung des Systems 4 auffallt und demgemil o' das Bild
von @, ebenso A’ das Bild von A4 nennt. Der Deutlichkeit halber
ist es oft notwendig, ein solches Abbildungsgesetz, um es von anderen
zu unterscheiden, mit einem besonderen Zeichen, z. B. ¢, zu belegen;
geschieht dies, so wollen wir das Bild ¢, in welches ¢ durch ¢
iibergeht, auch durch @¢ bezeichnen; ist ferner 7' ein Teil von
A, d. h. ein System von Elementen #, welche alle in 4 enthalten
sind, so soll 7'¢ das System bedeuten, welches aus den Bildern ¢
aller dieser Elemente ¢ besteht; demnach ist 4 ¢ identisch mit dem
obigen A'.

Wir wenden nun diesen Begriff auf einen beliebigen Zahlen-
korper A an, betrachten aber nur solche Substitutionen ¢, durch
welche jede in A enthaltene Zahl @ wieder in eine Zahl ' = ag
iibergeht. In dieser Allgemeinheit aufgefalt, wiirden solche Substi-
tutionen indessen noch gar kein Interesse darbieten; wir fragen viel-
mehr, ob es moglich ist, die Zahlen @ des Korpers 4 in der Weise
durch Zahlen @' abzubilden, dafl alle zwischen den Zahlen a
bestehenden rationalen Beziehungen sich vollstindig auf
die Bilder ' iibertragen; oder mit anderen Worten, wir ver-
langen, daf}, wenn aus beliebigen Zahlen %, », w... des Korpers 4

*) Schon in der dritten Auflage dieses Werkes (1879, Anmerkung auf S.470)
ist ausgesprochen, daB auf dieser Fihigkeit des Geistes, ein Ding ¢ mit einem
Ding @' zu vergleichen, oder ¢ auf @' zu beziehen, oder dem g ein @’ entsprechen
zu lassen, ohne welche iiberhaupt kein Denken moglich ist, auch die gesamte
Wissenschaft der Zahlen beruht. Die Durchfiihrung dieses Gedankens ist seitdem
veroffentlicht in meiner Schrift ,Was sind und was sollen die Zahlen?*
(Braunschweig 1888); die daselbst angewandte Bezeichnungsweise fiir Abbildungen
und deren Zusammensetzung weicht éuflerlich von der hier gebrauchten ein wenig ab.
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durch rationale Operationen eine Zahl ¢ abgeleitet ist, welche folglich
ebenfalls dem Koérper 4 angehért, durch dieselben rationalen Ope-
rationen aus den Bildern «', v/, w'...immer das Bild ¢ der Zahl ¢
entstehen soll. Eine Substitution oder Abbildung ¢, welche sich
durch diese Eigenschaft vor anderen auszeichnet, wollen wir eine
Permutation des Korpers A nennen. Da jede rationale Operation
aus einer endlichen Anzahl von einfachen Additionen, Subtraktionen,
Multiplikationen und Divisionen zusammengesetzt ist, so leuchtet ein,
dafi die Abbildung ¢ stets und nur dann eine solche Permutation
ist, wenn fiir je zwei in 4 enthaltene Zahlen u,» die folgenden vier
Grundgesetze gelten:

(1) w—+v) = o+

(2) (u—v) =u —v

(3) (uv) = '’
Wy W

) G) =%

Von diesen fiir eine Permutation charakteristischen, d. h. er-
forderlichen und hinreichenden Bedingungen verlangt die letzte offen-
bar, dall die Bilder a' nicht alle verschwinden; umgekehrt,
wenn eine Abbildung g, durch welche jede Zahl @ des Korpers 4
in eine Zahl o' iibergeht, diese Figenschaft besitzt und auBerdem
den Gesetzen (1) und (3) gehorcht, so ergeben sich hieraus, wie wir
jetzt beweisen wollen, die Gesetze (2) und (4), und folglich ist ¢ eine
Permutation des Korpers 4. In der Tat, aus der Gleichung (1)
folgt unmittelbar die Gleichung (2), wenn man, was offenbar erlaubt
ist, die willkiirliche Zahl » des Korpers 4 durch die ebenfalls in 4
enthaltene Zahl (u — v) ersetzt; ebenso darf man in (3), wenn » von
Null verschieden ist, % durch den Quotienten %:v ersetzen, wodurch
man zunichst '

: (u) ,
U =—=\—)?v
v

erhélt; wire nun »' = 0, so wiirden die Bilder %' von allen in A4
enthaltenen Zahlen « verschwinden, was aber im Widerspruch mit
unserer ausdriicklichen Voraussetzung steht; mithin ist das Bild o'
jeder von Null verschiedenen Zahl v ebenfalls von Null verschieden,
und es gilt folglich das Gesetz (4), was zu beweisen war.

Es ergibt sich ferner, daB das System A’, in welches der
Kérper 4 durch eine Permutation @ iibergeht, wieder ein Korper
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ist. Beriicksichtigt man ndmlich, daff A’ aus allen und nur solchen
Zahlen «', v' ... besteht, welche Bilder von Zahlen u, v»... des
Korpers A sind, und dall jede von Null verschiedene Zahl o' des
Systems A4’ zufolge (1) gewil das Bild einer von Null verschiedenen
Zahl v des Korpers 4 ist, so ergibt sich, dall die Summen, Differenzen,
Produkte, Quotienten von je zwei in 4’ enthaltenen Zahlen %', v’ eben-
falls dem System A’ angehoren, weil sie zufolge der Gesetze (1), (2),
(3), (4) ebenfalls Bilder von Zahlen des Korpers A sind; mithin ist
A’ ein Korper, was zu beweisen war.

Wir bemerken sodann, dall je zwei voneinander verschiedene
Zahlen u, v des Korpers 4 auch voneinander verschiedene Bilder
w'y v besitzen*), weil sonst zufolge (2) das Bild der von Null ver-
schiedenen Zahl (w — v) verschwinden wiirde, was, wie wir oben
schon bewiesen haben, nicht moglich ist. Mithin ist jede bestimmte
im Korper A4’ enthaltene Zahl @' das Bild von einer einzigen, vollig
bestimmten Zahl ¢ des Korpers A, und folglich kann man der
Permutation ¢, durch welche 4 in A’ iibergeht, eine mit g~ zu
bezeichnende Abbildung des Korpers A’ gegeniiberstellen, durch
welche jede bestimmte, in A" enthaltene Zahl @' in diese bestimmte
Zahl @ des Korpers A4 iibergeht; diese Abbildung ¢—! ist aber ge-
will eine Permutation des Korpers A4’; denn wenn ', »' zwei
beliebige Zahlen des Korpers 4’y und %, » die ihnen eutsprechenden
Zahlen des Korpers A bedeuten, so gehen zufolge (1) und (3) die
Zahlen ' + v und «'v' des Korpers 4’ durch ¢—! in die Zahlen
w+ov und yov iber, was zu zeigen war. Auflerdem leuchtet ein,
dafl der Korper A' durch ¢—! in den vollen Korper 4, nicht etwa
in einen echten Divisor von A4 iibergeht; denn jede in A enthaltene
Zahl a ist wirklich das durch die Permutation ¢—! erzeugte Bild
einer in A’ enthaltenen Zahl a'. Wir wollen jede dieser beiden Per-
mutationen ¢ und ¢—! die umgekehrte oder inverse der anderen
nennen, die beiden Koérper 4 und A’ sollen konjugierte Kérper,
und je zwei einander entsprechende Zahlen ¢ und ' sollen kon-
jugierte Zahlen heillen.

Diejenige Abbildung eines Kérpers 4, durch welche jede seiner
Zahlen in sich selbst iibergeht, geniigt offenbar den Bedingungen

*) Nach der in der oben zitierten Schrift (§ 3) gewiihlten Ausdrucksweise
ist daher jede Permutation eines Kirpers eine &hnliche oder deutliche Abbildung
desselben; 4 und A’ sind d&hnliche Systeme.
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(1), (2), (3), (4) und ist folglich eine Permutation; wir wollen sie
die identische Permutation von A nennen. Hieraus geht hervor,
dall jeder Korper mit sich selbst konjugiert ist.

Der in § 159 betrachtete Korper J oder R(s) besitzt auller der
identischen noch eine zweite Permutation, durch welche jede in ihm
enthaltene Zahl 2« + y4¢ in die konjugierte Zahl x — y¢ iibergeht.
Dieselbe Permutation gilt, wenn 2, y nicht auf rationale Zahlen
beschrinkt werden, sondern beliebige reelle Zahlen bedeuten, auch
fiir den aus allen Zahlen bestehenden Korper Z.

Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, daf jeder Korper
A auch alle rationalen Zahlen enthilt; ist nun ¢ wieder eine be-
liebige Permutation von A4, und wendet man das Gesetz (4) auf
den Fall 4 =— v an, so ergibt sich, daB 1’ = 1 ist, und hieraus folgt
mit Riicksicht auf die Gesetze (1), (2), (3), (4), daB jede rationale
Zahl des Korpers A, weil sie durch eine endliche Anzahl von ein-
fachen rationalen Operationen aus der Zahl 1 entsteht, durch die
Permutation ¢ in sich selbst iibergeht. Der Korper R der rationalen
Zahlen besitzt daher keine andere, als die identische Permutation.

Ist @ eine Permutation des Korpers 4, so wollen wir umgekehrt
sagen, 4 gehore zu ¢ oder sei der zu ¢ gehorige Korper, oder wir
wollen der Kiirze halber 4 auch geradezu den Kérper der Permu-
tation ¢ nennen, wihrend 4 ¢ der durch ¢ erzeugte Kérper heifit.

Dafl @ und 3 nur verschiedene Zeichen fiir eine und dieselbe
Korper-Permutation sind, werden wir durch ¢ — ¢ andeuten; hierin liegt
also, dafl ¢ und ¢ Permutationen desselben Korpers A sind, und daf
fiir jede in 4 enthaltene Zahl a stets ap == ¢ ist. Falls eine dieser
beiden Bedingungen nicht erfiillt ist, nennen wir ¢ und ¥ verschieden.

Bedeutet nun @ ein System von Permutationen irgendwelcher
Korper, so wollen wir eine in allen diesen Korpern (also auch in
ihrem groften gemeinsamen Divisor) enthaltene Zahl einwertig,
zweiwertig usw. in bezug auf @ oder zu @ nennen, je nachdem
die Anzahl der verschiedenen Werte, in welche sie durch alle
diese Permutationen iibergeht, — 1, 2 usw. ist. Nach dem obigen
ist daher jede rationale Zahl einwertig in bezug auf jedes System @;
ebenso wichtig ist der folgende Sata:

Ist @ ein System von n verschiedenen Permutationen
Py Py ... @, desselben Korpers 4, so gibt es in letzterem un-
endlich viele Zahlen, welche n-wertig zu @ sind.
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Um dies 7u beweisen, wollen wir, wenn # irgendeine Zahl in
A bedeutet, der Kiirze halber ¢¢, = i, setzen. Ist n — 2, so ver-
steht sich der Satz nach dem obigen von selbst. Ist »> 2, =o
diirfen wir annehmen, es sei schon eine Zahl @ in 4 gefunden, welche
durch die n — 1 Permutationen ¢,, @,... @, in ebenso viele ver-
schiedene Zahlen a,, ag ... a, iibergeht. Wenn nun g, ebenfalls von
allen diesen Zahlen verschieden ist, so besitzt die Zahl a die im
Satze ausgesprochene Eigenschaft. Im entgegengesetzten Falle, wenn
z. B. a, = a, ist, wiihle man aus A4 eine andere Zahl b aus, welche
durch ¢,, @, in zwei verschiedene Zahlen b, b, iibergeht, und be-
trachte alle Zahlen von der Form y — az + b, welche durch be-
liebige rationale Zahlen x erzeugt werden und folglich demselben
Korper 4 angehoren; da 2 nach dem obigen durch jede Permutation
in sich selbst iibergeht, so ist nach den Gesetzen (1) und (3) all-
gemein ¥, = @, + b,, also auch

Y Y% = (ar-"a'n)z'*"(br""ba)’

wo 7, s irgendeine Kombination von zwei verschiedenen Zahlen aus
der Reihe 1, 2...n bedeutet. Fiir die Kombination r = 1, s = 2
ergibt sich, dafl die Zahlen y,, y, stets voneinander verschieden
ausfallen, wie auch die rationale Zahl 2 gewihlt sein mag, weil
a; = a,, aber b, von b, verschieden ist. Fiir jede der iibrigen
Kombinationen 7, s ist @, verschieden von @,, und folglich gibt es
entweder gar keine oder nur eine rationale Zahl z, fiir die y, = v,
wird; schlieft man, indem man alle Kombinationen durchgeht, diese
etwa vorhandenen Zahlen 2 aus, deren Anzahl gewil <in(n — 1)
ist, so erzeugt jede andere rationale Zahl 2 gewil eine Zahl y,
welche durch die n Permutationen in n verschiedene Zahlen y,,
Yg ... Yn ibergeht, was zu beweisen war. §

Hieraus ziehen wir noch eine wichtige Folgerung. Nach einem
sehr bekannten Satze der Determinanten-Theorie, auf den wir spiter
(in § 167) noch einmal zuriickkommen werden, ist das Produkt aller
derjenigen Differenzen ¥, — y,, in denen r<(s, gleich der Deter-
minante

ity e 1
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deren Elemente die Potenzen (y,)»—* sind, wo jetzt r, s unabhingig
voneinander alle Werte 1, 2 ... % durchlaufen. Diese Determinante
ist daher in unserem Falle von Null verschieden. Da nun y, = yo,
und folglich nach dem Gesetze (3) die Potenz (y,)"—* = (¥~ %o,
ist, 30 erhdlt man, wenn man y»—* — @ setzt, den Satz:

Sind die » Permutationen ¢,, ¢,... ¢, desselben Korpers
A voneinander verschieden, so gibt es in 4 ein System von
n Zahlen ¢, a"...a™ der Art, dafl die aus den Elementen
a® @, gebildete Determinante nicht verschwindet.

§ 162.

Nach diesen Betrachtungen, welche sich auf Permutationen eines
und desselben Korpers beziehen, gehen wir zu der Zusammen-
setzung*) von zwei Permutationen ¢, ¢ iiber, die aber nur dann
moglich ist, wenn ¢ eine Permutation des durch ¢ erzeugten Korpers
Ag ist; im Anschlul an die einzufithrende Zeichensprache kann
man zweckmilig ¢ einen rechten Nachbar von ¢, und ¢ einen
linken Nachbar von ¢ nennen. Jede bestimmte Zahl ¢ des Korpers
A geht durch die Permutation ¢ in eine bestimmte Zahl ¢ ¢ des
Kérpers 4 ¢, und diese geht durch ¢ in eine bestimmte Zahl (a )y
iiber; man kann daher eine Abbildung m des Korpers 4 dadurch
definieren, dafl man allgemein gw = (a @)y setzt. Wendet man
nun die Gesetze (1) und (3) des vorigen Paragraphen erst auf ¢,
dann auf ¢ an, so ergibt sich, wie der Leser leicht finden wird, dal
dieselben Gesetze auch fiir diese Abbildung = gelten, und da die
Bilder g = offenbar nicht alle verschwinden (weil z B. 1z = 1 ist),
so ist w eine Permutation des Korpers 4. Wir nennen sie die
Resultante der Komponenten ¢, ¥ und bezeichnen sie durch
das Symbol ¢ ¢, wobei der Einflul der linken oder ersten Kompo-
nente ¢ von dem der rechten oder zweiten Komponente ¢ durch
die Stellung wohl zu unterscheiden ist. Die Definition dieser Resultante
@ ¥ besteht nach dem obigen darin, dal das aus jeder in A ent-
haltenen Zahl ¢ erzeugte Bild

a(@v) = (ap)¥

*) Dieselbe bildet nur einen speziellen Fall der Zusammensetzung von Ab-
bildungen beliebiger Systeme; vgl. den Schlufl in § 2 meiner oben zitierten Schrift,
wo aber die Bezeichnungsweise eine andere ist.
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ist; man kann daher unbedenklich die Klammern weglassen und
dieses Bild kurz durch @ ¢ ¢ bezeichnen. Ebenso leicht erkennt man,
daB, wenn 7" irgendein Teil von 4 ist, die beiden Systeme 7'(¢ ¢) und
(T @)y vollstindig identisch sind und daher kurz durch 7' ¢y be-
zeichnet werden konnen. Hieraus ergibt sich unmittelbar der Satz:

Wenn zwei Korper 4, 4” mit einem dritten 4" konjugiert
sind, so sind sie auch miteinander konjugiert.

Denn zufolge der Annahme gibt es eine Permutation ¢ von A4,
und eine Permutation ¢ von A’, fiir welche Ao = A', und 4"y
= A" wird; mithin ist A(p¢) = (dg)y = A"y = A", was zu
beweisen war.

Nachdem die Zusammensetzung benachbarter Permutationen aus-
fithrlich beschrieben ist, heben wir noch die folgenden, darauf be-
ziiglichen wichtigen Siitze hervor, deren Beweise der Leser leicht
finden wird.

Ist @ eine Permutation des Korpers A, so ist ¢ ¢~ die iden-
tische Permutation von 4. Ist ¢ ein rechter Nachbar von ¢, so ist
1 ein linker Nachbar von ¢—1, und (pv) ! = ¢~ 11 Ist
ferner v, ebenfalls ein rechter Nachbar von ¢, und ¢, ein linker Nach-
bar von 9, so folgt aus o9 = @ 9,, dal v = ¢,, und aus @9
= ¢, ¢, daB ¢ = ¢, ist. Wenn aullerdem die Permutation y ein
rechter Nachbar von v ist, so ist (¢ ¥)y = @ (¢ %), und man kann
daher diese Resultante kurz durch ¢ ¢y bezeichnen; hieraus ergibt
sich, wenn man dieselbe Schlulweise wie in § 2 anwendet, die voll-
stindig bestimmte Bedeutung der Resultante ¢, ¢, ... ,—1 @, von
n Komponenten ¢,, @, ... @a_1, @, deren jede ein rechter Nachbar
der vorhergehenden ist; da die Komponenten nicht miteinander ver-
tauscht werden diirfen, und jede immer nur mit der na.chstfolgenden
zu einer Resultante verbunden werden kann, so ist die Anzahl der
verschiedenen Herstellungsarten dieser Resultante — (n — 1)(n — 2)
pop T

§ 163.

Aufler der eben beschriebenen Zusammensetzung benachbarter
Permutationen haben wir nun noch die ebenso wichtigen Beziehungen
zu betrachten, welche zwischen den Permutationen eines Korpers und
denen seiner Divisoren stattfinden. Ist der Korper 4 ein Divisor des
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Kérpers M, und = eine Permutation des letzteren, so ist in ihr
immer eine vollstindig bestimmte Abbildung ¢ von A4 enthalten,
welche darin besteht, daf fiir jede in A, also auch in M enthaltene
Zahl @ das Bild ag = ax ist, und es leuchtet aus den Grundgesetzen
in § 161 unmittelbar ein, daf diese Abbildung ¢ eine Permutation
von A ist; wir wollen sie den auf 4 beziiglichen Divisor von =,
und umgekehrt # ein Multiplum von ¢ nennen. Offenbar ist p—1!
zugleich ein Divisor von =z~ Wenn 4 — M ist, so ist natiirlich
auch @ = =; in jedem anderen Falle, d.h. wenn A4 ein echter
Divisor von M ist, wird man aber ¢ von = streng unterscheiden
miissen®). Ist = wieder ein Divisor einer Permutation g, so leuchtet
ein, dal ¢ auch ein Divisor von ¢ ist. Ist zx die identische Per-
mutation von M, so ist ¢ die identische Permutation von 4. Die
einzige — nimlich die identische — Permutation des Korpers R der
rationalen Zahlen ist (nach § 161) gemeinsamer Divisor aller Korper-
Permutationen. Allgemein gilt der folgende Fundamentalsatz:

Bedeutet IT irgendein System von Permutationen m be-
liebiger Korper M, so bildet die Gesamtheit 4 aller zu IT
einwertigen Zahlen a einen Koérper, der ein gemeinsamer
Divisor der Korper M ist; die Permutationen = haben alle
einen und denselben auf A beziiglichen Divisor ¢, und jeder
gemeinsame Divisor ¢ der Permutationen = ist Divisor dieser
Permutation g.

Denn das Wesen einer zu IT einwertigen Zahl a besteht (nach
§ 161) darin, dafl die den simtlichen Permutationen = entsprechenden
Bilder ax einen und denselben Wert besitzen, mithin folgt aus den
Grundgesetzen (in § 161), dall die Summen, Differenzen, Produkte
und Quotienten von je zwei solchen einwertigen Zahlen u,v ebenfalls
einwertig zu IT sind; also ist 4 ein Korper. Definiert man ferner
die Abbildung ¢ von A4, indem man ag = an setzt, so ist ¢ offen-
bar der auf A beziigliche Divisor von jeder einzelnen Permutation .
Wenn endlich eine Permutation ¢ eines Korpers B gemeinsamer
Divisor der Permutationen z, und b irgendeine Zahl in B ist, so
mufl by mit jedem der Bilder b= iibereinstimmen, d.h. b ist eine zu
IT einwertige Zahl; folglich ist B Divisor von A4, und zugleich v
Divisor von ¢, was zu beweisen war.

*) Auf diese Unterscheidung brauchte in der oben zitierten Schrift (§ 2) kein
Gewicht gelegt zu werden, :
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Da dieser Korper A, welcher ein gemeinsamer, aber keineswegs
immer der grofite gemeinsame Divisor der Korper M ist, durch das
System IT vollstindig bestimmt ist, so wollen wir sagen, 4 gehore
zu IT oder sei der zu IT gehorige Korper, oder wir wollen kurz 4
den Korper des Systems IT nennen, und man sieht sofort, dafl
diese Ausdrucksweise, falls IT nur aus einer einzigen Permutation
besteht, vollstindig mit der in § 161 eingefiihrten iibereinstimmt. Die
Permutation ¢ kann unbedenklich der grolite gemeinsame Divisor der
Permutationen # genannt werden; der Kiirze halber wollen wir aber ¢
auch den Rest des Systems IT oder der Permutationen z nennen. —

Ganz anders verhdlt es sich dagegen mit der Existenz eines
gemeinsamen Multiplum von gegebenen Permutationen; denn es
leuchtet z B. ein, dall zwei verschiedene Permutationen eines und
desselben Korpers gewill kein gemeinsames Multiplum haben. Hier-
auf griindet sich eine sehr wichtige Unterscheidung: die Permutatio-
nen @, ¥ ... sollen einig (harmonisch) oder uneinig heillen, je nach-
dem sie ein gemeinsames Multiplum besitzen oder nicht. Beschrinken
wir uns auf die Betrachtung von zwei einigen Permutationen ¢, ¥
der Korper 4, B, und bezeichnen mit ¢ ein gemeinsames Multiplum
von @, v, so ist der zu ¢ gehdrige Korper ein gemeinsames Multiplum
von 4, B und folglich anch von A B; bedeutet ferner a jede in A4,
b jede in B enthaltene Zahl, und = den auf A B beziiglichen Divisor
von g, 8o ist ap = a9 = a=, by = bg = bwx, und folglich ist =
ebenfalls ein gemeinsames Multiplum von ¢, ¥. Da nun jede be-
stimmte Zahl m des Korpers 4 B (nach § 160) durch eine endliche
Menge von Zahlen @, b rational darstellbar ist, und das Bild m=
(nach den Grundgesetzen jeder Permutation) auf dieselbe Weise aus
den Bildern g, b, alsc aus den Zahlen ag, by abgeleitet wird, so
ergibt sich, daB die Permutation = des Produktes 4 B durch die
Permutationen ¢, ¢ der Faktoren 4, B vollstindig bestimmt, also
ginzlich unabhiingig von der Auswahl der obigen Permutation g ist.
Diese Permutation =, welche folglich Divisor von jedem gemeinsamen
Multiplum ¢ der Permutationen ¢, ¢ ist, kann daher ihr kleinstes
gemeinsames Multiplum oder kiirzer ihre Union*) genannt werden.

*) Ich wiirde das Wort Produkt vorziehen, wenn dasselbe nicht von
manchen Schriftstellern schon bei der Zusammensetzung von Substitutionen in
dem Sinne benutzt wire, wofiir ich oben (§ 162) den ebenfalls gebriuchlichen
Namen Resultante gewihlt habe.
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Umgekehrt, wenn z eine Permutation eines Produktes 4 B, und
@, ¥ die auf 4, B beziglichen Divisoren von = bedeuten, so sind
diese Permutationen g, ¢ offenbar einig, und m ist ihre Union. Zugleich
leuchtet ein, dab (4 B)n = (A=)(Bx) = (Ag)(Bv), und dal »—1!
die Union von ¢—1, ¢—1! ist. Sind aullerdem ¢,, ¥, zwei einige Per-
mutationen der Korper 4¢, Bv, und z, ihre Union, so erkennt man
leicht, dafi die Resultanten ¢e,, ¥y, ebenfalls einig sind, und daB
die Resultante z =, ihre Union ist.

Auf diesen Betrachtungen, die genau ebenso fiir Systeme von
mehr als zwei, ja von unendlich vielen einigen Permutationen gelten,
beruht endlich noch der folgende Begriff. Ein System von beliebigen
(einigen oder uneinigen) Permutationen

P17 i85 Ps - -
und ein System von korrespondierenden Permutationen

P, Pay Ps -
sollen konjugierte Systeme heillen, wenn je zwei korrespondierende
Glieder @,, @, Permutationen eines und desselben Korpers 4, sind,
und wenn zugleich die resultierenden Permutationen

o1l 91, 931 Py 95 @ ..
einig sind. Aus dem Vorhergehenden ergibt sich dann sofort der
Satz, dall zwei mit einem dritten konjugierte Systeme von Permutationen
auch miteinander konjugiert sind. Der Nutzen, welchen diese und
die frither entwickelten Begriffe gewihren, wiirde freilich erst bei
einer ausfithrlicheren, ins einzelne gehenden Darstellung der Algebra
deutlich erkennbar werden.

§ 164.

Fiir die genaue Untersuchung der Verwandtschaft zwischen den
verschiedenen Korpern — und hierin besteht der eigentliche Gegen-
stand der heutigen Algebra — bildet der folgende Begriff*) die
allgemeinste und zugleich einfachste Grundlage:

*) Vgl. Dirichlet: Verallgemeinerung eines Satzes aus der Lehre
von den Kettenbriichen nebst einigen Anwendungen auf die Theorie
der Zahlen. (Berliner Monatsberichte, April 1842, oder Dirichlets Werke,
Bd. 15 8. 633.)

Dedekind, Gesammelte Werke, III. 3
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Ein System 7' von m Zahlen @, @, ..., @, heilt reduzibel
in bezug auf einen Korper 4, wenn es m Zahlen a,, ay, ..., Gm
in A gibt, die der Bedingung

0,0, + @303+ - + Gm @Oy = 0
geniigen und nicht alle verschwinden; im entgegengesetzten Falle
heillt das System 7' irreduzibel nach A. Je nachdem der erstere
oder letztere Fall stattfindet, werden wir auch sagen, die m Zahlen
@,, @y, ..., @, seien voneinander abhingig oder unabhéingig (in
bezug auf A).

Ist A ein Divisor des Korpers B, so leuchtet ein, dafl jedes
in bezug auf A4 reduzible System auch reduzibel nach B, und jedes
nach B irreduzible System auch irreduzibel in bezug auf A ist.
Bei den zunichst folgenden Bemerkungen werden aber alle Systeme
T immer auf einen und denselben Kérper A bezogen, und es wird
deshalb erlaubt sein, diese Beziehung unerwihnt zu lassen.

Jedes irreduzible System besteht aus lauter voneinander und
von Null verschiedenen Zahlen, und ein aus einer einzigen Zahl
bestehendes System ist dann und nur dann irreduzibel, wenn diese
Zahl von Null verschieden ist.

Ein reduzibles oder irreduzibles System behilt diesen Charakter,
wenn die Zahlen desselben mit einem beliebigen gemeinsamen, von
Null verschiedenen Faktor multipliziert werden.

Fiigt man zu einem reduziblen Systeme noch eine oder mehrere
Zahlen hinzu, so bleibt das System reduzibel; jeder Teil eines irre-
duziblen Systems ist irreduzibel.

Von besonderem Interesse ist die folgende Anwendung des obigen
Begriffes. Wir sagen, eine Zahl 6 sei algebraisch in bezug auf
den Korper A4, wenn sie die Wurzel einer endlichen -algebraischen
Gleichung von der. Form

0n+alen—l+ i +am—10+a'n= 0
ist, deren Koeffizienter a, dem Korper 4 angehoren. Dieselbe Eigen-
schaft konnen wir jetzt so aussprechen, dal die » + 1 Potenzen
On n—1, ..., 0, 1 ein nach A reduzibles System bilden. Unter allen
positiven Exponenten =, fiir welche diese Reduzibilitit besteht, muf}
es nun einen kleinsten » geben, in der Weise, daB das System
der n Potenzen 6", ..., 0, 1 irreduzibel ist, aber durch Hinzufiigung
von 6» reduzibel wird; diese natiirliche Zahl » wollen wir den Grad
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der Zahl 6 in bezug auf A nennen, und wir sagen kurz, 6 sei eine
(algebraische) Zahl nten Grades in bezug auf 4. Ist n =1, so
ist 6 offenbar in A enthalten, und umgekehrt ist jede Zahl des
Korpers A algebraisch vom ersten Grade in bezug auf A.

Kehren wir jetzt zu dem allgemeinen Falle zuriick und nehmen
wir an, das obige System der m Zahlen w,, w,, ..., @, (die nicht
alle verschwinden) sei reduzibel, so wird offenbar ein Teil dieses
Systems, der etwa aus den n Zahlen w,, @,, ..., @, bestehen mag,
irreduzibel sein, wihrend jede der iibrigen m —n Zahlen .,
@ny2) ...y @, Wit jenen ein reduzibles System bildet. Wir wollen
nun allgemein mit @ jede Zahl bezeichnen, welche von den Zahlen
@, @y, ..., @, abhingig ist, d. h. welche mit diesen Zahlen ein
reduzibles System bildet; es leuchtet ein, dal jede solche Zahl
stets und nur auf eine einzige Art in der Form
(1) o ="ho,+ hho,+ - + h,0,
darstellbar ist, wo die Koeffizienten h,, hq, ..., k, Zahlen des Korpers 4
bedeuten, und dafl umgekehrt jede in dieser Form darstellbare Zahl
abhéingig ist von den n Zahlen w,, @,, ..., ®,. Die Gesamtheit &
aller dieser Zahlen @ nennen wir eine Schar (in bezug auf 4);
das System der n bestimmten Zaklen @,, @,, ..., @, heilit eine
(irreduzible) Basis der Schar &£, und diese n Zahlen o, selbst
heiflen die Glieder oder Elemente dieser Basis. Zu jeder in & ent-
haltenen Zahl @ gehdren dann n vollig bestimmte Zahlen &,, Ay, ..., hy,
des Korpers A, die in der Darstellung (1) von @ auftreten und die
Koordinaten von @ in bezug auf diese Basis heillen sollen. Die
charakteristischen Eigenschaften einer solchen Schar &£ sind die
folgenden:

I. Die Zahlen in & reproduzieren sich durch Addition
und Subtraktion, d.h. die Summen und Differenzen von je
zwei solchen Zahlen sind ebenfalls Zahlen in L.

II. Jedes Produkt aus einer Zahl in £ und einer Zahl
in A ist eine Zahl in L.

III. Es gibt » voneinander unabhéingige Zahlen in £,
aber je n 4 1 solche Zahlen sind voneinander abhingig.

Nur der zweite Teil dieser letzten Eigenschaft bedarf noch einer
Begriindung, und wir diirfen dabei annehmen, daB sie fiir jede dhnliche
Schar, deren Basis aus weniger als n Gliedern besteht, schon be-

3%
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wiesen sei. Nimmt man nun 7 + 1 beliebige Zahlen «, «,, o, ..., @,
aus £, so sind sie, falls eine von ihnen, z. B. & = 0 ist, gewil} von-
einander abhingig; im entgegengesetzten Falle diirfen wir voraussetzen,
dafl z B. die erste Koordinate der Zahl « nicht verschwindet; dann
kann man offenbar » Zahlen ¢,, ¢,, ..., ¢, in 4 so bestimmen, dafl
die erste Koordinate von jeder der » Zahlen

: o + C e og + Coety ...y &y + Cp
verschwindet *); diese » Zahlen gehdren dann einer Schar an, deren
Basis aus nur » — 1 Zahlen w,, @y, ..., @, besteht, und sind folglich

voneinander abhiingig; es gibt daher n Zahlen a,, a,, ..., @, in 4,
die nicht alle verschwinden, und welche der Bedingung

a, (o + @) + ag (g + C00) + -+ + ay(@n + Cox) = 0
geniigen, und da auch die Summe a = a,¢, + @ycy + +++ + @,C,
in A enthalten ist, so folgt hieraus, dall die n + 1 Zahlen «, «,,
Oy, ..., oy Wirklich voneinander abhiingig sind, was zu beweisen war.

Umgekehrt, wenn ein Zahlensystem £ die obigen drei Eigen-
schaften I, II, III besitzt, so folgt aus der letzteren, dall, nachdem
man 7 voneinander unabhiéngige Zahlen ,, @,, ..., @, aus & ge-
wihlt hat, jede in & enthaltene Zahl @ gewill von der Form (1) ist;
sodann folgt aus II und I, dal auch jede in der Form (1) enthaltene
Zahl @ dem System &£ angehort. Also sind wirklich diese drei
Eigenschaften charakteristisch fiir die aus allen Zahlen @ von der
Form (1) bestehende Schar L.

Zugleich leuchtet hieraus ein, dall jedes aus n solchen Zahlen
@ bestehende irreduzible System ebenfalls als eine Basis von
angesehen und benutzt werden kann; mit jedem Ubergange von einer
Basis zu einer anderen ist offenbar eine Transformation der Koor-
dinaten aller Zahlen @ verbunden, ihnlich wie in der analytischen
Geometrie. Auf die Auswahl einer solchen neuen Basis bezieht sich
der folgende wichtige Satz, von dem wir, wenn auch erst spiter,
oft Gebrauch zu machen haben werden.

IV. Ein beliebiges System von » Zahlen der Schar £
ist reduzibel oder irreduzibel, je nachdem die aus ihren
Koordinaten gebildete Determinante verschwindet oder
nicht verschwindet.

*) Im Falle n = 1 ist hierdurch allein die Behauptung schon erwiesen.
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Um dies zu beweisen, betrachten wir ein beliebiges System von

n Zahlen o, o, ..., ¢y, die in & enthalten, also von der Form

O = Qb1 @y + Uy, 9 @y + .- + Ay, n @Oy
sind, und bezeichnen mit @ die aus den Koordinaten a, ; gebildete
Determinante. Bilden nun diese n Zahlen «, ein reduzibles System,
so gibt es n Zahlen z,, 2, ..., #, in A4, die nicht alle verschwinden
und die der Bedingung

By 00y = g0y oo v o g 0t i==(0

geniigen; ersetzt man hierin die » Zahlen «, durch die vorstehenden
Ausdriicke, so miissen, weil die » Zahlen @, voneinander unabhingig
sind, die in 4 enthaltenen » Summen

@y, 5 Xy +a'2,8x2 A QAp, s Ty =— 0
sein, und hieraus folgt bekanntlich, daf jedes der Produkte az,,
Ty, ..., a7,, also auch a selbst verschwindet. Bilden aber die
n Zahlen ¢, ein irreduzibles System, also auch eine neue Basis von £,
so sind die » Zahlen w, darstellbar in der Form

Wy — bl,sul S bz,aug Sty bn,a“m
wo wieder alle Koeffizienten b, ;, deren Determinante wir mit & be-
zeichnen, in A enthalten sind. Substituiert man diese Darstellungen
der Zahlen @, in den obigen Ausdruck fiir «., so folgt, dall jede
der in A4 enthaltenen n? Summen

ar,1 bs,l +ar.2bs,2 ++ a’r,nb:,'n I B
ist, je machdem 7, s gleich oder verschieden sind; nach dem be-
kannten Satze iiber die Multiplikation der Determinanten folgt hieraus
ab = 1, mithin ist @ von Null verschieden, was zu beweisen war. —
Wir wenden uns nun zu der wichtigen Frage: Waun ist eine
solche, durch die Eigenschaften I, II, III charakterisierte Schar £
ein Korper? Soll dies der Fall sein, so miissen alle Produkte o, e,
aus je zwei Elementen der Basis ebenfalls in & enthalten, also muf
0,0, = a7, + a5, + - + a o,

sein, wo alle Koeffizienten q7:¢ Zahlen des Korpers A bedeuten *).
Sind diese Bedingungen erfiillt, so leuchtet ein, da die Zahlen

*) Zufolge der allgemeinen Gesetze v, o, — o o, und (v, 0) 0, = o (0 o)
miissen diese Koeffizienten gewisse Bedingungen erfiillen, die wir aber hier nicht
weiter zu verfolgen brauchen. Vgl. § 159 der zweiten Auflage (1871) dieses Werkes
[wiedergegeben unter XLVII] und meiner Aufsatz: Zur Theorie der aus
n Haupteinheiten gebildeten kemplexen Griofien (Nachrichten von der
Gottinger Ges. d. W. 1885, S.141).
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der Schar & sich nicht nur (zufolge I) durch Addition und Sub-
traktion, sondern auch durch Multiplikation reproduzieren; ist ferner
o eine beliebige, aber von Null verschiedene Zahl in &£, so bilden
die » Produkte ¢, gewill ein irreduzibles System, und da sie eben-
falls in & enthalten sind, so kénnen sie als eine neue Basis von &
dienen; mithin ist jede Zahl w auch darstellbar in der Form:

. o =a(ko, + ko, + -+ k,wo,),
wo die = neuen Koordinaten %, wieder dem Korper A angehoren,
und folglich ist auch jeder Quotient von zwei Zahlen , ¢ der
Schar & wieder eine Zahl in £. Wir haben daher folgenden Satz
gewonnen:

V. Die erforderlichen und hinreichenden Bedingungen
dafiir, daBl die Schar & ein Korper ist, bestehen darin, dafB
alle Produkte aus zwei Elementen einer Basis von & wieder
in & enthalten sind.

Jede Basis der Schar & nennen wir nun auch eine Basis des
Korpers & in bezug auf A. Da dieser Korper £ gewifl die Zahl 1
enthiilt, so ergibt sich aus II der Satz:

VI. Ist die Schar & ein Korper, so ist 4 ein Divisor von L.

Da ferner, wenn o eine beliebige Zahl dieses Korpers £ bedeutet,
auch alle Potenzen w? ®® ... in & enthalten sind, so bilden zufolge
III die » + 1 Zahlen o, @™~ 1,..., @, 1 gewill ein reduzibles System,
was wir so aussprechen konnen:

VIL Ist die Schar Q ein Korper, so ist jede darin ent-
haltene Zahl algebraisch in bezug auf A, und zwar hochstens
vom Grade n.

Wir betrachten jetzt zwei Korper 4, B und nehmen an, es
gebe m Zahlen ,, w,, ..., w, in B, die ein nach A irreduzibles
System bilden, aber jedes System von n 4 1 Zahlen des Korpers B
sei reduzibel; da jeder Teil eines irreduziblen Systems ebenfalls
irreduzibel ist, so kann es nur eine einzige solche Anzahl n geben;
in diesem Falle sagen wir, der Korper B sei endlich und vom
Grade n in bezug auf A, und bezeichnen dies durch die Gleichung *)

(B A)'=n:

. %) In dieser Bedeutung habe ich das Symbol (B, A) zuerst benutzt auf
S. 21 der Literaturzeitung im Jahrgang 18 von Schlomilchs Zeitschrift fiir
Mathematik und Physik (1873).
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Zunichst leuchtet ein, daf der Fall » =— 1 dann und nur dann
eintritt, wenn B Divisor von A ist; die beiden Gleichungen
(Bludy == R =2 A

sind daher gleichbedeutend. Fiir einen beliebigen Grad 7 ergibt
sich, dall B in der Schar £ enthalten ist, welche aus allen Zahlen o
von der Form (1) besteht, und da alle Produkte @,w, in B, mithin
auch in & enthalten sind, so ist & (nach V, VI) ein Koérper, und
zwar ein Multiplum von 4 B; da ferner jede Zahl w rational aus
Zahlen h, des Korpers A und Zahlen o, des Korpers B gebildet
und folglich in A4 B enthalten ist, so ergibt sich, daf &£ auch ein
Divisor von 4 B, mithin & — A B ist. Wir konnen also folgenden
Satz aussprechen:

VIIL Ist B ein Korper ntm Grades in bezug auf den Korper
A, so ist auch ]
(2) (4B, 4) = (B, 4) =n
und jedes nach 4-irreduzible System von = Zahlen in B
oder in A B bildet eine Basis der Schar A B in bezug auf A.
Zugleich ergibt sich (aus VII), daf alle Zahlen in A4 B, also
auch alle Zahlen in B algebraisch in bezug auf A sind, und zwar
hochstens vom Grade n; daf es in B auch Zahlen nt Grades
gibt, konnte zwar schon jetzt bewiesen werden, doch wollen wir,
weil dies spiter (in § 165, VI) sich ganz von selbst ergeben wird,
fiir jetzt darauf verzichten und nur die folgende Umkehrung beweisen:

IX. Ist 6 eine algebraische Zahl nt Grades in bezug
auf A, und B der Korper R(6), welcher aus allen durch 6
rational darstellbaren Zahlen besteht, also A B = A(f), so
ist (B, 4) = n, und die n Potenzen "1, =2, ..., 6, 1 bilden
eine Basis von A4 (f) in bezug auf A.

Hierzu betrachten wir die Schar £ aller Zahlen @ von der Form

0 =h 0" 14 h 02 + .. + hy_10 + hy,
deren Koordinaten 7%, beliebige Zahlen in A sind. Da (nach Annahme)
die Potenz 6 in £ enthalten ist, so gilt dasselbe (nach II, I) von
h, 6™ und von jedem Produkte w@, also auch von allen hoheren
Potenzen @»+1 fn+2 .. .; mithin sind alle Produkte aus je zwei
Gliedern der Basis' ebenfalls in £ enthalten, und folglich ist &
(nach V) ein Korper. Da dieser Korper & ein Multiplum von 4
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ist und die Zahl 6 enthilt, so ist er auch ein Multiplum von A4 (6)
und folglich = A4 (0), weil umgekehrt jede Zahl o gewil in A (6)
enthalten ist. Der Korper A4(f) oder A B ist daher vom Grade n
in bezug auf A, und dasselbe gilt folglich auch von B, was zu be-
weisen war.

Hieran kniipfen “wir die folgenden Bemerkungen. Bedeutet ¢
eine Variable, und bezeichnen wir mit F(¢), (), 1, (t), fo(?) ...
ausschlieflich solche ganze Funktionen von #, deren Koeffizienten im
Korper A enthalten sind, so sind die Summen, Differenzen, Produkte
derselben ebenfalls solche Funktionen, und durch Division von f, (¢)
durch f(#) entspringt eine Identitéit von der Form f,(¢) = f(2) f,(t)
+ F (t), wo der Rest F'(¢) von niedrigerem Grade als f(f), oder iden-
tisch = 0 wird, falls £, () durch f(¢) teilbar ist. Hat nun 6 dieselbe
Bedeutung wie im vorstehenden Satze, so gibt es eine und nur eine
Funktion nte Grades

(3) f@) =t +a t* 1+ 04 an—1t+ ans
welche zugleich mit ¢ — 6 verschwindet und folglich durch die Zahl 6
(und A) vollstindig bestimmt ist. Bezeichnet man mit F (1) jede
Funktion, deren Grad <Cn ist, so wird nur dann F(f) = 0, wenn
identisch F'(f) = 0 ist. Ist daher f (6) = 0, so muf f (# durch
f(@® teilbar sein. Die Funktion f(f) selbst kann durch keine Funktion
F (1) teilbar sein, weil aus f(f) = F (f) F,(¢) und f(6) = O entweder
F () = 0 oder F,(f) = 0 folgen wiirde, was unmoglich ist. Eine
solche Funktion f(¢), deren Koeffizienten in 4 enthalten sind, und
welche durch keine #hnliche Funktion niedrigeren Grades teilbar ist,
heilit irreduzibel oder eine Primfunktion in bezug auf A, und
ebenso heilit auch die Gleichung f(f) = 0 irreduzibel. Der Kérper
A(0) besteht aus allen Zahlen @ von der Form F (6), und jede solche
Zahl @ kanr auch nur auf eine einzige Weise in der Form F (6) dargestellt
werden.

Hierauf gehen wir zur Betrachtung von drei Kérpern 4, B, C
iiber und stellen folgenden Satz*) auf:

X. Ist B endlich in bezug auf 4, und C endlich in bezug
auf A B, so ist auch BC endlich in bezug auf 4, und

4) (BC, 4) = (C, A B) (B, A).

*) Vgl. das vorhergehende Zitat.
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Bilden ndmlich, wenn (B, 4)=n und (C, 4 B) = p gesetzt wird,
die » Zahlen @, in B ein irreduzibles System nach 4, und die p Zahlen
7, in C ein irreduzibles System nach 4 B, so bilden, wie man leicht
sieht, die npProdukte w,z, eine irreduzible Basis des Koérpers 4 BC
in bezug auf 4, was zu beweisen war.

Am hiufigsten tritt der Fall auf, wo B Multiplum von 4 und
zugleich Divisor von C, also A B = B, BC = (, und folglich
ist. AuBerdem folgt aus dem Satze X, dafl jedes Produkt aus zwei
oder mehreren, in bezug auf A endlichen Korpern wieder ein solcher
Korper ist. Sind nun 6,7 irgend zwei algebraische Zahlen in bezug
auf A, so sind (nach IX) die Kérper R (f), R(n) endlich in bezug
auf A, und folglich gilt dasselbe von ihrem Produkte R (6, %); mithin
sind auch die in dem letzteren enthaltene Summe, die Differenz, das
Produkt und der Quotient von f,%n algebraisch in bezug auf A,
und folglich ist der Inbegriff aller in bezug auf A algebraischen
Zahlen ein Korper.

Es ist vorteilhaft, dem Symbol (B, 4) auch dann eine Bedeutung
beizulegen, und zwar (B, A) = 0 zu setzen*), wenn B nicht endlich
in bezug auf A ist. Hierdurch erreicht man nimlich, wie der Leser
leicht finden wird, dafl die in den beiden Gleichungen (2), (4) ent-
haltenen Sitze ohne jede Voraussetzung fiir beliebige Korper 4, B,C
gelten.. Vertauscht man nun die letzteren miteinander, so erhilt man
gewisse Reziprozititen und andere Beziehungen, wie z B.

deren tiefere Bedeutung aber erst durch die nachfolgenden Unter-
suchungen erkannt werden kann.

§ 165.

Wir verbinden jetzt die in den vorhergehenden Paragraphen er-
klirten Begriffe miteinander und nehmen an, der Korper 4 sei ein Divi-
sor des Korpers M, und = sei eine Permutation des letzteren; der Kiirze
wegen bezeichnen wir, wenn @ irgendeine Zahi in M bedeutet,
mit o' die konjugierte Zahl @z Bilden nun die in M enthaltenen m

*¥) Wenn man es vorzieht, so mag man (B, 4) — oo setzen, was im
wesentlichen denselben Erfolg hat.
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Zablen @,, @y, ..., @, ein nach 4 reduzibles System 7", gibt es also
m Zahlen a,, ag, ..., am in A4, die der Bedingung

a0, + @G0y + - + An@Om = 0
geniigen und nicht alle verschwinden, so folgt hieraus, weil 0’ = 0 ist,
auch

a1 o) + a3 @3 + -+ + am Om = 0,
und da einer von Null verschiedenen Zahl ¢ in A immer eine von
Null verschiedene Zahl ¢' in Axm entspricht, so ist das in M=
enthaltene, aus den m Zahlen w}, @, ..., @, bestehende System 7T'x
reduzibel in bezug auf A=. Da ferner jede Zahl ' des Korpers M=
durch die inverse Permutation #—! in eine Zahl @ des Korpers M
iibergeht, so ist umgekehrt das System 7' gewil reduzibel nach A4,
wenn das System 7w reduzibel nach Az ist. Wir konnen daher
folgenden Satz aussprechen:

I. Ist der Korper M ein Multiplum des Korpers 4,
und z eine Permutation von M, so wird, je nachdem das
in M enthaltene System 7' reduzibel oder irreduzibel
nach A ist, das System 7'z auch reduzibel oder irre-
duzibel nach A=z sein.

Wenden wir dies auf den Fall an, wo M das Produkt der
beiden Korper A, B ist, so ergibt sich unmittelbar der Satz:

I Ist # eine Permutation des Produktes 4B der

beiden Korper 4, B, so ist
(B,4) = (B=, Am).

Hierauf schreiten wir zum Beweise des folgenden Fundamental-
satzes:

III. Ist der Kérper B endlich in bezug auf-den Korper 4
und ¢ eine Permutation von A4, so ist der Grad (B, 4) die
Anzahl aller derjenigen verschiedenen Permutationen =z
des Produktes 4 B, welche Multipla von ¢ sind. Zugleich
ist 4 der Korper und ¢ der Rest des Systems II dieser
Permutationen .

Derselbe leuchtet fiir den Fall (B,4) = 1 unmittelbar ein,
weil dann B ein Divisor von A4, also 4B — 4, mithin not-
wendig # — ¢ sein muf. Um ihn allgemein zu beweisen, wenden
wir die vollstindige Induktion an; wir nehmen an, er sei schon

www.rcin.org.pl



o gl AL

fiir alle Fille bewiesen, wo der Grad (B, 4) < mn ist, und zeigen,
daB er dann auch fiir (B, 4) = n gilt.

Hierbei miissen wir zwei F#dlle unterscheiden, deren erster
dann eintritt, wenn es einen dritten Korper K gibt, der ein echter
Divisor von A B und zugleich ein echtes Multiplum von A4 ist.
Setzen wir (4B, K) = p, (K, A) = q, so ist (nach den Sitzen VIII
und X in §164) n = (B,4) =(4B,4) = (4B,K) (K, 4) = pq,
und da K verschieden von 4B und A ist, so ist jeder der beiden
Grade p, ¢ >1 und folglich auch <'n. Nach unserer Annahme
gibt es daher ¢ und nur ¢ verschiedene Permutationen

K13 Xar »=9i kg
des Korpers AK — K, welche Multipla von ¢ sind, und wenn
%~ irgendeine dieser Permutationen ist, so gibt es p und nur p
verschiedene Permutationen

Tor, 15 r,2y o5 Tr,p

des Korpers A B K — A B, welche Multipla von g, sind, und jede
dieser Permutationen =, , ist (nach § 163) zugleich Multiplum von ¢.
Da ferner jeder Permutation = des Korpers 4 B, welche Multiplum
von ¢ ist, immer eine und nur eine Permutation 4 von K entspricht,
welche Divisor von # und folglich ebenfalls Multiplum von ¢ ist,
so sind die oben erhaltenen » Permutationen =, ,, welche den
q Werten r und den p Werten s entsprechen, alle voneinander ver-
schieden, und auler diesen n Permutationen =, , kann es keine
andere Permutation = von A B geben, die ein Multiplum von ¢
wire. Also ist in diesem Falle unser Satz iiber die Anzahl der
Permutationen = bewiesen.

Im entgegengesetzten zweiten Falle, wo es keinen Korper K
von der obigen Beschaffenheit gibt, wihlen wir aus B (oder auch
aus A B) eine nicht in 4 enthaltene Zahl 6, was stets moglich ist,
weil » >> 1, also B mnicht Divisor von 4 ist. Dann mul der aus 4
durch Adjunktion von @ erzeugte Korper A4 () = A B sein, weil
er Divisor von AB und zugleich Multiplum von A, aber ver-
schieden von 4 ist, und die in bezug auf A algebraische Zahl 6 ist
(nach IX in § 164) gewil vom Grade n — (B, 4); der Korper A (6)
besteht aus allen Zahlen o von der Form

(1) B F(a) = & o + Xy i e v Zpt1 0 =2y,
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wo die 7 Koeffizienten oder Koordinaten z willkiirliche Zahlen in
A bedeuten, und zwar ist jede Zahl « nur auf eine einzige Art so
darstellbar, weil die » Potenzen #»—!, ..., A, 1 ein nach A irre-
duzibles System bilden. Die Zahl 6 ist die Wurzel einer bestimmten,
nach A irreduziblen Gleichung

(2) f(l’) =% + ay e + ) gn— + P + a’n—l'9 + Ay = 07
deren Koeffizienten a, zugleich die Koordinaten der Zahl — #»
sind *).

Wir suchen nun alle etwa vorhandenen Permutationen z dieses
Korpers A (), welche Multipla von der gegebenen Permutation ¢
des Korpers A sind. Der Einfachheit halber setzen wir, wenn
irgendeine Zahl in A4 bedeutet, die aus ihr durch ¢ erzeugte, also
gegebene Zahl

3) Tp = 2,
dann mul}, weil = ein Multiplum von ¢ sein soll, auch
(4) : 2 ==

sein, und da alle Zahlen oo des Korpers 4 B rational aus Zahlen x
und der einzigen Zahl 6 gebildet sind, so wird die Permutation =
vollstindig bestimmt sein, sobald auch 6= bekannt ist; setzen wir
der Kiirze halber diese Zahl

(5) On = 1,

so folgt aus (1) und (2), daf jede in der Form (1) dargestellte
Zahl « durch = in die zugehorige Zahl

®)  am=F()=aiptaprtto+ s+
iibergeht, und dafl % eine Wurzel der bestimmten Gleichung

(M) )=+ oyt a4t Ghan + =0

sein muB. Umgekehrt, wenn % eine bestimmte Wurzel dieser
Gleichung (7) bedeutet, so ist, weil jede Zahl &« des Korpers A (6)
stets und nur auf eine einzige Weise in der Form (1) darstellbar
ist, durch das Gesetz (6), worin (4) und (5) als spezielle Fille ent-

halten sind, eine Abbildung a« dieses Korpers vollstindig bestimmt,
und wir wollen jetzt beweisen, dal dieselbe wirklich eine Permu-

¥) Es isf gut, zu bemerken, daf alles Folgende fiir jed en solchen Kirper 4 (6)
gilt, der aus einer Zahl 6 vom Grade n entspringt.
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tation ist. Hierzu brauchen wir (nach § 161) nur zu zeigen, daf}
fiir je zwei Zahlen «, B des Korpers 4 B die beiden Gesetze

(®) (¢+P)n=can+px

(9 () = (am) (fn)

gelten. Bezeichnet man mit ¥, die Koordinaten von g, so sind
z, + vy, diejenigen von o« + f; da nun ¢ eine Permutation von A4,
also (z,+ v,) = «, + y, ist, so ergibt sich aus (6) unmittelbar
das Gesetz (8). Da dasselbe natiirlich auch fiir Summen von mehr
als zwei Gliedern gilt, und da jede Zahl f eine Summe von Pro-
dukten ist, deren Faktoren teils in A enthaiten, teils =— @ sind, so
erkennt man leicht, dafl das Gesetz (9) nur noch fiir die beiden
Fille zu beweisen ist, wo B entweder eine beliebige Zahl y des
Korpers 4 oder =— 6 ist. Da nun.die Koordinaten yx, des Pro-
duktes oy durch die Permutation ¢ in (ya,) = y' @, iibergehen,
so folgt aus (6) der erste Fall (¢y)m — («m)y, und ebenso leicht
ergibt sich der zweite Fall (x0)mw = («¢m)7n, wenn man bedenkt,
dall zufolge (2), (6), (7) auch (0*)m — y» ist. Hiermit ist der
Beweis geliefert, dafl jeder Wurzel n der Gleichung (7) wirklich
eine durch (6) definierte Permutation = des Korpers 4 B ent-
spricht, welche ein Multiplum von ¢ ist*).

Zugleich folgt aus dem Satze I, dal die 7 Potenzen
y»1, ..., ;, 1 ein irreduzibles System in bezug auf den Korper
An = Ag bilden. Nun gibt es nach dem zuerst von Gaull
bewiesenen Hauptsatze der Algebra im allgemeinen = verschiedene
Wurzeln 4 der Gleichung (7), und ihre Anzahl ist bekanntlich nur
dann kleiner als », wenn wenigstens eine dieser Zahlen % zugleich
der Bedingung
fW=ny2+@—Dar?+®—2)aqr>+- - +a,=0
geniigt; da dies aber mit der eben bewiesenen Irreduzibilitit im
Widerspruch stehen wiirde, so hat die Gleichung (7) wirklich
n verschiedene Wurzeln 5, und es gibt folglich genau » ver-

*) Bedeuten (wie in § 164) f(¢), F(f), f1({)... ganze Funktionen der
Variablen ¢, deren Koeffizienten ¢ in A enthalten sind, und gehen aus ihnen
bzw. die Funktionen f(t), & (¢), f; (f) ... dadurch hervor, daB jeder Koeffizient ¢
durch ¢’ = ¢ ¢ ersetzt wird, so folgen, weil ¢ eine Permutation von A ist,
aus den Identititen F(f) + Fy () = Fy (1), F (&) Fy(t) = [(&) fi(t) + F5 (1)
immer die Identititen & () + &1 () = Fa (@), FO F: () = T(®) 1. () + & ()
Hierin liegt offenbar ein Beweis der Gesetze (8) und (9), von welchem der oben
im Text gegebene nur eine Umschreibung ist.
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schiedene Permutationen =» des Korpers A B, welche Multipla
von ¢ sind, was zu beweisen war.

Nachdem hiermit der Satz III, soweit er von der Anzahl der
Permutationen w handelt, allgemein bewiesen ist, konnen wir auch
seinen letzten Teil leicht erledigen. Denn wenn K den Kérper,
und yx den Rest des Systems IT bedeutet, so besteht K (nach § 163)
aus allen zu IT einwertigen Zahlen, ist also Multiplum von A und
Divisor von A B, und seine Permutation y ist Multiplum von ¢;
setzt man wieder (4B, K) = p, (K, A) = ¢, so ist » = pgq, und
nach dem schon bewiesenen Teile des Satzes ist p die genaue An-
zahl derjenigen verschiedenen Permutationen von A4 B, welche
Multipla von y sind; unter diesen befinden sich aber gewill die
n Permutationen z, und folglich ist p=mn, mithin p = n, ¢ = 1,
K = A, y = ¢, was zu beweisen war. —

Nachdem der Fundamentalsatz III vollstindig bewiesen ist,
bemerken wir zunidchst, dall die auf B beziiglichen Divisoren
der n Permutationen = ebenfalls voneinander verschieden sind,
weil (nach § 163) jede Permutation m des Produktes 4B um-
gekehrt durch ihre auf A, B beziiglichen Divisoren ¢, ¢ vollstindig
bestimmt ist. Der Korper des Systems % dieser » mit ¢ einigen
Permutationen v ist, wie unmittelbar einleuchtet, der grofite gemein-
same Divisor D von A, B, und der Rest von ¥ ist der auf D
beziigliche Divisor von .

Ist ferner ¢’ ebenfalls eine Permutation von A, also ¢—lg¢’
eine Permutation von A4 ¢, und IT' das System derjenigen n Per-
mutationen z' von 4B, welche Multipla von ¢’ sind, so sind,
wenn =z eine bestimmte Permutation in IT bedeutet, die » Per-
mutationen x—'n' des Korpers (4 B)m verschieden und zugleich
Multipla von ¢—!'¢' (nach § 163), und da der Kérper (4 B)=
zufolge Il vom Grade » in bezug auf Ag ist, so kann es zu-
folge IIT auller diesen » Permutationen #—'x', durch welche (4 B)=
in die n Korper (4 B)x' iibergeht, und deren Komplex zweckmilig
durch z—1I1' bezeichnet wird, keine andere Permutation von (4 B)z
geben, die zugleich Multiplum von ¢@—!¢’ wiire; es ist also A¢ der
Korper, ¢—1¢’ der Rest des Systems n—! IT'. —

Von jetzt ab wollen wir nur noch den speziellen Fall betrachten,
in welchem ¢ die identische Permutation von A4 ist; dann sind in
den Systemen I7, ¥ offenbar auch die identischen Permutationen
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von AB, B enthalten; A ist der Inbegriff aller Zahlen in 4 B,
welche durch jede Permutation m in sich selbst iibergehen, und
ebenso ist D der Inbegriff aller Zahlen in B, welche durch jede
Permutation ¢ in sich selbst iibergehen. Bedeutet nun 7' irgend-
eine in A B enthaltene Reihe von n» Zahlen w,, @, ..., ©,, und
sind =, m,, ..., m, die in einer bestimmten Folge geordneten Per-
mutationen in I7, so wollen wir die aus den n® Elementen o, w,
gebildete Determinante

0y 7y, 00y« Oy

(10) WG iy ey o

| @1 ny @gTiny <ovy @OpTly

setzen und kurz die Determinante des Systems 7' nennen. Dam
gilt folgender Satz:

IV. Die erforderliche und hinreichende Bedingung
dafiir, dafl das System 7 irreduzibel nach 4 ist und folg-
lich eine Basis von AB bildet, besteht darin, daf die
Determinante (7') nicht verschwindet; und der Quotient
von je zwei solchen Determinanten (7') ist in A enthalten.

Denn wenn 7' irreduzibel ist, so kann jede Zahl o der Schar
AB in der Form

(11) O == %0y + Zy@y + - + Ty 0,
dargestellt werden, wo die Zahlen z, die in A enthaltenen Koor-
dinaten von « bedeuten, und folglich ist zugleich

(12) amy = X, (0, 7,) + Xy (0y75) + + -+ + @, (0, Ts).

Ist nun U ein System von % solchen Zahlen o, ay, ..., oy,
und a, , die st Koordinate von e,, so ist
(13) Oy == Qp,1 0y + Crg @y + *++ + Gy 0y

0 Ty = Q1 (0, ) + ar, 5 (@, AR R @y, n (0, 7,)
und folglich nach dem bekannten Satze der Determinantentheorie
(14) ) = a(T),
wo a die aus den Koordinaten a, , gebildete Determinante
Q1,19 Q1,95 +++y Q1,0

(]_5) ‘ a — a’ﬂ,lﬂ g 9y «y a’ﬂ,n
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bedeutet, also in A enthalten ist. Da nun nach einem friitheren
Satze (am Schlusse von § 161) in 4 B gewill ein System U existiert,
dessen Determinante (U) nicht verschwindet, so folgt aus (14),
dall (7') von Null verschieden ist*). Wenn aber zweitens 7' redu-
zibel ist, so gibt es » Zahlen 2, in A4, welche nicht siamtlich ver-
schwinden, fiir welche aber die Summe « in (11), also auch alle
n Summen «m, in (12) verschwinden, und hieraus folgt bekanntlich,
dafl auch (7') = 0 ist, was zu beweisen war.

Unter der in bezug auf 4 genommenen Norm des Korpers B
verstehen wir das Produkt P der n konjugierten Korper Bz oder B,
in welche B durch die n Permutationen 3 des Systems ¥ iiber-
geht; da unter diesen sich auch die identische Permutation von B
befindet, so ist die Norm P immer ein Multiplum von B. Offenbar
ist 4P zugleich die Norm von 4 B, weil 4w — A, also (4B)xn
= A(Bvy) ist, und aus dem Beweise des vorhergehenden Satzes
ergibt sich leicht der folgende:

V. Ist P die Norm des Korpers B in bezug auf 4, und @
der grofte gemeinsame Divisor von P und A4, so ist
(B, 4) = (B, Q).

Denn wenn man aus B ein nach 4 irreduzibles System 7'
von 7 Zahlen ,, @y, ..., @, wihlt, so ist jede Zahl o des Korpers B
in der Form (11) daxrstellbar; da nun die Determinante (77) nicht
verschwindet, und da alle in (12) auftretenden Zahlen oz, @,w in P
enthalten sind, so gilt dasselbe von den Koordinaten z,, welche
mithin gewil dem Korper @ angehoren; das nach A, und folglich
auch nach @ irreduzible System 7' wird daher durch Hinzufiigung
jeder in B enthaltenen Zahl o reduzibel nach @, und folglich ist
(B, @) — n, was zu beweisen war.

Bedeutet ferner 6 eine beliebige Zahl in A B, und 7' das
System der » Potenzen 671, 72, ..., 6, 1, so ist die Determi-
nante (7'), wie wir schon friither (am Schlusse von § 161) bemerkt
haben, das Produkt der simtlichen Differenzen 6z, — 0 m,, wo r <C s,
und folglich wird das System 7' stets und nur dann irreduzibel
nach A, wenn f eine n-wertige Zahl zu IT ist; da nun jede in
A B enthaltene Zahl (nach § 164, VIII) algebraisch in bezug auf A
und hochstens vom Grade = ist, so folgt hieraus, dall jede n-wer-

*) Man vergleiche hiermit den Satz IV in § 164.
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tige Zahl # und keine andere vom Grade n» ist. Da ferner
das System ¥ aus n verschiedenen Permutationen v des Korpers B
besteht, so gibt es in B (nach § 161) unendlich viele Zahlen 0,
welche n-wertig zu @, also auch zu I7 sind, und wir konnen daher
folgenden Satz aussprechen:

VL. Ist B ein Koérper nt» Grades in bezug auf 4, so
gibt es in B auch unendlich viele Zahlen § vom Grade n
in bezug auf 4, und zugleich ist 4(0) = 4 B.

Wenn umgekehrt ein Korper B aus lauter Zahlen besteht,
die algebraisch in bezug auf A sind, und deren Grade eine endliche
Hohe nicht iiberschreiten, so ergibt sich aus den vorhergehenden
Sitzen ohne Schwierigkeit, dal B endlich in bezug auf A ist.
Ein anderes, ebenfalls charakteristisches Kriterium dieser Endlichkeit
besteht darin, dal die Anzahl aller der verschiedenen Korper K,
welche Multipla von A und zugleich Divisoren von A B sind, end-
lich ist. Wir wollen- hier aber nur auf den einen Teil dieses
Satzes eingehen, indem wir wieder annehmen, B sei vom Grade m
in bezug auf A, und mit IT das System der n Permutationen =
von A B bezeichnen, welche Multipla der identischen Permutation
@ von A sind; setzt man (4 B, K) = p, (K, 4) = ¢, so ist n = pq,
und K ist (nach VI) von der Form A(«x), wo « eine in K, also
auch in A B enthaltene Zahl vom Grade ¢ bedentet, und umgekehrt
erzeugt jede Zahl « in 4 B einen solchen Korper K — A(«). Nun
gibt es (nach III) ¢ verschiedene Permutationen y von K, welche
Multipla von ¢ sind, und durch welche o in ¢ verschiedene Werte
ay iibergeht; jede bestimmte solche Permutation y ist wieder der
Rest eines Systems IT' von p Permutationen z', welche einen und den-
selben Wert «n’ =— ay erzeugen, und das System IT besteht aus
diesen ¢ Komplexen I7'. Da nun umgekehrt K durch jeden einzelnen
Komplex IT' als zugehoriger Korper (nach § 163) vollstindig be-
stimmt ist, so leuchtet ein, dafl die Anzahl solcher Kérper K end-
lich ist, weil ein endliches System I7 auch nur eine endliche Anzahl
von Teilen IT' besitzt. — Auf den Beweis der Umkehrung, welcher
zwar nicht schwierig ist, aber doch einige Hilfssitze erfordert,
miissen wir der Kiirze halber hier verzichten.

Fiir die Algebra bildet nun die vollstindige Bestimmung aller

dieser Korper K und die Untersuchung ihrer gegenseitigen Be-
Dedekind, Gesammelte Werke, IIT. 4
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ziehungen die wichtigste Aufgabe, deren Losung von Lagrange*)
begonnen und endlich von Galois**) zu einem systematischen Ab-
schluf durch die Theorie der Gruppen gebracht ist. Obgleich
wir auf die letztere selbst nicht nidher eingehen konnen, so wollen
wir doch von unserem Standpunkte aus noch andeuten, worin diese
Zuriickfithrung besteht.

§ 166.

Ein System IT von 7 verschiedenen Kérperpermutationen = heilt
eine Gruppe, wenn jede mit jeder zusammensetzbar, und wenn die
Resultante immer in IT enthalten ist.

Aus dieser Erklirung folgt zundchst, dal die in einer Gruppe IT
enthaltenen Permutationen z sich alle auf einen und denselben Korper
beziehen, und dafl dieser Korper M durch jede Permutation z in
sich selbst iibergeht. Bedeutet ferner =’ eine bestimmte dieser
n Permutationen, withrend z sie alle durchlauft, so sind die » Resul-
tanten wx' (nach § 162) alle verschieden, mithin ist ihr Komplex
identisch mit I7; es gibt daher, wenn =, " zwei bestimmte Per-
mutationen sind, immer eine und nur eine Permutation =, welche
der Bedingung mx' — =" geniigt. Nimmt man =’ — =", so ergibt
sich, dafl in IT auch die identische Permutation yon M enthalten ist.
Auf diesen Eigenschaften einer Gruppe beruht der folgende Funda-
mentalsatz:

I. Besteht eine Gruppe IT aus n verschiedenen Per-
mutationen n des Korpers M, und ist 4 der Korper von I7,
so ist (M, 4) = n, und der Rest von IT ist die identische
Permutation von A.

Um dies zu beweisen, wihlen wir (nach § 161) aus M ein
System von n Zahlen @, so aus, dal die aus den 7»? Zahlen o,z
gebildete Determinante nicht verschwindet; dann gibt es, wenn @
irgendeine bestimmte Zahl in M bedeutet, ein und nur ein System
von n Zahlen @,, welche den 7 linearen Gleichungen

1) w“=xl(“l“)'*‘xa(“x”)+"‘+xn(“nﬂ)

*) Réflexions sur la résolution algébrique des équations (Mém.
de I'Acad. de Berlin, 1770, 1771. — (Euvres de L. Tome III).

*¥) Sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux
(Liouvilles Journal, t. XI, 1846).
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geniigen; da alle hier auftretenden Zahlen w=, aw in M enthalten
sind, so gilt dasselbe auch von diesen n Zahlen z,, und folglich
entspringt, wenn z’' eine bestimmte Permutation in IT bedeutet, aus
dem vorstehenden System (1) das folgende

onx = (#,n) (o, nw') + (X 7) (g w ) + -+ + (@ 7') (Gt w2,
welches, weil =z’ zugleich mit = das ganze System I7 durchlduft,
auch in der Form ‘ j

on = (2,7) (e, ) + (237" (tg7) + -+ + (Xp %) (0t )
dargestellt werden kann; durch Vergleichung mit (1) ergibt sich hieraus
2, n' = x,, und folglich sind die » Zahlen 2, in dem Korper 4
enthalten, welcher (nach § 163) aus allen zu IT einwertigen Zahlen
besteht. Da unter den Permutationen m sich auch die identische
Permutation von M befindet, so folgt aus (1), dall jede Zahl w des
Koérpers M in der Form

0= 2,0, F a0y + ++ + THot,
darstellbar ist, wo die Koeffizienten x, dem Korper 4 angehiren;
mithin ist M endlich in bezug auf A4, und zwar (M, 4) < »;
da es aber n verschiedene Permutationen = von M gibt, welche
Multipla der identischen Permutation von A sind, so, folgt (nach
§ 165, III), dab (M, A) = n, und daB das System der » Zahlen e,
irreduzibel nach A ist, was zu beweisen war.

Bildet nun ein Teil der Gruppe IT ebenfalls eine Gruppe IT,
welche aus p Permutationen =z’ besteht, so ist der zu IT' gehorige
Koérper A" Divisor von M und Multiplum von A, weil jede zu IT
einwertige Zahl auch einwertig zu IT' ist, und zugleich ist » — pyq,
wo p = (M, A"), ¢ = (4, A); bezeichnet man ferner, wenn = eine
bestimmte Permutation .in IT bedeutet, »' aber alle Permutationen
der Gruppe IT' durchlduft, mit IT'z den Komplex der p Resul-
tanten 7’7, und mit ¢’ den Rest von IT'zw, so besteht die Gruppe IT
aus ¢ verschiedenen Komplexen IT'm, und deren Reste ¢’ stimmen
iiberein mit denjenigen ¢ Permutationen des Korpers A’, welche
Multipla der identischen Permutation von A sind. Umgekehrt, wenn
ein Korper A" Divisor von M und Multiplam von A ist, so bilden,
wie man leicht sieht, diejenigen Permutationen von M, welche
Multipla der identischen Permutation von A’ sind, eine in IT enthaltene
Gruppe I7', und A’ ist der zu IT' gehorige Korper. Ist ferner IT”
ebenfalls eine in IT enthaltene Gruppe, und A" der zugehorige Korper,

4%
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so bilden die den beiden Gruppen II', IT" gemeinsamen Permu-
tationen wieder eine Gruppe; und der zugehorige Korper ist das
Produkt 4" A".

Hieraus erkennt man, dafl die vollstindige Bestimmung aller
dieser Korper A4, A", ... und die Untersuchung ihrer gegenseitigen
Beziehungen vollstindig erledigt wird durch die Bestimmung aller in
der Gruppe IT enthaltenen Gruppen II', IT", ..., und diese Aufgabe
gehort in die allgemeine*) Theorie der Gruppen.

Nun 1d6t sich der allgemeine Fall (§ 165), wo (B, 4) =n > 0,
und wo es sich um die Bestimmung aller Korper K handelt, die
Multipla von 4 und zugleich Divisoren von A B sind, leicht auf
den eben besprochenen zuriickfithren. Bedeutet ¢ wieder die
identische Permutation von 4, und IT das System der » Permu-
tationen = von A B, welche Multipla von ¢ sind, so haben wir schon
bemerkt, dall die Norm von B, d.h. das Produkt P der » Koérper
Bmx, ein Multiplum von B ist. Wenn nun P = B, also B seine
eigene Norm ist, soll B ein Normalkorper in bezug auf A heilien;
dieser Fall tritt stets und auch nur**) dann ein, wenn alle Korper
Bx identisch mit B sind, und offenbar ist dann auch 4 B normal
in bezug auf A. Ist nun das letztere der Fall —- was, wie wir
doch bemerken wollen, auch eintreten kann, ohne dal B normal in
bezug auf A4 ist —, so iiberzeugt man sich leicht, dafl IT eine Gruppe
ist, und daB alles, was oben von dem Korper M gesagt ist, fiir
diesen Korper A B gilt. Ist aber A B (und folglich auch B) nicht

*) Schon in meinen Gottinger Vorlesungen (1857—1858) habe ich diese
Theorie in der Weise vorgetragen, daf sie fiir Gruppen I7 von beliebigen
Elementen = gilt.

*%) Zunichst folgt allerdings nur, daB jeder Korper Bz Divisor von B sein
mubl; da aber (mach § 164) jede Zahl @ in B algebraisch in bezug auf A ist,
und da die Zahlen der unendlichen Kette w, o' —=wx, 0" =o0'nw, 0" =" x...
in B enthalten und Wurzeln einer und derseiben, nach A irreduziblen Gleichung
sind, so miissen in ihr Wiederholungen von der Form w() = w(r+ 8 auftreten, wo
§>0, und da aus amw — Bx stets « — B folgt, so ergibt sich @ — w®, und
folglich ist jede in B enthaltene Zahl w auch in B enthalten, also Bx — B. —
Um diese Betrachtung in das rechte Licht zu setzen, bemerken wir noch folgendes.
Sind 7, 7' irgend zwei transzendente, d.h. nicht algebraische Zahlen in bezug
auf A4, so geht der Korper 4 (z) durch unendlich viele Permutationen, welche
Multipla der identischen Permutation von 4 sind, in A (z') iiber, und unter ihnen
ist eine einzige =, fiir welche 77 — 7' wird; nimmt man nun z B. 7’ = 72, so
leuchtet leicht ein, daB der mit A4 (7) konjugierte Korper A4 (72) ein echter
Divisor von 4 (7) ist.
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normal in bezug auf A, so ist doch immer die Norm P von B und
folglich auch 4 P normal in bezug auf A4; ist némlich 5 eine be-
stimmte Permutation von 4 P, und zwar Multiplum von ¢, so sind
(mach § 165) die auf die n Korper A Bw beziglichen Divisoren
von g von der Form z—!x', wo =’ gleichzeitig mit = alle in IT
enthaltenen Permutationen durchlduft*), und folglich ist (4 P)y
= AP, d. h. AP (und ebenso auch P) ist normal in bezug auf 4,
das System X aller Permutationen y ist eine Gruppe, ¢ deren Rest,
und die obigen Prinzipien gelten fiir den Korper M — A P.
Hieraus folgt beildufig auch noch der wichtige Satz, daB,
wenn @ irgendeine in A B enthaltene Zahl bedeutet, jede aus den
n Zahlen @x auf rationale und symmetrische Weise abgeleitete
Zahl gewil in A4 enthalten ist, weil sie offenbar einwertig zu X ist.

§ 167.

Wir bezeichnen wieder mit ¢ die identische Permutation
eines Korpers A, mit B einen in bezug auf A endlichen Kérper
vom Grade 7, mit IT das System der % verschiedenen Permutationen
x von A B, welche Multipla von ¢ sind, und fithren folgende Be-
griffe ein. Ist o eine beliebige Zahl in A B, so verstehen wir unter
ihrer Spur S(«) die Summe, unter ihrer Norm N («) das Produkt
der » mit « konjugierten Zahlen «x; da (nach §161) das Bild an
einer von Null verschiedenen Zahl o niemals verschwindet, so ist
nur dann N(«) = 0, wenn o = 0 ist. Ist x eine einwertige, also
in A enthaltene Zahl, so ergibt sich

(1) S@) =nz S(xa) = 28 (x)
(2) N (z) = 2", N(xa) = 2" N (),
und wenn f ebenfalls eine in 4 B enthaltene Zahl ist, so folgt aus
den Gesetzen (¢t pf)z = ax+fx und (vf)w = (am)(Bx), dab
®3) S(@tp) = S@)L3(B)
) N(@p) = N(«) N (@),

*) Denn wihlt man aus 4 B irgendeine n-wertige Zahl (;, so miissen die
n verschiedenen, in 4 P enthaltenen Zahlen § durch die Permutation x (nach
§ 161) auch in n verschiedene Bilder @n' iibergehen, und folglich sind auch

die » Permutationen =’ verschieden; dis Permutation y erzeugt also eine gewisse
Vertauschung (Permutation) der n Werte 6 untereinander.
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dall also die Spur einer Summe von Zahlen gleich der Summe ihrer
Spuren, und die Norm eines Produktes gleich dem Produkte aus den
Normen der Faktoren ist.

Bedeutet 7' irgendein System von = Zahlen @,, @,, ..., @, in
A B, so haben wir schon (in § 165, (10)) die aus den n* Zahlen w, x,
gebildete Determinante mit (7") bezeichnet, und wir wollen jetzt das
Quadrat von (77), welches von der Reihenfolge der Zahlen @, und
der Permutationen m, ginzlich unabhiingig ist, die Diskriminante
des Systems 7' mennen und kurz mit 47" oder 4 (w,, @y, ..., @)
bezeichnen; dieselbe ist (nach § 165, IV) stets und nur dann von
Null verschieden, wenn das System 7' irreduzibel ist und folglich
eine Basis von 4 B bildet; und wenn ein System U von n Zahlen
0y, gy «..y & mit 7' durch » Gleichungen von der Form

() % == Gr,1 @y + Gr3 @3+ + Grn @y
verbunden ist, wo alle Koeffizienten @, , in 4 enthalten sind, so folgt
(6) (W)= a (1), 4l =0t AT,

wo a die aus diesen Koeffizienten a, , gebildete Determinante be-
deutet [§ 165, (13) bis (15)].

Zwischen den Determinanten (7'), den Spuren und Normen be-
stehen ferner die folgenden Beziehungen. Bezeichnet man das System
der n Produkte «w,, awg, ..., xw, kurz mit «7, so folgt aus
(ew,) m; = (am,) (0,7s), daB die zugehorige Determinante
(M @T) = N()(T)
ist. Wenn ferner U ein System von » Zahlen o,, und V ein System
von n Zahlen f, ist, so folgt bekanntlich aus

S (o B) = (otrm,) (Bomry) + -+ + (@ 7) (Bs 7.),
daf das Produkt

S (ey By) -5 S (e, B
(8) (O)(V) =] T ol o s
Silos B < S{ons B)

und folglich die Diskriminante

S(w,,) ... S(0, ©,)
9) W B i ST

ist.
Aus der SchluBbemerkung des vorigen Paragraphen folgt un-
mittelbar, dall alle Spuren und Normen Zahlen des Korpers A
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sind, und da (nach § 165, VI) alle Zahlen des Kérpers 4 B rational
durch die des Korpers 4 und durch eine einzige n-wertige Zahl 6
darstellbar sind, so folgt dasselbe [ohne Zuziehung von (8) und (9)]
auch fiir jedes Produkt von zwei Determinanten (77), also auch fiir
jede Diskriminante 47, weil diese Grofen ebenfalls symmetrisch
aus den n konjugierten Zahlen f= gebildet sind. Es ist aber von
Wichtigkeit, diese Voraussagungen der allgemeinen Theorie durch
die Rechnung zu bestitigen. Zu diesem Zwecke wihlen wir aus A4 B
ein irreduzibles System 7' von n Zahlen w,; dann ergibt sich
schon aus (6) und (7), dal die Norm N («) als Quotient der beiden
Determinanten (¢7") und (7') gewil in A enthalten ist. Wir wollen
dies etwas ndher ausfithren. Da 7' eine Basis von A4 B bildet, so
kann man

(10) 0= 0,0, + 2,0y + -+ + Ty0p
und ebenso
(11) Oy = Ty 0 + Tpa@y + 00+ Tppop

setzen, wo die Koordinaten z, und =z, , simtlich in A4 enthalten
sind, und zufolge (6) und (7) ist die aus den letzteren*) gebildete
Determinante

(12) ! ST BBl it o= N (0)

Jeder Zahl « entspricht nun, wenn ¢ eine Variable bedeutet, eine
ganze Funktion nte Grades

(13) f) =II(t—axn) =1t"+ a,t" 1 + -+ + Gp—1t + ay,

wo sich das Produktzeichen IT auf alle n Permutationen z bezieht.
Dieselbe ist offenbar dadurch vollig bestimmt, daf fiir jeden in 4
enthaltenen Wert ¢

(14) f&) =N(@t—a)

wird; ersetzt man aber in (11) die Zahl ¢ durch « —¢, so bleiben
die Koordinaten z, , ungeindert mit Ausnahme derjenigen z,,, welche
in der Diagonale liegen und durch z,,—¢ zu ersetzen sind, und
folglich entspringt aus (12) die Gleichung

Xy —b... Zyg|

o SRR el Wl i = (— Drf(2),

*) Diese sind offenbar homogene lineare Funktionen der  Koordinaten wr,
und die Koeffizienten dieser Funktionen sind die Koordinaten der Produkte wyws.
Vgl. § 182. -
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welche identisch fiir jeden Wert von ¢ gilt, weil auch die linke
Seite eine ganze Funktion nte» Grades von ¢ ist; mithin sind die
Koeffizienten a, der Funktion f(f) in A enthalten. Dies
gilt also insbesondere von der Spur

(16) S(o‘)': x1,1+x2,2 I i Tpp — — @
und zufolge (8) und (9) auch von allen Produkten (U)(V) und von
allen Diskriminanten 4 7', was zu beweisen war.

Ist « eine m-wertige und folglich (nach § 165) eine Zahl nten
Grades in bezug auf A, so ist die zugehorige Funktion f(¢) irre-
duzibel in bezug auf A, d. h. sie kann nicht in Faktoren niedrigeren
Grades zerlegt werden, deren Koeffizienten ebenfalls in A enthalten
sind (§ 164); allgemein, wenn « eine g-wertige Zahl ist, so ist
(nach § 165) n = pq, und f(¢) ist die pt¢ Potenz einer irreduziblen
Funktion vom Grade ¢q. Da die Funktion f(¢), also auch ihre Derivierte
f'(t) durch die Zahl « vollstindig bestimmt ist, so gehort zu jeder
Zahl « eine bestimmte Zahl o«* welche durch
(17) o* = i) = a1 -t ey
definiert wird und ebenfalls in 4 B enthalten ist, und wenn = eine
bestimmte Permutation in IT bedeutet, so folgt aus (13), dal
(18) o*nw = f(ax) = II' (e — o)
ist, wo das Produktzeichen IT' sich auf alle » — 1 von = verschiedenen
Permutationen =’ bezieht, und hieraus ergibt sich
(19) N(a*) = (— 1)@= IT" (a7, — ou7,)?,
wo die Multiplikation 17" auf alle Kombinationen 7, s auszudehnen
ist, in denen 7 <Cs ist. Offenbar ist die Zahl «* dann und nur
dann von Null verschieden, wenn o eine 7-wertige, also eine Zahl
nter Grades ist, und folglich das aus den » Potenzen ¢»—1, ¢”—?2, ..., @, 1
bestehende System: 7', eine Basis von 4B bildet. In dieser An-
nahme folgt aus

(20) f@) = @+ ayan—t 4 o + 4 =0,
daB a, die rtc Koordinate der Zahl — o™ ist; bedeuten ferner z, y
willkiirliche Variable, so konnen wir

ey [O=I0 @t @ 4+ @
setzen, wo

fr(x) = 2! +a1xr—2 + o+ a2 + ap—1,
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und hieraus entspringt wieder ein bestimmtes System U, von n Zahlen
0, Ogy ..., Oy, Welche durch
(22) o = f(a) = o1 4 a0 TV 4 ovo lar—sa+ G,
definiert sind und den Bedingungen
(23) ="y = aay a0 ="aaes 1-a,
geniigen. Da die aus ihren Koordinaten gebildete Determinante
= (— 1)'2n@—D jst, so folgt aus (6):
(24) (Ua) = (— 1)'r®=2(T,).
Wihlt man ferner irgend zwei Permutationen #, z' und setzt * = am=,
y = ax', so ergibt sich aus (21), dal die Summe
(25) (@@ 'a) + (%m) (@ 2a) + - + (@nm) (1)

= gtx oder: =0
ist, je nachdem =, =’ gleich oder verschieden sind; 146t man = und
#' unabhingig voneinander alle » Permutationen durchlaufen, und
bildet man die Determinante aus den entsprechenden 7? Summen,

so ist dieselbe bekanntlich das Produkt aus den Determinanten (U.,),
(7T,), und man erhilt daher

(26) (U (Ta) = N (@),
also mit Riicksicht auf (24) auch
(27) N (o) = (— 1)tena—0 4 T,;

da nach einem sehr bekannten, schon ofter (z B. in § 161) von uns
benutzten Satze die Determinante (7',) gleich dem Produkte aller
Differenzen «m, — am, ist, wo r <s, so stimmt (27) vollig mit (19)
iiberein.

Das Vorhergehende hidngt nahe zusammen mit der folgenden
allgemeinen Betrachtung *). Bedeutet wieder 7'irgendein irreduzibles
System von n Zahlen ,, so gibt es, weil die in (9) dargestellte
Diskriminante 47" von Null verschieden ist, immer ein und nur ein
System 7" von n korrespondierenden Zahlen w',, welches den n linearen
Gleichungen

(28) o, = S(w,0,) 0, + S(e,0,)0y+ - + 80,0, 0,
geniigt und offenbar ebenfalls in 4 B enthalten ist, weil dies von
allen anderen hier auftretenden Zahlen w,, S(w,w,) gilt. Setzt man

*) Vgl. meine Abhandlung Uber die Diskriminanten endlicher Kérper
(1882, Bd. 29 der Abhandlungen der-Ges. d. Wissensch. zu Gottingen).
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diese Ausdriicke (28) in die Gleichung (10) ein, so geht die letztere
mit Riicksicht auf (1) und (3) in die Gleichung

(29) o= S(ew,)o, + S(co) 'y + -+ + Sw,) o,

iiber, in welcher umgekehrt die Gleichungen (28) als spezielle Fille
enthalten sind. Zugleich leuchtet ein, daB das System 7" ebenfalls
eine Basis von 4 B bildet, und daf die ihr entsprechenden Ko-
ordinaten einer beliebigen Zahl « die n Spuren S(e¢w®,) sind. Wir
wollen 7" die zu 7' komplementéire Basis oder das Komplement.
von 7T mnennen, wobei wohl zu beachten ist, dall jedem Elemente w,
der Basis 7' ein bestimmtes Element o', der Basis 7" entspricht.
Setzt man nun « = @';, so ergibt sich aus (29), daf

(30) Sw,0’;) = 1" oder =0

ist, je nachdem 7, s gleich oder verschieden sind, und aus (8) folgt
daher

(31) (T ) A AT = 1.

Umgekehrt, wenn zwei Systeme 7' und 7" von je » Zahlen @, und
@', des Korpers 4B den »? Gleichungen (30) geniigen, so folgt zu-

néchst aus (31), dal beide Systeme Basen von A4 B sind; jede Zahl
o in A B ist daher von der Form

. ool yIGJII + yﬂmli + + ynm'na

wo die Koeffizienten %, in A enthalten sind; multipliziert man mit
®,, 80 ergibt sich mit Riicksicht auf (1), (3) und (30), dab y, = S(¢w,)
ist; mithin gilt (29), also auch (28), und folglich ist 7" das Kom-
plement von 7. Da aber die Gleichungen (30) durchaus symmetrisch
in bezug auf die beiden Systeme 7' und 7" sind, so ist zugleich 7'
das Komplement von 7". Aus denselben Gleichungen (30) und
aus der Bedeutung einer Spur ergibt sich ferner nach bekannten
Satzen, dal m',ns-(T) der Koeffizient des Elementes @,w, in der
Determinante (7') ist; zugleich folgt, daB auch die Summe

32) (7@ (@,7)+ -+ + (0u7)(@am) =1 oder =0
ist, je nachdem die Permutationen =, #' gleich oder verschieden

sind, und umgekehrt folgt (30) aus (32). Nimmt man fiir z und =’
die identische Permutation von A B, so ergibt sich die Beziehung

(33) 0)1(.‘0’1 +-C02co'2 + e 4 mnm'” = 11
welche man auch auf anderem Wege aus (29) und (16) ableiten kann.
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Vergleicht man die Gleichungen (25) mit (32), so ergibt sich,
dafl das dort mit U, bezeichnete System =— o* 7", ist, wo 7T, das
Komplement des dortigen Systems 7', bedeutet; hieraus folgt zugleich
mit Riicksicht auf (30), dab

(34) S(“’“:_s) —1 oder =0

o
ist, je nachdem 7, s gleich oder verschieden sind; das letztere ergibt
sich aber auch unmittelbar aus dem bekannten Satze iiber die Zer-
legung echt gebrochener Funktionen mit dem Nenner f () in Partial-
briiche. _

Durch Vertauschung von 7' mit 7" ergibt sich aus (29), dal
jede Zahl « auch in der Form
35) o= S(ea,) o, +S@ay)w,+ - + S(ew’,)w,
darstellbar, also S(xw’;) die st Koordinate von « in'bezug auf die
Basis 7' ist. Verstehen wir jetzt unter e, e, ..., o, nicht mehr die
in (22) definierten Zahlen, sondern die in (5) dargestellten Elemente
einer beliebigen Basis U, so ist die Zahl Op s = S(e.00y) ‘die ste
Koordinate von e, in bezug auf die Basis 7' und folglich zugleich
die rt¢ Koordinate von @', in bezug auf die Basis U’; hieraus ergibt
sich, dal gleichzeitig mit den 7 Gleichungen (5) auch die n Glei-
chungen
(36) 0y = G,s 0y + A, s oo+ or A+ An a0y
gelten. —

Zum Schlusse der in den §§ 160 bis 167 enthaltenen Darstellung
algebraischer Grundlagen bemerken wir, dal in dem weiteren Ver-
laufe des vorliegenden Werkes der Korper, auf welchen sich die
Begriffe der reduziblen und irreduziblen Systeme, der algebraischen
Zahlen, der endlichen Korper usw. beziehen, ausschlieflich der Korper
R der rationalen Zahlen sein wird. Ein System von m Zahlen
@;, @y, ..., @y heilt daher reduzibel, wenn es m rationale Zahlen
Qys gy -+ s O, Gibt, die der Bedingung @, @, + a;0, + -++ + @0, = 0
geniigen und nicht alle verschwinden; im entgegengesetzten Falle
heilt das System schlechthin irreduzibel. Eine Zahl 6 heilt
algebraisch*)und vom Grade n, wenn die n Potenzen 1, 6, 62, ..., 67—1

*) Aus dem Satze X in § 164 und dessen unmittelbaren Folgerungen geht
hervor, daf der Inbegriff 9 aller dieser algebraischen Zahlen ein (nicht endlicher)
Korper, und daB jede in bezug auf U algebraische Zahl notwendig in U selbst
enthalten ist. DaB aber mit 2 das Reich aller Zahlen noch nicht erschopft ist,
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ein irreduzibles System bilden, das durch Hinzufiigung von 6» redu-
zibel wird. Aus jeder solchen Zahl 6 entspringt ein endlicher
Korper R(6), und umgekehrt ist jeder endliche Korper nter Grades
von dieser Form; er besitzt, weil es nur eine einzige Permutation
vono R gibt, n und nur = verschiedene Permutationen, von denen
eine die identische Permutation ist.

§ 168.

Wir wenden uns jetzt zu einer anderen allgemeinen Untersuchung,
welche eine wichtige Grundlage unserer Zahlentheorie bildet und
auch auf andere Teile der Mathematik sich mit Nutzen anwenden
laBt. Sie beruht auf dem folgenden einfachen Begriffe:

Ein System a von beliebigen reellen oder komplexen Zahlen
soll ein Modul heiflen, wenn dieselben sich durch Subtraktion repro-
duzieren, d. h. wenn die Differenzen von je zwei solchen Zahlen dem-
selben System a angehoren.

Zufolge dieser Erklirung ist jeder Zahlenkdrper (§ 160) gewil
auch ein Modul; aber wir wollen von vornherein bemerken, daB in
der folgenden allgemeinen Theorie auf diesen Umstand nicht das
geringste Gewicht zu legen ist, weil diejenigen besonderen Moduln,
welche wir spéter (§ 172) ausschlieflich zu betrachten haben, niemals
zugleich Korper sind.

daB es also noch andere, sogenannte transzendente Zahlen gibt, ist meines
Wissens zuerst von Liouville bewiesen (Sur des classes trés-étendues de
quantités dont la valeur n’est ni algébrique, ni méme réductible a
des irrationnelles algébriques. Journal de Math. t. XVI, 1851). Einen anderen
Beweis findet man ir der Abhandlung von G. Cantor: Uber eine Eigen-
schaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen (Crelles
Journal, Bd. 77, 1874). Dann hat Ch. Hermite (in der Abhandlung Sur la
fonction exponentielle, 1874) zuerst den strengen Beweis geliefert, daf die
Basis ¢ des natiirlichen Logarithmensystems eine transzendente Zahl ist, und durch
die hieran sich anschliefenden Untersuchungen von Lindemann (Uber die Zahl =
Math. Annalen, Bd. 20) und Weierstraf (Sitzungsberichte der Berliner Ak. 1885)
ist endlich der allgemeinere Satz bewiesen, da, wenn « irgendwelche verschiedene
Zahlen in 2 durchliuft, die entsprechenden Potenzen ¢* immer ein nach 9 irre-
duzibles System bilden, woraus als spezieller Fall die Transzendenz der Ludolph-
schen Zahl =z, also auch die vorher noch nicht erwiesene Unméglichkeit der
Quadratur des Zirkels hervorgeht. Vgl. auch Hurwitz: Uber arithmetische
Eigenschaften gewisser transzendenter Funktionen (Math. Annalen,
Bd. 22 und 32), ferner die neuesten, sehr einfachen Beweise fiir die Transzendenz
der Zahlen ¢ und 7 von Hilbert und Hurwitz (Nachr. v. d. Géttinger Ges. d. W.,
1893).
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In jedem Modul a ist die Zahl Null enthalten; denn wenn «
irgendeine Zahl in a bedeutet, so muBl auch die Differenz o — ¢ in
a enthalten sein. Zugleich leuchtet ein, dafl die Zahl Null fiir sich
allein schon einen Modul, den Modul 0, bildet.

Hieraus folgt weiter, daf mit « auch stets die entgegengesetzte
Zahl — ¢ = 0 — « in a enthalten ist. Sind ferner «,, e, und folglich
auch — ¢, Zahlen in q, so gilt dasselbe von der Differenz o, — (— o,),
d. h. von der Summe «, + o, und ebenso von jeder aus mehreren
Zahlen des Moduls o gebildeten Summe. Die Zahlen eines Moduls
reproduzieren sich daher nicht blof durch Subtraktion, sondern
auch durch Addition *), und folglich besteht jeder von O verschiedene
Modul immer aus unendlich vielen verschiedenen Zahlen; denn wenn
o in o enthalten ist, so miissen auch alle Zahlen von der Form ze
in a enthalten sein, wo 2 alle ganzen rationalen Zahlen durchlauft.

Hieran schlieft sich die Bemerkung, daf jedes endliche oder
unendliche System 7' von Zahlen «, falls es nicht selbst schon ein
Modul ist, durch Hinzufiigung der Zahlen — ¢ und aller Summen
von mehreren Zahlen + o offenbar zu einem Modul o erginzt wird;
diesen durch das System 7' vollstindig bestimmten Modul a kann
man zweckm#fig durch das Symbol [7'] bezeichnen, und wir wollen
T eine Basis des Moduls a nennen. Zugleich lenchtet ein, dafll jeder
Modul b, welcher alle Zahlen « des Systems 7' enthilt, auch alle
Zahlen .des Moduls [7'] enthalten muf.

Ist 7' ein endliches System, welches aus den n Zahlen o, «,
..., &, besteht, so bezeichnen wir den zugehorigen Modul a durch
das Symbol

A e Ak

derselbe besteht offenbar aus allen Zahlen von der Form

Ty + Zgoy + 0+ Tty
WO &, Xy, ..., &, willkiirliche ganze rationale Zahlen bedeuten.
Jeden solchen Modul a wollen wir einen endlichen Modul nennen;
die » Zahlen «,, «,,...,a, heillen die Elemente oder Glieder
seiner Basis, und a selbst heiflt danach ein n-gliedriger Modul.

*) In § 161 der zweiten Auflage dieses Werkes (1871) [wiedergegeben
unter XLVII], wo der Begriff des Moduls zuerst in die Zahlentheorie eingefiihrt
ist, und ebenso in § 165 der dritten Auflage (1879) war diese Eigenschaft in
die Erklirung selbst aufgenommen. g
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Offenbar ist es stets erlaubt, diese Basis in der Weise abzuiindern,
dal man zu ihren Gliedern noch irgendwelche in dem Modul a
enthaltene Zahlen als neue Glieder hinzufiigt; derselbe Modul a ist
daher auch ein (n 4 1)-gliedriger Modul*). Der eingliedrige
Modul [1], den wir immer durch 3 bezeichnen wollen, ist nichts
anderes als das System aller ganzen rationalen Zahlen; ebenso ist [2]
oder-auch [2, 6, 10] das System aller geraden Zahlen, und der zwei-
gliedrige Modul [1, 4] ist das System aller ganzen komplexen Zahlen
von Gaull (§ 159).

§ 169.

Sehr hiufig wird, wie z B. in der vorstehenden Betrachtung, der
Fall auftreten, dall alle Zahlen eines Moduls m auch in einem Modul d
enthalten sind; dann heillt m teilbar durch b, oder wir sagen, m
sei ein Vielfaches oder Multiplum von b, b sei ein Teiler oder
Divisor von m, oder d gehe in m auf, und wir bezeichnen dies
symbolisch**) auf doppelte Weise durch

m> b oder d <m.

Diese Ausdrucks- und Bezeichnungsweise mag auf den ersten Blick
Anstol erregen, weil das Vielfache m in Wahrheit einen Teil des
Teilers b bildet, doch wird dieselbe sich in der Folge hinreichend
rechtfertigen durch die Analogie mit der Teilbarkeit der Zahlen***);
so ist z B.[4] ein Vielfaches von [2], weil alle durch 4 teilbaren
ganzen rationalen Zahlen auch gerade Zahlen sind. Allgemein be-
merken wir, daf der Modul O ein gemeinschaftliches Vielfaches, und
das System aller Zahlen ein gemeinsamer Teiler aller Moduln ist.
Der im vorigen Paragraphen betrachtete Modul [7'] ist teilbar durch
jeden Modul, welcher alle Zahlen der Basis 7' enthilt. Ist jeder der
Moduln a,, ay, a4, ... durch den zunichst folgenden teilbar, so ist
jeder auch ein Multiplum von allen folgenden. Jeder Modul ist dureh
sich selbst teilbar, und wenn jeder der beiden Moduln nt, b durch

*) Erst spiter (§ 172) kann es zweckmiiliig erscheinen, diese Ausdrucksweise
abzuéndern.

**) Diese und die spiter folgenden Zeichen a 4 b, a — b usw. habe ich schon
benutzt in der Festschrift: Uber die Anzahl der Ideal-Klassen in den ver-
schiedenen Ordnungen eines endlichen Kérpers (Braunschweig 1877).

#%%¥) Selbst der Umstand, dal bei den Korpern, die doch auch Moduln sind,
die entgegengesetzte Ausdrucksweise gebraucht ist, kann hier nicht ins Gewicht
fallen, weil bei einiger Aufmerksamkeit eine Verwechslung nicht maglich ist.
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den anderen teilbar, also m>>b und d > m ist, so folgt m = b, d. h.
m und b sind nur verschiedene Zeichen fiir einen und denselben Modul.
Wenn dagegen m teilbar durch d, aber verschieden von b ist, so soll
b cin echter Teiler von m, und m ein echtes Vielfaches von d
heiflen; es gibt dann in ® mindestens eine und folglich, wie leicht
zu sehen, auch unendlich viele Zahlen, die nicht in m enthalten sind.

Sind nun a, b irgend zwei Moduln, und bedeutet « jede Zahl
in a, ebenso B jede Zahl in b, so bezeichnen wir mit

a4 b

das System aller in der Form o -+ B darstellbaren Zahlen; dasselbe
ist ebenfalls ein Modul, weil die Differenz von je zwei solchen Zahlen
oy + Byy 0 + By, ndmlich (e¢; — o)) + (B, — B,) wieder in a + b ent-
halten ist. Dieser Modul, den wir kurz die Summe der beiden
Moduln a, b nennen, ist offenbar ein gemeinsamer Teiler von a, b,
weil er alle Zahlen « 4 0 des Moduls a und alle Zahlen 0 4 8 des
Moduls b enthdlt. Ist ferner der Modul b irgendein gemeinsamer
Teiler von a, b, also d <'a und d < b, so sind alle Zahlen «, 8, also
auch alle Summen & + 8 in d enthalten, mithin ist d <Za -} 6. Aus
diesem Grunde nennen wir der Analogie wegen die Summe a 4 b
auch den groBten gemeinsamen Teiler von a, b, obgleich er unter
allen Moduln d den kleinsten Zahleninhalt besitzt.

~ Aus dieser Erkldrung folgen unmittelbar die fiir beliebige Moduln
a, b, ¢, ... geltenden Sitze:

(1) efa=oaga
(2) a+b=>b+a
®) @+b)+c=a4(+0,

und wendet man auf (2) und (3) die in § 2 vorgetragene Schluf-
weise an, so ergibt sich die Bedeutung der in beliebiger Ordnung
gebildeten Summe

(4) Za=a,+a+ - Fa,

von beliebigen Moduln a, deren Anzahl endlich ist; diese Summe
ist der grofite gemeinsame Teiler aller » Moduln a, d. h. sie geht in
jedem Modul a auf und ist zugleich teilbar durch jeden gemeinsamen
Teiler aller a. Offenbar ist z B. .

(5) [e)s otgy ooey 0] = [@0] 4 [otg] + +++ + [ata),
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und die Summe von mehreren endlichen Moduln ist wieder ein end-
licher Modul. Auflerdem leuchtet ein, dafl die Teilbarkeit eines
Moduls m durch einen Modul d vollstindig durch

(6) m-+4d=>»

ausgedriickt wird, und dal aus a > a' und b > 0 auch a4 b
> o' + 0’ folgt. :

Der Begriff der Summe Xa oder des grofiten gemeinsamen
Teilers von beliebigen Moduln a 1li8t sich aber von vornherein auch
80 erklidren, dafl} er einen vollstindig bestimmten Sinn, und zwar die
oben ausgesprochene Bedeutung behilt, mag die Anzahl der Moduln
a endlich oder unendlich grof sein, welcher letztere Fall auch
bei unseren Untersuchungen gelegentlich auftreten wird. Hierzu fithrt
am kiirzesten die im vorigen Paragraphen betrachtete Bildung des
Moduls [7'] aus einem gegebenen System 77; in der Tat, nimmt man
in T jede und nur jede solche Zahl « auf, welche in wenigstens
einem der Moduln a enthalten ist*), so besteht der zugehdrige Modul [7']
aus diesen Zahlen ¢ und allen Summen von mehreren Zahlen e,
und es leuchtet ein, daf dieser Modul [7'], den wir nun auch durch
2 a bezeichnen, im obigen Sinne auch der griofite gemeinsame Teiler
aller Moduln a ist.

Ein besonderer Fall, welcher uns spiter (§§ 172, 173) wirklich
begegnen wird, ist der, wo die Moduln a eine einfach unendliche
Reihe a,, a,, a; ... von der Art bilden, dall jeder Modul a, durch
den niéchstfolgenden a,;, und also durch alle folgenden teilbar ist.
Dann ist offenbar ihr grofiter gemeinsamer Teiler [7] = 7; bedeuten
namlich g, ¢ irgend zwei Zahlen in 7', so gehort ¢ einem Modul a,,
ebenso ¢ einem Modul a, an; ist nun 7 < &, so sind beide Zahlen g,
6 in a, enthalten, und da a, ein Modul ist, so.ist die Differenz ¢ — 6
in a, und folglich auch in 7' enthalten, mithin ist 7" ein Modul und
folglich = [7'], wie behauptet war. Offenbar kann der grifite ge-
meinsame Teiler [7'] oder Ta in diesem Falle zweckmifig mit a,
bezeichnet werden.

Ist z B. a, = [2—7"], so besteht a, aus allen ganzen und den-
jenigen gebrochenen rationalen Zahlen, welche, auf die kleinste
Benennung gebracht, zum Nenner eine Potenz von 2 haben, deren

*) Nach der Ausdrucksweise der in § 161 mehrmals zitierten Schrift (§ 1) ist 7'
das aus den Systemen q zusammengesetzte System.
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Exponent << = ist; offexbar ist a,,, ein echter Teiler von a,; der
grofite gemeinsame Teiler a. aller dieser Moduln a, ist das System
aller derjenigen rationalen Zahlen, deren Nenner irgendeine Potenz
von 2 ist; alle Moduln a, sind endliche, eingliedrige Moduln, aber a,,
ist kein endlicher Modul. —

Auf der Erklarung der Teilbarkeit der Moduln, aus welcher der
Begriff des grofiten gemeinsamen Teilers von beliebhigen Moduln a
hervorgegangen ist, beruht ebenso der Begriff ihres kleinsten ge-
meinsamen Vielfachen; wir verstehen darunter das System m aller
derjenigen Zahlen yu, welche (wie z B. die Zahl 0) allen Moduln a
gemeinsam angehoren, deren jede also in jedem dieser Moduln a
enthalten ist*). Da, wenn w,, w, zwei solche Zahlen in m sind, auch
ihre Differenz w, — y, in jedem der Moduln a und folglich auch in
m enthalten ist, so ist m ein Modul, und zwar ein gemeinsames Viel-
faches dieser Moduln a. Da ferner jedes gemeinsame Vielfache m’
der Moduln @ nur aus solchen Zahlen besteht, welche in jedem dieser
Moduln a und folglich in m enthalten sind, so ist m'>> m; aus diesem
Grunde haben wir der Analogie wegen m das kleinste gemeinsame
Vielfache der Moduln a genannt, obgleich m unter allen Moduln w'’
den grofiten Zahleninhalt besitzt.

Bezeichnet man das kleinste gemeinsame Vielfache zweier Moduln
a, b durch das Symbol

A a— b,
so ergeben sich folgende Sitze, deren Beweise wir wieder iibergehen
diirfen:

(1 a—a=a
(2" a—b=0—a
3) @—B—c=a—(—0

Zugleich leuchtet ein, dall die Teilbarkeit eines Moduls m durch
einen Modul b vollstindig durch
(6" m—b=m
ausgedriickt wird, und daf aus a>a' und 6> 0 auch a—b
> a — b folgt.

Zwischen den Begriffen des grofiten gemeinsamen Teilers und
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen beliebiger Moduln besteht ein

*) Nach der Ausdrucksweise der eben wieder zitierten Schrift (§ 1) ist m die
Gemeinheit der Systeme a.

Dedekind, Gesaramelte Werke, III. ' 5
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eigentiimlicher Dualismus, dessen letzter Grund schwer zu erkennen
gein mag. Wir fithren hier nur folgenden besonders charakteristischen
Satz an:

Ist m teilbar durch b, und ¢ ein beliebiger Modul, so ist¥)
©) m-+4 (@ — d) = (m + a) — .

Um dies zu beweisen, bezeichnen wir den Modul linker Hand
mit p, den rechter Hand mit g, und wir haben zu zeigen, daf sie
gegenseitig durch einander teilbar sind. Die Teilbarkeit von p durch q
ergibt sich ohne Miihe aus den fritheren Sétzen, weil jeder der beiden
Moduln m und a — b teilbar durch jeden der beiden Moduln m + a
und b, und folglich der grofite gemeinsame Divisor p der beiden ersteren
auch teilbar durch das kleinste gemeinsame Vielfache q der beiden
letzteren ist. Um aber die Teilbarkeit von q durch p darzutun, geniigen
die fritheren Sitze durchaus nicht, sondern es ist erforderlich, noch
einmal auf den Begriff des Moduls zuriickzugehen und die in g ent-
haltenen Zahlen zu betrachten; da jede solche Zahl gleichzeitig in
m-a und b enthalten ist, so ist sie von der Form g4 « = 0,
WO w, &,  bzw. in m, a, d enthalten sind; da nun m>b, also w auch
in d enthalten ist, so gilt dasselbe von der Zahl « — § — u, welche
folglich auch in a — b enthalten ist, und hieraus folgt, dafl die Zahl
@ + e« wirklich in p enthalten ist, was zu beweisen war.

Bedeuten nun a, b, ¢ willkiirliche Moduln, und setzt man in dem
eben bewiesenen Satze einmal m = b, d = b + ¢, hierauf m = b — ¢,
b = b, so ist die Bedingung m > b erfiillt, und man erhilt die beiden
Siitze
(8) @+06)—04+¢) =0b+4(a—(®+0)

(8) @—b8+@O—c)=b—(a+ O®—0),

in welchen sich der erwihnte Dualismus recht auffillig ausspricht**).
Aus jedem dieser beiden Sitze folgt riickwiirts der Satz (7), aus dem
ersten, wenn man b =— m, ¢ = 9, aus dem zweiten, wenn man b — b,
¢ — m setzt und wieder m>> b voraussetzt. Der Satz (7) entspricht
dualistisch sich selbst.

*) Daf umgekehrt, wenn drei Moduln m, d, a die Gleichung (7) erfiillen,
m durch D teilbar ist, leuchtet unmittelbar ein.

**) Leitet man aus drei beliebigen Moduln neue Moduln ab, indem man immer
wieder die gemeinsamen groBten Teiler und kleinsten Vielfachen bildet, so gelangt
man zu einer endlichen Modulgruppe, welche im allgemeinen aus 28 verschiedenen
Moduln besteht. Die merkwiirdigen Gesetze jeder Gruppe, welche mit je zwei
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§ 170.

Wihrend die eben betrachteten Modulbildungen auf dem Begriffe
der Teilbarkeit beruhten, gehen wir jetzt zu der hiervon durchaus
unabhingigen Multiplikation der Moduln iiber. Sind a, b zwei be-
liebige Moduln, und bedeutet « jede Zahl in a, ebenso B jede Zahl
in b, so verstehen wir unter dem Produkte ab der Faktoren a,b
den Inbegriff aller Zahlen g, welche als ein Produkt « 8 oder als
Summe von mehreren solchen Produkten o 8 darstellbar sind. Da
auch jede Zahl — « in a enthalten ist, so leuchtet ein, daB jede
Differenz von zwei Zahlen u ebenfalls eine solche Zahl u, dafl also
das Produkt ab wieder ein Modul ist; aber man darf, wie kaum
bemerkt zu werden braucht, das Produkt ab nicht mit einem Viel-
fachen von a, b verwechseln.

Aus dieser Erkldrung ergibt sich ohne weiteres, dafl
(1) @iz Hiq
(2) (@ab)c=a(bc)
ist; wir bezeichnen dieses letztere Produkt kurz mit abc, und aus der
schon oft angewendeten Schlulweise (§2) geht hervor, dall das
mit a,a,...a, zu bezeichnende Produkt aus m beliebigen Moduln
ay, Og, ..., 0, eine vollstindig bestimmte, von der Anordrung der auf-
einander folgenden Multiplikationen génzlich unabhiingige Bedeutung
hat. Man konnte dieses Produkt auch unmittelbar als den Modul [7']
erklaren (§ 168), dessen Basis 7' aus allen Produkten e« ...,
besteht, wo a,, e, ..., @, resp. beliebige Zahlen der Moduln a,,
ag, ..., 0,, bedeuten. Sind alle diese m Moduln miteinander identisch = a,
s0 bezeichnen wir ihr Produkt mit a™, und nennen es die mte
Potenz von a; m heillt der Exponent derselben, und wir dehnen
diese Erklidrung auch auf den Fall m — 1 aus, indem wir o' = a
setzen; dann gelten allgemein die Sitze

(3) WP N (R e e T (@ B e WP,

Moduln a, b zugleich die Moduln a + b enthilt, sollen an einem anderen Orte
[vgl. XXX] besprochen werden; hier mag nur der folgende, oft anzuwendende
Satz erwihnt werden: sind @, b zwei beliebige Moduln, so findet zwischen der
Gruppe aller Moduln a’, welche Teiler von @, und zugleich Vielfache von a-}b
sind, und der Gruppe aller Moduln b,, welche Vielfache von b und zugleich
Teiler von a— Db sind, eine gegenseitige eindeutige Korrespondenz statt, welche
darch jede der beiden, wechselseitig anseinander folgenden Beziehungen b, — b —a’,
0’ = a + b, ausgedriickt wird.

5*
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Wir bemerken zunichst, dafi ein Produkt aus zwei oder mehreren
Moduln dann und nur dann = 0 ist, wenn unter den Faktoren sich
auch der Modul Null befindet. Sodann leuchtet ein, dafl, wenn 3
wieder das System [1] aller ganzen rationalen Zahlen bedeutet, immer
(4) a3 =a
ist; und zwar ist 3 auch der einzige Modul b, welcher als Faktor
jeden Modul a ungeéindert laflt, weil b3 — b = 3 sein mul.

Sehr hdufig wird der Fall auftreten, wo der eine Faktor b eines
Produktes ab ein eingliedriger Modul [%] ist; dann setzen wir zar
Abkiirzung das Produkt
(5) a[n] =ag =9qq
dasselbe besteht offenbar aus allen Produkten a#, wo « alle Zahlen
in a durchliduft, und insbesondere ist stets

(6) 7] = 3n.
Ferner ergibt sich, daf das Produkt (an)n, = (an,)n = a(nn,) ist
und deshalb kurz durch a%n, bezeichnet werden darf.

Sodann leuchtet ein, dall ein Produkt aus zwei oder mehreren
endlichen Moduln (§ 168) wieder ein endlicher Modul ist; bilden
z. B. die m Zahlen o, eine Basis von a, und die » Zahlen f, eine
Basis von b, so bilden die mn Produkte «,pf, eine Basis des Pro-
duktes ab. Insbesondere ist

M Ny, agyeens n] = [noy, nog, ..oy nom).

Nach diesen, allein auf die Multiplikation der Moduin be-
ziiglichen Bemerkungen lassen wir zundchst einige Sitze folgen, in
welchen es sich um eine Verbindung mit dem Begriffe der Teil-
barkeit handelt:

I Ist a>a', so ist auch ab> a’'b, und wenn aullerdem
b> b ist, so ist ab> a'b".

Denn weil jede Zahl o des Moduls a auch in o', und jede Zahl 8
des Moduls b auch in b’ enthalten ist, so ist jedes Produkt « g und
folglich auch jede Summe solcher Produkte «f zugleich in a’'b’ ent-
halten, was zu beweisen war.

Mit Riicksicht auf (4), oder auch unmittelbar aus den Begriffen
selbst, ergibt sich der besondere Satz:

II. Ist die Zahl 1 in dem Modul o enthalten, also 3>, so
ist allgemein a > ao.
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Wir wollen noch bemerken, dafl umgekehrt aus der Teilbarkeit
von ab durch o'b nicht allgemein die Teilbarkeit von a durch o
folgt*); doch ist dies offenbar der Fall, wenn b ein von Null ver-
schiedener eingliedriger Modul [#] ist, d.h. es besteht der Satz:

III. Ist n eine von Null verschiedene Zahl, und ayn > o'y,
go ist a > a; und aus ey = o'y folgt a = d'.

Von der grofiten Wichtigkeit ist aber der folgende Satz:

IV. Sind a, b, ¢ drei beliebige Moduln, so ist immer
(8) (a4bc=ac+bec

Bezeichnen wir den Modul linker Hand mit p, den rechter Hand
mit g, so haben wir zu zeigen, dafl p > g, und q > p ist. Das letztere
folgt ohne weiteres aus dem Satze I; da nidmlich a 4+ b ein gemein-
samer Teiler von a, b ist, so mufl das Produkt p auch ein gemein-
samer Teiler der Produkte ac, bc, also ein Teiler von deren grofitem
gemeinsamen Teiler q sein. Um aber das erstere zu beweisen, miissen
wir alle in den Moduln a, b, ¢ enthaltenen Zahlen «, f, y betrachten;
nun ist jede Zahl des Produktes p ein Produkt (e 4 )y oder eine
Summe von mehreren solchen Produkten, und da (« + )y =y + By
die Summe einer in ac enthaltenen Zahl «y und einer in bc ent-
haltenen Zahl By ist, so ist jedes Produkt (« 4 )y und folglich
jede Zahl des Moduls p in der Summe q der Moduln ac, bc¢ enthalten,
d.h. p > g, was zu beweisen war.

Wir bemerken, dall es keinen ebenso bestimmten Satz fiir das
kleinste gemeinsame Vielfache gibt; aus dem Satze I folgt lediglich, dal

9) (@a—Db)c>ac—bc
ist, und mehr 186t sich im allgemeinen nicht beweisen**). Wenn aber
¢ z.B. ein eingliedriger Modul [7] ist, so ergibt sich leicht

(10) (@—Db)y=an—by ‘
Der Satz IV 14aBt sich, wie man leicht erkennt, auf Produkte
_von beliebig vielen Faktoren (in endlicher Anzahl) ausdehnen, deren

jeder eine Summe von beliebig vielen (auch unendlich vielen) Moduln
ist; als spezieller Fall ergibt sich z B. wieder, daB jedes Produkt aus

*) Nimmt man z B.a=[1], @ = [¢], b = [1, 4], wo i = — 1, so ist
ab=a'b = b, aber keiner der beiden Moduln q, o’ ist durch den anderen teilbar.
#%) Ist z.B.a=[1], b = [4], e=[1,14]), wo ¢ = — 1, so ist.a—D

=(a—Db)c = 0, hingegen ac = b¢ = ac—be=c
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zwei endlichen Moduln X [«,] und X [g,] ebenfalls ein endlicher Modul
2 [a, Bs] ist. Zugleich leuchtet ein, dafl sehr viele Identitéiten der ge-
wohnlichen Buchstabenrechnung, in denen nur die Addition und Multi-
plikation der Zahlen auftritt, sich unmittelbar auf unsere Moduln
iibertragen lassen. So ist z B.:

() (@+b)(a+by)...(a+by)

3 =a"+c1a"—l+c:a”_=+"'+cﬂ—la+cm

WO €, Cgy «vvy Cyg, ¢, die einfachsten, auf symmetrische Weise aus
b,, by, ..., b, gebildeten Moduln (Summen von Produkten) bedeuten.
Allein viele dieser Sitze erleiden doch, weil a 4+ a = a und nicht
= 2a ist, eine wesentliche Anderung. Sind z B. in der vorstehenden
Gleichung die n Moduln b,, b,, ..., b, alle = b, so wird ¢, = b7,
und man erhilt

(12) (@40 = ar 4 an—1b 4 an—25% 4 ... 4 bm,

Unter diesen der Modultheorie eigentiimlichen Identitéiten miissen

wir wenigstens eine hier noch besonders hervorheben, weil sie uns

spater (§ 173) von sehr groflem Nutzen sein wird, ndmlich

(13) (@+b+4c)bec+ca+ab) = (b4 ¢)(c+ a)(a+ b).

Ihre Wahrheit ergibt sich unmittelbar durch Auflosung aller Klam-

mern, worauf beide Produkte dieselbe Form
abctab®f+ac?4+bc 4 ba? 4 ca? 4 cb?

annehmen. Das Charakteristische dieses Satzes*) besteht darin, daf

ein und derselbe Modul auf zwei wesentlich verschiedene Arten

als Produkt von Faktoren dargestellt wird, und daB eine Summe

von drei beliebigen Moduln a, 4, ¢ durch Multiplikation mit einem

Modul, dessen Zahlen auf ratiomale Weise aus demen von a, b, ¢

*) Derselbe ist nur ein spezieller Fall des folgenden allgemeinen, nicht
ganz leicht zu beweisenden Satzes, in welchem wir die oben in (11) gebrauchte
Bezeichnung beibehalten: Wenn n > » > 0, so ist das Produkt aller Summen
von je (r-1) mit verschiedenen Zeigern behafteten Moduln aus der Reihe by,
by, ..., by identisch mit dem Produkte

Gtieg Yo c;ﬂ_—rr,
wo die Exponenten die Binomialkoeffizienten
II(n—1—35)
O(r—1)I(n—r—3s)
bedeuten. Fiir » — 1 wird dieses Produkt — ¢;¢3...Cn—2 Cn—1, und hieraus
folgt unser obiger Satz (13) fiir n — 3.

e —
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gebildet sind, in ein Produkt verwandelt wird, dessen Faktoren die
Summen von je zwei dieser Moduln sind. —

Wir wenden uns endlich zu einer letzten Art von Modulbildung,
der Division. Unter dem Quotienten

E oder b:a
a

zweier Moduln, des Nenners a und des Zahlers b verstehen wir
den Inbegriff n aller derjenigen Zahlen » (z. B. 0), fiir welche av > b
wird. Sind »,, v, solche Zahlen, wihrend « jede Zahl in a bedeutet,
so sind alle Produkte av,, «v,, also auch alle Produkte « (v, — v,)
in dem Modul b enthalten, also ist a(», — v,) >0, und folglich ge-
hort die Differenz v, — v, ebenfalls dem Quotienten n an, welcher
mithin ein Modul ist¥). Offenbar ist jede der beiden Aussagen

(14) am > b und m>§

eine Folge der anderen, mithin konnte der Quotient n auch erklart
werden als der grofite gemeinsame Teiler (die Summe) aller der
Moduln m, welche der Bedingung am >> b geniigen. Hierauf beruhen
die leicht zu findenden Beweise der folgenden S#tze, in denen sich
eine gewisse Fortsetzung des in § 169 erwdhnten Dualismus offenbart:

(15) Aus'a el bl folgt_:_,>_f;__.

(16) : Allgemein ist a(%) o0 a?b,

aber der erste Modul ist gleich dem zweiten, wenn a ein Faktor
von b, d.h. wenn b — ac, und der zweite Modul ist gleich dem
dritten, wenn b = c:a ist. Ferner ergibt sich

a ¢ ¢ a ab
a—Db a b (d ¢ ¢
a8 e R Bl e e ¢
¢ d S 8 4=b a b
(19) jop R e e

In den Untersuchungen, auf welche wir uns hier beschrinken
miissen, wird vorzugsweise der besondere Fall auftreten, wo Zihler

*) Ist der Nennmer @ = 0, so ist der Quotient der Inbegriff aller Zahlen.
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und Nenner eines Quotienten miteinander identisch sind. Wenn a
ein beliebiger Modul ist, so setzen wir

(20) B i e

und nennen o® die Ordnung von a; nach (14) ist dann jede der
beiden Aussagen

(21) am>a und m> a®
eine Folge der anderen. Hieraus ergibt sich nach (4) zunichst
(22) 3 > a°% also allgemein b > ba?

d. h. in jeder Ordnung sind alle ganzen rationalen Zahlen enthalten. -
Da mithin a > aa® und zufolge (21) auch aa® >> a ist, so ergibt
sich

(23) ) pat ==
und hieraus ebenso leicht

a
(24) =0

Aus (23) folgt aa®a® = a, also nach (21) auch a®a® > 0% und da
aus (22) ebenso a® > a%a® folgt, so ist
(25) afiad=="fn%
mithin reproduzieren sich die Zahlen einer jeden Ordnung nicht blof
durch Addition und Subtraktion, sondern auch durch Multi-
plikation.

Umgekehrt, wenn ein Modul o die Zahl 1 enthdlt, und wenn
seine Zahlen sich durch Multiplikation reproduzieren, wenn also

(26) 30, 08> 0
ist, so folgt leicht, daB o eine Ordnung, ndmlich
27 0 =08

ist; denn zufolge der zweiten Annahme (26) ist o > 0o° und aus der
ersten folgt durch Multiplikation mit 0° und mit Riicksicht auf (23)
auch 0° > o, woraus sich (27) ergibt.

Da nun zufolge (22), (25) jede Ordnung a° die beiden Eigen-
schaften (26) besitzt, so folgt
und ebenso findet man, daB das kleinste gemeinsame Vielfache
a® —0° von zwei Ordnungen a° 0°% und ihr Produkt a°0° welches
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auch — (a®+ 0%? und < a®+4 0 ist, wieder Ordnungen sind.
Offenbar ist

(29) ab = a’(ab) = b°(ab) = a®b°(ab),

und aus (14), (16), (22), (23) folgt ebenso

w A= e)=e@)=enl)

mithin
b 0
(31) a® + 5 > a®b® > (ab)’, a®B° > (—a—>.

Es liegt nun nahe, den Begriff der Potenz eines Moduls a auch
auf den Fall negativer Exponenten auszudehnen, indem man
(32) (: Sl e %-‘:
setzt, wenn n > 0 ist. Allein es ist im allgemeinen unmdoglich,
die Gesetze der Multiplikation und Division von Zahlenpotenzen auf
die Modulpotenzen zu iibertragen; vielmehr zerfallen die Moduln
hinsichtlich ihres Verhaltens zu ihrer Ordnung in zwei wesentlich
verschiedene Arten. Aus (16) und (30) folgt jedenfalls
(33) e G e SR el ¢ S R B R el
wir wollen aber a einen eigentlichen Modul nennen,

(34) wenn aa—! = a°,
oder, was nach (4), (23), (33) hiermit gleichwertig ist,
(34") g wenn 3 > aa~!

ist. Aus dieser Erkldrung ergeben sich die folgenden Sétze:

V. Ein Modul o ist gewil (und auch nur dann) ein
eigentlicher Modul, wenn er ein Faktor seiner Ordnung a°
ist, d.h. wenn es einen Modul n gibt, welcher der Bedingung
an = a° geniigt; und hieraus folgt a—1 = na".

Denn nach (23) ist a(na®) = a° also na® > a—1, und aus (33)
folgt a—t = a’a~t.=naa"? > uwe®% mithin ist ‘e =ne’ und
folglich aa—! = naa® = na = a° was zu beweisen war.

VI. Ist a ein eigentlicher Modul, so gilt dasselbe von
a—1 und es ist
(35) (@1 = of, (@)t =a.

Denn da nach (31) die Ordnung eines Produktes ein Teiler
von der Ordnung jedes Faktors ist, so folgt aus (34) mit Riick-
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sicht auf (28), dal a® < (a=1)’, und hieraus mit Riicksicht auf
(33), daB a® = (a=1)° ist. Da nun zufolge (34) der Modul a—?
ein Faktor seiner Ordnung o° ist, so ist er zufolge V ein eigentlicher
Modul, und zugleich ergibt sich die zweite Gleichung (35), was zu
beweisen war.

VIL Ist a ein eigentlicher, b ein beliebiger Modul, so ist

(36) a—b.—_-bao, bf:o:ba—‘.

Diese beiden Sitze gehen auseinander hervor, wenn man b durch
ba~1 oder durch ba ersetzt und (34), (33), (23) beriicksichtigt. Be-
zeichnet man die linke und rechte Seite der ersten Gleichung bzw.
mit p und g, so ist zufolge (17) immer q >> p. Ist aber a ein
eigentlicher Modul (34), so ist zufolge (22) p > paa~?, und da
nach (16) pa > ba, also paa—t >> baa—? ist, so folgt p > g, mit-
hin p = q, was zu beweisen war.

VII Sind a, b eigentliche Moduln, so gilt dasselbe von
ihrem Produkte ab, und es ist
(37) (B == "1 (ab)? = o102,

Die erste Gleichung ergibt sich aus dem zweiten Satze (17),
wenn man ¢ = a b setzt und den ersten Satz (36) zweimal anwendet. Da
ferner aa—! = a° bb—1 — b°, mithin (ab)(a=2b6"1) = a®b® = (ab)’,
also das Produkt ab ein Faktor seiner Ordnung (ab)’ ist, so ist es
nach V ein eigentlicher Modul, und zugleich ergibt sich mit Riick-
sicht auf (33), daB (ab)~! = (ab)’(a=1b-1) = a®b%a—1b~1 = a=1b1
ist, was zu beweisen war. .

Mit Hilfe dieser Sitze wird man leicht finden, dafl die Multi-
plikation und Division aller Potenzen eines eigentlichen Moduls,
ebenso aller eigentlichen Moduln, welche dieselbe Ordnung haben,
genau nach denselben Regeln geschieht wie bei Produkten und
Quotienten von Zahlen.

§ 171

Wir gehen nun zu derjenigen Betrachtung iiber, die uns ver-
anlaft hat, fiir die hier untersuchten Zahlengebiete den Namen Mo-
duln zu wihlen, obgleich derselbe schon in so vielen anderen Be-
deutungen gebraucht wird. Wenn m ein beliebiger Modul ist, so
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nennen wir zwei Zahlen «, § kongruent nach m, wenn ihre Diffe-
renz « — 3 in m enthalten ist, und wir bezeichnen dies durch die
Kongruenz

(1) o = B (mod m),

in welcher offenbar die beiden Zahlen a, B, deren jede auch ein
Rest der anderen heilit, stets miteinander vertauscht werden diirfen.
Wir nennen dagegen die Zahlen «, 8, p, ... inkongruent nach m,
wenn keine von ihnen mit einer der iibrigen kongruent ist*). Aus
dem Begriffe eines Moduls und aus den fritheren Sitzen folgt, daB
man beliebig viele solche Kongruenzen, die sich auf einen und denselben
Modul m beziehen, addieren und subtrahieren darf, wie Gleichungen;
auch darf man beide Seiten einer solchen Kongruenz mit derselben
ganzen rationalen Zahl, allgemeiner mit jeder in der Ordnung m°
des Moduls m enthaltenen Zahl multiplizieren. Aus der Kongruenz
zweier Zahlen in bezug auf einen Modul m folgt auch ihre Kongruenz
in bezug auf jeden Teiler von m, und wenn eine Kongruenz in bezug
auf mehrere Moduln gilt, so gilt sie auch fiir deren kleinstes gemein-
sames Vielfaches.

Ferner leuchtet ein, dafl jede Zahl sich selbst kongruent, und
daf zwei mit einer dritten Zahl y kongruente Zahlen «, # auch einander
kongruent sind; denn wenn o — p, f — ¢ Zahlen des Moduls m sind,
go ist auch ihre Differenz « — g in m enthalten. Hierauf beruht
die Moglichkeit, alle Zahlen in bezug auf einen Modul m in Zahl-
klassen einzuteilen, in der Weise, dal je zwei beliebige Zahlen in
dieselbe oder in verschiedene Klassen aufgenommen werden, je nach-
dem sie kongruent oder inkongruent sind; ist o eine bestimmte Zahl,
wihrend w alle Zahlen des Moduls m durchlduft, so bilden die Zahlen
o+ w eine solche Klasse, die wir mit « 4 m oder m 4 « bezeichnen
wollen, und man kann o oder jede andere dieser Zahlen als Repré-
sentant oder auch als Rest der Klasse ansehen. Die Gleichung
m + oo=m + B ist dann gleichbedeutend mit der Kongruenz (1); findet
sie nicht statt, so sind die Klassen « 4+ m, § 4 m verschieden und

*) Der von Gaulfl zuerst eingefiihrte Begriff der Kongruenz bildet offenbar
einen besonderen Fall des obigen; denn wenn a, b, m ganze rationale Zahlen sind,
so ist die Kongruenz ¢ = b (mod m) gleichbedeutend mit der Kongruenz der
Zahlen @, b nach dem Modul [m] = m [1]; und wenn «, 8, x ganze Zahlen des
Korpers J sind (§ 159), so ist die Kongruenz « = @ (mod «) gleichbedeutend mit
der Kongruenz der Zahlen a, 8 nach dem Modul [u, @] = w[1, i].
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besitzen keine einzige gemeinsame Zahl. Offenbar bildet der Modul m
selbst die durch die Zahl O reprisentierte Klasse.

Auf diesem Begriffe beruhen die folgenden Betrachtungen. Ist
a ein Teiler von m, und «' eine bestimmte Zahl in a, so sind alle
Zahlen der Klasse «' 4+ m auch in a enthalten, und folglich besteht
der Modul a aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl ver-
schiedener Klassen &' 4 m, von denen je zwei keine gemeinsame Zahl
besitzen. Ist ferner o eine beliebige Zahl, so besteht zugleich die
auf den Modul a beziigliche Klasse ¢ 4 a aus den simtlichen ent-
sprechenden, ebenfalls verschiedenen Zahlklassen (o + «') + m.

Allgemeiner, sind a, b zwei beliebige Moduln, deren kleinstes
gemeinsames Vielfaches a — b zur Abkiirzung mit m bezeichnet werden
moge, und ist &' eine bestimmte Zahl in a, so bilden alle diejenigen
in a enthaltenen Zahlen o, welche = &' (mod b) sind, die auf m
beziigliche, durch «' reprisentierte Klasse &' + m; da nédmlich & — &'
sowohl in a als auch in b enthalten ist, so ist « — &' + u, Wo p
eine Zahl des Moduls m bedeutet, und umgekehrt, wenn w in m,
also auch in a und in b enthalten ist, so ist die Summe ¢ —= &' + p
in a enthalten und zugleich = &' (mod b).” Wiahlt man daher aus
jeder der verschiedenen Klassen o + m, aus denen a besteht, einen
bestimmten Rest «' aus, so besitzt das System aller dieser in a ent-
haltenen Zahlen «' offenbar die charakteristische Eigenschaft, daf
jede beliebige in a enthaltene Zahl ¢ mit einer, aber auch nur mit
einer einzigen Zahl &' kongruent ist nach dem Modul b; ein solches
System von Zahlen ¢’ nennen wir daher ein Reprisentanten-System
oder ein Restsystem von a nach b. Ist die Anzahl dieser in a
enthaitenen, nach b inkongruenten Zahlen «' endlich, so wollen wir
dieselbe durch das Symbol

(a, 0)

bezeichnen*), und dies ist zugleich die Anzahl der Klassen «' 4 m,
aus denen a besteht; ist sie aber unendlich, so ist es zweckmiBig,
unter dem Symbol (a, b) die Zahl Null zu verstehen, weil dann die
meisten Sitze allgemein giiltig bleiben*¥). Ist (a, b) = 1, sind also

*) Dasselbe habe ich zuerst in § 169 der zweiten Auflage benutzt. Sollten
die Moduln a, b zugleich Korper sein, was aber bei unseren Untersuchungen nie-
mals vorkommen wird, so wiirde die dem Symbol (a, b) jetzt beigelegte Bedeutung
von der in § 164 wohl zu unterscheiden sein.

**¥) Vgl. z. B. die Sitze im folgenden § 172.
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alle Zahlen o des Moduls a einander kongruent, mithin alle &« = 0
(mod b), so ist a teilbar durch b, und aus dieser Teilbarkeit folgt
umgekehrt (a, b) = 1.

Aus dem Obigen leuchtet unmittelbar ein, dal dieselben Zahlen
o' zugleich ein Restsystem von a nach m bilden, und folglich ist in
allen Fillen
2 (a, b)) = (a, a — D).

Dieselben Zahlen o' bilden aber auch ein Restsystem von a - b
nach b, d. h. a 4+ b besteht aus den sidmtlichen Klassen o 4 0, und
folglich ist
(3) (a’ b) = (a+05, b);
denn die Zahlen «' sind auch in a + b enthalten und inkongruent
nach b, und jede in a + b enthaltene Zahl &« 4 f ist = o (mod b),
also auch kongruent mit einer der Zahlen o', was zu beweisen war.

Auf dieselbe Weise ergibt sich, daf, wenn % eine von Null
verschiedene Zahl ist, die Produkte 5o’ ein Restsystem von aq
nach by bilden, und folglich ist
(4) (an, bn) = (a, b).

Ist ferner a ein Teiler von b, und b ein Teiler von ¢, also

(6, a) = (¢, b) = 1, so bilden, wenn o' ein Restsystem von a nach b,
und B’ ein Restsystem von b nach ¢ durchliuft, die simtlichen Summen
o' + B ein Restsystem von a nach ¢, und folglich ist
(5) - (a, ©) = (a, b)(b, ¢), wenn a < b <c.
Denn a besteht aus allen Klassen « + b, und jede dieser Klassen
wieder aus den allen ' entsprechenden Klassen (¢’ 4 f) + ¢, mithin
besteht a aus allen Klassen (o' + ')+ ¢, wo «' und B’ alle ihre
Werte durchlaufen.

Zu diesen Siatzen, durch deren Verbindung sich viele andere*)
ableiten lassen, fiigen wir noch die folgenden hinzu.

*) Aus drei beliebigen Moduln a, b, ¢ entspringt, wie in der Anmerkung
auf S.66 erwihnt ist, eine Gruppe von 28 Moduln mi, m, ...; die sidmtlichen
Klassenanzahlen (m, n) lassen sich aus sieben von ihnen bestimmen; bezeichnet
man diese mit a, b, ¢, a;, by, ¢; und d, se ist z B.:

®, ) =bead (¢ 0) =cad, (0,0) = abyd,
G h)="cbd, (@ C)i=aed (b a) = da,d.
Hieraus folgt der schon in der zweiten Auflage dieses Werkes (S.490) angefiihcte

o ®, 9 o) (0, B) = ( b) (@, ©) ®, a),

| welcher sich aber auch leicht auf kiirzerem Wege beweisen lifit.
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I. Sind a, b zwei beliebige Moduln, so geniigt jede in a
enthaltene Zahl « der Kongruenz
(6) (a,0) « = 0 (mod a — b),
also ist (a,b) a > a — b.

Dies leuchtet, wenn (a, b) = 0 ist, unmittelbar ein. Ist aber
(a, ) =n > 0, und durchlduft «' ein Restsystem von a nach a — b,
wihrend o eine bestimmte Zahl in a bedeutet, so bilden die n Zahlen
o+ o', weil sie in a enthalten und inkongruent nach a — b sind,
ebenfalls ein solches Restsystem; jede dieser Zahlen « + o ist daher
mit einer der Zahlen «', umgekehrt jede der letzteren mit einer der
ersteren kongruent; mithin ist auch die Summe ¢ der Zahlen &
kongruent der Summe 7 « + ¢, woraus (6) folgt, was zu beweisen war.

IL Ist ¢> a, und (a,¢) > 0, so gibt es nur eine end-
liche Anzahl solcher Moduln b, welche > a und zugleich <¢
sind*).

Da némlich jeder solche Modul b aus gewissen Zahlklassen '+ ¢
bestehen mufl, welche in a enthalten sind, und unter denen sich
immer ¢ selbst befindet, und da die Anzahl m aller in a enthaltenen
Klassen o + ¢ endlich, ndmlich = (a, ¢) ist, so kann die Anzahl der
Moduln b hochstens gleich 2m—1 sein, was zu beweisen war.

Wir schliefen diese Betrachtungen mit der Verallgemeinerung
zweier in § 25 und § 11 bewiesenen Sitze.

IIl. Sind ¢, ¢ gegebene Zahlen, und a, b irgend zwei
Moduln, so haben die beiden gleichzeitigen Kongruenzen

(7) ® = ¢ (mod a), @ = ¢ (mod b)
stets und nur dann gemeinsame Wurzeln o, wenn
(8) = ¢ (mod a4 b)

ist, und alle diese Wurzeln, d. h. alle den beiden Kiassen
a+ 9o, b+ 6 gemeinsamen Zahlen w bilden eine bestimmte
Klasse in bezug auf den Modul a — b.

*) Daf auch die Umkehrung dieses Satzes wabr ist, wird man leicht be-
weisen, z. B. durch die Betrachtung aller Moduln von der Form ¢, ¢ + [«],
c+[2a], ¢4+ [3«] ..., wo a jede beliebige Zahl in q bedeutet. Man kann auch
von dem Begriffe eines unmittelbaren oder nichsten Teilers von ¢ aus-
gehen; so soll ein echter Teiler b von ¢ heifien, wenn es aufier b und ¢ keinen
Modul gibt, der > b und zugleich <C ¢ ist; die erforderliche und hinreichende
Bedingung hierfiir besteht darin, daB (b, ¢) eine Primzahl ist. Man vergleiche
hiermit die Betrachtungen im folgenden § 172.
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In der Tat, wenn eine Zahl o den Kongruenzen (7) geniigt, so
sind die Zahlen @ — @, @ — 6, also auch ihre Differenz in a+ b
enthalten, d. h. die Bedingung (8) ist erfiillt. Umgekehrt, wenn dies
der Fall ist, so gibt es zufolge der Definition von a + b eine Zahl
« in a und eine Zahl B in b, deren Summe « 4 f = ¢ — ¢ ist, und
dann erfiillt die Zahl @ — ¢ — « = 6 + 8 die Kongruenzen (7).
Geniigt ferner @' denselben Kongruenzen (7), so ist ' — @ in a und
b, also in a — b enthalten, mithin @' =w® (mod a — b), und um-
gekehrt leuchtet ein, daf jede Zahl @' der Klasse @ + (¢ — b) auch
den Kongruenzen (7) geniigt, was zu beweisen war*).

IV. Ist (a, m) > 0, und ¢ — m teilbar durch jeden der r
Moduln n, so ist die Anzahl aller derjenigen nach m inkon-
gruenten Zahlen o« in a, die in keinem Modul n enthalten
sind, gleich der Summendifferenz
9) (', m) — 2", m),
wo fiir n' der Modul a und jedes aus a und einer geraden
Anzahl, fiir n” jedes aus a und einer ungeraden Anzahl von
Moduln n gebildete kleinste Vielfache zu setzen ist.

Denn wenn @ irgendeine Zahl in a bedeutet, so ist nach dem
Obigen die Klasse (¢ — m) + @ der Inbegriff aller der Zahlen in q,
welche = @ (mod m) sind, und a besteht aus (a, m) solchen Klassen.
Ist nun a — m > n, und ® in n, also auch in o — n enthalten, so
gilt dasselbe von allen Zahlen der Klasse (¢ — m) 4 @, und daa — n
aus (o« — m, m) solchen Klassen besteht, so ist (a, m) — (a — n, m)
die Anzahl derjenigen nach m inkongruenten Zahlen in a, welche
nicht in n enthalten sind. Mithin gilt unser Satz fiir den Fall » = 1,
weil es dann nur einen Modul n' = a, und nur einen Modul
n"= a — n gibt. Nimmt man an, er sei fiir eine bestimmte Anzahl r
von Moduln n allgemein bewiesen, und der Modul p gehe ebenfalls in
a — m auf, so darf man a auch durch a — p ersetzen, weil (a — p, ) > 0,
und weil der Modul (a —p) — m = a — m, also durch jeden Modul n
teilbar ist; zufolge (9) ist daher die Differenz 5

2 —p, m)— (" —yp, m)

*) Schwieriger gestaltet sich die Untersuchung, ob drei oder mehr gegebene
Zahlklassen a + ¢, b + 0, ¢ + 7 ... gemeinsame Zahlen besitzen oder nicht; im
ersteren Falle kann man diese Klassen einig nennen, und es leuchtet ein, daB
ihre Gemeinheit, d.h. der Inbegriff aller ihnen gemeinsamen Zahlen, eine auf den
Modul @ —b — ¢ ... beziigliche Klasse ist.,
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die Anzahl derjenigen, im Satze mit « bezeichneten Zahlen, welche
in p enthalten sind; zieht man dieselbe von der in (9) angegebenen
Anzahl aller Zahlen o« ab, so erhilt man die Differenz
{(Z@, m)4+ 2@ —yp, m)} — {2 (", m) + 2 (n" —p, m)}

als Anzahl aller nicht in p enthaltenen Zahlen e, d. h. aller nach m
inkongruenten Zahlen in a, welche in keinem der (r + 1) Moduln n, p
enthalten sind. Vergleicht man diesen Ausdruck mit (9), so ergibt
sich, dall unser Satz auch fiir die néichstfolgende Anzahl (r 4 1),
mithin allgemein gilt, was zu beweisen war.

Statt die vollstéindige Induktion anzuwenden (wie in § 11), kann
man unseren Satz auch unmittelbar auf folgende Art beweisen. Wir
schicken die Bemerkung voraus, dafl die Anzahl der Moduln n" immer
gleich der der Moduln n”, nimlich = 27—1 ist; sondert man nédmlich
einen bestimmten Modul n aus, und bezeichnet mit o', 0" bzw. die-
jenigen n', n”, zu deren Bildung n nicht mitwirkt, so besteht das
System der Moduln n' aus den Moduln o, o” — u, ebenso das System
der Moduln n" aus den Moduln o' — n, 0", wodurch unsere Behauptung
erwiesen ist*). Laft man nun @ ein Restsystem von a nach m durch-
laufen, und bezeichnet mit @', @” bzw. die Anzahl der Moduln n’, n"”,
denen o angehort, so ist offenbar X o' = X (v, m), T o' = X (n", m),
also die in (9) angegebene Differenz —= X (o' — ®”). Da nun die
Anzahl der Zahlen « offenbar — X (o' — ") ist, weil o' = 1, o' = 0,
so wird unser Satz bewiesen sein, wenn wir zeigen, daf fiir jede
andere Zahl @ die Differenz o' — 0" =0, alse &'=w" ist (vgl. § 138).
Bezeichnet man mit p diejenigen s Moduln n, denen @ angehort, und
mit p’, p” bzw. diejenigen Moduln n', n”, welche aus a und nur diesen
Moduln p gebildet sind, so gehort @ allen diesen Moduln p', p” und
keinem anderen Modul n', n” an, und hieraus folgt nach der chigen
Bemerkung o' — o' = 2*—1, w.z. b. w.

§ 172.

Von diesen allgemeinen Sitzen iiber die Beziehungen zwischen
“beliebigen Moduln wenden wir uns jetzt zur Betrachtung der be-

*) Wenn n in q aufgeht, also o' — n = o', 0” — 1n = 0" ist, so fallt das
System der Moduln n’ mit dem der Moduln n"” zusammen, und folglich verschwindet
die Differenz in (9), was damit iibereinstimmt, daB es in diesem Falle selbst-
verstindlich gar keine Zahl « gibt. Aber man darf nicht umgekehrt aus der
letzteren Tatsache schliefien, daB mindestens einer der Moduln n in a aufgeht
(vgl. § 178, IX).
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sonderen Erscheinungen, welche dann auftreten, wenn diese Moduln
zum Teil oder alle endlich sind (§ 168). Da jeder endliche Modul
entweder eingliedrig oder [nach (5) in § 169] eine Summe von

mehreren eingliedrigen Moduln ist, so gehen wir von dem folgenden
Satze aus:

I. Jedes Vielfache m eines eingliedrigen Moduls n ist
ebenfalls eingliedrig, und zwar ist

(1) m = (u, m)n.

Um dies zu beweisen, setzen wir 3 = [1], n = 3@ und be-
merken, dafl jede in m, also auch in n enthaltene Zahl ein Produkt
Z o ist, wo x eine Zahl in ; bedeutet, und daf der Inbegriff y aller
dieser Zahlen =, welche durch Multiplikation mit @ in Zahlen des
Moduls m verwandelt werden, offenbar ein durch 3 teilbarer Modul
ist; zugleich ist m — r . Schlieflen wir zundchst den Fall aus, wo
v = 0 ist, und bezeichnen wir mit o die kleinste positive Zahl
in 1, so ergibt sich leicht, dal ¥ —= a3, also m — an ist; denn wenn
z jede Zahl in 3 bedeutet, so ist @z in r enthalten, also a3 > 1;
umgekehrt 146t sich jede in r enthaltene Zahl x (nach § 4 oder § 17)
in die Form # = az + y setzen™), wo y eine der @ Zahlen 0, 1,2 ...
(@ — 1) bedeutet, und da y — x —az in ¢ enthalten ist, so mufl
y =0, x = az, r > a}j also wirklich 1 = aj sein™*). Da ferner
irgend zwei Zahlen 2, @, 230 des Moduls n dann und nur dann kon-
gruent nach m sind, wenn ihre Differenz (2, —2,) @ in m, also die
Differenz- 2z, —2, in r =— a; enthalten ist, so bilden die g Zahlen

(2) 0,® 2@ ..., (@a—1) @
ein Restsystem von n nach m; mithin ist
(3) J a=(n ),

und da, wie wir oben gesehen haben, m = rw = an ist, so ergibt
sich hieraus unser Satz (1). Offenbar gilt derselbe aber auch in
dem bisher ausgeschlossenen Falle, wo r = 0 ist; dann ist nfmlich
m =7y =0, und da je zwei verschiedenen ganzen rationalen Zahlen
z,, 2, zwei Zahlen 2z, @, 2, @ des Moduls n entsprechen, welche inkon-
gruent nach m sind, so ist (nach § 171) auch (n, m) = 0, w.z b. w.

*) Dies ist die Grundlage aller Zahlentheorie.
*¥) Offenbar ist dies selbst nur ein spezieller Fall unseres Satzes.
Dedekind, Gesammelte Werke, III. ) 6
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Um zu zeigen, wie niitzlich dieser Satz schon in den ersten
Anfangsgriinden der Zahlentheorie verwendet werden kann, leiten wir
aus ihm zunichst den folgenden ab:

II. Jeder endliche, aus lauter rationalen Zahlen be-
stehende Modul ¢ ist darstellbar als eingliedriger Modul

Besteht ndmlich eine Basis von ¢ aus m ganzen oder gebrochenen
rationalen Zahlen c,, ¢,, ..., ¢,,, die nicht alle verschwinden*), so kann
man bekanntlich eine natiirliche Zahl & immer so wiihlen, daB die
m Produkte bec,, be,, ..., bc, ganze Zahlen werden; da dieselben
eine Basis des von Null verschiedenen Moduls b¢ bilden, so ist
letzterer teilbar durch den eingliedrigen Modul 3, also b¢ = a 3 = [a],
wo @ eine natiirliche Zahl bedeutet; setzt man noch ¢ = be, so ist
¢ eine positive rationale Zahl, und man erhilt ¢ = [¢], w. z. b. w.

Nach der Bedeutung unserer Symbole besagt nun die eben be-
wiesene Gleichung
(4) [615 €ay +o s €] = [€]
erstens, dall es m ganze rationale Zahlen ¢,, ¢, ..., ¢, gibt, welche
der Bedingung

(5) € ¢y +Cggt+ Cmgm = ¢
geniigen, und zweitens, dall

(6) C; == CPyy Cgq=0CPqy .0y Op = CPpy
also

(7 P18+ Ptatt Pugm =1

ist, wo p,, Py, ..., Pm ebenfalls ganze rationale Zahlen bedeuten.
Da der Modul [c] der griofite gemeinsame Teiler der m Moduln [c,] ist,
80 nennen wir die Zahl ¢ auch den grof8ten gemeinsamen Teiler
der m Zahlen c,, und offenbar ist die gewohnliche Bedeutung dieses
Wortes (§§ 6 und 24) hierin als spezieller Fall enthalten. Ja es ist
zweckméifig, diese Ausdrucksweise selbst auf den oben ausgeschlossenen
Fall zu iibertragen, wo die m Zahlen ¢, sdmtlich verschwinden, und
unter deren grofitem gemeinsamen Teiler die Zahl ¢ = 0 zu verstehen,
wodurch die Gleichung (4) erhalten bleibt. —

Da, wenn a, n irgendwelche Moduln bedeuten, immer (u, a)
= (n, a —n) = (a + n, a) ist (§ 171), so konnen wir den in (1) ent-
haltenen Satz auch so aussprechen:

*) Im entgegengesetzten Falle ist offenbar ¢ = 0 = [0].
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III. Ist n ein eingliedriger, und a ein beliebiger Modul,
8o ist
(8) . a—n=(n 0 n=(+mn a)mn

Derselbe dient zum Beweise des folgenden:

IV. Ist der letzte der drei Moduln aq, b, n eingliedrig
= [@], so kann man einen eingliedrigen Modul n' = [¢'] so
wahlen, daf
) a—(0b+4+n) = (@@—>b)4n
wird.

Dies 146t sich in der Tat immer auf folgende Weise erreichen.
Setzen wir zur Abkiirzung

(10) (ma+b)=(+b+n atb)=a,
so ist zufolge (8)
(11) (@+5b)—n=an=[an);

da nun ew in a4 b enthalten ist, so kann man eine Zahl « in a
und eine Zahl g’ in b so wihlen, dal
(12) s —=o —f also &’ = +ow
wird, und wir wollen beweisen, daf der eingliedrige Modul n' = [&']
die Gleichung (9) erfiillt. Hierzu bezeichnen wir deren linke und
rechte Seite bzw. mit p, q, und wir haben zu zeigen, daf p durch g,
und q durch p teilbar ist. Das Erstere ergibt sich daraus, daf jede
in p enthaltene Zahl von der Form o = B + » ist, wo «, B, v bzw.
Zzhlen der Moduln a, b, n bedeuten; denn hieraus folgt zunichst, daf
die Zahl'¢— f = » in (a 4 b) — n enthalten, also zufolge (11) und
(12) auch = 2 («' — B') ist, wo x eine ganze rationale Zahl bedeutet,
und folglich ist die Zahl y — &« — o' = f — 2 ' in a — b enthalten;
mithin ergibt sich, dall jede in p enthaltene Zahl « — u + x o' auch
in q enthalten, also wirklich » durch q teilbar ist. Umgekehrt
leuchtet ein, dall a — b durch jeden der beiden Moduln a und 6 + n,
also auch durch p teilbar, und da dasselbe zufolge (12) von dem
Modul n' = [&'] gilt, so mull auch der grofte gemeinsame Teiler
von a— b und n', d. h. ¢ durch p teilbar sein. Mithin ist p == g,
was zu beweisen war. Hieraus folgt der Satz:

V. Jedes Vielfache eines m-gliedrigen Moduls ist ein
n-gliedriger Modul.

Fiir eingliedrige Moduln ergibt sich derselbe aus (1) oder (8).
Da ferner, wenn n > 1, jeder m-gliedrige Modul 0o — b + n gesetzt

? 6*
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werden kann, wo n eingliedrig, b aber (n — 1)-gliedrig ist, und da
wir annehmen diirfen, der Satz sei schon fiir jedes Vielfache a —b
von b bewiesen, so folgt aus (9), daB er auch fiir jedes Vielfache
a—o von o, also allgemein gilt, w. z. b. w.

Es ist aber von Wichtigkeit, wenn irgendein 7-gliedriger Modul
(13) 0 ==l b0 feds, iy ]
gegeben ist, die Basis des Vielfachen a — o nach den in (10) und (12)
enthaltenen Vorschriften wirklich herzustellen. Zu diesem Zweck
setzen wir, wenn 7 irgendeine Zahl aus der Reihe 1, 2, ..., n ist,
(14) O == ooy oyl st caylls
und wenden den Satz (9) auf das Beispiel b = o,_;, ® = @, an,
woraus n — [@,], b 4+ n = o, folgt; bezeichnen wir zugleich die
Basis «' des Moduls n’ mit «,, so erhalten wir:

6 —0, = (& —0,—1) + [a],

und da o, =— o, 0, =— O zu setzen ist, so ergibt sich:

(15) o — o= Zilw JI=toe e SO OS]
Um die Zahlen o, zu bestimmen, setzen wir nach (10):
(16) (@+0, a+0,_y) = a;

dann folgt auws (12), weil ' in b, d.h.in o,_, enthalten ist, die
Darstellung:
(17) b lhoia, a"(lr) 0, 7+ a;r) @q o mrrot a'(rl-l @r—; + a’(.r) @y,

wo alle Koeffizienten o ganze rationale Zahlen bedeuten, und a” =0

ist, wenn ¢ > ». Multipliziert man die n Gleichungen (16) mitein-
ander und bedenkt, dal a -+ o, ein Teiler von a 4 o,_; ist, so ergibt
sich mit Riicksicht auf die Sitze (5), (3), (2) in § 171 die wichtige
Beziehung:

(18) (a4 o, a) = (o, a):(o,a-—-o):a;a',f...as,"),

wo das Produkt rechter Hand zugleich die Determinante der n?
Koeffizienten a ist. Diese Zahl (o, a) ist von Null verschieden,
wenn keine der » Zahlen g in (16) verschwindet, und bedeutet dann
die Anzahl der in o enthaltenen, nach a inkongruenten Zahlen w';
erinnert man sich der Bedeutung des obigen Restsystems (2), und
laBt z,, z,, ..., «, alle ganzen Zahlen durchlaufen, welche den Be-

dingungen
(19) 02t < a”
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geniigen, so folgt aus den genannten Sitzen des vorigen Paragraphen
leicht, daB die entsprechenden Zahlen

(20) 0 =20 + 20,4+ z, 0,

ein Restsystem von o nach a bilden¥®). —

Die in (4) enthaltene Zuriickfiihrung einer mehrgliedrigen Basis
aaf eine eingliedrige bildet nur einen besonderen Fall eines sehr
wichtigen allgemeinen Satzes, in welchem der Begriff des endlichen
Moduls sich mit dem des irreduziblen Systems (§ 164) verbindet;
wir bemerken aber (wie schon am Schluf von § 167), dal dieser
letztere Begriff hier und in der Folge stets auf den Korper der
rationalen Zahlen zu beziehen ist. Unser Satz lautet:

VI. Jeder endliche, von Null verschiedene Modul besitzt
eine irreduzible Basis.

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, es liege ein m-gliedriger
Modul ' )
(21) 0= [fy; Bgy vy fim]
mit einer reduziblen Basis vor, welche aus m Zahlen yu, besteht,
die nicht alle verschwinden. Bedeutet nun = die grofite Anzahl von-
einander unabhéngiger Zahlen, die man aus diesen m Zahlen y, und
folglich (nach § 164) aus dem Modul a auswihlen kann, so lassen
sie sich simtlich in der Form

(22) b= o ot 6 @yt A O Dy

darstellen, wo die n Zahlen @, ein irreduzibles System bilden, und
die mn Koeffizienten ¢” ganze rationale Zahlen sind; denn da wir
annehmen diirfen, daf z B. die ersten » Zahlen u,, u,,..., y, ein
irreduzibles System bilden, so ist jede der m Zahlen u,, weil sie

mit jenen ein reduzibles System bildet, von der Form

st () O] (8)
s =€ W+ € fy + - + €y,
wo die mn Koeffizienten el rationale, im allgemeinen gebrochene
Zahlen bedeuten; nun kann man immer eine natiirliche Zahl ¢ so

withlen, daB alle Produkte ¢ ¢” ganze Zahlen ¢ werden, und wenn man
By == COy, fly = Cay, ..oy fly = CO,

setzt, so nehmen die vorhergehenden Gleichungen wirklich die Form (22)

an, und die » Zahlen @, bilden ebenfalls ein irreduzibles System.

*) Vgl das Beispiel in § 159, S. 13 bis 15.
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Nachdem dies nachgewiesen ist, leuchtet ein, daB der Modul a durch
den n-gliedrigen Modul (13) teilbar und folglich selbst ein n-gliedriger
Modul von der Form (15) ist, dessen Basis aus » Zahlen o, von der
Form (17) besteht und gewil irreduzibel ist, weil sonst je % Zahlen
in a ein reduzibles System bilden wiirden, w. z. b. w.

An den Beweis des vorstehenden Satzes kniipfen wir die folgende
Beschreibung eines einfachen Verfahrens*), durch welches man die
aus m gegebenen Zahlen u, von der Form (22) bestehende Basis
des Moduls a in eine irreduzible, aus n Zahlen &, von der Form (17)
bestehende Basis iiberfiihren kann. Die m Koeffizienten c,, ¢, ..., ¢,
mit welchen die letzte Zahl @, in den m Gleichungen (22) multipliziert
ist, konnen gewil nicht alle verschwinden, weil sonst (nach § 164, IIT)
schon je n der m Zahlen u, ein reduzibles System bilden wiirden;
sind nun von diesen m Koeffizienten ¢’ mindestens zwei von Null
verschieden, z. B. ¢, und c¢,, und ist (absolut genommen) ¢, = ¢, so
kann man (nach § 4) die ganze rationale Zahl = so wéhlen, daf
cn + @ e, < cn, also auch << ¢, wird. Nun bleibt offenbar der Modul a
in (21) ungeéindert, wenn man das erste Glied y, seiner Basis durch
@, + x u, ersetzt, alle anderen w,, w,, ..., w,, aber beibehilt, d. h.
es ist
(23) @ = [y, Wy vy thm] = [0y + T gy Wy, ..., tim);
hiermit ist das System der m n Koeffizienten ¢® in (22) nur insofern
abgedindert, als an Stelle der n Koeffizienten ¢, die Koeffizienten
¢, + w ¢, getreten sind, und von diesen ist der letate ¢, 4 @ ¢, absolut
kleiner als der frithere ¢,. Durch wiederholte Anwendung solcher
elementaren Transformationen (23) wird man endlich zu einer neuen
Basis von m Gliedern gelangen, von denen m — 1 in dem nach (14)
mit 0, zu bezeichnenden Modul enthalten sind, wihrend ein einziges
Glied e, von der Form (17) ist, und zwar kann man den Koeffi-

zienten a.’, welcher offenbar der griBte gemeinsame Teiler der m

Koeffizienten ¢ ist, positiv annehmen, weil @, auch durch — e, er-
setzt werden darf. In derselben Weise kann man nun, indem man e,
ungeéndert 1d6t, die iibrigen, in o,_, enthaltenen m —1 Glieder der
neuen Basis transformieren, bis alle Koeffizienten von @,_, mit Aus-

nahme eines einzigen a =" verschwinden, welcher in einem Gliede e, ,

*) Die Kenntnis desselben ist unerliBlich fiir diejenigen, welche bestimmte
Beispiele in der Theorie der Moduln und Ideale zu berechnen haben. Vgl. § 176.
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auftritt. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangt man endlich
zu einer Basis von m Gliedern, unter denen sich n Zahlen «, von
der Form (17) befinden, wihrend die iibrigen m — n Glieder — 0
sind und deshalb génzlich unterdriickt werden diirfen.

Nachdem auf diese Weise die Basis (22) wirklich durch eine
Kette elementarer Transformationen (23), von denen sich mehrere
auch gleichzeitig ausfithren lassen, in eine Basis (17) iibergefiihrt ist,
in welcher die n Koeffizienten a{” (nach § 164, II[) von Null ver-
schieden sind und als positiv angenommen werden diirfen, wihrend
alle Koeffizienten a” = 0 sind, in denen s > 7, kann man offenbar
durch fernere Anwendung von elementaren Transformationen (23)
noch erreichen, dall alle anderen Koeffizienten, in denen s < 7, der
Bedingung 0 < a’ << a{” geniigen, und man iiberzeugt sich leicht,
daB hierdurch das System der Koeffizienten a{’ vollstindig bestimmt
ist, dal also der Modul a nur eine einzige solche Basis besitzt.
AuBerdem leuchtet ein, dal das ganze Verfahren auch auf den Fall
anwendbar ist, wo m = =, also der Modul a schon in (21) durch
eine irreduzible Basis dargestellt ist. Ein Beispiel, auf welches wir
spiter (in § 176) zuriickkommen werden, mége zur Erlduterung dienen:

[21@,, 120, + B @y, 140, + Tw,, 30, +6a,
=[2l®, 120, + 3@,,— 10®, + 0, — 21 @,]
= [21l@,, 420,, — 10, + 0,, — 21 a,]
= [21l@,, 0, — 10®, + @,, 0]
=[2le,, — 100, + o] = [21®,, 11 ©; + o]

Ahnlich findet man:

2le,Te,+ Ta, 90, + 3w, — 20, + 40,] =21 @,, 100, + o,]
[Ba,, @, + @y 20, + @y, — o, + 0,] = [0, @,

[Toy, 3o, + 0y 40, + 0y 0, + 0,] = [0, o]

[0, + 2 0y — 100, + 0] = [21 @,, 11 @, + @,]

[0, — 2@y 100, + 0] =[210,, 100, + a,]

Wenn nun ein Modul a, welcher durch (21) und (22) als Viel-
faches des Moduls o in (13) dargestellt wird, durch das angegebene
Verfahren in die Form (15) iibergefiihrt ist, so folgt aus (18) auch
der Wert der Klassenanzahl (o, a); aber es ist sehr wichtig, dal
man dieselbe auch unmittelbar aus den Koeffizienten c\” in (22),
nimlich durch die aus ihnen gebildeten Determinanten nter Grades
bestimmen kann. Bedeutet ¢ irgendeine Kombination von n der m
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Zahlen s = 1, 2...m, so wollen wir mit C(6) die entsprechende
Determinante bezeichnen, welche aus den %n? zugehorigen Koeffizienten
¢ gebildet und natiirlich eine ganze rationale Zahl ist; die Anzahl
dieser Kombinationen ¢ und Determinanten C'(¢) ist bekanntlich

__mm—1)...(m—mn+ 1)
SR BY beos n ;

Wie veréindern sich nun diese Determinanten bei der in (23) dar-
gestellten Transformation der Basis? Bezeichnet man mit ¢, alle
diejenigen Kombinationen ¢, in denen die Zahl 1, aber nicht 2 auf-
tritt, und mit 6, alle anderen Kombinationen, so leuchtet ein, daf,
wenn w, durch w, + @ u, ersetzt wird, alle Determinanten C(g,) un-
geiindert bleiben, wihrend C(6,) in eine Summe von der Form
C(o,) + x O (6,) iibergeht. Hieraus folgt offenbar, dafl der grilite
gemeinsame Teiler C aller Determinanten C(6) vor wie nach
der Transformation (23) derselbe ist und folglich bis zum Schlusse
des ganzen Verfahrens ungeéindert erhalten bleibt. Da nun die letzte
Basis aus den n» Zahlen a, in (17) und aus m — » Nullen besteht,
8o gibt es nur noch eine einzige von Null verschiedene Determinante
(18), und folglich ist

(24) ' r (0, 9) = C.

Bei dem Beweise dieses Satzes haben wir eben nur die ein-
fachsten Sitze iiber Determinanten benutzt; zu demselben Resultate
gelangt man auch auf folgendem Wege, der etwas tiefere Kennt-
nisse voraussetzt. Die doppelte Darstellung desselben Moduls a durch

(21) und (15) ist nach der Bedeutung unserer Symbole nur ein kurzer
Ausdruck dafiir, dal m Gleichungen

(25) e = PP, +pPeay+ - + Py o
und » Gleichungen
(26) o =grpy + & ot G

bestehen, wo alle Koeffizienten p;” und ¢ ganze rationale Zahlen

bedeuten*). Da nun die # Zahlen ¢, ein irreduzibles System bilden,
so ergibt sich durch Substitution von (25) in (26), dal die Summe

(27) g+ g+ oM™ =1 oder =0

*) Das oben beschriebene Verfahren liefert durch Zusammensetzung aller
Transformationen (23) und deren Umkehrung immer ein solches System von Koef-
tizienten p, ¢; die allgemeinste Losung der Aufgabe, alle solche Systeme zu finden,
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ist, je nachdem die in der Reihe 1, 2...7 enthaltenen Zahlen ¢, »
gleich oder verschieden sind. Hieraus folgt nach einem bekannten
Satze der Determinanten-Theorie die Gleichung

(28) ZP)Q() = 1,

wo 6 jede Kombination von n der m Zahlen s = 1, 2...m durch-
liuft, und P (6), Q(6) die zugehérigen, aus den Koeffizienten p{”, ¢&
gebildeten Determinanten nte» Grades bedeuten; mithin sind die
Determinanten P (¢) — und ebenso die Determinanten @ (¢) — Zahlen
ohne gemeinsamen Teiler. Substituiert man ferner (17) in (25),
so folgt durch Vergleichung mit (22):

(29) ¢ = pPa +pPa’ 4 -+ 97 a”,
und hieraus mit Riicksicht auf (18):
(30) C (6) = (o, a) P (o),

wodurch unser Satz (24) abermals bewiesen ist.
Wir wenden uns nun noch zu dem wichtigen Fall m — n und
sprechen den besonderen, in (24) enthaltenen Satz*) so aus:

VIL. Sind die irreduziblen Basen zweier n-gliedrigen

Moduln
0 = [y, @gy..0s 0], & = [py; fa;--es ]
durch » Gleichungen von der Form
p=cPw, +ePay+ - + 6w,

miteinander verbunden, wo die Koeffizienten ¢ ganze ratio-
nale Zahlen bedeuten, so ist deren Determinante
(31) Ci==14 (o) 0}

Wir schliefen diesen, der Modultheorie gewidmeten Abschnitt
mit der folgenden Betrachtung. Es leuchtet ein, daf jeder von Null

besteht in der Verallgemeinerung einer Methode, welche von GauB in einigen be-
sonderen Fillen angewendet ist (D. A. artt. 234, 236, 279). Der Fall n = 1 ist
oben schon in den Gleichungen (4) bis (7) behandelt.

*) Wenn unter den Elementen cf_‘) der Determinante C sich auch gebrochene
rationale Zahlen befinden, also a nicht teilbar durch p ist, so gilt der allgemeinere
Satz (0, a) = =+ (a, 0) C, und zwar ist der umgekehrte Wert von (a, 0) vollstéindig
bestimmt als der grofite gemeinsame Teiler der Determinante (' und aller ihrer
Unterdeterminanten, zu denen auch die Zah] 1 als Determinante Oten Grades zu
rechnen ist; dies ergibt sich leicht aus den obigen Sitzen durch Betrachtung des
Moduls a4 9. Ist endlich ¢ = 0, so. bilden die x Zahlen us ein reduzibles
System, und die Gleichung (31) bleibt giiltig.
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verschiedene Modul n — mag er endlich sein oder nicht — unendlich
viele verschiedene Vielfache m besitzt, und dafl man sogar unendliche
Ketten von solchen Vielfachen m, m,, m,... bilden kann, deren jedes
ein echter Teiler des nichstfolgenden ist; denn wenn @ eine be-
liebige, von Null verschiedene Zahl in n bedeutet, so bilden die
Moduln [w], [2w], [4®], [8®]... offenbar eine solche Kette. Es
wird daher auf den ersten Blick vielleicht auffallen, dafl} ein endlicher
Modul n keine unendliche Kette von Vielfachen a,, ay, ay... besitzen
kann, in welcher jeder Modul ein echtes Vielfaches des nichst-
folgenden wire. In der Tat besteht folgender Satz, von welchem
wir bald (in § 173) eine wichtige Anwendung machen werden:

VIIL. Sind alle Moduln der unendlichen Kette a,, a,, a; ...
teilbar durch den endlichen Modul n, und ist jeder von ihnen
teilbar durch den ndchstfolgenden, so sind von einer be-
stimmten Stelle an alle folgenden Moduln a,, 0,4+, a34+4...
miteinander identisch.

Denn der grofite gemeinsame Teiler aller dieser Moduln a, den
man (nach § 169) zweckmilig durch a. bezeichnen kann, ist teilbar
durch ihren gemeinsamen Teiler n, mithin ebenfalls ein endlicher
Modul [ey, ey, ..., &,], und da jede in a. enthaltene Zahl auch in
einem Modul a, und folglich in allen folgenden a, ., a,,,... ent-
halten ist, so mufl es auch einen solchen Modul a, geben, welcher
die siamtlichen m Zahlen «,, oy, ..., &, enthilt, aus denen die Basis
von a,, besteht; dann ist a. teilbar durch a,, und da umgekehrt a,
durch a. teilbar ist, so muf a, und ebenso jeder folgende Modul
Gnt1y Optg ... Mit g identisch sein, w.z b. w.

§173.

Wir nennen, wie schon frither (am Schlufl von §167) bemerkt
ist, eine Zahl o eine algebraische Zahl schlechthin, wenn die
hinreichend weit fortgesetzte Reihe der Potenzen 1, @, @ ..., 0"~ 1, o®
ein reduzibles System bildet, d. h. wenn @ einer Gleichung von der
Form
(1) o"+a, 0" 1+ - +a,_;0+a,=0
geniigt, deren Koeffizienten @, rationale Zahlen sind. Indem wir
uns jetzt dem eigentlichen Gegenstande unserer Untersuchung zuwenden,
teilen wir den unendlichen Korper aller algebraischen Zahlen in zwei
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wesentlich verschiedene Teile ein: wir nennen eine solche Zahl w
eine ganze algebraische Zahl oder kiirzer eine ganze Zahl®)
wenn sie einer Gleichung von der Form (1) geniigt, deren hochster
Koeffizient — 1, und deren iibrige Koeffizienten @, ganze rationale
Zahlen sind; jede andere algebraische Zahl soll eine gebrochene
Zahl heillen.

Vor allem miissen wir uns versichern, dall der neue, erweiterte
Begriff der ganzen Zahl mit dem alten, engeren Sinne desselben
Wortes niemals in Widerspruch geraten kann. Bezeichnen wir auch
ferner mit j den Inbegriff [1] aller ganzen rationalen Zahlen, so
- leuchtet zunéchst ein, daf jede solche Zahl @ auch eine ganze algebraische
Zahl @, nidmlich die Wurzel der Gleichung @ —a = 0 ist; wir
miissen aber auch umgekehrt beweisen, dafl jede ganze algebraische
Zahl @, welche zugleich dem Korper R der rationalen Zahlen an-
gehort, auch in j enthalten ist. Dies geschieht leicht auf folgende
Weise. Da o eine ganze algebraische Zahl ist, so geniigt sie einer
Gleichung von der Form (1) mit ganzen rationalen Koeffizienten a,;
da sie zugleich rational, also ein Quotient ist, dessen Zahler & und
Nenner ¢ in j enthalten und zwar relative Primzahlen sind, so ergibt
sich durch Multiplikation der Gleichung (1) mit ¢», dall die Potenz &7,
welche ebenfalls relative Primzahl zu ¢ ist, durch ¢ teilbar ist; mit-
hin muf ¢ = +1, also @ = + b sein, w. z. b. w.

Genau auf dieselbe Weise wiirde sich zeigen lassen, daB jede
ganze algebraische Zahl w, welche dem in § 159 behandelten Korper J
angehort, notwendig eine ganze komplexe Zahl, d. h. in dem Modul [1, ]
enthalten ist, und umgekehrt leuchtet ein, daB jede solche ganze
komplexe Zahl @ — = + y ¢ eine Wurzel der Gleichung

o —220+(2*+9) =0
und folglich eine ganze algebraische Zahl ist.

Um jedes Milverstindnis zu verhiiten, bemerken wir ferner,
dal, wenn unter den rationalen Koeffizienten a, in (1) sich auch
gebrochene Zahlen befinden, dennoch @ eine ganze Zahl sein, also
einer anderen Gleichung mit lauter ganzen Koeffizienten geniigen kann.
So z B. geniigt die Zahl @ = V2 =1, 414 ... der Gleichung

0+ ,0'—20—1 =0,

*) Vgl. §160 der zweiten Auflage dieses Werkes (1871, vgl. XLVII); ob

~ dieselben Benennungen schon friiher in diesem Sinne gebraucht sind, ist mir nicht

bekannt,
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in welcher ein Koeffizient gebrochen ist; sie geniigt aber auch der
Gleichung ®* — 2 = 0 und ist folglich eine ganze Zahl. Doch werden
wir am Schlusse dieses Paragraphen beweisen, dafl die Gleichung (1),
wenn sie eine ganze Wurzel o besitzt und zugleich irreduzibel ist,
notwendig lauter ganze Koeffizienten @, haben muf}; und aus diesem
Satze folgt offenbar wieder das, was wir eben iiber die ganzen Zahlen
der Korper R und J bemerkt haben.

Wenn aber @ eine gebrochene Zahl ist, und folglich die Koeffi-
zienten a, der Gleichung (1) nicht alle ganz sind, so kann man eine
natiirliche Zahl ¢ so wihlen, dal die Produkte ca,, also auch die
Produkte b, = @, ¢* ganze Zahlen werden; multipliziert man nun (1)
mit ¢® und setzt co = B, so erhdlt man

ﬂn+blﬂn—1 i Ty +bn—lﬂ +bn e Oa
und folglich ist B eine ganze Zahl. Wir kionnen daher folgenden
Satz aussprechen:

I. Jede gebrochene Zahl 148t sich durch Multiplikation
mit einer natiirlichen Zahl in eine ganze Zahl verwandeln.

Unsere obige Erkldrung einer ganzen Zahl 1aft sich nun, wenn
man die Begriffe und Bezeichnungen der vorausgeschickten Theorie
der Moduln zuzieht, in mehrere Formen bringen, die fiir die nichsten
Beweisfiihrungen von groem Nutzen sind. Setzen wir zur Abkiirzung
den aus einer beliebigen Zahl o gebildeten m-gliedrigen Modul

2) [o®T?, to"'—”,-..., @, A= (03

so ist (@), stets teilbar durch (@)m4+1:=[0™] + (®).; ist aber @
eine ganze Zahl, also eine Wurzel einer Gleichung von der Form (1)
mit ganzen rationalen Koeffizienten a,, so ist @" in (@), enthalten,
also (@) +: teilbar durch (w),, und folglich

3) (@) = (@)n+13
umgekehrt folgt aus einer solchen Identitét (3) offenbar, daB @ einer
Gleichung (1) mit ganzen rationalen Koeffizienten @, geniigt, also eine
ganze Zahl ist. Zugleich leuchtet ein, dafl dann auch alle folgenden
Moduln (@) +2, (@)n+3, ... mit (@), identisch sind.

Ein endlicher, von Null verschiedener Modul a soll im folgenden
eine Hiille der Zahl o heiflen, wenn a® > q, also @ in der Ord-
nung a° enthalten ist (§ 170); dann wird. der Charakter einer ganzen
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Zahl auf die einfachste Weise durch den folgenden Satz*) ausge-
sprochen:

II. Eine Zahl ist dann und nur dann eine ganze Zahl,
wenn sie eine Hiille besitzt.

Der Beweis des zweiten Teils ergibt sich leicht aus dem Vorher-
gehenden; denn wenn o eine ganze Zahl ist, so besteht eine Identitét
von der Form (3), und da (@),+1 = @ (@), + 3 stets ein Teiler des
Produktes o (@), ist, so ist (w), eine Hiille von @. Um auch den
ersten Teil zu beweisen, nehmen wir an, der von Null verschiedene

Modul

0 = [a;, ag, .., o]
sei eine Hiille der Zahl w, d.h. es bestehen » Gleichungen von der

Form
00y == @y 10 J{_a'r,2“2 At +a’r,n‘xna

wo alle Koeffizienten @, , ganze rationale Zahlen bedeuten; da nun
die » Zahlen o, nicht alle verschwinden, so ergibt sich durch ihre
Elimination bekanntlich die Determinanten-Gleichung

a’l,l — @ ... Q1,n
o] 0’
Qn, 1 i Qpp— @

deren Entwicklung offenbar zu einer Gleichung von der Form (1) mit
ganzen rationalen Koeffizienten a, fiithrt, und folglich ist @ eine ganze
Zahl, w. z. b. w.

So kurz sich dieser Beweis durch die Zuziehung der Theorie
der Determinanten gestaltet, so mufl man doch zugestehen, dafl diese
Theorie dem eigentlichen Inhalte des Satzes ginzlich fern steht; es
wird daher hoffentlich nicht tberfliissig erscheinen, wenn wir diesen
Teil des Satzes und seinen Beweis in die folgende Form einkleiden:

III. Die Ordnung o° eines jeden endlichen, von Null
verschiedenen Moduls a ist ebenfalls ein solcher Modul und
besteht aus lauter ganzen Zahlen w.

Waihlt man aus a irgendeine von Null verschiedene Zahl « und
bedenkt, dal nach dem Satze (23) in § 170 immer aa® = a ist, so
folgt «a® > a, mithin ist ¢ teilbar durch den endlichen Modul a o1
und folglich (nach § 172) ebenfalls ein endlicher Modul. Da

*) Vgl. die Anmerkung. zu S. 481 — 482 in der dritten Auflage dieses
| Werkes (1879).
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(nach § 170) jede Ordnung ein Teiler des Moduls 3 ist, und die in
ihr enthaltenen Zahlen sich auch durch Multiplikation reproduzieren,
so sind, wenn @ eine Zahl in q° bedeutet, alle in (2) definierten
Moduln (w),, teilbar durch o’ und da zugleich jeder solche Modul (@),,
durch den nichstfolgenden (w)y,y; teilbar ist, so mufl nach dem
Schlufisatze des vorigen Paragraphen endlich eine Identitdt von der
Form (3) eintreten, und folglich ist w eine ganze Zahl, w.z b. w.

Hieraus geht auch hervor, dal gleichzeitig mit dem Modul a
auch dessen Ordnung a° eine Hiille der Zahl @ ist, weil a° ein end-
licher, von Null verschiedener Modul ist, dessen Zahlen sich durch
Multiplikation reproduzieren, so dafl auch @a®>> a® ist. Wichtiger
ist aber die andere Bemerkung, daf, wenn n einen willkiirlichen end-
lichen, von Null verschiedenen Modul bedeutet, auch das Produkt an
eine Hiille von @ ist, weil aus aw > a auch anw > an folgt. Sind
daher «,, a,, ..., @, irgendwelche ganze Zahlen in endlicher An-
zahl, die bzw. die Hillen a,, q,, ..., a, besitzen, so ist das Produkt
a = q,0,...0, eine gemeinsame Hiille dieser Zahlen. Hieraus
ergeben sich unmittelbar die folgenden Satze:

IV. Die ganzen Zahlen reproduzieren sich durch Addi-
tion, Subtraktion und Multiplikation.

Denn je zwei ganze Zahlen a,, a, besitzen eine gemeinsame Hiille a
und sind folglich in deren Ordnung o’ enthalten; da nun diese Ord-
nung a° (nach III) aus lauter ganzen Zahlen besteht, die sich (nach
§ 170) durch Addition, Subtraktion, Multiplikation reproduzieren, so
sind auch die Zahlen &, + a,, @, — oty @, 0%, in a° enthalten und folg-
lich ganze Zahlen, w. z. b. w.

V. Geniigt eine Zahl ® einer Gleichung von der Form
4) o"+ o0ttt a0+ 0, =0,
deren hochster Koeffizient = 1, und deren iibrige Koeffi-
zienten o, ganze Zahlen sind, so ist auch @ eine ganze Zahl.

Denn wenn a eine gemeinsame Hiille der Koeffizienten «, ist, so
ergibt sich leicht, dal das Produkt a (@), eine Hiille von @ ist. In
der Tat, bedeutet e: irgendeine Zahl in a, so sind die » Produkte o e,
in a enthalten, und hieraus folgt nach (4), dab ew" in a(w), ent-
halten, mithin a @" > a (@), ist; da ferner @ (0), > (0)n 4 1 =[0"] + (@),
ist, so folgt @ a (@), > a (@)y+1 = 2 @" + o (®),, also @ a (@), > a (@),
w. z. b. w.
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Als einen speziellen Fall, von welchem oft Gebrauch zu machen

ist, erwiihnen wir, daB jede Wurzel Y« aus einer ganzen Zahl o« eine
ganze Zahl ist. Hierauf beweisen wir den folgenden wichtigen Satz:

VI. Jeder endliche, von Null verschiedene Modul m, der
aus ganzen oder gebrochenen algebraischen Zahlen besteht,
kann durch Multiplikation mit einem Modul n, dessen Zahlen
aus denen von m auf rationale Weise gebildet sind, in einen
Modul mn verwandelt werden, welcher aus lauter ganzen
Zahlen besteht und ein Teiler des Moduls 3 ist.

Ist m eingliedrig = [«], so geniigt der Modul n = [«—1] dem
Satze, weil mn =— 3 wird. Liegt ein zweigliedriger Modul
(%) m = [, ]
vor, wo «, (3 algebraische Zahlen und von Null verschieden sind, so
besteht, weil ihr Quotient ebenfalls algebraisch ist, eine homogene
Gleichung von der Form
(6) o+t 1+ - +Cpqafrl4c, =0,
deren Koeffizienten ¢, ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen Teiler
sind, was nach unserer Bezeichnung kurz durch
(©) fegtiio i iy e fli=="{
ausgedriickt wird. Es ist vorteilhaft, die Reihe dieser Koeffizienten
nach beiden Seiten in der Weise fortzusetzen, dall immer ¢, = 0 ist,
wenn s grofier als » oder negativ ist. Sodann bilden wir eine ent-
sprechende Reihe von Zahlen »,, indem wir

(8) BVsy1—av, =0,
und das Anfangsglied
9) 9, ===

setzen; hierdurch sind alle diese Zahlen v, vollstindig bestimmt, und
zwar sind sie auf rationale Weise aus oo und B gebildet*). Zunichst
ergibt sich, daf auch v, — 0 ist, wenn s grofler als » oder negativ
ist; das letztere folgt unmittelbar aus (8) und (9), wenn man s die
Zahlen — 1, — 2, — 3, ... durchlaufen 1iBt; setzt man ferner
s on—s+1 ﬂa,,,m also R 0,
so wird zufolge (8)
Coo" ™ = Pyi1 — Yy

*) Die leicht herzustellenden Ausdriicke fiir die Zahlen »s sind hier véllig
entbehrlich.
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und hieraus ergibt sich mit Riicksicht auf (6), daB p,+, = y,=0,
also auch v, ., = 0 ist; setzt man weiter s =n+4+1, 4+ 2, ..., 80

folgt aus (8), daB auch alle folgenden Zahlen v, ., vp43, ... ver-
schwinden. Nun ist leicht zu zeigen, daf der n-gliedrige Modul
(10) g A DR B

die im Satze angegebenen Eigenschaften besitzt. In der Tat folgt zu-
nichst aus (7) und (8), daB der Modul 3 durch mn teilbar, also
auch n von Null verschieden ist. Multipliziert man ferner (8) mit
v, 41, 80 folgt

(11) BVry1Vs41 = 0417, (mod 1)
und hieraus durch Vertauschung von 7 mit s

O Vpy 1 Vs = @V, V54, (mod n);
mithin sind alle diejenigen Produkte «wv,v,, in denen die Summe
p+ q einen und denselben Wert hat, einander kongruent nach m,
und da unter diesen Produkten sich auch solche befinden, die = 0
sind (wie z B. av,vp4,), so sind sie alle in n enthalten, und zu-
folge (11) gilt dasselbe von allen Produkten §v,v,. Mithin ist der
Modul mn?® teilbar durch n, also mu teilbar durch die Ordnung n°
des endlichen, von Null verschiedenen Moduls n, und folglich besteht
mn aus lauter ganzen Zahlen, womit unser Satz auch fiir den Fall
eines zweigliedrigen Moduls m bewiesen ist.

Wir machen nun, wenn m > 2 ist, die Annahme, der Satz sei
fiir jeden endlichen algebraischen Modul m bewiesen, dessen Basis
aus weniger als m Gliedern besteht, und brauchen nur zu zeigen,
daB er dann auch fiir jeden m-gliedrigen Modul m gilt. Zu diesem
Zwecke bedienen wir uns der frither [§ 170, (13)] bewiesenen Identitit:

(@4+5b+¢) (be+ca+ab) = (b+¢) (c+a) (a+0D)

in folgender Weise. Wir verteilen die (von Null verschiedenen) m
Zahlen, aus denen die Basis von m besteht, nach Belieben in drei
Gruppen, doch so, dal jede Gruppe wenigstens eine dieser Zahlen
enthalt, und bezeichnen mit a, b, ¢ die drei Moduln, deren Basen aus
je einer dieser Gruppen bestehen, wodurch

m=a-} b 4
wird. Da nun die von Null verschiedenen Moduln b + ¢, ¢4 a, a 4+ b
nur algebraische Zahlen, namlich Zahlen des Moduls m enthalten,
und ihre Basen aus hochstens m — 1 Gliedern bestehen, so kann man
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nach unserer Annahme drei Moduln o', ¥, ¢, deren Zahlen auf rationale
Weise aus denen von m gebildet sind, so wéhlen, dab jeder der drei
Moduln (b 4 ¢)a’, (¢ 4+ a) b, (a + b) ¢’ und folglich auch ihr Produkt
m(be+ca4ab)a’b'¢
nur ganze Zahlen enthélt und zugleich ein Teiler von 3 wird. Mit-
hin geniigt der Modul
n=(bc4ca+ab)a’b'c,

dessen Zahlen ebenfalls auf rationale Weise aus denen von m ge-
bildet sind, unserem Satze, w. z. b. w.

Derselbe Satz kann, wie man leicht findet, auch in folgender
Weise ausgesprochen werden:

VII. Aus je m algebraischen Zahlen y,, die nicht alle
verschwinden, kann man auf rationale Weise m Zahlen »,
ableiten, welche der Gleichung

(12) UVt ¥yt Vi =1
und aullerdem der Bedingung geniigen, dafl alle m? Produkte
u-vs ganze Zahlen sind.

Wir bemerken zugleich, da; wenn die gegebenen algebraischen
Zahlen u, iiberhaupt eine Losung der Gleichung

(13) M1§1+“2§2+'°'+ymgm:1
durch ganze Zahlen £, zulassen, es gewill auch eine solche Lisung
innerhalb des Korpers B (u,, wg, ..., ) gibt; denn wenn man (13)
mit jeder der eben mit v, bezeichneten Zahlen multipliziert, so ergibt
sich, dall diese Zahlen v, ebenfalls ganze Zahlen sind.

Wir schliefen mit dem folgenden Satze:

VIII. Jede mit einer ganzen Zahl 6 konjugierte Zahl
ist eine ganze Zahl; bedeutet ferner 4 irgendeinen Korper,
und ¢ eine Variable, so hat die zu f gehorige, nach 4 irre-
duzible Funktion

f(t) == tn+a1tn—1+ ol +aﬂn—1t+a’n1
welche mit #— 6 verschwindet, lauter ganze Koeffizienten a,.

Denn weil 0 eine ganze Zahl ist, so gibt es eine ganze Funktion
fy (t), welche mit ¢ — 6 verschwindet und lauter ganze rationale
Koeffizienten ¢, hat, deren hochster — 1 ist. Bedeutet nun = eine
Permutation irgendeines Korpers M, in welchem 6 enthalten ist, so
folgt aus f,(0) = 0, weil ¢, = ¢, ist, auch f,(f)z = f, (A=) = O,

Dedekind, Gesammelte Werke, IIL. 7
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mithin ist jede mit 6 konjugierte Zahl = eine ganze Zahl. Da
ferner (nach den auf den Satz IX in § 164 folgenden Bemerkungen)
f, (@) durch f(t) teilbar ist, so geniigt jede Wurzel n der Gleichung
f(@) = 0 auch der Gleichung f, () = 0 und ist folglich eine ganze
Zahl; mithin miissen (nach IV) auch die in A enthaltenen Zahlen + a,,
welche bekanntlich durch Addition und Multiplikation aus diesen
n Wurzeln 5 gebildet sind, ganze algebraische Zahlen sein, w. z. b. w.

§174.

Eine ganze Zahl « heiBt teilbar durch eine ganze Zahl g,
wenn o — By, und y ebenfalls eine ganze Zakl ist, und ebenso
iibertragen wir die anderen Ausdrucksarten, welche in der Theorie
der rationalen Zahlen zur Bezeichnung der Teilbarkeit einer Zahl
durch eine andere gebriuchlich sind, auf unser Gebiet aller ganzen
Zahlen. Zunichst ergeben sich wieder dieselben beiden Elementar-
sitze:

I. Sind o« und B teilbar durch u, so sind auch die
Zahlen o+ f und «— B teilbar durch u.

IL Ist % teilbar durch 4, und 4 teilbar durch u, so ist
auch % teilbar durch g

Die Beweise derselben beruhen offenbar auf der im vorigen Para-
graphen bewiesenen Reproduktion der ganzen Zahlen durch -Addition,
Subtraktion und Multiplikation (vgl. §§ 3, 159).

Unter einer Einheit verstehen wir jede ganze Zahl, welche in
der Zahl 1 und folglich auch in jeder ganzen Zahl aufgeht. Offen-
bar ist ein Produkt von beliebig vielen Einheiten immer wieder eine
Einheit, und da der reziproke Wert einer Einheit, ferner jede Wurzel
aus einer Einheit ebenfalls eine Einheit ist, so reproduzieren sich die
Einheiten durch Multiplikation, Division und Wurzelausziehung. Es
gibt unendlich viele Einheiten; denn jede Wurzel einer Gleichung,
deren hochster und niedrigster Koeffizient Einheiten, und deren iibrige
Koeffizienten beliebige ganze Zahlen sind, ist immer wieder eine Einheit.

Wenn zwei ganze, von Null verschiedene Zahlen «, 8 gegenseitig
durch einander teilbar sind, so sind ihre beiden Quotienten ganze
Zahlen, und zwar Einheiten, weil ihr Produkt — 1 ist. Es ist folg-
lich § = «&, wo ¢ eine Einheit bedeutet; umgekehrt, wenn dies der
Fall ist, so ist 1 = ¢&', wo & ebenfalls eine Einheit bedeutet, und
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folglich « = B ¢&. Zwei solche Zahlen «, § sollen assoziierte Zahlen
heiflen; aus dieser Definition ergibt sich sofort, dal zwei mit einer
dritten assoziierte Zahlen auch miteinander assoziiert sind, und hier-
auf beruht die Moglichkeit einer Einteilung aller ganzen Zahlen in
Systeme von assoziierten Zahlen, in der Weise, dal zwei beliebige ganze
Zahlen demselben oder zwei verschiedenen Systemen zugeteilt werden,
je nachdem sie assoziiert sind oder nicht. Solange es sich nur um
die Teilbarkeit der Zahlen handelt, verhalten sich alle miteinander
assoziierten Zahlen wie eine einzige Zahl; denn wenn « durch u teil-
bar ist, so ist auch jede mit & assoziierte Zahl teilbar durch jede mit
p assoziierte Zahl.

Die Definition von relativen Primzahlen kann auf verschiedene
Arten gefallt werden; diejenige, welche uns augenblicklich am weite-
sten fiihren wird, obwohl sie etwas formell ist und deshalb, wohl nicht
als die beste bezeichnet werden darf, lautet folgendermalien: Zwei
ganze Zahlen &, B heillen relative Primnzahlen, wenn es zwei ganze
Zahlen £, n gibt, welche der Bedingung

ef+fn=1
geniigen*). In der Tat gewinnt man hieraus leicht die folgenden Satze :

Ist o relative Primzahl zu 8 und zu p, so ist & auch
relative Primzahl zu dem Produkt fgy.

Denn zufolge der Annahme existieren ganze Zahlen §, %, &, 7/,
welche den Bedingungen

ef+fn=1af+yy =1
geniigen, und hieraus folgt durch Multiplikation die Existenz von
zwei ganzen Zahlen
"=abf+BnE +rEn, 1 =17,

welche der Bedingung

g +(@By)n" =1
geniigen, was zu beweisen war. Durch wiederholte Anwendung dieses
Satzes ergibt sich seine Verallgemeinerung:
1 Ist jede der Zahlen o, oy, o; ... relative Primzahl zu
| jeder der Zahlen B, f, ..., so sind die Produkte &, oy ay...
und 3, B, ... relative Primzahlen.

*) Zufolge der bei (13) in § 173 gemachten Bemerkung kionnen diese ganzen

Zahlen &, 7 dem Kérper R (e, 8) entnommen werden.
7%
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Multipliziert man ferner die obige Gleichung, welche ausdriickt,
dall «, B relative Primzahlen sind, mit einer beliebigen ganzen Zahl @,
so erhilt man @ — cwf + B wy, woraus sich ohne weiteres die
folgenden Sitze ergeben:

Sind e, B relative Primzahlen, und ist fw teilbar durch
o, so ist auch w teilbar durch a.

Ist @ ein gemeinschaftliches Multiplum von zwei rela-
tiven Primzahien «, 8, so ist @ auch durch das Produkt «f
teilbar.

Es leuchtet ferner ein, dall, wenn e, § relative Primzahlen sind,
auch jeder Divisor von « relative Primzahl zu jedem Divisor von g
ist, und so lieBen sich noch sehr viele andere Sitze aus den vorher-
gehenden durch Kombination ableiten, die wir aber iibergehen, weil
sie uns doch keinen wesentlichen Dienst leisten wiirden. Auf einen
Punkt miissen wir indessen hier noch aufmerksam machen. Offenbar
ergibt sich aus der obigen Definition auch der folgende Satz:

Jeder gemeinschaftliche Divisor von zwei relativen Prim-
zahlen ist notwendig eine Einheit.

Ob aber auch die Umkehrung dieses Satzes gilt, ob also zwei
ganze Zahlen, welche aufler den Kinheiten keine gemeinschaftlichen
Divisoren besitzen, immer relative Primzahlen im Sinne der obigen
Definition sind, dies zu entscheiden sind wir mit den augenblicklich
uns zu Gebote stehenden Hilfsmitteln noch nicht imstande. Erst
spater (§ 181) wird uns dies gelingen, und zwar werden wir folgenden
allgemeinen Satz beweisen:

Zwei beliebige ganze Zahlen «, $ besitzen immer einen
gemeinschaftlichen Divisor d, welcher in der Form aé + 9
darstellbar ist, wo & #u ganze Zahlen bedeuten, und diese
Zahl § wird folglich durch jeden gemeinschaftlichen Teiler
von « und B teilbar sein.

Hieraus ergibt sich dann sofort, dal die eben aufgeworfene Frage
zu bejahen ist, und man wird die obige Definition, ohne ihren Inhalt
zu #ndern, durch folgende einfachere ersetzen konnen: Zwei ganze
Zahlen heillen relative Primzahlen, wenn sie auller den Einheiten
keinen gemeinschaftlichen Divisor besitzen.

Wenden wir uns bei dieser vorldufigen Orientierung im Gebiete
aller ganzen Zahlen endlich noch zu dem Begriffe der Primzahl,
so wiirden wir nach Analogie der Theorie der rationalen Zahlen
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unter einer Primzahl eine solche ganze Zahl « verstehen, welche
keine Einheit ist, und deren siamtliche Divisoren entweder Einheiten
oder mit o« assoziiert sind. Allein es folgt aus dem Satze V des
vorigen Paragraphen, daf diese Bedingungen einen Widerspruch ent-
halten, dafl also eine solche Zahl gar nicht existieren kann; denn
wenn die ganze Zahl o« keine Einheit ist, so ist auch die ganze
Zahl Ve« keine Einheit, und sie ist auch nicht assoziiert mit o, aber
sie ist ein Divisor von «. Uberhaupt geht aus dem genannten Satze
leicht hervor, dall jede ganze Zahl, die keine Einheit ist, immer, und
zwar auf unendlich viele wesentlich verschiedene Arten in eine be-
liebig vorgeschriebene Anzahl von ganzen Faktoren zerlegt werden
kann, von denen keiner eine Einheit ist. In dem von uns bis jetzt
betrachteten, aus allen ganzen Zahlen bestehenden Gebiete findet
daher eine unbeschréinkte Zerlegbarkeit statt.

Das System aller ganzen Zahlen ist ein Teil des Korpers aller
algebraischen Zahlen; um nun von diesem Korper, in welchem die
ganzen Zahlen eine unbeschrinkte Zerlegbarkeit besitzen, zu solchen
Gebieten zu gelangen, innerhalb deren die Zerlegharkeit eine begrenzte
ist, miissen wir diejenigen Korper betrachten, welche wir (am Schlusse
von § 167) schlechthin endliche Korper genannt haben. Mit diesen
werden wir uns von jetzt ab ausschlieflich beschéftigen.

§175.

Es sei & ein endlicher Korper nte» Grades; derselbe besitzt, wie
schon frither (am Schlusse von § 167) bemerkt ist, » und nur = ver-
schiedene Permutationen x,, =,, ..., m,, unter denmen sich auch die
identische Permutation befindet, und wir wollen, wenn @ irgendeine
Zahl in & bedeutet, die konjugierten Zahlen o x,, @ x,, ..., @7, kurz
mit @', ", ..., ®™ bezeichnen. Nach den in § 167 aufgestellten
Definitionen ist dann

(1) S =o'+ o + - + o®,

2) Nw =oao"...0",

(3) A (otyy gy oe0y O) == (2 ia;a;’...ag’))g,

(4) (0.0, @0 .y 0y == N(0) A0,y gy + 05 Gl

2 wo &y, Oy, ..., &, irgendwelche n Zahlen des Korpers bedeuten, und

alle diese Spuren, Normen und Diskriminanten sind rationale Zahlen.
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Die Norm von @ verschwindet nur dann, wenn @ = 0 ist, und die
Diskriminante (3) ist stets und nur dann von Null verschieden, wenn die
n Zahlen e, ein irreduzibles System und folglich eine Basis von &
bilden, durch welche jede in & enthaltene Zahl @ in der Form

(5) @ = X0 + Bgtg+ o+ Tpy

mit rationalen Koordinaten , -darstellbar ist. Wenn ferner die
n Zahlen B, B4, ..., B, ebenfalls eine Basis von £ bilden, so be-
stehen 7 Gleichungen von der Form:

(6) ar"_—cr,lﬂ1+cr,2ﬁs+°"+cr,ﬂﬁn

mit rationalen Koeffizienten ¢, ;, und wenn deren Determinante
mit C' bezeichnet wird, so ist

(7 oA (005 gy vi3¢ 0D QA (B, B )
Hieran kniipfen wir die folgende Betrachtung. Setzen wir
(8) 0 = [o), @y, .oy @], b= [By, By ooy Bal,

so sind a, b endliche, in & enthaltene Moduln, deren Basen zugleich
Basen von & sind, und umgekehrt leuchtet ein (nach § 172, VI),
dall jeder endliche, in & enthaltene Modul, unter dessen Zahlen sich
auch 7 voneinander unabhingige befinden, gewil von der Form (8)
ist. Hieraus folgt leicht, daB

a+4Db ab a—Db b:a, a° B°

ebenfalls solche Moduln sind; von den beiden ersten leuchtet dies
unmittelbar ein; wihlt man ferner eine natiirliche Zahl m so, da8
alle Produkte mc, , ganze Zshlen werden, so sind die 7 vonein-
ander unabhéngigen Produkte me,. in a —Db enthalten, mithin hat
der Modul a —b dieselbe FEigenschaft, weil er als Vielfaches von
a zugleich endlich ist; dasselbe gilt auch von dem Quotienten b:a,
weil er das kleinste gemeinsame Vielfache der » Moduln be;? ist,
mithin auch von den Ordnungen a°, b°

Da die Moduln a, b (nach § 172, VII) stets und nur dann mit-
einander identisch sind, wenn alle Koeffizienten ¢, , in (6) ganze
Zahlen sind, und auBerdem ihre Determinante C' — + 1 ist, so folgt
aus (7), dal alle Basen eines und desselben Moduls a eine und dieselbe
Diskriminante besitzen; diese von der Wahl der Basis génzlich unab-
hiingige Zahl wollen wir daher die Diskriminante des Moduls a
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nennen und mit 4 (a) hezeichnen*). Nehmen wir jetzt nur noch an,
a sei teilbar durch b, so sind die Koeffizienten ¢, , in (6) ganze
Zahlen, und da (nach § 172, VII) ihre Determinante C — + (b, a) ist,
so nimmt die Gleichung (7) die Form 4 (a) = (b, a)’4(b) an. Sind
endlich a, b zwei beliebige Moduln von der Form (8), so ergibt
sich hieraus, weil (a, a —b) = (a, b) ist, der allgemeinste Satz

9) 4 (a —b) = (a, by’4(a) = (b, a)*4(b),
zugleich folgen mit Riicksicht auf (7) und (4) die Satze**):

10 (U e) 4(a) !

Wi o R 1 o

(11) (b’ c) (C, a) (a, b) T (C, b) (aa c) (f), a)
(e,a@)  1/d(ae)

(1) on) Tl e T

und wenn (aem, a) = 1, also aw > a, und folglich w eine Zahl der
Ordnung a° ist, so ist (a, aw) =+ N (@). —

Alle im Korper & enthaltenen Zahlen sind algebraisch und
zerfallen daher in ganze und gebrochene Zahlen. Wir bezeichnen
mit 0 den Inbegriff aller ganzen Zahlen des Korpers £, und
unsere Aufgabe besteht darin, die Gesetze der Teilbarkeit der
Zahlen innerhalb dieses Gebietes o zu entwickeln. Da die Summen,
Differenzen und Produkte von je zwei solchen Zahlen (nach § 173, IV)
wieder ganze Zahlen und in £, also auch in o enthalten sind, so
ist o0 ein Modul, und o >> o, und da alle rationalen Zahlen in £
enthalten sind, also auch § > o ist, so ist dieser Modul o (nach § 170)
eine Ordnung, mithin

(13) pF o]

*) Auf dieselbe Weise ergibt sich aus den Gleichungen (5) und (36) in
§ 167, dafi die zu allen Basen des Moduls a komplementiren Basen auch Basen eines
und desselben Moduls sind, den man deshalb das Komplement von a nennen
und mit ' bezeichnen kann; umgekehrt ist dann a das Komplement von a’, und
4(a) 4(a’) = 1. Verbindet man ferner die dortigen Sitze iiber komplementiire
Systeme ebenfalls mit dem Satze VII in § 172, so erhélt man die wichtigen Sitze

(@, ) = (0, @), (a+b) = a'— ¥, (aw) = a' w1, (ab) = a':b,
welche in meiner (in § 167 zitierten) Abhandlung ,Uber die Diskriminanten
endlicher Korper“ weiter verfolgt sind.

**) Vgl. die Anmerkungen auf S.89, 77.
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Es kommt nun vor allen Dingen darauf an, einen deutlichen
Uberblick iiber die Ausdehnung dieses Zahlengebietes o zu gewinnen.
Zunichst ergibt sich leicht, daff man immer, und zwar auf unendlich
viele Arten, eine ganze Basis, d. h. eine Basis von & finden kann, welche
aus lauter ganzen Zahlen besteht. Denn wenn man ein beliebiges
irreduzibles System von n Zahlen @,, @,, ..., @, aus & gewihlt hat,
so gibt es (nach § 173, I) » natiirliche Zahlen c,, ¢,, ..., ¢, von der
Art, ‘dal die n Produkte o, — ¢, @, ganze Zahlen werden, und offen-
bar bilden dieselben ebenfalls ein irreduzibles System. Nimmt man
dasselbe als Basis von £, so leuchtet ein, dall alle diejenigen Zahlen
@ in (5), deren Koordinaten x, ganze Zahlen sind, d. h. alle Zahlen
des Moduls a in (8) gewill ganze Zahlen sind, also a durch o teilbar
ist; jeden solchen Modul a wollen wir einen ganzen Modul nennen.

Da ferner alle mit einer ganzen Zahl konjugierten Zahlen (nach
§ 173, VIII) ebenfalls ganze Zahlen sind, so ist die rationale und
von Null verschiedene Diskriminante 4 (a) notwendig eine ganze Zahl,
weil sie nach (3) aus lauter ganzen Zahlen «® durch Addition, Sub-
traktion und Multiplikation gebildet ist. Bedeutet nun @ irgendeine
Zahl in o, so wird sie nach (5) immer in der Form
mya, + Myog + -0+ Myt

(14) 0 —= om

darstellbar sein, wo m, m,, m,, ..., m, ganze rationale Zahlen ohne
gemeinschaftlichen Teiler bedeuten, deren erste, m, positiv an-
genommen werden darf; dann ist (nach § 172, III) offenbar a — [m]
= [mw], und wenn man b = a 4 [w] setzt, so ist m — (b, a), und
(a, b) = 1, also zufolge (9):
(15) 4(2) = m 4 (5);
da ferner der Modul b gewill wieder von der Form (8), und zwar
ein ganzer Modul ist, so konnen wir folgenden Satz aussprechen:
I Ist a ein endlicher und ganzer Modul, dessen Basis
zugleich eine Basis des Korpers £ bildet, und ist m der
kleinste natiirliche Faktor, durch welchen eine ganze Zahl @
in eine Zahl m® des Moduls a verwandelt wird, so ist die Dis-
kriminante 4 (a) teilbar durch m? und der Quotient ist die
Diskriminante 4 (b) des ganzen Moduls b = a + [@].
Da nun die Diskriminanten aller dieser Moduln a, b... ganze
rationale Zahlen und von Null verschieden sind, so mufll es auch
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einen solchen Modul a geben, dessen Diskriminante 4 (a), absolut
genommen, ein Minimum ist, und aus dem vorhergehenden Satze leuchtet
ein, dall jede ganze Zahl @ notwendig in diesem ganzen Modul a
enthalten, und folglich a — o sein mufl. Wir haben daher den fol-
genden Fundamentalsatz gewonnen:

II. Der Inbegriff o aller ganzen Zahlen eines endlichen
Korpers & ist ein endlicher Modul, dessen Basis zugleich
eine Basis von & bildet.

Néchst dem Grade » ist nun diese Minimal-Diskriminante von
der groliten Bedeutung fiir die Beschaffenheit des Korpers £; wir
wollen sie deshalb die Grundzahl oder auch die Diskriminante
von &£ nennen und immer mit D bezeichnen, also

(16) =24 {0}
setzen; fiir jeden ganzen Modul a von der obigen Beschaffenheit gilt
dann zufolge (9) der Satz:

(17) 4 (@) = D(o, ).
Im einfachsten Falle n — 1, wo & der Korper R der rationalen
Zahlen, also o — 3 =[1] ist, hat man D =1 zu setzen.

Zur Erlauterung wollen wir das nichstliegende Beispiel, den Fall
eines quadratischen Korpers £ betrachten. Jede Wurzel 6 einer
irreduziblen quadratischen Gleichung 146t sich auf die Form o + b Vd
bringen, wo d eine ganze rationale, positive oder negative Zahl bedeutet,
welche durch kein Quadrat (aufier 1) teilbar und auch nicht — + 1
ist, wahrend @, b rationale Zahlen sind, deren letztere nicht ver-
schwindet. Alle in & enthaltenen, d.h. durch 6 rational darstellbaren
Zahlen sind dann von der Form « — ¢ + u Vd, wo #, u willkiirliche
rationale Zahlen bedeuten. Durch die nicht identische Permutation
des Korpers geht Yd in — Vd, also « in die konjugierte Zahl
o =t — uVd iiber, welche ebenfalls in & enthalten ist; mithin ist
& ein Normalkorper (§ 166). Die ganzen Zahlen 1 und Vd sind von-
einander unabhéngig, und da ihre Diskriminante
TR TP N 4
ki A
- durch keine Quadratzahl m? aufer 1 und 4 teilbar ist, so schliefen
~ wir aus den obigen Sitzen, dab die Grundzahl D des Korpers ent-
~ weder — 4d oder — d ist, und das letztere wird stets und nur

4(1, Vd) =
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dann eintreten, wenn es in & eine ganze Zahl @ = !/,(x + y Vd) gibt, _

wo x, y ganze rationale Zahlen bedeuten, die nicht beide gerade sind.
Um diese Moglichkeit zu priifen, diirfen wir uns diese Zahlen 2, % schon
auf ihre kleinsten Reste 0 oder 1 nach dem Modul 2 reduziert denken;
offenbar kann y nicht = 0 sein, weil sonst anch = 0 sein miifite, und
von den beiden iibrigen Zahlen @ = !/, Vd und @ = /,(1 + Vd) ist
die erstere gebrochen, weil ihr Quadrat keine ganze Zahl ist; die
letztere geniigt der irreduziblen Gleichung
o —o+(1—d =0

und ist folglich dann und nur dann eine ganze Zahl, wenn d = 1
(mod 4) ist. Hieraus ergibt sich also:

(18) o=t Vd], D = 4d, wenn d = 2 oder 3 (mod 4),
§19) il [1, l_ifv—d], D = d, wenn d = 1 (mod 4)
und in beiden Fallen

(20) 0= [1, ]—)—*’2—‘@]-

Es gibt 61 quadratische Korper, deren Grundzahlen D absolut
genommen kleiner als 100 sind; unter diesen Zahlen D sind 30 posi-
tive Zahlen:

5, 8, 12, 13, 17, 21, 24, 28, 29, 33, 37, 40, 41, 44, 53,

56, 57, 60, 61, 65, 69, 73, 76, 77, 85, 88, 89, 92, 93, 97
und die absoluten Werte der 31 negativen Zahlen D sind:

3, 4, 17, 8 11, 15, 19, 20, 23, 24, 31, 85, 39, 40, 43, 47,

51, 52, 55, 56, 59, 67, 68, 71, 79, 83, 84, 87, 88, 91, 95.
Die Grundzahl des Korpers J (§ 159) ist —= — 4%).

*) Um schon hier einen Begriff von der Bedeutung der Grundzahl D zu
geben, wollen wir nur darauf aufmerksam machen, dafi (zufolge § 52, I —1IV) die
natiirlichen Primzahlen p, von welchen d quadratischer Rest ist, immer in arith-
metischen Reihen von der kleinsten Differenz D enthalten sind; diese Zahlen p
verlieren in dem quadratischen Korper £ den eigentlichen Primzahl-Charakter, und dem
in dieser Form ausgesprochenen Gesetze fiigt sich auch die Zahl p — 2 (vgl. § 186).
Dies aus dem Reziprozititssatze abgeleitete Gesetz der Verteilung in arithmetische
Reihen hingt wesentlich damit zusammen, daf £ ein Divisor desjenigen Kreisteilungs-
korpers R (0) ist, welcher aus der Gleichung D — 1 entspringt, wihrend aus
jeder Gleichung #m — 1, deren Grad m absolut << D, immer ein Korper R (6)
entspringt, welcher die Zahl |d nicht enthilt.
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§ 176.

Das Gebiet o aller ganzen Zahlen @, welche in einem Korper £
vom Grade » enthalten sind, und mit denen wir uns im folgenden
ausschlieflich beschéftigen, besitzt einige allgemeine Eigenschaften,
welche denen der frither behandelten speziellen Gebiete [1] und [1, 4]
genau entsprechen. Wir wollen diese Analogie zunichst verfolgen,
um sodann diejenige wesentlich neue Erscheinung hervorzuheben,
welche uns zur Einfithrung neuer Begriffe notigen wird.

Wir wiederholen zun#chst, dafl die Zahlen @, zu denen auch
alle ganzen rationalen Zahlen gehoren, sich durch Addition, Sub-
traktion und Multiplikation reproduzieren; wenn ferner von zwei
solchen Zahlen A, u die erstere durch die letztere teilbar ist (§ 174),
§0 ist A =— wv, und die Zahl » gehort demselben Gebiete o an.
Zugleich leuchtet ein, dafl in o die beiden Elementarsidtze der
Teilbarkeit gelten, die wir frither (§174, I und II) fiir das Gebiet
aller ganzen algebraischen Zahlen bewiesen haben.

Die Spur §(u) und die Norm N (u) einer Zahl u des Gebietes o
sind ganze rationale Zahlen, weil sie aus den % mit u konjugierten
Zahlen, die (zafolge § 173, VIII) ebenfalls ganze Zahlen sind, durch
Addition und Multiplikation gebildet sind. Zugleich folgt aus dem
[in § 167, (4) bewiesenen] Satze

) N(pv) = N(@) N (@)
der hiufig anzuwendende, aber nicht umzukehrende Satz:

I Ist 4 teilbar durch g, so ist auch N(1) teilbar durch
N ().

Die Norm besitzt nun eine #ufllerst wichtige Bedeutung, welche
mit dem folgenden Begriffe zusammenhéingt. Zwei Zahlen «, 8 heillen
kongruent in bezug auf die Zahl y, den Modulus, wenn ihre
Differenz oo — f durch u teilbar ist, und wir bezeichnen dies durch
die Kongruenz
2 « = f (mod w);
wir nennen dagegen die Zahlen «, 8, y ... inkongruent nach g,
wenn keine von ihnen mit einer der iibrigen kongruent ist. Aus
der oben erwihnten Reproduktion unserer Zahlen o durch Addition,
Subtraktion und Multiplikation folgt, da man beliebig viele solche
Kongruenzen, die sich auf einen und denselben Modul w beziehen,
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addieren, subtrahieren und multiplizieren darf, wie Gleichungen (vgl.
§17). Da nun der Inbegriff aller durch p teilbaren Zahlen
op offenbar identisch mit dem Modul oy ist (§ 170), so stimmt die
Kongruenz (2) ginzlich iiberein mit

(3) o« = f (mod o),
und folglich ist die Anzahl aller nach u inkongruenten Zahlen zu-
gleich die Anzahl (o, ou) aller auf den Modul ow beziiglichen Zahl-
klassen, aus welchen o besteht; da ferner ouw>>o, also (op,0) =1
ist, so folgt aus (12) in § 175 der Satz:

I. Die Anzahl aller nach wp inkongruenten Zahlen ist

) (0, o) = + N (w).

Hierbei ist vorausgesetzt, daf p und folglich auch N (u) von
Null verschieden ist; wenn aber u verschwindet, so ist die Anzahl
der inkongruenten Zahlen offenbar unendlich grof, und die Gleichung
(4) bleibt richtig, wenn (o, ou) wieder — 0 gesetzt wird (§ 171);
doch wollen wir diesen uninteressanten Fall im folgenden ausschliefen.
Die Betrachtung der Moduln von der Form ou wird uns auch in der
Folge groBe Dienste leisten, und ihre Bedeutung fiir unsere Aufgabe
spricht sich schon in dem folgenden Satze aus:

III. Die Teilbarkeit der Zahl 2 durch die Zahl u ist
gleichbedeutend mit der Teilbarkeit des Moduls 04 durch
den Modul oy, also mit od>ou.

Dies leuchtet unmittelbar ein; denn wenn A durch u teilbar ist,
so ist nach dem zweiten Elementarsatze der Teilbarkeit jede durch
A teilbare, d.h. in 04 enthaltene Zahl % auch teilbar durch u, also
in ow enthalten, mithin 04> ou; und umgekehrt, wenn 04> oy, s0
ist jede in oA enthaltene Zahl, also z B. 4 selbst auch in oy ent-
halten, d. h. teilbar durch w, w. z. b. w.

Um hiervon sogleich eine Anwendung zu machen, erinnern wir
an den fiir zwei beliebige Moduln a, b geltenden Satz (a, b)a™>> b
(§171, I); setzen wir a = o, b — oy, so folgt aus (4) der Satz:

IV. Die Norm der Zahl u ist teilbar durch u.

Derselbe ergibt sich aber auch unmittelbar daraus, daf N (u)
das Produkt aus den » mit y konjugierten, also ganzen Zahlen, und
dal eine derselben — u ist; mithin ist

(%) N(u) = pv,
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wo v das Produkt aus den iibrigen n — 1 Faktoren, also eine ganze
Zahl bedeutet, welche wir das Supplement*) der Zahl p nennen
wollen. Da N (u) eine rationale Zahl und folglich NN (u) = N (u)
ist, so folgt aus (1):
(6) N@) = Ny

Wir bemerken noch, dafl jeder Zahl w (nach § 167) eine be-
stimmte Funktion einer Variablen ¢ entspricht, welche durch
(M) fO=0C—uw)t—u)...C—u®)

=pa o fautta,

definiert wird, und deren Koeffizienten @, in unserem Falle ganze
rationale Zahlen sind; insbesondere ist

(8) S(y') Eumi @ N(y') = (— 1 G,
und da f{u) = O ist, so ergibt sick auch hieraus wieder der Satz IV
und zugleich die Darstellung des Supplementes v durch die Gleichung

%) (— 1Pt = @ g @
Bedeutet & irgendeine (in o enthaltene) Einheit, also eine Zahl,

welche in allen ganzen Zahlen aufgeht (§ 174), so ist o teilbar durch

oe, und folglich :

(10) via) == 0

weil o0& auch teilbar durch o ist; und umgekehrt, wenn eine Zahl &

dieser Bedingung (10) geniigt, so ist sie offenbar in o enthalten, und

zwar eine Einheit, weil die in o enthaltene Zahl 1, und folglich jede

ganze Zahl durch ¢ teilbar ist**). Zufolge (4) ist diese, fiir jede in o

enthaltene Einheit & charakteristische Bedingung (10) génzlich gleich-

bedeutend mit der folgenden

(11) Nig) =1 1.

Dasselbe ergibt sich aber auch so: wenn & eine Einheit ist, also in

der Zahl 1. aufgeht, so geht (nach I) die ganze rationale Zahl N (¢)

auch in N(1), d. h. in 1 auf und ist folglich = + 1; umgekehrt,

wenn eine ganze Zahl & der Bedingung (11) geniigt, so geht sie (nach

IV) auch in der Zahl 1 auf, und ist folglich eine Einheit.

*) In den fritheren Auflagen habe ich » die zu x adjungierte Zahl ge-
nannt, was aber unzweckmiflig erscheint, weil diesem Worte von Galois eine ganz
andere Bedeutung beigelegt ist (§ 160).

*#) Allgemein, wenn q irgendein endlicher, von Null verschiedener Modul,
und @ & = q ist, so ist ¢ eine in der Ordnung a° enthaltene Einheit, und umgekehrt
geniigt jede solche Einheit ¢ der Bedingung ae = q.
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Betrachten wir jetzt eine Zahl u, welche von Null verschieden
und auch keine Einheit ist, so ist N (u) absolut = 2, und umgekehrt;
jede solche Zahl u ist gewil durch alle Einheiten ¢ und auferdem
durch alle mit p assoziierten Zahlen ¢y teilbar. Nun sind zwei Fille
moglich: wenn die Zahl u aufller den eben genannten Zahlen & und
& u keinen anderen Divisor in o besitzt, so heiit w unzerlegbar (in o,
was immer hinzuzudenken ist); sie soll dagegen zerlegbar heiflen,
wenn sie einen von den Zahlen & und &u verschiedenen Divisor «
besitzt. In dem letzteren Falle ist w = B, und es leuchtet ein,
daB auch B weder eine Einheit, noch mit u assoziiert sein kann, weil
sonst o entweder mit w oder mit 1 assoziiert wire; da ferner N(u)
= N(«) N (B) ist, so folgt, dal (absolut) N (u) > N(«) > 1 ist. Zerlegt
man nun ¢ und 3, falls es angeht, weiter in solche Faktoren, die
keine Einheiten sind, und fahrt man so fort, so ergibt sich aus der
angefiihrten Beschaffenheit der Normen, dall diese Zerlegung nach
einer endlichen Anzahl von Schritten ihr Ende finden mufl; wéhrend
also in dem aus allen algebraischen Zahlen bestehenden Korper eine
unbeschriinkte Zerlegharkeit der ganzen Zahlen stattfindet (§174),
gilt fiir jeden endlichen Korper £ der folgende Satz:

V. Jede zerlegbare Zahl ist darstellbar als Produkt
aus einer endlichen Anzahl von unzerlegbaren Faktoren.

Diese Operation der Zerlegung einer Zahl u ist vollstdndig analog
derjenigen, welche wir frither bei den Kérpern R und J (§§ 8 und
159) beschrieben haben; aber in diesen beiden speziellen Fillen besal
das Schlulresultat eine grofere Bestimmtheit als dasjenige, zu welchem
wir hier gelangt sind, denn wir konnten damals beweisen, dal das
System der unzerlegbaren Faktoren von u ein im wesentlichen be-
stimmtes, einziges war, vorausgesetzt, dall zwei assoziierte Zahlen als
nicht wesentlich verschieden angesehen wurden. Dieser Nachweis
griindete sich bei beiden Korpern auf diejenige Figenschaft ihrer
unzerlegbaren Zahlen, welche wir den Primzahl-Charakter nennen
wollen, die aber bei einem beliebigen endlichen Korper £ mit der
Unzerlegbarkeit keineswegs notwendig verbunden ist. Um diesen
Unterschied kurz bezeichnen zu kionnen, stellen wir der obigen Ein-
teilung der Zahlen @ in zerlegbare und unzerlegbare Zahlen die fol-
gende gegeniiber:

Eine von Null verschiedene Zahl yu, welche keine Einheit ist,
soll eine Primzahl (in o) heilen, wenn je zwei durch w nicht teil-
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bare Zahlen @ auch ein durch p unteilbares Produkt besitzen*); gibt
es aber zwei durch w nicht teilbare Zahlen @, deren Produkt durch
u teilbar ist, so soll u eine zusammengesetzte Zahl heiflen.

Es leuchtet unmittelbar ein, dal jede zerleghare Zahl gewil
auch eine zusammengesetzte Zahl, also jede Primzahl gewifl eine
unzerlegbare Zahl ist. In den beiden speziellen Féllen der Korper
R und J decken sich nun beide Finteilungen vollstindig, d. h. jede
unzerlegbare Zahl ist auch eine Primzahl, und jede zusammengesetzte
Zahl ist auch eine zerlegbare Zahl, und man erkennt sofort, daf}
gerade hierin der Grund liegt, weshalb die Zerlegung einer Zahl in
unzerlegbare Faktoren eine einzige, vollig bestimmte war (§§ 8 und
159); dieselbe Bestimmtheit der Zerlegungen wird deshalb bei allen
Ké6rpern £ vorhanden sein, bei welchen die Begriffe der unzerleg-
baren Zahl und der Primzahl sich vollstindig decken. Sobald aber
eine unzerlegbare Zahl u existiert, welche keine Primzahl, also eine
zusammengesetzte Zahl ist, so gibt es zwei durch u nicht teilbare
Zahlen «, B, deren Produkt p durch w teilbar, also von der Form uv
ist; mag man nun die Zahlen «, 3, v, wenn sie zerlegbar sind, auf
irgendwelche Weise in unzerlegbare Faktoren aufgelost haben, so
entspringen aus den Gleichungen

y=ef ud y=pyvy
zwel Zerlegungen derselben Zahl y in unzerlegbare Faktoren, und
diese beiden Zerlegungen sind wesentlich verschieden, weil unter
den Faktoren der durch p nicht teilbaren Zahlen « und B kein
einziger mit w assoziiert sein kann.

Auf eine solche Erscheinung ist Kummer bei seinen Unter-
suchungen iiber diejenigen Zahlengebiete o gestofien, welche aus dem
Problem der Kreisteilung entspringen; aber durch die Einfiihrung
seiner idealen Zahlen ist es ihm gelungen, die hiermit zusammen-
héngenden grofien Schwierigkeiten zu iiberwinden. Diese Schopfung
neuer Zahlen beruht auf einem Gedanken, welcher fiir unseren obigen

*) Ist also «@ teilbar durch die Primzahl u, so ist wenigstens einer der
beiden Faktoren a«, 8 durch u teilbar. — Aus dieser Definition folgt leicht, daB
die kleinste, durch x teilbare natiirliche Zahl p eine Primzahl in R, und daB

| £ N(w) = p/ ist; der Exponent f, welcher immer > 0 und < ist, kann der

Grad der Primzahl x genannt werden. Die Umkehrung dieses Satzes ist im all-
gemeinen nicht gestattet, doch gilt der folgende, ebenfalls leicht zu beweisende

‘- Satz: ist N'(u«) eine Primzahl in R, so ist x eine Primzahl (ersten Grades) in &£.
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Fall sich etwa in folgender Weise darstellen lift. Wéren die
Zahlen «, B, w, v, welche durch die Gleichung

(12) of = uv

miteinander verbunden sind, ganze rationale Zahlen, und zwar ohne ge-
meinschaftlichen Teiler, so wiirde hieraus nach den in R herrschenden
Gesetzen der Teilbarkeit eine Zerlegung dieser Zahlen in rationale
Faktoren folgen, nimlich

(13) o= 0,0y, B = B,fy p = 0By v = o,

und zwar wiirde e, relative Primzahl zu fg,, und ebenso «, relative
Primzahl zu B, sein; selbst wenn man nun diese Zerlegung nicht
wirklich ausgefithrt hitte, wenn man also die vier ganzen rationalen
Zahlen e, oy, B;, B, noch nicht kennte, so wiren dieselben doch
wesentlich bestimmt, und, was das Wichtigste ist, man wire mit
alleiniger Hilfe der gegebenen Zahlen e, B, u, v vollig imstande,
zu entscheiden, ob eine beliebige ganze rationale Zahl ® durch
eine der unbekannten Zahlen, z B. durch «,, teilbar ist oder nicht;
denn offenbar ist die Kongruenz

(14) _ ® = 0 (mod «,)
vollig gleichbedeutend mit jeder der beiden Kongruenzen
(15) Beo = 0 (mod ), vo = 0 (mod «).

Wir haben es nun in Wahrheit nicht mit rationalen, sondern
mit Zahlen «, B, u, v zu tun, welche dem Gebiete o angehoren, und
da die Zahl u unzerlegbar, und keine der Zahlen o, f durch w teilbar
ist, so existiert innerhalb o eine Zerlegung von der Form (13) in
Wirklichkeit nicht; aber obgleich eine Zahl wie ¢, nicht in o vor-
handen ist, so kann man mit Kummer doch eine solche Zahl e,
als einen idealen Faktor der wirklichen Zahl u in die Unter-
suchung einfithren; diese ideale Zahl ¢, tritt zwar niemals isoliert
auf, aber in Verbindung mit anderen, ebenfalls idealen Zahlen e«,, 8,
kann sie wirkliche Zahlen «, u des Gebietes o erzeugen, und vor
allen Dingen laft sich die Teilbarkeit einer beliehigen wirklichen
Zahl o durch die ideale Zahl «; mit voller Klarheit, ndmlich durch
jede der beiden obigen Kongruenzen (15) definieren.

Eine solche fingierte Zahl «, wird man eine ideale Primzahl
nennen, wenn je zwei durch o, nicht teilbare Zahlen ein Produkt
geben, welches ebenfalls durch ¢, nicht teilbar ist; man kann auch
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Potenzen solcher Primzahlen einfithren und die Teilbarkeit einer be-
liebigen wirklichen Zahl @ durch of so definieren, daf die Kongruenz
© = 0 (mod «f)

als gleichbedeutend mit jeder der beiden Kongruenzen
Brew = 0 (mod y"), v"@ = 0 (mod «)
angesehen wird. Zur Erlduterung moge folgendes einfache, schon
in §§ 16, 159 erwdhnte Beispiel dienen *).
Der quadratische Ko6rper £, welcher aus einer Wurzel 6 der
Gleichung

(16) 0 +5=0

entspringt, hat die Grundzahl D — — 20, und der endliche Modul
(17) o = [dy16]

ist (nach § 175) der Inbegriff aller in & enthaltenen ganzen Zahlen
(18) o=2z+y0, .

wo «, y beliebige ganze rationale Zahlen bedeuten. Da hieraus
(19) N@ = oo =@+ yb) @—y0) =o' + 5

folgt, so sind die einzigen Einheiten die beiden Zahlen + 1. Nun
sind die vier Zahlen

(20) o =113t Bli=nl =20 fvi=— =210

durch die Gleichung (12) miteinander verbunden, und zwar sind sie
alle unzerlegbar; denn wire z. B. « = 8 = «, 3, und keine der
beiden ganzen Zahlen «,, e, eine Einheit, so wiirde aus N («) = 9
= N (&) N(«,) folgen, daB N(&;) = N(xg) = 3 sein miilite, was
aber zufolge (19) unmoglich ist; und ebenso wiirde sich die Un-
zerlegbarkeit der drei anderen Zahlen f, u, » beweisen lassen *¥).
Man wird daher vier ideale Zahlen «,, o, f8,, By einfithren und
so definieren, daB eine beliebige Zahl @ teilbar durch «,, w,, B, B,
heifit, wenn die entsprechende Kongruenz

() vo = 0 (mod 3)
(o) po = 0 (mod 3)
®,) po = 0 (mod T7)
(B,) vo = 0 (mod T7)

*) Dasselbe ist ausfiihrlicher behandelt in meiner Abhandlung Sur la
théorie des nombres entiers algébriques §§ 7— 12 (Paris 1877; Abdruck
aus dem Bulletin des .Sciences math. et astron. von Darboux und Hoiiel,
Ire série, t. XI, et 2e série, t. I) [vgl. XLVIII]

). Vel.a88 .71, 159,

Dedekind, Gesammelte Werke, III. 8
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erfiilllt ist. Zufolge (18) und (20) ist aber
[ve = (z+10y) +(y—22)0

e lpo = (@— 109) + (y + 22)0,
und die vorstehenden Kongruenzen gehen iiber in
(et,) x4+ y =0 (mod 3)
(etg) x— y =0 (mod 3)
(B) ¢ —3y =0 (mod 7)
(B2 z+ 3y =0 (mod 7).

Setzt man ferner @, = 2, + y,0, so wird ew, = 2, + y,0, wo
X, = 2%, — DYy, Y3 = *y, + y x,, mithin z B.:
%+ y, = (¢ +y) (%, +y,) (mod 3);

hieraus folgt mit Riicksicht auf (e;), dal das Produkt we, dann
und nur dann durch die ideale Zahl «, teilbar ist, wenn mindestens
einer der beiden Faktoren w, @, durch «, teilbar ist, und folglich
werden wir e, eine ideale Primzahl nennen; ganz dasselbe gilt,
wie man leicht findet, auch fiir die drei anderen idealen Zahlen
oy, B;, By. Da ferner die Zahl u teilbar durch o, unteilbar durch
o, und ebenso die Zahl » teilbar durch «,, unteilbar durch e«, ist,
so sind die beiden idealen Primzahlen e, &, als verschieden anzu-
sehen, und in demselben Sinne sind die Zahlen B,, B, voneinander
und von o, @, verschieden. Nun geht aus («;,) und (e,) hervor, daB
eine Zahl w dann und nur dann durch die Zahl « =— 3 teilbar ist,
wenn sie sowohl durch «, als auch durch e, teilbar ist, und da e,
oy fiir zwei verschiedene ideale Primzahlen zu halten sind, so wird
man nach Analogie der Theorie der rationalen Zahlen die Zahl ¢ — 3
als wesentlich identisch mit dem Produkte dieser Zahlen e, o,
ansehen, also in diesem Sinne ¢ = «, @, setzen; ebenso wiirden sich
die drei anderen Gleichungen in (13) rechtfertigen lassen, und diese
Zerlegungen der Zahlen «, 8, u, v in ideale Faktoren o, oy, B;, B,
wiirden in (12) eine schone Bestdtigung finden.

Durch die Einfiihrung dieser und unendlich vieler anderen
idealen Primzahlen, sowie ihrer Potenzen, gewinnt nun die Theorie
dieses Zablengebietes o eine bewunderungswiirdige Einfachheit; in
der Tat gelangt man auf diese Weise zu dem iiberraschenden Resultate,
daf die in der Theorie der rationalen (ebenso der komplexen) Zahlen
herrschenden allgemeinen Gesetze der Teilbarkeit, welche in unserem
Gebiete o ihre Geltung zu verlieren drohten, nun vollstindig wieder
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hergestellt werden; jede Zahl m des Gebietes o kann wie ein Produkt
von vollig bestimmten Potenzen von wirklichen oder idealen Prim-
zahlen angesehen werden, und sie geht dann und nur dann in einer
zweiten Zahl auf, wenn diese durch jede solche Potenz teilbar ist.

Mit diesem Versuche, den Grundgedanken der Kummerschen
Schopfung zu erlautern, miissen wir uns hier begniigen; es wiirde
sich némlich selbst bei dem einfachen, hier gewihlten Beispiele bald
zeigen, dall eine vollig klare und strenge Durchfiihrung dieser Unter-
suchung einige Schwierigkeiten darbietet, die zwar nicht erheblich
sind, deren Beseitigung aber doch etwas umstindlich ist. In bei
weitem hoheren Mafie treten solche Schwierigkeiten auf, wenn man
zu Korpern hoheren Grades iibergehen oder gar, was unsere eigent-
liche Aufgabe ist, die allgemeinen Gesetze der Teilbarkeit ergriinden
will, welche fiir jeden endlichen Korper £ gelten. Wegen dieser
Schwierigkeiten, deren genauere Erorterung uns hier zu weit fiihren
wiirde *), verzichten wir im folgenden giinzlich auf die Einfiihrung
idealer Zahlen und griinden unsere Theorie auf einen anderen
Begriff, den Begriff des Ideals, worunter immer ein mit gewissen
charakteristischen Eigenschaften begabtes System von unendlich vielen
wirklichen Zahlen verstanden werden soll.

Es wird gut sein, diesen Begriff an unserem obigen Beispiele
zu erldautern. Die erforderliche und hinreichende Bedingung dafiir,
dall eine ganze Zahl o —= x + y6 durch die ideale Primzahl o,
teilbar ist, besteht nach («;) darin, daf z = 2y (mod 3), also
x = 32z + 2y ist, wo z eine beliebige ganze rationale Zahl bedeutet;
jede solche Zahl @ ist also von der Form 3z - (2 + 6)y. Bezeichnet
man daher mit a, den Inbegriff aller durch «, teilbaren Zahlen e,
80 ist

(22) o, =[3, 2 4+ 6],
und ebenso findet man, daB die Inbegriffe aller durch «,, B,, B,
teilbaren Zahlen bzw. die Moduln
(22) o, =[8,1+4], b, ={7,8+0], b, =17, 4+ 8]
sind. Bilden wir nun auch die Inbegriffe
(23) { oe = [3, 36], o = [T, 76],
= [1426,—10+ 6], ov =[1 —20, 10+ 0]

*) Vgl. die Einleitung der Schrli't Sur la théorie des nombres entiers
algébriques [XLVIII].

8%
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der durch «, B, u, v teilbaren Zahlen, von denen die letzteren in
(21) dargestellt sind, so ergibt sich leicht, daB diese acht Moduln
durch die Gleichungen
(24) ool == i ialhoif v==ilh b vo gy, <—le badsiow ==7b, oy
miteinander verbunden sind. Zunéchst freilich erscheinen die rechts
befindlichen Produkte von je zwei zweigliedrigen Moduln als die
viergliedrigen Moduln

0,0, =[98 +36,6 +30, — 3+ 36,

b, b, = [49, 21 + 76, 28 + 76, 7+ 76],

a,b, = [21, 124+ 36, 14+ 76, 3 + 66],

bag =1[21,7 +760,9 +360, — 24 46],
aber diese und auch die Moduln oy, ov lassen sich nach der in
§ 172 angegebenen Methode auf zweigliedrige Moduln von der Form
[a@, b+ cO] reduzieren, wo a, b, ¢ ganze rationale Zahlen bedeuten;
diese Reduktion ist in den dortigen Beispielen, wo man nur @, = 1,
@, — 0 zu setzen braucht, schon ausgefithrt und ergibt als Resultat
die Gleichungen (24). Offenbar bilden nun diese Zerlegungen (24),
in welchen nur von wirklich in o enthaltenen Zahlen die Rede ist,
einen vollstindigen Ersatz fiir die Zerlegungen (13), die innerhalb
dieses Gebietes o schlechterdings unausfithrbar sind.

§'177.

Das soeben behandelte Beispiel 1t vermuten, dafll die eigen-
tiimlichen Liicken, die bei der Untersuchung iiber die Teilbarkeit
der Zahlen @ innerhalb eines Gebietes o auftreten und eine gewisse
Unvollstandigkeit desselben erkennen lassen, dadurch ausgefiillt
werden konnen, dafl man statt der einzelnen Zahlen @ in o ganze
Systeme solcher Zahlen einfithrt. Am néchsten liegt, wenn p eine
bestimmte, von Null verschiedene Zahl in o bedeutet, die Betrachtung
des schon im vorigen Paragraphen besprochenen Systems m — oy
aller durch g teilbaren Zahlen wu. Wir heben die dort er-
wihnten Elementarsitze der Teilbarkeit nochmals als Eigenschaften
eines jeden solchen Systems m in folgender Weise hervor:

I. Das System m besteht aus lauter ganzen Zahlen des
Korpers &, und diese Zahlen reproduzieren sich durch
Addition und Subtraktion, d. h. m ist ein durch o. teilbarer,
also ganzer Modul
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II. Ist A eine in m enthaltene Zahl, so ist jede durch 2
teilbare Zahl w4 des Korpers & ebenfalls in m enthalten, d. h.
das Produkt om ist teilbar durch m.

Dieselben beiden Eigenschaften kommen aber nicht blof solchen
Systemen m zu, welche von der Form oy sind, sondern z B. auch
dem System m aller in o enthaltenen Wurzeln w einer Kongruenz
von der Form ve = 0 (mod «), wo v und « bestimmte Zahlen in o
bedeuten, und in dem eben behandelten Beispiel hat sich gezeigt,
dall es solche Systeme m gibt, welche schlechterdings nicht von der
Form ou sind, die aber doch einen wesentlichen Dienst leisten, indem
sie bei den Untersuchungen iiber die Teilbarkeit einen gewissen
Ersatz fiir die fehlende (ideale) Zahl u liefern. Diese Erscheinung
veranlalt uns, von der Existenz einer Zahl u, durch welche ein
solches System m erzeugt werden konnte, ganz abzusehen.und lediglich
an den FEigenschaften I und II festzuhalten, welche an sich einen
vollkommen klaren und bestimmten, von der Existenz einer erzeu-
genden Zahl p unabhiingigen Sinn haben. Jedes System m, welches
diese beiden Eigenschaften besitzt, wollen wir (wegen der im vorigen
Paragraphen besprochenen Beziehung zu Kummers idealen Zahlen)
ein Ideal des Korpers £ oder des Gebietes o nennen; ist aber
m — oy, gibt es also eine Zahl yu, durch welche das Ideal m in der
dngegebenen Weise erzeugt wird, so soll m ein Hauptideal genannt
werden, weil solche Ideale unter den iibrigen eine &hnliche oder
vielmehr dieselbe Stellung einnehmen, welche z B. in der Theorie
der bindren quadratischen Formen den der Hauptklasse angehorigen
Formen unter den iibrigen zukommt.

Zufolge dieser Definition wiirde die Zahl Null fiir sich allein
ein Ideal bilden, und manche der im folgenden zu entwickelnden
Siatze wirden ihre Giiltigkeit auch fiir diesen besonderen Fall nicht
verlieren; da es aber fiir die Ausdrucksweise ldstig sein wiirde, die
etwaigen Ausnahmen immer anzugeben, so wollen wir diesen Fall
lieber ginzlich ausschliefen. Die vollstindige Definition lautet daher:

III. Ein Modul m heifit ein Ideal (in o), wenn er von Null
verschieden ist und den beiden Bedingungen m > o, om > m
geniigt.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, aus dieser Erklirung alle
Eigenschaften der in o enthaltenen Ideale und alle ihre Beziehungen
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zueinander abzuleiten. In dieser Theorie der Ideale sind (nach
§ 176, III) jedenfalls die Gesetze der Teilbarkeit der Zahlen
innerhalb o vollstdndig enthalten; aber es wird sich auch umgekehrt
zeigen, daf diese Teilbarkeitsgesetze nur durch Zuziehung aller Ideale
gewonnen werden konnen. Da jedes Ideal ein Modul ist, so benutzen
wir hierbei alle Begriffe und Sdtze der allgemeinen Theorie der
Moduln (§§ 168 — 172); die Theorie der Ideale m wird aber infolge
der zweiten Eigenschaft, nach welcher om > m ist, eine bei weitem
bestimmtere Gestalt erhalten.

Wir bemerken zunichst, dall jedes Ideal m zufolge der ersten
Eigenschaft m > o ein endlicher Modul ist (§ 172, V), und da es
zufolge der zweiten Kigenschaft om > m offenbar % voneinander
unabhéngige Zahlen enthilt, so ist jedes Ideal m ein Modul von der
Form (8) in § 175. Sodann leuchtet ein, dall diese zweite Eigenschaft,
weil 3 > o, also m > om ist, sich in der schiarferen Form

(1) om = m

darstellen 1a06t, und hierin liegt, weil o offenbar selbst ein Ideal
ist, ein erster Satz iiber die Multiplikation der Ideale, mit welcher
wir uns sogleich néher zu beschéftigen haben. Schon hieraus er-
kennt man, daf dieses in allen Idealen aufgehende Ideal o hier
dieselbe Stellung einnimmt, wie die Zahl 1 in der rationalen Zahlen-
theorie. Wir konnen hinzufiigen, dafl o ein Hauptideal ist; denn
wenn & — 1 oder irgendeine andere Einheit ist, so ist oe = o
[§ 176, (10)]. Ferner leuchtet ein, daf ein Hauptideal oyu stets und
nur dann durch ein Ideal m teilbar ist, wenn die Zahl g in m ent-
halten ist, weil om > m, und u in ou enthalten ist. Aus diesem
Grunde wollen wir von jeder in m enthaltenen Zahl u (selbst von
der Zahl Null) auch sagen, sie sei teilbar durch m, oder m gehe
in w auf, oder m sei ein Teiler von w. Offenbar ist o das einzige
Ideal, das in einer Einheit & aufgeht, weil 0e — o ist. Ebenso soll
ein Ideal m teilbar durch die Zahl « heifen, wenn m > 0w, also
jede in m enthaltene Zahl u durch « teilbar ist; setzt man u — «f,
so erkennt man leicht, dal die Quotienten B, welche allen Zahlen u
entsprechen, ein Ideal b = me—1 bilden, mithin m — «b ist (vgl. den
unten folgenden Satz VII). Nach diesen vorldufigen Bemerkungen
wenden wir uns zu,den folgenden Hauptsitzen itber die Multiplikation
der Ideale.
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IV. Das Produkt von zwei Idealen a, b ist ein Ideal und
zwar ein gemeinsames Vielfaches von a, b, mithin

(2) ab > a—0.

Denn weil a und b von Null verschieden sind, so gilt dasselbe
von ab; aus oa = a folgt ferner o(ab) = (0a)b = ab; da endlich
a und b durch o teilbar sind, so ist ab (nach §170, I) teilbar durch
0b und ao, d. h. durch b und @, also auch durch o, w. z. b. w.

V. Jedes Ideal m ist ein eigentlicher Modul, dessen
Ordnung = o, mithin
3) i Nikic=1o,

Denn m ist ein endlicher, von Null verschiedener Modul, der
aus lauter algebraischen Zahlen besteht; mithin lifit sich m (nach
§ 173, VI) durch Multiplikation mit einem Modul 1, ‘dessen Zahlen
im Korper & enthalten sind, in einen Modul mn verwandeln, welcher
< 3 ist und aus lauter ganzen Zahlen des Korpers & besteht, also
> o ist; da nun 03 = 00 = o, und o(mn) = (om)n = mn ist, so
folgt aus 3 > mn > o durch Multiplikation mit o, daB mn = o ist,
woraus alles iibrige sich leicht ergibt. Denn wenn man mit der
Ordnung m® multipliziert und beriicksichtigt, dall stets mm® —=m
ist [§ 170, (23)], so erhdlt man zuniichst om® = o, also m* > o, und
da andererseits aus om > m auch o > m® folgt, so ist m® = o¥).
Jedes Ideal m ist also ein Faktor seiner Ordnung o — mn, und hier-
aus folgt (§ 170, V), daB m ein eigentlicher Modul, dal m—* —=om,
und mm—! — o ist, w. z. b. w.

VI Sind a, b, o' Ideale, und ist ab > ab’, so ist b > b
aus ab = ab' folgt b = V', und wenn a > ab, so ist b —o.

Dies ergibt sich unmittelbar durch Multiplikation mit a—? mit
Riicksicht auf (3) und (1).

VIL. Ist das Ideal m teilbar durch das Ideal a, so gibt
es ein (und nur ein) Ideal b, welches der Bedingung ab = m
geniigt, und zwar ist b =m:a = ma~1.

Denn der Modul b — ma—1!, welcher (nach § 170, VII) auch
= m: a ist, erfiillt zufolge (3) und (1) die Forderung ab — m und

*) Dies wiirde sich auch ohne Zuziehung des Satzes VI in §173 leicht be-
weisen lassen. .
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ist daher auch von Null verschieden; aus m >> a folgt durch Multi-
plikation mit a—1, daf b > o ist, und da ob = (om)a! = ma—?
= b ist, so ist b ein Ideal, w. z b. w.

Durch diesen Satz, welcher als eine Umkehrung des Satzes IV
angesehen werden kann, ist der wichtige Zusammenhang zwischen
den Begriffen der Teilbarkeit der Ideale und ihrer Multiplikation
aufgedeckt®). Der Kiirze halber wollen wir in der Folge unter einem
Faktor eines Ideals m ausschlieflich jeden Teiler a von m ver-
stehen, der selbst ein Ideal ist. Dann besteht folgender Satz:

VIII. Die Anzahl der Faktoren eines Ideals ist endlich.

Denn wahlt man aus dem Ideal m nach Belieben eine von Null
verschiedene Zahl u, so ist (nach § 176, II) die Klassenanzahl (o, ou)
= + N(u) > 0, und folglich gibt es (nach § 171, I) nur eine end-
liche Anzahl von Moduln, welche > o und zugleich <C ou sind; da
aber op > m, so ist jeder Faktor von m ein solcher Modul, und
folglich ist auch die Anzahl dieser Faktoren endlich, w. z b. w.

IX. Jedes Ideal m kann durch Multiplikation mit einem
Ideal n in ein Hauptideal op — mn verwandelt werden*¥).

Denn wenn p wieder irgendeine von Null verschiedene Zahl in
m bedeutet, so ist ou > m, woraus der Satz (nach VII) folgt. Da
ferner N (w) (nach § 176, IV) durch u, also auch durch m teilbar
und von Null verschieden ist, so ergibt sich (aus § 172, I) noch der
folgende Satz:

X. In jedem Ideal m gibt es unendlich viele rationale
Zahlen, deren Inbegriff
m— 3 = [m]
ist, wo m = (3, m) die kleinste durch m teilbare natiirliche
Zahl bedeutet.

*) Hierin bestand die gréfte Schwierigkeit, welche bei der ersten Begriindung
der Ideal-Theorie zu iiberwinden war. Um dieselbe zu wiirdigen, vergleiche man
die zweite und dritte Auflage dieses Werkes [vgl. XLVII und XLIX] und § 23
meiner Schrift Sur la théorie des nombres entiers algébriques (Paris 1877);
denn wenn jetzt durch Zuziehung des Satzes VI in §173 dieser Kardinalpunkt
schon im Anfange der Theorie gewonnen wird, so lassen die fritheren Darstellungen
das Wesen desselben deutlicher erkennen, was fiir gewisse Verallgemeinerungen
der Ideal-Theorie sehr wichtig ist.

**) Vgl §178, XL
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§ 178.

Der grolite gemeinsame Teiler a + b und das kleinste gemein-
same Vielfache a —b von zwei Idealen a, b sind ebenfalls Ideale.
Denn jedenfalls sind die Moduln a 4+ b und a — b teilbar durch o,
weil dasselbe von a und b gilt; da nun a — b teilbar ist durch a und b,
8o ist o(a —b) teilbar durch oa und 05, d. h. durch a und b, also
auch durch a —b; und da das von Null verschiedene Produkt ab
(nach § 177, IV) durch a — b teilbar ist, so ist a — b auch von Null
verschieden und folglich ein Ideal. Da ferner o(a 4 b) = oa + 0b
= a-+b, und a- b als Teiler des Ideals a oder b gewill von Null
verschieden ist, so ist a | b ein Ideal. Dasselbe gilt offenbar von dem
gemeinsamen groften Teiler und kleinsten Vielfachen von beliebig
vielen Idealen, und es ergeben sich die folgenden Sitze:

I. Sind a, b, ¢ ... beliebige Ideale, so ist deren kleinstes
gemeinsames Vielfaches

(1) a—b—e¢—...=aaq, = bbb, = ¢c¢, = .-+,
wo a,, b, ¢ ... Ideale bedeuten, deren grofiter gemeinsamer
Teiler
(2) a1+b1+c1+"':D
ist.
Denn wenn man der Kiirze wegen m —=a—b—c¢—... und

n=a,+ b + ¢, + - setzt, so ist das Ideal m teilbar durch a, b, c...,
und folglich geniigen (nach § 177, VII) die Ideale o, =— ma—1,
b, = mb—1, ¢, = mc~1 ... den Bedingungen (1); da sie ferner alle
durch das Ideal n teilbar sind, so sind auch die Produkte a, n—1,
b,n1, ¢,n~1 ... Ideale, und hieraus folgt nach (1), daf mn—! (zu-
folge § 177, IV) durch a, b, ¢ ... teilbar, also mn=1> m, m > mn,
mithin (nach §177, VI) n = o ist, w. z. b. w.

Aus dem Beweise folgt, dafl der in (2) enthaltene Satz auch in
der Form
(3) (@—b—c—-)yl=0a14b14c14...
dargestellt werden kann; er bildet das dualistische Gegenstiick zu
dem Satze
4) @+b4+c+--)y1=a1—b1—c1—...,
welcher eine unmittelbare Folge des zweiten Modulsatzes (18) in
§170 ist.
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Il. Zu je zwei Idealen a, b gehdoren zwei Ideale o, V',
welche den Bedingungen

(5) a—b=ab = ba

(6) a +b =0

) a=(a+Db)a, b = (a4 bV
geniigen; zugleich ist

(8) (a + 8)(a — b) = ab.

Die Gleichungen (5), (6) folgen als spezieller Fall aus (1), (2);
multipliziert man (6) mit a oder mit b, so folgt (7) aus (5), und
wenn man (5) mit a + b multipliziert, so folgt (8) aus (7), w. z b. w.

Ersetzt man a und b in (8) durch ac und bc, wo ¢ ein be-
liebiges Ideal bedeutet, und dividiert durch

9) ac+be = (a+0b)e
so folgt aus (8) auch der Satz*)
(10) ac—bec = (a—b)c;

derselbe ergibt sich auch aus (5), wenn man bedenkt, daf zufolge
(7) und (9) die Ideale o', b’ ungeéindert bleiben, wenn man a, b durch
ac, be ersetzt.

Zwei Ideale a, b heillen relative Primideale, wenn ihr grofter
gemeinsamer Teiler a 4+ b — o ist. In diesem Falle sind die eben
mit o', b’ bezeichneten Ideale [welche zufolge (6) immer relative
Primideale sind] identisch mit a, b, und zufolge (8) oder (5) ist das
kleinste gemeinsame Vielfache zweier relativen Primideale
zugleich ihr Produkt; umgekehrt folgt aus a —b = ab, dab
a+b=o, dab also a, b relative Primideale sind. Offenbar ist o
relatives Primideal zu jedem Ideal, also auch zu sich selbst, und
kein anderes Ideal hat diese Eigenschaft. Die zunichst folgenden
Sitze stimmen vollstindig mit denen der rationalen Zahlentheorie
iiberein (§ 5), wobei wir ein fiir allemal bemerken, daf mehr als
zwei Ideale dann und nur dann relative Primideale heiflen sollen,
wenn jedes von ihnen relatives Primideal zu jedem der iibrigen ist.

*) Vgl. die Sitze (8), (9) in §170. — Wir bemerken noch, daf die in der
Anmerkung zu § 171 auf S.77 erwihnte Gruppe von 28 Moduln, welche aus drei
beliebigen Moduln a, b, ¢ entspringt, auf eine Gruppe von 18 Moduln einschrumpft,
falls a, b, ¢ Ideale sind, weil gleichzeitig die dortige Klassenanzahl d = 1 wird.
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IIl. Sind a, b relative Primideale, und ist cein beliebiges
Ideal, so ist der groBte gemeinschaftliche Teiler der beiden
Ideale a, bc zugleich derjenige der beiden Ideale q, ¢, also
at+be=a+tc

Denn durch Multiplikation von a + b = o mit ¢ folgt zunichst
ac 4 be = ¢; addiert man a und bedenkt, dafl ac > a, alsoac +a=a
ist, so folgt a +bc =a+4 ¢, w. z. b. w.

IV. Ist a relatives Primideal zu jedem der beiden Ideale
b, ¢, so ist a auch relatives Primideal zu deren Produkte bec.
Dies folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Satze, weil

a+4c =10 ist. Durch wiederholte Anwendung ergibt sich (wie in
§ 5) der Satz:

V. Ist jedes der Ideale a, q,, a,, a, ... relatives Prim-
ideal zu jedem der Ideale b, b,, b, ..., so sind auch die beiden
Produkte aa,a,0,... und 66,6, ..., und ebenso auch irgend

zwel Potenzen a7, b* relative Primideale.

VL. Sind a, b relative Primideale, und ist bc>> a, so ist
auch ¢> a.

Dies folgt ebenfalls aus III, weil a + bc = a ist.

VII. Sind a, b relative Primideale, so ist jeder Faktor o
von a relatives Primideal zu jedem Faktor b’ von b.

Denn aus a>a' >0 und b> 0> 0o folgt a +b>a" 4+ ">y,
und da a + b = o ist, so ist auch a' +b' =0, w. z. b. w.

VIIL Sind a,b,¢... relative Primideale, soist ihr kleinstes
gemeinsames Vielfaches zugleich ihr Produkt, also

(11) 0 bkt b,

Fiir zwei relative Primideale a, b ist dieser Satz schon oben
aus II. abgeleitet. Nehmen wir an, er sei fiir » relative Primideale
b, c... bewiesen, und a sei relatives Primideal zu jedem von ihnen,
also auch zu ihrem Produkte ¢, — bc¢--. —=b—c—...; s0 ist das
kleinste gemeinsame Vielfache aller (r 4 1) Ideale = a —a, = aa,,
mithin gilt der Satz allgemein, w. z. b. w.

Zugleich leuchtet ein, dal die im Satze I auftretenden (r + 1)
Ideale a,, b, ¢;... in unserem Falle die aus je » von den Idealen
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a, b, c... gebildeten Produkte sind. — Aus den vorhergehenden Sitzen
ergibt sich nun der folgende wichtige Existenzsatz*):

IX. Ist das Ideal a durch keins der Ideale ¢, ¢,... teil-
bar, so gibt es in a auch eine Zahl «, welche in keinem der
Ideale ¢ enthalten ist.

Wenn nur ein einziges Ideal ¢ vorliegt (oder wenn a ein Haupt-
ideal ist), so versteht sich der Satz von selbst. Wir nehmen an,
er sei schon fiir alle Fille bewiesen, wo die Anzahl der Ideale ¢
kleiner als 7 ist, und zeigen, daB er dann auch fiir » Ideale ¢, ¢,...¢,,
mithin allgemein gilt. Jedem dieser Ideale ¢, entspricht ein Ideal b,,
welches der Bedingung ab, — a — ¢, geniigt und folglich von o ver-
schieden ist; das Ideal a ist durch keins der r Produkte ab, teilbar,
und es geniigt, die Existenz einer in a enthaltenen Zahl o nachzu-
weisen, welche durch keins dieser Produkte und folglich auch durch
keins der Ideale ¢, teilbar ist. Gibt es nun unter den r Idealen b,
ein Paar, z B. b, und b,, deren groBter gemeinschaftlicher Teiler
von o verschieden ist, so ist a auch nicht teilbar durch a(b, + b)),
und folglich gibt es (nach unserer Annahme) in a eine Zahl , welche
durch keins der (r — 1) Ideale a(b, 4+ 0,), ab, ... ab, teilbar ist,
mithin die geforderte Eigenschaft besitzt, weil ab, und ab, durch
a(b, + b,) teilbar sind. Es bleibt daher nur noch der Fall iibrig,
wo die r Ideale b, relative Primideale sind. Dann ist jedes dieser
Ideale b, relatives Primideal zu dem aus allen iibrigen gebildeten Pro-
dukte b;, und da b, von o verschieden ist, so ist b; nicht teilbar durch
by, also ab; auch nicht teilbar durch ab,, und es gibt folglich in
a by eine Zahl «,, welche nicht durch ab, teilbar ist. Setzt man nun
« = a +a,+ -+ o, so ist die Zahl « wie jede der r Zahlen o,
in a enthalten, aber sie kann durch keins der » Produkte ab, teil-
bar sein; denn weil die Ideale by, b;... b, alle durch b,, also die
Zahlen o, oy ... a, alle durch ab, teilbar sind, wihrend das Gegenteil

*) Auf den ersten Blick kionnte es scheinen, als miifte derselbe auch fiir
beliebige Moduln gelten. Dies ist wirklich noch wahr, wenn nur zwei Moduln
€y, Cy vorliegen; denn wihlt man aus a zwei Zahlen a;, «;, von denen die erste
nicht in ¢,, die zweite nicht in ¢, enthalten ist, so hat mindestens eine der drei
Zahlen «,, @y, @; |} «, offenbar die geforderte Eigenschaft. DaB aber schon fiir
drei Moduln ¢;, €y, €3 der Satz nicht allgemein gilt, ergibt sich leicht aus der
Betrachtung des Beispiels

o' ="[IYel ¢ =2, o) = 172 olicg= [2,"1 -}
Wwo  irgendeine irrationale Zahl bedeutet (vgl. §171, IV).
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fir «, gilt, so kann auch « nicht durch ab,, und ebensowenig kann
o durch eins der iibrigen Produkte ab, teilbar sein. Mithin hat die
Zahl « die geforderte Eigenschaft, w. z. b. w.

X. Sind a, b irgend zwei Ideale, so kann man eine von
Null verschiedene Zahl ¢ immer so wihlen, daB ab+oe = q,
also ab—oa — bo wird.

Denn wenn b = o ist, so geniigt offenbar jede Zahl & des Ideals a
dieser Forderung. Ist aber b von o verschieden, und bezeichnet
man mit ¢ alle Ideale, welche < ab und zugleich > a, aber verschieden
von a sind, so gibt es, weil deren Anzahl (nach § 177, VIII) endlich
ist, in a eine Zahl o, welche durch keins der Ideale ¢ teilbar ist;
mithin ist auch das Ideal ab 4 o« verschieden von allen ¢, und da
es ebenfalls < ab und > a ist, so muB ab -+ oe = a, und nach
(8) zugleich ab—ox — be sein, w. z b. w.

XL Sind a, b Ideale, so 1a6t sich a in ein Hauptideal o
verwandeln durch Multiplikation mit einem Ideal m, welches
relatives Primideal zu b ist.

Denn setzt man in dem vorigen Satze das durch a teilbare
Hauptideal 0o =— am, 8o ist ab 4 am = a(b+ m) — ¢, also b+ m
==t Azl b, j

XIL. Jedes Ideal a ist darstellbar als grofter gemein-
samer Teiler von zwei Hauptidealen.

‘Denn wihlt man nach Belieben aus a eine von Null verschiedene
Zahl w, so ist ou =— ab, und man kann (nach X) die Zahl « so
wihlen, daf oy + 0oe = a wird, w. z. b. w.

XIII. Zwei von Null verschiedene Zahlen «, # in o sind
stets und nur dann relative Primzahlen, wenn die durch sie
erzeugten Hauptideale oo, 0B relative Primideale sind,
und es gibt dann immer zwei Zahlen & % in o, welche der
Bedingung
(12) wf+pfn=1
geniigen.

Denn wenn oe 4 08 = o ist, so ist die in o enthaltene Zahl 1
als Summe von zwei in.ow, 03 enthaltenen Zahlen, also in der Form
(12) darstellbar, d. h. «, B sind relative Primzahlen (§174). Im
entgegengesetzten Falle, wenn o + 0o 3 verschieden von o, also oo —0f3
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zufolge (8) ein echter Teiler von o« ist, gibt es eine durch «
und B teilbare, d. h. eine in o« —o0pB enthaltene Zahl w, welche
nicht durch «p teilbar ist, und folglich konnen «, B (nach § 174)
nicht relative Primzahlen sein, w. z. b. w.

Der zweite Teil dieses Satzes ergibt sich auch unmittelbar aus
der Anmerkung zu § 174; denn zufolge derselben gibt es, wenn «, 8
relative Primzahlen in o sind, auch zwei in o enthaltene Zahlen
& 'n, welche die Bedingung (12) erfiillen, und hieraus folgt offenbar
o+ 0B = o. Aber beide Beweise flieBen, wie man leicht sieht,
aus derselben Quelle, ndmlich aus dem Satze VI in §173.

Wir bemerken noch, daf wir unter dem grofiten gemeinsamen
Teiler eines Ideals m und einer Zahl « (selbst wenn letztere — 0
gein sollte) immer das Ideal m + o« verstehen; und wir sagen, m
sei relatives Primideal zu «, oder « sei relative Primzahl zu m, wenn
m -4 oa = o ist*). Dann besteht folgender Satz:

XIV. Ist m relatives Primideal zu der natiirlichen Zahl %,
so ist die kleinste durch m teilbare natiirliche Zahl m = (3, m)
auch relative Primzahl zu k.

Denn bedeutet ¢ den grofiten gemeinsamen Teiler der Zahlen
m =— em' und k, so ist ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches km/
teilbar durch m und ok, also auch durch m — o0k — km; mithin
ist m' teilbar durch m, folglich m' — m, e = 1, w.z b. w.

§179.

Das Ideal o hat nur den einzigen Faktor o. Jedes von o ver-
schiedene Ideal p besitzt gewill zwei verschiedene Faktoren, ndmlich
o und p, und es soll ein (absolutes) Primideal heiflen, wenn es
keine anderen Faktoren hat. Ein Ideal, welches mehr als zwei ver-

*) Endlich erwidhnen wir, dafi jeder Idealbruch, d. h. jeder Quotient von
zwei Idealen, immer ein im Kgrper £ enthaltener endlicher Modul i von der Ord-
nung o ist, und daB umgekehrt jeder solche Modul i auf unendlich viele Arten
als Idealbruch, und nur auf eine einzige Weise als ein solcher Idealbruch darge-
stellt werden kann, dessen Zihler und Nenner relative Primideale sind. Jedes
Ideal ist ein Idealbruch mit dem Nenner 0. Der griBte gemeinsame Teiler, das
kleinste gemeinsame Vielfache, das Produkt und der Quotient von irgend zwei
Idealbriichen sind ebenfalls Idealbriiche, und die Gesetze ihrer Bildung stimmen
genau mit denen der rationalen Zahlentheorie iiberein. Die Beweise, welche haupt-
sichlich auf den in § 170 bewiesenen Sitzen iiber eigentliche Moduln beruhen
wird der Leser leicht finden.
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schiedene Faktoren besitzt, heilt zusammengesetzt (vgl. § 8). Aus
~ dieser Erklarung ergeben sich die folgenden Sitze.

_‘ L Ist p ein Primideal, und a irgendein Ideal, so ist
 entweder a teilbar durch p, oder a und p sind relative Prim-

=~ ideale.

Denn das Ideal a + p ist als Faktor von p entweder — p,
" oder = o, und im ersteren Falle ist a > p, w. z. b. w.

II. Geht das Primideal » in dem Produkte der Ideale
a,b,c... auf, so ist mindestens eins derselben durch p teilbar.

Denn wenn p in keinem der Ideale a, b, ¢ ... aufgeht, so ist p
(nach I) relatives Primideal zu jedem derselben, also (nach § 178, V)
auch zu ihrem Produkte abc..., und folglich kann letzteres (nach I)
auch nicht durch p teilbar sein, w. z b. w. :

III. Ist m ein zusammengesetztes Ideal, so gibt es zwei
durch m nicht teilbare Zahlen ¢, 8, deren Produkt «  durch m
teilbar ist. )

Denn m besitzt einen von o und m verschiedenen Faktor a und
ist folglich — ab, wo b ein von o verschiedenes Ideal bedeutet; da
nun (nach § 177, VI) weder a noch b durch m, d. h. durch ab teil-
bar ist, so kann man aus e, b Zahlen «,  wihlen, die nicht in m,
deren Produkt ¢ aber in ab, d. h. in m enthalten ist, w. z b. w.

Mithin ist eine Zahl w dann und nur dann eine Primzahl
(S.110), wenn oyu ein Primideal ist.

IV. Jedes von o verschiedene Ideal a ist durch min-
destens ein Primideal teilbar.

Der Satz ist richtig, wenn a selbst ein Primideal ist. Im ent-
gegengesetzten Falle besitzt a einen von a und o verschiedenen Fak-
tor b, und wenn dieser noch kein Primideal ist, so besitzt er einen
von b und o verschiedenen Faktor ¢, und wenn dieser kein Prim-
ideal ist, so kann man in derselben Weise fortfahren. Da nun die
in dieser Kette auftretenden Ideale a, b, ¢ ..., deren jedes ein echtes
Vielfaches des folgenden ist, alle voneinander -verschieden und zu-
gleich Faktoren des Ideals a sind, welches (nach § 177, VIII) nur
eine endliche Anzahl von Faktoren besitzt, so muBl diese Kette not-
wendig eine endliche sein, sie mul ein letztes Glied p enthalten,
- und dieses mub, weil sonst die Kette sich noch weiter fortsetzen
| lieBe, ein Primideal sein, w. z b. w.
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V. Jedes von o verschiedene Ideal a ist entweder ein
Primideal, oder es 146t sich, und zwar nur auf eine einzige
Weise, als ein Produkt von Primidealen darstellen.

Denn a ist durch ein Primideal p, teilbar, also von der Form
p,a,, wo a, ein Ideal; ist dasselbe — o, 80 ist a =— p, ein Primideal.
Ist aber a, verschieden von o, so ist wieder a, — p,a,, wo das erste
der beiden Ideale y,, a, ein Primideal bedeutet, und wenn a, von o
verschieden ist, so kann man in derselben Weise fortfahren. Die
Kette der Ideale a, a;, a, ..., deren jedes ein echtes Vielfaches des
folgenden ist, mul} eine endliche sein, also ein letztes Glied a, ent-
halten, und dieses mul — o sein, weil sonst die Kette sich noch
fortsetzen lieBe. Zugleich ergibt sich die gewiinschte Darstellung

(1) 0 DBk, o

Um zu zeigen, da es im wesentlichen, d. h. abgesehen von der Auf-
einanderfolge der Faktoren, nur eine einzige solche Darstellung gibt,
bemerken wir zunéchst, da jeder der » Primfaktoren p, p,, ..., p,
offenbar in a aufgeht, und dal umgekehrt jedes in a aufgehende
Primideal p notwendig mit einem dieser » Primfaktoren identisch
sein mufl; denn da p in dem Produkte p,p,...p, aufgeht, so mub
(nach II) mindestens einer der Faktoren, z. B. p,, durch p teilbar sein,
und da p, als Primideal nur die beiden Faktoren p, und o besitat,
so muB das Primideal p, weil es von o verschieden ist, notwendig = p,
sein. Die in einer solchen Darstellung (1) auftretenden Faktoren sind
also die simtlichen in dem Ideal a aufgehenden Primideale p
und keine anderen. Ist ferner e die genaue Anzahl derjenigen
von diesen r Faktoren, welche mit einem bestimmten Primideal p
identisch sind, so kann man a =— bp¢ setzen, wo b entweder = o
oder, falls e <7 ist, das Produkt der iibrigen r — e Primfaktoren
ist; da die letzteren alle von p verschieden sind, so ist b keinesfalls
durch p teilbar, und hieraus folgt (nach § 177, VI), dall a zwar durch
p¢, aber durch keine hohere Potenz von p teilbar, dafl also die An-
zahl e¢ zugleich der Exponent der hochsten in dem Ideal a
aufgehenden Potenz des Primideals p ist. Mithin sind die in
der Darstellung (1) des Ideals a erscheinenden Primfaktoren p mnicht
nur an sich, sondern auch nach der Haufigkeit ihres Auftretens voll-
stindig bestimmt durch a allein, w. z. b. w.
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An den Beweis dieses Fundamentalsatzes kniipfen wir noch fol-
gende Bemerkungen. Bezeichnet man jetzt mit p,, pg, p; ... alle
voneinander verschiedenen, in dem Ideal a aufgehenden Prim-
ideale, so nimmt die Darstellung (1) die Form
(2 a = PEpRry...
an, wo die natiirlichen Zahlen e,, ey, ;... die Héufigkeit des Auf-
tretens fiir die einzelnen Primfaktoren angeben. Es kann gelegent-
lich, bei der Vergleichung mehrerer Ideale, von Vorteil sein, auch
den Exponenten Null zuzulassen, in welchem Falle (nach § 177, V)
die Potenz p°® — o zu setzen ist; dies bedeutet natiirlich, daB das
Ideal a durch das Primideal p gar nicht teilbar ist. In jedem Falle
erscheint das Ideal a als das Produkt oder (nach §178, VIII) auch"
als das kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller in ihm aufgehenden
hochsten Primideal-Potenzen pét, pe, p% ..., welche ja zugleich auch
relative Primideale sind, und es ergibt sich der Satz:

VL. Ein Ideal a ist dann (und nur dann) durch ein Ideal d
teilbar, wenn jede in b aufgehende Primideal-Potenz auch
in a aufgeht.

Denn wenn a ein Vielfaches aller in d aufgehenden Primideal-
Potenzen ist, so ist a auch teilbar durch deren kleinstes gemeinsames
Vielfaches b, w. z. b. w.

Hieraus folgt zugleich, dafl jeder Faktor b des in (2) dargestellten
Ideals a gewifl in der Form

3) b= pupRys...

darstellbar ist, wo z B. r, eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., ¢, bedeutet;
und da je zwei solche Ideale d von der Form (3), die verschiedenen
Systemen von Exponenten 7,, 4, 7, ... entsprechen, auch verschieden
sind (nach V), so ist das Produkt

4 (e +1) (eg+ 1) (es+1)...

die Anzahl aller verschiedenen Faktoren d des Ideals a. Zugleich
leuchtet ein, daf die Regeln zur Bestimmung des groBten gemein-
samen Teilers und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von beliebig
vielen in der Form (2) dargestellten Idealen vollstéindig iibereinstimmen
mit denen der rationalen Zahlentheorie (§ 10).

Dedekind, Gesammelte Werke, III. a

<
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VIL Die kleinste durch das Primideal p teilbare natiir-
liche Zahl p = (3, p) ist eine natiirliche Primzahl, und zwar
ist p die einzige durch p teilbare natiirliche Primzahl

Denn jedenfalls ist p > 1, weil sonst p — o wire, und wenn
p ein Produkt aus zwei kleineren natiirlichen Zahlen r, s wiire, so miilte
das in dem Produkte or.os aufgehende Primideal p (zufolge II)
auch in einem der Faktoren, also auch in einer der Zahlen 7, s
aufgehen, was der Definition von p widersprechen wiirde; mithin ist
p eine Primzahl, und da [p] der Inbegriff aller durch p teilbaren
rationalen Zahlen ist (§ 177, X), so kann keine andere natiirliche
Primzahl durch p teilbar sein, w. z. b. w.

§ 180.

Nachdem in den §§177 bis 179 die Theorie der Teilbarkeit
der Ideale und also auch der Zahlen in o vollstindig erledigt ist
(vgl. §8 1 bis 10), wenden wir uns zur Betrachtung der auf Ideale
beziiglichen Zahlklassen und Kongruenzen von Zahlen in o.
Ist w von Null verschieden, so ist ou ein Hauptideal, und wir haben
schon (in § 176, II) bewiesen, dal
(1) (0, op) = 1+ N (u),
also von Null verschieden ist. Wiahlt man nun aus irgendeinem
Ideal m eine solche Zahl u, so folgt aus o <<m <oy [nach § 171,
(5)], daB (o, m)(m, o) = (o, o), mithin auch (o, m) von Null ver-
schieden ist; wir wollen in Riicksicht auf (1) diese Klassenanzahl
&) (0, m) = N (m)
setzen und die Norm des Ideals m nennen; offenbar ist o das
einzige Ideal, dessen Norm = 1 ist. Dann geht die Gleichung (1) in

®) N(ow) =+ N @)

iiber, und fiir beliebige Ideale a, b gelten die Sitze
4 (a, ab) = N (b)

(5) N (ab) = N(a) N (b).

Denn wiihlt man (nach § 178, X) eine von Null verschiedene Zahl « so,
daf ab+oe=a, ab—oa = be wird, so folgt (4) aus den in
§171 bewiesenen Sitzen (3), (2), (4), weil (ve, ab) = (a, ab)
= (0a, be) = (o, b) wird, und hieraus folgt (5), weil 0 << a < ab,
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also (0, ab) = (o, a)(a, ab) = (v, a)(o, b) ist, was zu beweisen war.
Setzt man ferner (wie in § 178, II):

b a—Db

©) e ey oy

so wird, wenn ¢ ein beliebiges Ideal bedeutet,
(M) (a¢, be) = (a, b)) = N (V),
weil (ac, be) = (ac+ be, be) und be = (ac+ be)b' ist*)

Nach dem Satze I in § 171 ist o(o,m) > m, d. h. die Norm N (m)
des Ideals m ist teilbar durch m, und folglich kann man das
Hauptideal
®) oN(m) = mn
setzen, wo n ein Ideal bedeutet; hierin liegt eine Verallgemeinerung
des Satzes IV in § 176, und man kann das Ideal
9) n= N(@)m-1
das Supplement von m nennen; da die Norm der rationalen Zahl
N (m) gleich N (m)* ist, so folgt aus (8), (5) und (3), dafl
(10) N (@) = N (m)y",
mithin m N (m)*—2 das Supplement von n ist.

Die kleinste durch m teilbare natiirliche Zahl m — (3, m) geht
jedenfalls in N (m) auf, weil [m] der Inbegriff aller in m enthaltenen
rationalen Zahlen ist (§ 177, X); da andererseits das Ideal om durch
m teilbar, also von der Form mg ist, so folgt aus (5) und (3), daB
N (m) in N (om), d. h. in m» aufgeht, und hieraus ergibt sich (nach
§ 178, XIV) der Satz:

I. Ist m relatives Primideal zu der natiirlichen Zahl £,
so ist N (m) auch relative Primzahl zu .

*) Die vorstehenden Sitze gelten auch fiir die in der Anmerkung zu § 178,
S. 126 besprochenen Idealbriiche i, wenn deren Norm durch
RO | ),
TRl Oy
erklirt wird. Wihlt man die ganze Zahl « so, daf i« ein Ideal wird, so ergibt
sich leicht aus (0, 1) = (0¢e, ia) = (0atia i) und (i, 0) = (i, 0)
= (0a-+1ia, 0a), daB N (i) N(0a) = N(i«), und folglich allgemein
o 2o NHB) s (o D)
A o)
ist, wo q, b irgend zwei Ideale bedeuten, welche der Bedingung ai = b, d.h.
b:a = i geniigen.

9%
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Da ferner die kleinste, durch ein Primideal p teilbare natiir-
liche Zahl

(11) ? =G
immer eine natiirliche Primzahl ist (§ 179, VII), so ist N (p) als
Divisor von p" selbst eine Potenz von p; wir setzen

(12) NG =
und nennen den Exponenten f, der stets > 0 und << » ist, den Grad
des Primideals .

Allgemeiner verstehen wir unter dem Grade eines beliebigen
Ideals m die Anzahl der (gleichen oder verschiedenen) natiirlichen
Primzahlen, deren Produkt = N (m) ist; dann ist zufolge (5) der Grad
eines Produktes gleich der Summe der Grade der Faktoren, und o
ist das einzige Ideal vom Grade Null.

Indem wir nun zu der Betrachtung der Kongruenz der Zahlen
(in o) in bezug auf ein beliebiges Ideal m iibergehen, bemerken wir
zuniichst, dal zwei solche Kongruenzen

(13) «a=da, p=p (mod m)
nicht nur (wie in § 171) addiert und subtrahiert, sondern auch multi-
pliziert (mithin auch potenziert) werden diirfen; denn weil om > m
ist, so ist jedes der Produkte (¢ —«')p, &' (B8— f'), mithin auch
deren Summe « 8 — ' B’ durch m teilbar, also

(14) af = o ' (mod. m).
Setzt man ferner
(15) a=m-+oe, m=—ab oa=ad,

so sind b und o' (nach §178) relative Primideale, und aus einer
Kongruenz von der Form

(16) oo = oo (mod. )
folgt stets die Kongruenz
(17) 0 = o' (mod. b);

denn weil o (@ — @) in m enthalten, also ad'(® — @) > ab ist, so
folgt a' (@ — @) >0, also auch o(w — @) > b, was zu zeigen war.
Da umgekehrt aus (17) auch (16) folgt, leuchtet unmittelbar ein.

Ist ¢ relative Primzahl zu m, also a = o, so ist b =— m, mithin
darf in diesem Falle die Kongruenz (16) ohne weiteres durch « divi-
diert werden. Dasselbe ergibt sich auch unmittelbar aus 0 — m + oe;
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denn da die in o enthaltene Zahl 1 — u + «§ ist, wo w in m ent-
halten, so gibt es in diesem Falle eine Zahl £, welche der Kongruenz
(18) af =1 (mod. m)
geniigt (und umgekehrt folgt hieraus offenbar, dal m + oa = o, also
o relative Primzahl zu m ist); multipliziert man nun (16) mit £, so
folgt @ = @' (mod. m), was zu zeigen war.

Die Anzahl aller in o enthaltenen, auf das Ideal m beziiglichen
Zahlklassen m -+ ¢ ist = (o,m) = N (m). Man sieht leicht ein, daB
zwei beliebige, nach m kongruente Zahlen «, «' mit m einen und
denselben groften gemeinsamen Teiler haben, daf also aus m -+ «
—=m+ o« auch m + o — m + o«' folgt; da ndmlich ¢« — &' durch m
teilbar ist, so muBl jeder Faktor von m, der in der einen Zahl ¢’ auf-
geht, auch in der anderen aufgehen, weil ¢ = (¢« — &) + & ist. Jede
bestimmte Zahlklasse m + « erzeugt daher ein bestimmtes, von der
Wahl ihres Reprisentanten « génzlick unabhingiges, in m aufgehendes
Ideal m 4 oe, und wir stellen uns, wenn a ein gegebener Faktor von
m = ab ist, die Aufgabe, die Anzahl aller Klassen m 4 « zu be-
stimmen, welche diesen Faktor a erzeugen, also der Bedingung
m-+ o = a geniigen. Im Falle a = m, b — o ist diese Anzahl
offenbar = 1; ist aber a ein echter Faktor von m, also b von o ver-
schieden, so wird unsere Frage sofort durch den Satz IV in §171
beantwortet, wenn man dort n — ap und fiir p alle in b aufgehenden
Primideéale setzt. Wir ziehen es aber vor, uns auf die folgenden Be-
trachtungen zu stiitzen, die ohnehin aus anderen Griinden unentbehr-
lich sind.

Zundchst 1408t sich die Aufgabe auf den besonders wichtigen
speziellen Fall a = o, b — m zuriickfithren; es handelt sich dann um
diejenigen Klassen m 4 «, deren Zahlen relative Primzahlen zu
m sind, und deren Anzahl wir immer mit ¢ (m) bezeichnen wollen;
offenbar hat diese Funktion genau dieselbe Bedeutung fiir unser
Gebiet o, wie die in § 11 betrachtete Funktion ¢ fiir das Gebiet § der
ganzen rationalen Zahlen, und sie geht im Falle » — 1 in die letztere

“iiber*). Bedeutet nun a wieder einen beliebigen Faktor von m=—ab,

so ist (in § 178, X) schon die Existenz einer Zahl « bewiesen, welche

*) Hieraus kann kejne Zweideutigkeit entspringen, weil durch das Ideal m
auch der Korper £, also die Bedeutung von ¢ (m) vollstindig bestimmt ist; aus
diesem Grunde ersetze ich das in der dritten Auflage (§174) gewihlte Zeichen y
jetzt darch ¢.
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der Bedingung m + o« — a geniigt, und es kommt pur darauf an,
aus « alle Zahlen «' zu finden, welche die Bedingung m + oe'
= m +o¢ erfiillen. Da nun eine Modulgleichung von der Form
m+ p = m + q nur den Inhalt hat, daf jede Zahl in p mit einer
Zahl in q kongruent ist (mod. m) und umgekehrt, so wird eine Zahl
o' dann und nur dann unsere Forderung erfiillen, wenn es zwei
Zahlen @, o' gibt, welche den Kongruenzen ¢ = e¢w, ¢« = o' @'
(mod m) geniigen. Hieraus folgt @ w @' = « (mod m), also nach (16)
und (17) auch @@ = 1 (mod b), mithin ist @ zufolge (18) relative
Primzahl zu b; umgekehrt, wenn letzteres der Fall ist, und ¢' =cw
(mod m) gesetzt wird, so kann man nach (18) eine Zahl @' so wihlen,
dall @@ = 1 (mod b) wird, woraus durch Multiplikation mit « auch
o« = o' @ (mod m) folgt. Man erhilt daher alle von uns gesuchten
Zahlen ¢ und nur solche, wenn man ¢' = a¢® (mod m) setzt, und
o alle relativen Primzahlen zu b durchlaufen 1i6t. Da nun zufolge
(16) und (17) die durch zwei solche Zahlen @ erzeugten Produkte
@ ¢ dann und nur dann nach m kongruent sind, wenn diese Zahlen
o nach b kongruent sind, so ergibt sich, dall die Anzahl der
Klassen m + &', welche der Bedingung m + o0&’ = a geniigen,
= @ (b) ist, wo ab = m (vgl § 13).

Da die Anzahl aller auf m beziiglichen Zahlklassen — N (m) ist,
so folgt hieraus offenbar (wie in § 13) der Satz
(19) g (b) = N(m),
wo b alle verschiedenen Faktoren von m durchliuft. Ubertrigt man
die in § 138 enthaltenen Betrachtungen auf unser Gebiet, was keine
Schwierigkeit hat, so iiberzeugt man sich, dafl die Funktion ¢ durch
diesen Satz vollstindig bestimmt ist, und ihr allgemeiner Ausdruck
leicht gewonnen werden kann. Wir iiberlassen dies dem Leser und
schlagen einen anderen Weg ein, welcher auf der Verallgemeinerung
der in § 25 behandelten Aufgabe, nimlich auf dem folgenden, héufig
anzuwendenden Satze beruht.

II. Ist m das Produkt aus den relativen Primidealen a, b,
¢..., und sind ¢, 6, z... ebenso viele gegebene Zahlen, so gibt
es immer Zahlen w, welche den gleichzeitigen Kongruenzen
(20) @ =9 (mod.a), @ =6 (mod. b)), @ =7 (mod.¢) ...
geniigen, und alle diese Zahlen ® bilden eine bestimmte
Zahlklasse in bezug auf m.
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Handelt es sich nur um zwei relative Primideale a, b, so folgt
dies unmittelbar aus dem Satze III in § 171, weil a +b =10, a —b
— ab ist, und hieraus ergibt sich durch Wiederholung derselben
Schliisse, weil ab, ¢, d ... relative Primideale sind, leicht unser all-
gemeiner Satz. Derselbe 140t sich aber auch unmittelbar auf folgende
Art beweisen. Setzt man (wie in §178, I und VIII) m —aaqa, = bb,

=c¢¢..., 80 ist a, + b, 4 ¢, + .-+ = o, und folglich gibt es in den
Idealen aj, b,, ¢,... bzw. Zahlen «,, f,, 7,..., welche der Bedingung
(21) a+pbt+pynt--=1

geniigen. Erfiillt nun eine Zahl @ die Kongruenzen (20), so folgen
daraus durch Multiplikation mit «,, f,, ¢, ... die auf m beziiglichen
Kongruenzen oe, = ¢a,, @f, = 6f,, @y, = tp,... und durch
deren Addition zufolge (21) die Kongruenz

(22) w=¢a +06p, +ry+ - (modm);

umgekehrt geniigt jede in dieser Form (22) darstellbare Zahl
allen Kongruenzen (20), z. B. der ersten von ihnen, weil die Zahlen
By, 7, ... alle durch a teilbar, aiso zufolge (21) die Zahl a, = 1
(mod a) ist, w. z b. w.

Jeder Kombination von Klassen a + g, b 4 6, ¢ + 7 ... entspricht
daher immer eine bestimmte Klasse m 4+ @ als Inbegriff aller der-
jenigen Zahlen, welche jenen Klassen gemeinsam sind; umgekehrt
leuchtet ein, dal jede Klasse m + @ immer aus einer und nur einer
solchen Kombination entspringt. Da ferner zufolge (20) die Zahl w
dann und nur dann relative Primzahl zu m wird, wenn die Zahlen
9, 6, T ... bzw. relative Primzahlen zu q, b, ¢... sind, so ergibt sich
der folgende Satz (vgl. § 12):

III. Sind a, b, c... relative Primideale, so ist

(28) p(abe..) =g @e®) (...

Da nun jedes von o verschiedene Ideal entweder eine Potenz
eines Primideals oder ein Produkt aus mehreren solchen Potenzen
a, b, c... ist, die zugleich relative Primideale. sind, wiahrend offenbar
(24) pO) =1
ist, so kommt es nur noch darauf an, die Funktion o (a) fiir den
Fall zu bestimmen, dafl a durch ein und nur ein Primideal p teilbar
ist; da aber eine Zahl ¢ dann und nur dann relative Primzahl zu a
ist, wenn sie nicht durch p teilbar ist, so hat man, um die Anzahl @ (a)
aller dieser Klassen a 4 ¢ zu erhalten, von der Anzahl (o, a) aller
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Klassen die Anzahl (p, a) derjenigen Klassen abzuziehen, deren Zahlen
durch p teilbar sind, und da (o, p) (p, 6) = (0, @) = N (a) ist, so er-
gibt sich

(25) 9@ =¥O(1- 55)
und hieraus der allgemeine Satz
(26) o = N () 1(1— o),

wo das Produktzeichen sich auf alle verschiedenen, in m aufgehenden
Primideale p bezieht. Man erkennt leicht, wie hieraus riickwirts sich
die Sitze (23) und (19) ableiten lassen (vgl. §§ 12, 14). Unsere Auf-
gabe ist hiermit gelost. —

Bedeutet nun ¢ irgendeine bestimmte relative Primzahl zu m,
wihrend o' ein System von ¢ (m) nach m inkongruenten Zahlen durch-
lauft, die relative Primzahlen zu m sind, so sind die Produkte ¢ o'
inkongruent und ebenfalls relative Primzahlen zu m; jede dieser
Zahlen g o' ist daher mit einer der Zahlen g', und jede der letzteren
mit einer der ersteren kongruent; mithin ist auch das Produkt ¢ der
Zahlen o' kongruent dem Produkte ¢ ¢#™ der Zahlen g o', und da 6
ebenfalls relative Primzahl zu m ist, so erhidlt man den Satz:

IV. Ist m ein Ideal, und g relative Primzahl zu m, so ist
(27) 0?™ = 1 (mod. m).

Derselbe entspricht offenbar dem verallgemeinerten Fermatschen
Satze der rationalen Zahlentheorie (§19), und aus ihm folgt unmittel-
bar der Satz:

V. Ist p ein Primideal, so geniigt jede Zahl @ der Kon-
gruenz ;

(28) oV ® = @ (mod. ).

Von der unerschopflichen Reihe von Untersuchungen, welche
von diesem Fundamentalsatze ausgehen, diirfen wir des Raumes wegen
nur einige Andeutungen geben, die der Leser ohne Schwierigkeit
ausfithren kann*). Zunéchst wird man alle in den §§26 bis 31

*) Vgl. meine von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen heraus-
gegebenen Abhandlungen Uber den Zusammenhang zwischen der Theorie
der Ideale und der Theorie der hoheren Kongruenzen (Bd.23, 1878)
und Uber die Diskriminanten endlicher Korper (Bd.29, 1882), ferner
die Abhandlung von Stickelberger: Uber eine Verallgemeinerung der
Kreisteilung (Math. Annalen, Bd. 37).
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enthaltenen Sitze iiber Kongruenzen, Potenzreste, primitive Wurzeln
auf solche Kongruenzen iibertragen, deren Koeffizienten irgendwelche
Zahlen unseres Gebietes o, und deren Modul ein Primideal p ist.
Behalten p und f die in (11) und (12) angegebene Bedeutung, so
ergibt sich hieraus in Verbindung mit (28) die in bezug auf die
Variable ¢ identische Kongruenz

(29) ' —t = II(t — @) (mod. p),

wo das Produktzeichen IT sich auf alle inkongruenten Zahlen
bezieht. Hierzu kommt eine Betrachtung, welche in der Theorie der
rationalen Zahlen noch nicht auftreten konnte. Versteht man unter
der HGohe einer Zahl « (in bezug auf p) die kleinste natiirliche
Zahl a, welche der Bedingung

(30) a?® = a (mod. p)

geniigt, so sind die @ Zahlen

(31) . a af o, 0"

inkongruent, und die beiden Kongruenzen

(32) o = o (mod. p) und 7 = s (mod. a)

sind gleichbedeutend, woraus zugleich folgt, dall die Hohe ¢ ein
Divisor des Grades f ist. Das System aller Zahlen, deren Hohe
= 1 ist, fillt zusammen mit dem Modul p + 3, d. h. mit dem System
aller derjenigen Zahlen, welche einer rationalen Zahl kongruent sind.
Zu den Zahlen von der Hohe f gehoren z B. alle primitiven Wurzeln
von §.

Die a Zahlen (31) oder irgendwelche ihnen kongruente Zahlen
bilden die Periode der Zahl «; jede von ihnen hat dieselbe Hohe
und erzeugt dieselbe Periode. Nun gilt zufolge der in § 20 erwihnten
Eigenschaft der Binomialkoeffizienten fiir je zwei ganze Zahlen u, v
die Kongruenz

(33) (w£ovp = w107 (mod. p);

hieraus folgt, dal jede durch Addition und Multiplikation gebildete
symmetrische Funktion der Zahlen (31) die Hohe 1 besitzt, und daB
folglich eine identische Kongruenz von der Form

(34) (t—ea) @—ar)...(t —ar" )= P(t) (mod. y)

besteht, wo P (t) eine ganze Funktion von # mit ganzen rationalen
Koeffizienten bedeutet. In der Theorie dieser auf den Modul p be-
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zogenen Funktionen ist P (¢) eine sogenannte Primfunktion*), weil
aus einer Kongruenz von der Form
(35) P(a) = 0 (mod. p)
durch Potenzieren auch P (&) = 0 (mod. p) folgt, wo &' jede Zahl
der Periode (31) bedeutet. Verbindet man nun in (29) immer die-
jenigen Faktoren ¢ — @, welche den zu einer Periode gehérenden
Zahlen o entsprechen, zu einer Funktion P () und bedenkt, dall jede
auf p beziigliche Kongruenz zwischen rationalen Zahlen auch in bezug
auf den Modul p gilt, so erhélt man eine von der Beschaffenheit
des Korpers  ginzlich unabhéingige identische Kongruenz von der
Form
(36) ' —t = I P(t) (mod. p);
die rechte Seite ist ein Produkt von lauter solchen Primfunktionen,
deren Grade Divisoren von f sind, und in der Theorie dieser iden-
tischen Funktionen-Kongruenzen wird gezeigt**), da in diesem Pro-
dukte auch jede solche Primfunktion einmal auftreten muf.

Bildet man aus einer Zahl & von der Hohe @ und. aus ganzen
rationalen Koeffizienten x alle Zahlen » von der Form

37 v = 2,60+ 2902+ - + 2, (mod. p),

80 iiberzeugt man sich leicht, dafl dieselben mit allen Wurzeln der
Kongruenz

(38) " = v (mod. ),

also mit allen denjenigen Zahlen zusammenfallen, deren Hohe ein
Divisor von @ ist. Der Inbegriff n aller dieser Zahlen », welcher
nach § 173 auch durch p -+ («), bezeichnet werden kann, ist eine
Ordnung (§170), und auler diesen, den siamtlichen Divisoren g von f
entsprechenden Ordnungen gibt es in o keine andere in p aufgehende
Ordnung. Der Fiihrer der Ordnung n, worunter immer der Quotient
n:o zu verstehen ist***), ist — p oder — o, je nachdem a < f oder
a == f ist, weil im letzteren Falle offenbar n =— o ist. Dal es, wenn @
irgendein Divisor von f ist, immer auch Zahlen « von der Hohe q
gibt, folgt leicht aus den friiheren Sitzen, und durch Anwendung

*) Vgl. meine auf S.61 [von Dirichlets Vorlesungen iiber Zahlentheorie]
zitierte Abhandlung art.6 [V dieser Ausgabe].
¥%):A. 4. 0. art. 19:
*#¥) Vgl. § 7 meiner Abhandlung Uber die Diskriminanten endlicher
Korper (Gottingen 1882).
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der in § 138 enthaltenen Methode findet man auch den allgemeinen
Ausdruck fiir die Anzahl aller inkongruenten solchen Zahlen.

Wir bemerken endlich, dafl die obenerwihnte Theorie der
identischen Kongruenzen, in welcher Funktionen einer Variablen
mit rationalen Koeffizienten auf eine natiirliche Primzahl p als Mo-
dulus bezogen werden, sich ebenfalls auf Funktionen iibertragen 140t,
deren Koeffizienten beliebige Zahlen unseres Gebietes o sind, wahrend
als Modulus irgendein Primideal p auftritt, und da diese Ubertragung
fiir manche tiefere Untersuchung erfordert wird, so empfehlen wir
dem Leser, dieselbe durchzufiihren.

§ 181.

Wir haben gesehen, dafl jedes Ideal a durch Multiplikation mit
einem geeigneten Ideal m in ein Hauptideal am verwandelt werden
kann (§ 177, IX), und wollen nun zwei Ideale a, o' Hquivalent
nennen, wenn beide durch Multiplikation mit einem und demselben
Faktor m in Hauptideale am — oy, a’m = oy’ iibergehen; dann ist
au' = a’ u, und wenn man die (ganze oder gebrochene) Zahl p'u—1 — 9

setzt, so wird o' = a%. Umgekehrt, wenn es eine Zahl 7 gibt,
welche dieser Bedingung geniigt, so sind die Ideale a, o’ &quivalent,
weil dann aus am = oy auch o'm = oy’ folgt, wo u' = un gewill

eine ganze Zahl ist. Zugleich ergibt sich hieraus, dal jeder Faktor m,
welcher das eine von zwei #quivalenten Idealen a, o' in ein Haupt-
ideal verwandelt, gleiches auch fiir das andere Ideal leistet, und daB
folglich je zwei Ideale o', a”, die mit einem dritten Ideal a &quivalent
sind, stets auch miteinander #Aquivalent sein miissen. Auf diesem
Satze beruht die Moglichkeit, alle Ideale in Idealklassen einzu-
teilen; ist a ein bestimmtes Ideal, so hat der Inbegriff 4 aller mit a
dquivalenten Ideale a, o, a”... die Eigenschaft, daB je zwei darin
enthaltene Ideale o', a” einander fquivalent sind, und wenn o’ irgend-
ein in A enthaltenes Ideal ist, so ist 4 zugleich der Inbegriff aller
mit a' dquivalenten Ideale. Ein solches System A von Idealen nennen
wir eine Idealklasse oder auch kiirzer eine Klasse, da eine Ver-
wechslung mit Zahlklassen hier nicht zu befiirchten ist; jede Klasse A
ist durch ein beliebiges in ihr enthaltenes Ideal a vollstandig
bestimmt, und letzteres kann daher immer als Reprisentant der
ganzen Klasse 4 angesehen werden.
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Die durch das Ideal o repriisentierte Klasse wollen wir mit O
bezeichnen und die Hauptklasse nennen, weil sie offenbar aus
allen Hauptidealen o besteht.

Sind a, o' dquivalent, so gilt dasselbe von ab, a’'b, weil aus
o' = an auch a'b = (ab)y folgt; sind aulerdem b, b’ Hquivalent,
so folgt ebenso, dal a'b, a'l’, also auch ab, a'b’ Hquivalent sind.
Durchliuft daher a alle Ideale der Klasse 4, und ebenso b alle
Ideale der Klasse B, so gehoren alle Produkte ab einer und der-
selben Klasse K an, die aber nmoch unendlich viele andere Ideale
enthalten kann; diese Klasse K wollen wir mit 4 B bezeichnen, und .
gie soll das Produkt aus 4, B oder die aus 4 und B zusammen-
gesetzte Klasse heiflen. Offenbar ist A B = B A4, wo das Gleich-
heitszeichen die Identitit der beiden Klassen bedeutet, und aus
(ab)c=a(bc) folgt fiir drei beliebige Klassen der Satz (4 B)C = A(BC).
Man kann daher dieselben Schliisse anwenden wie bei der Multipli-
kation von Zahlen cder Idealen, und beweisen, dafl bei der Zusammen-
setzung von beliebig vielen Klassen 4,, 4,,..., 4, die Anordnung
der sukzessiven Multiplikationen, durch welche jedesmal zwei Klassen
zu ihrem Produkte vereinigt werden, keinen Einflub auf das End-
resultat hat, welches kurz durch 4, 4,... 4,, bezeichnet werden kann
(vgl. §2). Sind die Ideale a,, a,,...,a, Reprisentanten der Klassen
A, A, ..., Apn, so ist das Ideal a,q,...0q, ein Reprisentant des
Produktes A4, 4, ... 4,,. Sind alle m Faktoren — A, so heift ihr
Produkt die mt® Potenz von 4 und wird mit 4™ bezeichnet; auler-
dem setzen wir A’ — A4 und 4° — 0. Von besonderer Wichtig-
keit sind die beiden folgenden Fille.

Aus oa = a folgt der fiir jede Klasse A4 giiltige Satz 0 4 — A.

Da ferner jedes Ideal a durch Multiplikation mit einem Ideal m
in ein Hauptideal am verwandelt werden kann, so gibt es fiir jede
Klasse 4 eine zugehorige Klasse M, welche der Bedingung A M = O
geniigt, und zwar nur eine einzige; denn wenn die Klasse M’ eben-
falls die Bedingung 4 M' — O erfiillt, so folgt

M=0M=AM)M = (AMYM =0M = M.

Diese Klasse M heilit die entgegengesetzte oder die inverse
Klasse von 4, und sie soll durch 4—* bezeichnet werden; offenbar
ist umgekehrt 4 die inverse Klasse von A—!. Definiert man ferner
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A—m als die inverse Klasse von 4™ so gelten fiir beliebige ganze
rationale Exponenten 7, s die Sitze:
Ar 43 — A"+“, (Ar)s: An’ (A B)r — Ar Br.

Endlich leuchtet ein, daf aus 4B = AC durch Multiplikation
wit A= stets B = C folgt.

Um nun tiefer in die Natur der Idealklassen einzudringen, wihlen
wir eine beliebige, aus = ganzen Zahlen w,, @,, ..., ®, bestehende
Basis von o; dann wird jede Zahl

(1) o =ho +ho,+: -+ by,

welche ganze Koordinaten A,, A,...%, hat, ebenfalls eine ganze Zahl
des Korpers. Legt man den Koordinaten alle ganzen Werte bei,
welche, absolut genommen, einen bestimmten positiven Wert 4 nicht
iiberschreiten, so werden offenbar die absoluten Werte der ent-
sprechenden Zahlen @, wenn sie reell sind, oder ihre analytischen
Moduln, wenn sie imaginér sind, simtlich << 7 k sein, wo r die Summe
der absoluten Werte -oder der Moduln von w,, @,,..., », bedeutet
und folglich eine von % ginzlich unabhiéngige Konstante ist. Da
ferner die Norm N (@) ein Produkt aus » konjugierten Zahlen @ von
der obigen Form ist, so wird gleichzeitig

©) +N(0) < Hin,

wo H ebenfalls eine lediglich von der Basis abhingige Konstante
bedeutet. Dann gilt der folgende Satz: :

I. Aus jedem endlichen Modul a, dessen Basis zugleich
eine Basis des Korpers & ist, kann man eine ganze, von
Null verschiedene Zahl ¢ so auswihlen, daf}
®) EN@Z HEo)
wird.

Denn bestimmt man, da (o,a) > 0 ist (§175), die natiirliche
Zahl k durch die Bedingungen
@ < (0,0) < (k4 1
und legt jeder der n Koordinaten in (1) die simtlichen (k4 1)
Werte 0, 1, 2,..., k bei, so entstehen lauter verschiedene Zahlen @,
und da ihre Anzahl = (k + 1), also > (o, a) ist, so gibt es unter
ihnen mindestens zwei verschiedene f, p, welche nach a kongruent
sind; mithin wird ihre Differenz § — p eine von Null verschiedene,
ganze Zahl « in a. Da nun die Koordinaten der Zahlen g, p in der
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Reihe 0, 1, 2,..., k enthalten sind, so iiberschreiten die Koordinaten
dieser Zahl e, absolut genommen, den Wert % nicht, und hieraus
ergibt sich mit Riicksicht auf (2) und (4) die Gleichung (3), w.zb.w.

Als eine unmittelbare Folgerung ergibt sich hieraus der Funda-
mentalsatz:

IL. In jeder Idealklasse M gibt es mindestens ein Ideal m,
dessen Norm die Konstante H nicht iiberschreitet®), und
folglich ist die Anzahl der Idealklassen endlich.

Denn wendet man den vorigen Satz auf ein Ideal a an, welches
nach Belieben aus der inversen Klasse M/~ gew#hlt ist, so wird
oa>a, also o = am, wo m ein Ideal der Klasse M bedeutet;
zugleich wird 4+ N (¢) = N (a) N (m) = (o, a) N (m), also N (m) < H.
Bedenkt man aber, dal es nur eine endliche Anzahl von natiirlichen
Zahlen gibt, die den Wert H nicht iiberschreiten, und daf jedes
Ideal m [nach § 180, (8)] ein Faktor seiner Norm ist, so ergibt sich
(nach § 177, VIII), dafl die Anzahl der Ideale m, welche der Be-
dingung N (m) << H geniigen, und folglich auch die Anzahl der
Idealklassen M endlich ist, w. z. b. w.

Es leuchtet nun unmittelbar ein, dal alles, was wir in der
Theorie der quadratischen Formen iiber die Zusammensetzung der
urspriinglichen Klassen erster Art gesagt haben (§ 149), sich Wort
fir Wort auf unsere Idealklassen iibertragen laft. Wir heben hier
aber nur den einen Satz hervor, dafl, wenn A die Anzahl aller
Klassen bedeutet, jede Idealklasse 4 der Bedingung

Abi=—"0)
geniigt. Ist daher a ein beliebiges Ideal, so ist a* immer ein Haupt-
ideal; setzt man nun

iy
und

h
o =p o="Vu,

*) Vgl. H. Minkowski: Théorémes arithmétiques (Compte rendu der
Pariser Akademie vom 26. Januar 1891); Uber die positiven quadratischen
Formen und iiber kettenbruchéahnliche Algorithmen (Crelles Journal,
Bd. 107). Aus diesen wichtigen Untersuchungen, welche in weiterer Ausfiihrung
demniichst als besonderes Werk (Geometrie der Zahlen) erscheinen werden,
geht unter anderem hervor, daf (wenn n > 1) die Konstante H kleiner ange-
nommen werden darf als die Quadratwurzel aus dem absoluten Werte der Grund-
zahl D, woraus zugleich folgt, daf D absolut > 1 ist.
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so ist &, eine ganze algebraische Zahl (§ 173, V); gehort dieselbe
dem Korper £, also auch dem Gebiete o an, so ist a offenbar ein
Hauptideal, ndmlich — o &, und es ‘wird folglich, wenn a kein Haupt-
ideal ist, die Zahl «, dem Korper £ gewill nicht angehoren. Nichts-
destoweniger findet auch im letzteren Falle zwischen dem Ideal a
und der Zahl ¢, der Zusammenhang statt. dal a der Inbegriff aller
derjenigen in o enthaltenen Zahlen ist, welche durch e, teilbar sind
(§174). Denn wenn « in a enthalten, also a* durch a? mithin auch

h
durch w teilbar ist, so ist « auch teilbar durch Yy = «,; und um-
gekehrt, ist « eine in o enthaltene und durch e«, teilbare Zahl, so
ist a? teilbar durch o = y, also auch durch o” woraus (nach § 179)
leicht folgt, dal « auch durch a teilbar ist. Nennt man daher eine
solche Zahl «, eine ideale Zahl des Kérpers & im Gegensatze zu
den in &£ enthaltenen wirklichen Zahlen, so kann jedes Ideal a
als der Inbegriff aller in o enthaltenen, durch eine wirkliche oder
ideale Zahl «, teilbaren Zahlen angesehen werden. Hieran kniipfen wir
den Beweis des folgenden, schon frither (§ 174) angekiindigten Satzes:

IIl. Zwei beliebige ganze algebraische Zahlen «, § be-
sitzen immer einen gemeinschaftlichen Teiler d,, welcher
in der Form o, + fy, darstellbar ist, wo §,, 5, ebenfalls
ganze algebraische Zahlen bedeuten. -

Wir nehmen an, dall beide Zahlen o, B von Null verschieden
sind, weil im entgegengesetzten Falle der Satz evident ist. Es gibt
nun (nach §164) immer einen endlichen Korper £, welcher beide
Zahlen «, B enthalt, und es sei o wieder das System aller ganzen
Zahlen dieses Korpers, ferner » die Anzahl der Idealklassen. Ist
der grofite gemeinschaftliche Teiler der beiden Hauptideale

Digty=— Qb o= hb,
so sind a, b relative Primideale, und dasselbe gilt folglich von ihren
Potenzen a® b% Setzt man nun
= 0y,
wo yp in o enthalten, so wird, weil «* und B*» durch d teilbar sind,
af — gy ANy =l g g YDA,
wo u, v ebenfalls in o enthalten, und zwar relative Primzahlen sind
(§ 178, XIII); es gibt daher in o zwei Zahlen g, 6, welche der Be-

dingung po k- ve sl
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geniigen. Man definiere jetzt die zu b gehorige ideale Zahl &, und
ferner die Zahlen e, B, durch

h
; 60 o V?a o = aoaoa ﬁ = ﬂ0601

8o wird

y =204, p=a}, v=p,
mithin sind «,, B, die zu q, b gehorigen idealen ganzen Zahlen, und 9,
ist ein gemeinsamer Divisor der beiden gegebenen Zahlen «, f.
Setzt man endlich

§o =il 0, m = B0,
so sind £, n, ganze Zahlen, welche den Bedingungen

wobot Bomo =1, afy+ Bn, =0,

geniigen, was zu beweisen war.

Diese Zahl d,, aber auch jede mit ihr assoziierte Zahl, verdient
den Namen des grofiten gemeinschaftlichen Teilers von «, f8,
weil jeder gemeinschaftliche Teiler dieser beiden Zahlen in o, auf-
gehen mufl. Da ferner jedes Ideal b als groliter gemeinschaftlicher
Teiler von zwei Hauptidealen oe, o8 darstellbar ist (§ 178, XII), so
kann unter einer idealen Zahl des Korpers £ auch jede Zahl 9,
verstanden werden, welche der grofite gemeinschaftliche Teiler von
zwei wirklichen, d. h.in o enthaltenen Zahlen «, 8 ist.

Nach dieser Abschweifung kehren wir noch einmal zu der Ein-
teilung aller Ideale in Klassen zuriick; es gibt ndmlich einen Fall,
fiir welchen es zweckmiBig sein kann, an Stelle der oben beschriebenen
Einteilung eine andere zu setzen, die noch etwas tiefer eingreift. Zwei
Hauptideale oy, ov sind offenbar stets und nur dann identisch, wenn
die beiden Zahlen u, v assoziiert, d. h. wenn » = gy ist, wo & eine
Einheit bedeutet. Ist die Norm von u positiv, so ist sie zugleich
die Norm des Hauptideals ou. Es kann aber auch der Fall eintreten,
da die Normen aller mit einer bestimmten Zahl w assoziierten
Zahlen &y negativ sind; dies wird immer und nur dann geschehen,
wenn es in dem Korper & Zahlen von negativer Norm, unter diesen
aber keine Einheit gibt*). In diesem Falle ist es fiir manche Unter-

*) Der Grad n eines solchen Korpers £ muB, wie leicht zu sehen, eine
gerade Zahl, und unter den mit £ konjugierten Korpern miissen auch solche
sein, welche aus lauter reellen Zahlen bestehen. Ein solcher Korper ist z. B.
der quadratische Korper, dessen Grundzahl — - 12, wihrend der von der Grund-
zahl - 8 diese Eigenschaft nicht besitzt.
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suchungen zweckmifig, zwei Ideale a, o’ nur dann dquivalent zu
nennen, wenn es eine Zahl % von positiver Norm gibt, welche der
Bedingung an = o' geniigt, und hierdurch verdoppelt sich offenbar
die Anzahl der Idealklassen; die Hauptklasse O besteht nur noch
ans denjenigen Hauptidealen oy, welche den Zahlen w von positiver
Norm entsprechen, wihrend die iibrigen Hauptideale eine besondere,
sich selbst entgegengesetzte Klasse bilden®). Die allgemeinen Sitze
iiber die Zusammensetzung der Klassen werden aber hierdurch nicht
geiindert. Man kann auch leicht beweisen, dall jedes Ideal a in ein
Ideal der jetzigen Hauptklasse O verwandelt werden kann durch
Multiplikation mit einem Faktor m, welcher relatives Primideal zu
einem beliebig gegebenen Ideal b ist; denn hat man (nach § 178, X)
aus a eine Zahl « so ausgewihlt, daB ab 4 oe¢ = a wird, so hat
(nach § 180) jede Zahl u, welche = o¢ (mod ab) ist, dieselbe Eigen-
schaft, und es braucht nur noch gezeigt zu werden, dall es unter
diesen Zahlen p auch solche von positiver Norm gibt; dies erreicht
man offenbar, wenn man g = & + m setzt und die durch ab teil-
bare natiirliche Zahl m so grof wihlt, daB alle mit u konjugierten
reellen Zahlen positiv ausfallen; aus o (¢ + m) = am ergibt sich dann
der verlangte Faktor m. Den hiermit in erweitertem Umfange be-
wiesenen Satz kann man offenbar auch so aussprechen:

IV. In jeder Idealklasse M gibt es Ideale m, die mit
einem-beliebig gegebenen Ideale keinen gemeinschaftlichen
Teiler auller o haben.

Zum Schlusse bemerken wir, dafl man die Einteilung der Ideale
in Klassen auf alle Moduln von der Form (8) in § 175 iibertragen
kann, indem man zwei solche Moduln a, o’ #iquivalent nennt und
in dieselbe Modulklasse 4 aufnimmt, wenn es eine Zahl % gibt,
welche der Bedingung azn = o' geniigt. Alle Moduln einer Klasse A4
haben dieselbe Ordnung n, und die Hauptklasse dieser Ordnung besteht
aus allen Hauptmoduln n, wo % jede von Null verschiedene Zahl
des Korpers & bedeutet. Jede Klasse besteht aus unendlich vielen
ganzen und gebrochenen Moduln; eine Klasse von der Ordnung o
besteht aus Idealen und Idealbriichen (Anm. auf S.126), und das
System der ersteren ist eine Idealklasse im obigen Sinne. Darch-

*) Eine noch weitergehende Beschrinkung erhélt man durch die Forderung,
daff jede mit der erzeugenden Zahl x konjugierte reelle Zahl positiv sein soll.
Dedekind, Gesammelte Werke, III. 10
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laufen a, b bzw. alle Moduln der Klassen A, B, so bilden die Produkte ab
eine Klasse 4 B, und die Quotienten b:a eine Klasse B:A, woraus
auch die Bedeutung der Zeichen A° und A—! einleuchtet; ebenso
bilden die Komplemente aller in einer Klasse enthaltenen Moduln
eine Klasse (Anm. auf S5.103). Je nachdem eine Klasse aus lauter
eigentlichen oder aus lauter uneigentlichen Moduln besteht (S.73),
heille sie eine eigentliche oder uneigentliche Klasse. Durch das Auf-
treten der letzteren wird (schon bei Korpern dritten Grades) diese
Theorie, welche fiir gewisse Untersuchungen (z. B. iiber héhere Rezi-
prozititsgesetze) doch unerlafilich scheint, nicht wenig erschwert®).
Schon der Beweis, dall die Anzahl der zu einer bestimmten Ordnung n
gehorenden Klassen A endlich ist, mull etwas anders gefiihrt werden,
wie oben fiir die Ideale, etwa in folgender Weise. Greift man nach
Belieben aus A einen durch die Ordnung n teilbaren Modul a heraus,
und wendet auf ihn den Satz I an, so wird e >ne>a>n> o, .
also (o, a) = (o, n) (n, a), und da [nach § 175, (12)] zugleich + N ()
= (a, ae) = (a, na) (ne, aa) = (a, na) (n, a) ist, so folgt (o, ne)
< H (o, n); also gibt es in jeder Klasse 4 der Ordnung n mindestens
einen Modul o’ = aa—?%, welcher den Bedingungen n >> a’ und (a, n)
< H (o, n) geniigt. Betrachtet man aber eine bestimmte der (in
endlicher Anzahl vorhandenen) natiirlichen Zahlen m, welche << H (o, n)
sind, und bedenkt, dall (nm—% n) = (n, nm) = m™» > 0 ist,
so folgt aus den Sitzen I und II in § 171, dal die Anzahl aller
Moduln o', welche den Bedingungen n > o’ und (a, n) = m, also
auch o’ > nm—1 geniigen, endlich ist. Mithin ist auch die Anzahl
der Klassen 4 von der Ordnung n endlich, was zu beweisen war.

§ 182,

Die Theorie der Ideale eines Korpers £ hingt unmittelbar za-
sammen mit der Theorie der zerlegbaren Formen, welche dem-
selben Korper entsprechen**); wir beschrinken uns hier darauf, diesen
Zusammenhang in seinen Grundziigen anzudeuten.

*) In einem gewissen Umfange ist sie behandelt in meiner Schrift: Uber
die Anzahl der Ideal-Klassen in den verschiedenen Ordnungen eines
endlichen Korpers (Braunschweig 1877). Vgl..§ 187.

*#) Solche Formen sind zuerst von Lagrange betrachtet in der Abhandlung:
Sur la solution des problémes indéterminés du second degré. § VI
Mém. de I'Ac. de Berlin. T. XXIII, 1769. ((Euvres de L. T. II, 1868, p. 375.) —
Additions aux Elémens d’Algébre par L. Buler. §IX.
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Es sei X eine ganze homogene Funktion n*» Grades von » un-
abhiingigen Variablen «,, #,, ..., #,, und wir wollen annehmen, diese!be
sei eine zerlegbare Form, d. h. sie lasse sich als Produkt von » linearen
Funktionen «,, uy, ..., %, darstellen. Alsdann verstehen wir unter der
Diskriminante der Form X das Quadrat

Ou, duy  dugp? :
(1) (252 50 Fo) = 4D

der Funktional-Determinante, welche aus den in den Faktoren w auf-
tretenden konstanten Koeffizienten gebildet ist*). Nun sind zwar, wenn

(2) X = Al v

eine solche gegebene zerlegbare Form ist, die Funktionen w,, u,, ..., u,
nur bis auf konstante Faktoren bestimmt, und man konnte sie, ohne X
zu dndern, durch ¢, u,, €, U, ..., C, U, ersetzen, wo ¢, c,,...,c, beliebige
Konstanten bedeuten, die nur der Bedingung geniigen miissen, daf}
ihr Produkt = 1 ist; hieraus ergibt sich aber, dali 4 (X) von der
Wahl dieser Konstanten unabhiingig, also durch die Form X allein
vollstindig bestimmt ist. Dasselbe folgt auch aus dem Satze

?log X 09'log X 0*log X

@ x>+ 02,0w, 02,07, 0.0, o A
welcher aus
0’log X
: L 0u0t
0 logu, 0 logu, . 0logu, 0 logu, d logu, 0 logu,
oz, Oz, IR T e ) R P
hervorgeht und leicht in verschiedene andere Formen, z B.
20X 0X
e
e A X
(4) dz, 0z,0z, Oz 0z, = (—1rX"14(X)

VX e L e X

*) Hermite: Surla théorie des formes quadratiques (Crelles Journal,
Bd. 47, S.331). — Die Diskriminante der biniren quadratischen Form aa? 4 bay
+eylist =82 — 4qe.
10#*
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umgewandelt werden kann. Besitzt X lauter ganze rationale Koeffi-
zienten, so wollen wir deren groften gemeinschaftlichen Teiler ¢ auch
den Teiler der Form X nennen (vgl. § 61); da sich nun leicht all-
gemein zeigen liaft, daB der Teiler eines Produktes aus beliebigen
Formen mit ganzen rationalen Koeffizienten gleich dem Produkte aus
den Teilern der einzelnen Formen ist*), so folgt aus der vorstehenden
Gleichung, dafl #(X) eine ganze rationale, durch ¢* teilbare Zahl ist.
Wir bemerken ferner, dall 4 (a X) = a® 4 (X) ist, wenn a irgend-
einen konstanten Faktor bedeutet.

Wir beschrinken uns nun auf die Betrachtung derjenigen zer-
legbaren Formen X, welche den Idealen des Korpers £ entsprechen
und auf die folgende Weise entstehen. Zuniichst wahlen wir eine
bestimmte Basis @,, @,, ..., o, fir das aus allen ganzen Zahlen @ des
Korpers bestehende Ideal

(5) 0= [l0y] @i utioe

und setzen (wie in § 175) die Grundzahl des Korpers, d. h. die
Diskriminante

(6) Aoy =% Ay, 0y 3y o) =D

Nach §177 (S.118) ist jedes Ideal a ein endlicher Modul von
der Form
@) 0 == lods 155 Ve e, ol

wo die Zahlen «, zugleich eine Basis des Korpers £ bilden. Da
dieselben ganze Zahlen sind, so gelten 7 Gleichungen von der Form **¥)

(8) oy — 2 Qp, o @y

wo die Koordinaten q,,, ganze rationale Zahlen sind, und zwar wollen
wir die Basiszahlen stets, wie wir ein fiir allemal bemerken, so
wihlen, dafl die aus diesen Koordinaten gebildete Determinante einen
positiven Wert erhilt, dafl also

(9) Eial,l A2,9++ - Qp n =— (0$ a) —— N(a)

¥) Vgl. GauBi: D. A. art. 42 und meine Abhandlung: Uber einen arith-
metischen Satz von Gaul (Mitteilungen d. Deutschen math. Ges. in Prag. 1892).

#%) Wir bezeichnen in der Folge mit ¢, ¢/, ¢,... ausschlieflich Summations-
buchstaben, welche die n Werte 1, 2,...,n durchlaufen soller, und ein einfaches
Summenzeichen X bezieht sich stets auf alle solche, hinter demselben auftretende
¢, ¢y ¢'. .., wihrend 7, s, ... konstante Indizes bedeuten.
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wird (nach § 172, VII). Aus den vorstehenden Gleichungen folgt
ferner [nach § 175, (7) oder (9)], dafl die von der Wahl der Basis
unabhiingige Diskriminante

(10) SrNay e e L) == DN ()
ist.
Wir fithren jetzt ein System von » unabhingigen Variablen
2,, Xy ..., ¥, und die homogene lineare Funktion
(11) o= >, &0

ein; dann kann man, weil jedes Produkt e, @, in dem Ideal a ent-
halten ist,

(12) Cw, = > @ SO By Trie i, o OO

setzen, wo die #* Grofen «,, homogene lineare Funktionen der Ver-
anderlichen z,, @y, ..., ¥, mit ganzen rationalen Koeffizienten be-
deuten; setzt man daher die aus ihnen gebildete Determinante

(13) Ei%.l Zg,9 -0 Tn0 = X,

so ist X eine ganze homogene Funktion der m Variablen z,, deren
Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind, und wir wollen sagen, diese
Form X entspreche der Basis «,, a,, ..., @, des Ideals a. So oft
nun die Variablen z, rationale Werte erhalten, wird « eine Zahl
des Korpers &, und aus (12) folgt [nach § 167, (12)], dal die Norm
von ¢ durch Multiplikation der beiden aus den Grofen z,, und @,
gebildeten Determinanten (9) und (13) entsteht, dal also

(14) N(@ = N@X

ist; da-nun diese Norm das Produkt der » mit « konjugierten Zahlen,
welche homogene lineare Funktionen der Variablen a, sind, und
da zufolge (10) die Diskriminante dieses Produktes — D N (a)® ist,
so ergibt sich, dal X ebenfalls eine zerlegbare Form, und daf ihre
Diskriminante

(15) 4(X) = D

ist.

Legt man den Variablen z, ganze rationale Werte bei, so wird «
teilbar durch a, und umgekehrt wird jede Zahl des Ideals a durch
ein und nur ein solches System von Werten xz, erzeugt; dann ist

o =am, N(z) = N(@)X = + N(a) N(m),
mithin
(16) X=4+Nm = +(a,0a)
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Ist nun % eine beliebig gegebene natiirliche Zahl, so kann man
(nach § 178, XI) die Zahl « aus dem Ideal a so auswéhlen, dal m
relatives Primideal zu %, also (nach § 180, I) der zugehorige Wert
der Form X relative Primzahl zu % wird, woraus unmittelbar
folgt, dall X eine urspriingliche, d. h. eine solche Form ist, deren
Koeffizienten. keinen gemeinschaftlichen Teiler haben.

Verfahrt man bei der FEinteilung der Ideale in Klassen nach
der schiirferen Regel, welche auf S.145 beschrieben ist — und dies
soll im folgenden immer geschehen —, so wird, wenn a der Klasse 4
angehort, und m jedes beliebige Ideal der inversen Klasse A—! be-
deutet, immer eine Zahl & von positiver Norm existieren, welche
der Bedingung o & = am geniigt, und gleichzeitig wird X — + N (m);
mithin konnen durch die Form X die Normen aller in der Klasse 4—1
enthaltenen Ideale m dargestellt werden (vgl. § 60). Umgekehrt
leuchtet ein, dafl jeder durch die Form X darstellbare positive Wert,
welcher ganzen rationalen Werten der Variablen x, entspricht, die
Norm eines solchen Ideals m ist. :

Wiihlt man fiir dasselbe Ideal a ein beliebiges anderes System
von Basiszahlen B,, 5, ..., Bn, die aber ebenfalls der Bedingung ge-
niigen, daB die aus ihren Koordinaten gebildete Determinante positiv
ist, so ist
(17) By = Zcr,c‘xt; Eicl,lcﬂ,e-—-%,n: #=1
und die der Basis «,, &g, ..., a, entsprechende Form X geht durch
die Substitution

(18) i = 26,,,3/,,

deren Koeffizienten ¢, ganze rationale Zahlen sind, in eine dqui-
valente Form Y iiber, welche .der neuen Basis entspricht und eine
ganze homogene Funktion der neuen Variablen y, ist. Umgekehrt,
wenn Y mit X dquivalent ist, d. h. wenn X durch eine Substitution
von der Form (18) -mit ganzen rationalen Koeffizienten ¢, ., deren
Determinante — - 1 ist, in Y iibergeht, so gibt es offenbar eine
Basis des Ideals a, welcher diese Form Y entspricht. Allen Basen
desselben Ideals a entspricht daher eine bestimmte Formenklasse,
d.h. ein System von Formen X, Y ... derart, dal je zwei von ihnen
einander fquivalent sind, und wir wollen sagen, dafl diese Formen-
klasse dem Ideale a entspricht. Ist ferner o’ ein beliebiges mit a
dquivalentes Ideal, so gibt es eine Zahl % von positiver Norm, welche
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der Bedingung a% = 1’ geniigt; dann bilden die » Produkte e,
eine Basis von o, und aus (12) geht durch Multiplikation mit 7
hervor, daff die Form X auch dem Ideal o', mithin die Formenklasse
auch allen Idealen der Klasse A entspricht. Jeder Idealklasse ent-
spricht daher eine bestimmte Formenklasse. Die schwierigere Frage
aber, ob mehreren verschiedenen Idealklassen eine und dieselbe Formen-
klasse entsprechen kann, miissen wir der Kiirze halber hier unerdrtert
lassen. Dasselbe gilt von der Aufgabe, alle Transformationen der
Form X in sich selbst zu finden, und wir beschrinken uns auf die
einleuchtende Bemerkung, dafl durch jede Einheit & deren Norm

positiv, also = - 1 ist, eine solche Transformation erzeugt wird,
weil die n Zahlen &«, ebenfalls eine Basis des Ideals a bilden (vgl
§§ 62, 83—8b).

Die Komposition der Formen X entspricht der Multlpllkatlon
der Ideale. Es seien zwei beliebige Ideale

(19) = o Ol oLk B REs AR A, TR A
mit bestimmten Basen «,, B, gegeben, so kann man ihr Produkt
(20) ab ='c ="[9;, ¥a1 -+ ¢y Pu}

setzen; aus dem Begriffe der Multiplikation der Moduln (§ 170) folgt
aber unmittelbar, daB ab ein endlicher Modul ist, welcher die n?
Produkte «, B, zu Basiszahlen hat; zwischen diesen und den n Basis-
zahlen p, desselben Moduls miissen daher [zufolge § 172, (25) bis
(30)] Relationen von der Form

(213,77 o By = S Pty yr = EQ;’ ‘o, Bu

stattfinden, wo die Koeffizienten p, g ganze rationale Zahlen sind;
die siimtlichen Determinanten P, welche sich aus je n der n* Zeilen
(22) PrY Pyt e Pplp 27"

bilden lassen, sind Zahlen ohne gemeinschaftlichen Teiler. Man fiihre
jetzt drei Systeme von je m Variablen z,,y,, 2 ein und setze

(23) e Exlala ﬂ e Eylﬂn Y == 224’1,

so wird

@) N@=DN@X, NG =N®Y, N@)=NWO

wo X, Y,Z die den obigen Basen der Ideale a,b, ¢ ertsprechepden

Formen bedeuten. Macht man nun die Variablen 2, durch die
bilineare Substitution

(25) = 00" x, Y
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zu Funktionen der Variablen z,, y., so wird

(26) v =af, also N(y) = N@)N(p),
und da auflerdem N(c) = N(a)N(b) ist, so folgt
(27) T X1

d. h. die Form Z geht durch die Substitution (25) in das Produkt
der beiden Formen X, Y iiber, und wir wollen deshalb sagen, die
Form Z sei aus den beiden Formen X, Y zusammengesetzt.
Diese Formen sind durch die Substitution (25) vollstéindig bestimmt.
Aus (26) folgt némlich zunichst 2
2,

(28) A 20%7&,

nun lassen sich die Zahlen y,, weil sie in ¢ und also auch in b ent-
halten sind, in der Form
ye= 2o, v
darstellen, wo die Koeffizienten ¢, ganze rationale Zahlen bedeuten,
deren Determinante
2k 01,i00s 00 On ==, €) = N(a)
ist; es wird mithin

aﬂr—zgz‘cl,t l,
woraus
0% 0l 0P
N(“)"—‘N(a)zid—yll O_y:d_y,,’
also
0z, 0z 0z
29 X = Lo e SO B T
i 2E5y, 9y, " av.

folgt. ~ Auf ganz dhnliche Weise ergibt sich natiirlich aus den
Gleichungen ~

02,
. h ﬂar=20-x‘r%
die Form
il k7
s Y—Z_‘_dxldx,mdx,,'

Unsere obigen Gleichungen (12) und (13) gehen offenbar durch
die spezielle Annahme b = o aus den allgemeinen Gleichungen (28)
und (29) hervor. Die in den letzteren auftretenden n? Grofen

(32) 3—; = Jpytw
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sind homogene lineare Funktionen der n» Variablen z, mit ganzen
rationalen Koeffizienten prs, und zwar sind

(33) Phe phi... piobe, gms

die in einer und derselben Zeile enthaltenen Koeffizienten. Es ist
nun von Wichtigkeit, dafl umgekehrt die » Variablen z, sich (auf
unendlich viele Arten) als homogene lineare Funktionen der n* Grolen
(32) mit ganzen rationalen Koeffizienten darstellen lassen, oder, was
offenbar auf dasselbe hinauskommt, daB die simtlichen Determinanten R,
welche aus je » von den n? Zeilen (33) gebildet und von den oben
mit P bezeichneten Determinanten wohl zu unterscheiden sind, eben-
falls keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Um dies letztere zu
beweisen, bemerken wir zunichst, dal die Determinanten R gewil}
nicht alle verschwinden; denn betrachtet man z. B. solche n Zeilen (33),
in welchen der Index s ungeiéndert bleibt, so ist, wie sich durch Ver-
tauschung der Horizontal- und Vertikalreihen unter Beriicksichtigung
von (21) leicht ergibt, die entsprechende Determinante

1,8 7,8 1,8 1,8
pf ...pl Py ST

__ N
= N()’

Pl . apls | P2 Pt

also von Null verschieden. Bedeutet nun e den grofiten gemeinschaft-
lichen Teiler aller Determinanten R, so folgt aus unserer allgemeinen
-Untersuchung iiber die Reduktion eines endlichen Moduls auf eine
irreduzible Basis (§ 172), da} sich zwei Systeme von ganzen rationalen
Zahlen k" und e,, aufstellen lassen, welche den Bedingungen

Gl Eh::er,n 2i31,132,2“-en,4| = ¢
geniigen®). Hierauf definiere man n Zahlen u, durch die Gleichungen
ooy == ke

*) Man braucht nur n beliebige, aber voneinander unabhiingige Zahlen «|
zu wihlen und den Modul, dessen Basis aus den n? Summen

(a) v p""’ ’

L

besteht, anf eine irreduzible, also aus n Zahlen

’
& = 2 € r %,

bestehende Basis zu reduzieren, so wird

(e) y
by = Zh;n o

und hieraus ergeben sich die obigen Beziehungen. — Bedeuten @, b beliebige
Moduln von der Form (8) in § 175, und wiihlt man fiir die » Zahlen « die
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aus denen durch Umkehrung
Wr = 2 e:,r o,

folgt, wo die Koeffizienten e,, ganze rationale Zahlen sind, deren

Determinante sehl ;
Zi €1,1 €,2.+.€5,p — e

>e.,e,— e oder = 0
ist, je nachdem 7, s gleich oder ungleich sind. Mit Riicksicht auf (21)
folgt nun aus den vorstehenden Gleichungen

Wy ﬂa = 2 e:’,r oy ﬁa = 2 e;’,r p:,‘87’z
e 2 e:',r h:”’a Cligites 32}‘:"'}’1;
mithin ist by, teilbar durch ec = eab, also u, teilbar durch eaq,
und hieraus folgt, daf alle Koeffizienten e,, durch e teilbar sind,
mithin e — 1 ist, was zu beweisen war.
Derselbe Satz gilt selbstverstindlich auch fiir die Determinanten S
welche aus je » Zeilen von der Form

(34) r,l, 2 -—1, r,n

m m m

ist, weil

gebildet sind; also lassen sich die » Variablen y, auch als homogene
lineare Funktionen der »? Gréfen

(35) gix'f o 4

und zwar mit ganzen rationalen Koeffizienten darstellen.

Ganz @hnliche Eigenschaften, wie die linearen Funktionen (32)
und (35), besitzen auch die aus ihnen gebildeten Determinanten
(n — 1)te» Grades, d. h. die Koeffizienten, mit welchen sie in den
Determinanten (29) und (31) behaftet sind. Das Ideal a besitzt
(nach § 180) ein durch die Bedingung oN(a) = aa’ bestimmtes
Supplement*)

(36) = foytees S ofion ],

z0 «, komplementiren Zahlen (§ 167 und §175 Anm.), so wird eﬁ? = B,¥
wo die Zahlen p; komplementir zu 7, sind, und hieraus ergibt sich (nach § 172),
daf der groBte gemeinsame Teiler e — (a’, b¢') ist, wo a’,b’, ¢’ die zu a, b, ¢
komplementéiren Moduln bedeuten; sind aber a,b (also auch ¢) Idealbriiche
(Anm. zu §§178, 180), so gilt dasselbe von a’, b’, ¢/, und aus §170, VII folgt
leicht, dafi in diesem Falle @’ = b ¢/, also e — 1 ist.

*) Dieses Ideal a' und seine Basiszahlen a, diirfen natiirlich nicht ver-
wechselt werden mit dem in der vorigen Anmerkung erwihnten Komplement von a
und mit den zu «, komplementiren Zahlen.
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dessen Basis wir beliebig wihlen; bedeutet nun o« wieder irgend-
eine Zahl des Ideals a, und setzt man, wie in (16), oz = am, so
folgt, wenn man mit m’ das Supplement von m bezeichnet,

oN(e) = oN())N(m) = aa'mm’ = o' m';
es ergibt sich daher von neuem, dal N («) durch o teilbar ist
(§176, IV), und wenn «' das durch dje Gleichung

(37) N(e) = od

definierte Supplement der Zahl « bedeutet, so folgt 0’ — o’ m’, d. h. &'
ist teilbar durch o/, also von der Form

(38) o = >z,

wo die n Koeffizienten z; ganze rationale Zahlen sind, die in be-
stimmter Weise von den ganzen rationalen Zahlen z, in (11) oder
(23) abhéingen. Setzt man nun wieder ab = ¢ und behdlt alle
hierauf beziiglichen, im vorhergehenden gebrauchten Bezeichnungen
bei, so folgt a'c = bV (a); man kann daher, wenn man die Grofen z,.
in (38) als willkiirliche Variable ansieht, # Gleichungen von der Form

(39) @y, = N(0) X . b

aufstellen, welche den Gleichungen (28) entsprechen; die »n* Gréfen z,
sind homogene lineare Funktionen der n Variablen 2, mit ganzen
rationalen Koeffizienten, und umgekehrt lassen sich, wie oben gezeigt
ist, die Variablen z; (auf unendlich viele Arten) als ebensolche
Funktionen von den Groflen z;, darstellen. Multipliziert man aber
(39) mit « unter Beriicksichtigung von (37) und (24), so ergibt sich

(40) X?r e “2 x;,t ﬁt’
und hieraus geht mit Riicksicht auf (28) hervor, daB =, , der
Koeffizient ist, mit welchem das Element (32) in der Determinante
(29) multipliziert wird. Die sdmtlichen Grofen z,, und folglich
auch die Groflen wz;, welche letzteren offenbar von der Wahl der
Basis des Ideals o' abhiingen, sind daher ganze homogene Funktionen
(n— 1)t Grades von den Variablen z, mit ganzen rationalen Ko-
effizienten, und hiermit ist unsere obige Behauptung bewiesen. — .
Auf diese kurze Darstellung der wichtigsten Kigenschaften der
Formen X miissen wir uns hier beschriinken; allein wir diirfen
nicht unterlassen, darauf aufmerksam zu machen, daf diese Formen X,
deren Diskriminante = D ist, nur einen unendlich kleinen Teil aller
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zerlegbaren Formen bilden, welche dem Korper £ entsprechen, und
wir wollen hieriiber wenigstens noch folgendes bemerken. Bedeutet a
in (7) einen belicbigen Modul, dessen Basis zugleich eine Basis des
Korpers £ ist, und verfihrt man mit a genau ebenso, wie oben in
den Gleichungen (11) bis (16) mit dem Ideal a, indem man nur an
Stelle von o die Ordnung n des Moduls a eintreten 1i6t, so gelangt
man zu einer entsprechenden zerlegbaren Form X — + (a, na), deren
Digkriminante = D (o, n)? = 4 (n) ist. Wir nennen die Zahl (o, )
den Index und den Quotient n:o den Fiihrer der Ordnung u;
der letztere ist immer ein Ideal, und zwar der grofite gemeinsame
Teiler aller durch n teilbaren Ideale, und der Index ist immer teil-
bar durch den Fiihrer®).

§183.

Von der groliten Wichtigkeit fiir die Theorie der in einem end-
lichen Korper £ enthaltenen ganzen Zahlen ist die Frage nach dem
Inbegriff aller unter ihnen befindlichen Einheiten (§§ 174, 176).
Im Kérper R der rationalen Zahlen gibt es nur die beiden Einheiten + 1,
und dasselbe gilt fiir alle quadratischen Korper von negativer
Grundzahl D, mit Ausnahme der beiden Félle D — — 3 und D — — 4,
in welchen sechs bzw. vier Einheiten 'vorhanden sind. Bei allen
anderen Korpern ist aber die Anzahl der Einheiten stets unendlich
grol, und es ist #ulerst schwierig gewesen, den Zusammenhang
zwischen allen diesen Einheiten genau zu ergriinden und in der ein-
fachsten Form darzustellen; fiir den Fall der quadratischen Korper
von positiver Grundzahl D féllt diese Frage im wesentlichen zu-
sammen mit der Auflosung der Pellschen Gleichung #* — Du? — 4,
und wir haben schon frither bemerkt, dafll die Existenz solcher
Losungen ¢, u, in welchen v nicht verschwindet, zuerst von Lagrange
bewiesen ist. Die Prinzipien, welche diesem Beweise zugrunde
liegen, sind endlich von Dirichlet zur hochsten Allgemeinheit er-
hoben, und ihm gebiithrt der Ruhm, zuerst eine strenge und voll-
stindige, alle endlichen Korper umfassende Theorie der Einheiten
aufgebaut zu haben (vgl. §§ 83, 141). Wir kleiden dieselbe in unsere
Ausdrucksweise ein und heben die Hauptmomente im folgenden so
kurz wie moglich hervor.

*) Vgl. meine aunf S.136 und 146 zitierten Schriften, wo das Wort Index
in einer spezielleren Bedeutung gebraucht ist.
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1. Wir bezeichnen, wie bisher, mit & einen Kérper nter Grades

~ und mit

(1) ob==<ifionq {oakd Wi el

= den Inbegriff aller in & enthaltenen ganzen Zahlen

(2) o=hao +ho,+ -+ o, =>ha,

wo die 7 Koordinaten A, alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen.
Durch die » Permutationen des Korpers, die wir wieder mit z,, x,, ..., 7,
bezeichnen, geht eine solche Zahl @ in die n konjugierten Zahlen

(3) o e 2 hl Wfr)

iiber, welche homogene lineare Funktionen der variablen Koordinaten £,
sind. Die Koeffizienten derselben sind die 7® Konstanten o, welche
durch die Wahl der Basis von o ein fiir allemal bestimmt sind.
Wir bilden nun, indem wir unter M (2) stets den analytisehen Modul
(oder absoluten Betrag) der komplexen Zahl z verstehen, fiir jede
Permutation 7, die Summe

M@p) + M@p) + -+ U (@)
und bezeichnen mit ¢ die grofite von diesen » Summen; dann leuchtet

ein, dall, wenn %k eine positive Groe und e eine Zahl ist, deren
Koordinaten absolut genommen den Wert & nicht tiberschreiten, immer

4) M) < ck
sein wird.
- 2. Die aus den n*® Koeffizienten o gebildete Determinante
(5) Ej-_m'lw;'...w;,") == Vﬁ
ist von Null verschieden (§ 175), und wenn man mit %, %,,...,%, die
71 @y, @,,...,0, komplementiren Zahlen bezeichnet (§ 167), so erhilt
man durch Umkehrung der Gleichungen (3) die » Koordinaten
(6) by = 8(0%,) = %0’ + -+ + %M @™

als homogene lineare Funktionen der n Konjugierten w®; da die
Koeffizienten % ebenfalls durch die Basis von o vollstéindig bestimmt
sind, so schlieit man ebenso wie vorher, daB, wenn die 7 Moduln

| M(e™) eine gegebene Konstante C' nicht iiberschreiten, auch die

absoluten Werte der Koordinaten %, eine entsprechende Konstante
nicht iiberschreiten konnen, und da sie ganze rationale Zahlen sind,
so folgt hieraus offenbar der Satz:
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I. Ist C eine positive Konstante, so gibt es in o nur eine
endliche Anzahl von solchen Zahlen @, deren Konjugierte
simtlich der Bedingung M(e®) < C' geniigen.

3. Bedeutet 6 eine Zahl nten Grades in £, so ist & der In-
begriff R(A) aller durch 6 rational darstellbaren Zahlen (§ 165, VI),
und die n verschiedenen konjugierten Zahlen 6@ sind die Wurzeln
einer irreduziblen Gleichung mit rationalen Koeffizienten. Durch die
Permutation =, geht der Korper & in den Korper Q0 — R(§®)
iiber, und wir nennen =z, eine reelle Permutation, wenn 6@ reell ist,
also & aus lauter reellen Zahlen besteht; zugleich ist &@® in (3)
eine reelle, d. h. eine mit lauter reellen Koeffizienten o behaftete,
lineare Funktion der Koordinaten %, Ist aber z B. ' imaginir
= p + ¢4, so nennen wir z, eine imagindre Permutation, weil &'
auller reellen auch imaginire Zahlen enthélt; die n Konstanten e,
konnen nicht alle reell sein, und es wird folglich die Funktion '
die Form % + v¢ annehmen, wo u, v reelle lineare Funktionen der
Koordinaten A, bedeuten. In diesem Falle gibt es bekanntlich*) unter
den konjugierten Zahlen 0 immer eine zweite 0” = p — ¢4, und
durch die entsprechende Permutation =, geht @ in @” = w — v+ iiber;
wir wollen zwei solche Permutationen =, z, (sowie die Korper &', Q"
und die Funktionen @', @) immer ein imaginires Paar, und u, v das
zugehorige reelle Funktionen-Paar nennen. Bezeichnen wir die An-
zahl dieser Paare mit (n —w), so ist 2(n —v) die Anzahl der
imaginiiren, und (2 v — n) diejenige der reellen Permutationen, und »
ist die Gesamtanzahl aller imagindren Paare und aller reellen Per-
mutationen. Diese Zahl v, welche von der grofiten Bedeutung fiir
die Theorie der Einheiten ist, wird offenbar nur dann == 1, wenn
der Korper R der rationalen Zahlen oder ein quadratischer Koérper
von negativer Grundzahl ist; da es aber in diesen Fillen, wie oben
bemerkt, nur zwei (oder vier oder sechs) Einheiten gibt, so bieten
sie kein weiteres Interesse dar, und wir setzen daher im folgenden
voraus, es sei » = 2. Verbindet man je zwei, einem imaginiren
Paar entsprechende Zeilen der Determinante (5) durch Addition und
Subtraktion, so ergibt sich, dafl immer
M) D = (— 1y~ (D)
ist, wo (D) den absoluten Wert der Grundzahl bedeutet.

*) Dies berubt darauf, daB die Gleichung ¢ 41— 0 in bezug auf jeden
reellen Korper irreduzibel ist.
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4. Wir verteilen nun die » Permutationen =, nach Belieben
- in zwei Klassen, doch so, dafl jede dieser Klassen wenigstens eine
Permutation enthélt, und daf die beiden Permutationen eines
 imaginiren Paares in dieselbe Klasse fallen*); dann gilt, wenn ¢ die
obige Bedeutung behilt, und allgemein mit & die zur ersten, mit f
 die zur zweiten Klasse gehorenden Funktionen w® bezeichnet werden,
. der folgende Satz:

II. Ist @ ein beliebig kleiner, p ein beliebig grofier posi-
tiver gegebener Wert, so kann man in o eine Zahl @ so
wahlen, daB alle M(x) << @, alle M(B) > b ausfallen, und
dal absolut N(w) << (Bc)y* wird.

Um dies zu beweisen, betrachten wir zunichst nur die Funktionen o
der ersten Klasse, deren Anzahl wir mit u bezeichnen wollen; indem
wir jedes unter ihnen befindliche imagindre Paar durch das.zugehorige
reelle Paar ersetzen, jede reelle Funktion « aber beibehalten, gelangen
wir offenbar zu w reellen homogenen linearen Funktionen w, die wir
in bestimmter Ordnung mit w,, w,, ..., w, bezeichnen wollen. Ist nun &k
eine bestimmte natiirliche Zahl, und legt man den Koordinaten &,
alle Werte aus der Reihe der (k- 1) Zahlen 0,1, 2,...,% bei, so
erhdlt man (k4 1) verschiedene Zahlen @ in o, fiir welche alle
M(a) < ck austallen, und folglich liegen alle zugehorigen Werte
der u Funktionen w zwischen —c¢k und + ¢k Das durch diese
beiden Zahlen +ck begrenzte reelle Zahlengebiet wollen wir auf
folgende Weise in kleinere Intervalle einteilen. Da » > g > 0, und
k > 0 ist, so ergibt sich leicht**), daf} die Differenz

&+ 1)# — kﬂ il
ist, und daB folglich zwischen Minuend und Subtrahend mindestens
eine natiirliche Zahl m liegt, welche mithin den Bedingungen

(8) ‘ 4+ 1> m* > kv
geniigt; setzt man nun zur Abkiirzung
©) a=2% 90",

*) Diese Bedingungen wiirden nur in dem ausgeschlossenen Falle » — 1 sich
nicht vereinigen lassen.

**) Ist die Konstante s > 1, so hat die Funktion ¢ (z) = (¢ 4 1)* —a® — 1,
welche zugleich mit oz verschwindet, eine Derivierte ¢’ (x), die fiir x = 0 stets
positiv ist, und folglich ist ¢ (x) > O fiir = > 0.
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so zerfillt das obige Zahlgebiet durch Einschaltung der (m — 1) Zahlen
—ck+d, —ck+2d... —ck+(m—1)d

in m Intervalle von gleicher Breite d, wobei man diese (m — 1)
Zahlen selbst nach Belieben dem einen oder anderen der beiden be-
nachbarten Intervalle zurechnen kann. Schreiben wir ferner einem
reellen Werte w die bestimmte Intervallzahl s zu, wenn w dem
von den beiden Zahlen —ck + (s — 1)d und — ck 4 sd begrenzten
Intervall angehort, so besitzen die zu einer bestimmten Zahl @ ge-
horenden u Werte w, (0), w, (@), ..., w, (@) ihre entsprechenden Inter-
vallzahlen s,, 8, ..., 8y, und wir diirfen dies kurz so ausdriicken, daf
der Zahl @ diese bestimmte Folge s,, sy, ..., 8, entspricht. Da jede
Intervallzahl s eine der m Zahlen 1, 2,...,m ist, so ist m* die Anzahl
aller iiberhaupt denkbaren Folgen, und da dieselbe zufolge (8) kleiner
ist als die Anzahl (k¢ 4 1)* aller voneinander verschiedenen Zahlen w,
welche auf die obige Weise gebildet werden konnen, so mulf} es unter
den letzteren mindestens zwei verschiedene x,4 geben, denen eine
und dieselbe Folge von Intervallzahlen s, s,, ..., s, entspricht; es
werden daher, wenn man die von Null verschiedene, in o enthaltene
Zahl % — 1 — w setzt, die absoluten Werte der u Differenzen

w, () — w, (2) = w, (®) ... Wu (%) —wu (2) = wu ()
simtlich < d sein, weil jedesmal der Minuend und Subtrahend in
dasselbe Intervall fallen. Hieraus folgt fiir die Werte der zur ersten
Klasse gehorigen, mit dieser Zahl @ konjugierten Zahlen «, welche
entweder mit einer Grofle w (@) iibereinstimmen oder von der Form
w, (®) + i w, (o) sind, dab M(x) < d V2, also zufolge (9) auch
(10) M) < 3ck #
ist. Bedeuten nun A, B bzw. die absoluten Werte der beiden Produkte
aus den u Konjugierten « und aus den (n — pu) Konjugierten g,
welche zu der zweiten Klasse gehéren, so ist + N(w) = 4B, und
A < (3¢)*k*—n; da ferner die Koordinaten der Differenz @ — x — 4
absolut genommen den Wert % nicht iiberschreiten, also M(8) < ck,
B < (cky»—~ ist, so folgt

(11) + N (@) < (30

Da endlich N(w) eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl
ist, so wird 4B = 1, also B > (3 ¢)~“k»—*; greift man nun aus der

www.rcin.org.pl

—



— 161 —

zweiten Klasse eine beliebige Zahl f heraus und setzt B = B, M(f),
80 ist B, < (ck)*—“—1, mithin

(12) M(@B)> (Be)y—"k

Offenbar kann nun, wie klein auch @, und wie grofl auch b gegeben
sein mag, die Zahl k zufolge (10) und (12) stets so grofll gewiihlt
werden, dal alle M{«) << a, alle M(p) > b ausfallen, wiihrend zu-
folge (11) immer N (@) absolut < (3¢)" wird, w.z b. w.

5. Aus dem soeben bewiesenen Satze II ergibt sich, indem man
dieselbe Einteilung der Permutationen x, in zwei Klassen beibehilt,
daf man eine nie abreilende Kette von aufeinanderfolgenden, von
Null verschiedenen ganzen Zahlen

(13) @ == My, Nas Mgy +++s Moy Nak1y +++

bilden kann, deren Normen absolut < (3 ¢)* sind, und welche auler-
dem noch die zweite Eigenschaft besitzen, daf}, wenn mif a, der kleinste,
mit b, der grofte der » Moduln

(14) - M(nl), M(ny)... M(n™)
bezeichnet wird, die zuniichst folgenden Moduln
M(gssr), M) - M)

stets < @, oder > b, ausfallen, je nachdem sie zu der ersten oder
zweiten Klasse gehoren; da hieraus a, ,, < a, und b,;, > b, folgt,
so leuchtet ein, dal bei einer so gebildeten Kette (13) die einem
beliebigen Gliede 5, entsprechenden Moduln (14), je nachdem sie zu
der ersten oder zweiten Klasse gehiren, kleiner bzw. grofler sind als
alle Moduln aller vorausgehenden Glieder #%,,%,,...,%,—1. Da ferner
die Normen aller dieser Zahlen 5 ganze rationale Zahlen und absolut
kleiner als die endliche Konstante (3c¢)* sind, so miissen unendlich
viele solche Zahlen % eine und dieselbe, von Null verschiedene Norm m
haben; da (nach § 176, II bis IV) zugleich m durch % teilbar, also
om > o5 > o, und (o, 0m) = +m" > 0 ist, so ist (nach § 171, II)
die Anzahl dieser Moduln o# endlich, und folglich mufl es in der
Kette (13) auch unendlich viele solche Zahlen % geben, welche einen
und denselben Modul 0% erzeugen; sind %, 4 irgend zwei solche Zahlen,
von denen x den friiheren, A den spiteren Platz in der Kette (13)
einnimmt, und setzt man x — A¢ so folgt aus ox = o4 auch
o0& — o0; mithin ist & eine Einheit, und da zugleich x® — A",
also auch M(x") = M(i”) M (&) ist, so ergibt sich mit Riicksicht

Dedekind, Gesammelte Werks, IIL. 11
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auf die obige Bemerkung iiber die konjugierten Moduln der in der
Kette (13) enthaltenen Zahlen der folgende Satz:

III. Es gibt in o eine Einheit von der Art, daf die
Moduln der mit ihr konjugierten Zahlen in der ersten
Klasse > 1, in der zweiten Klasse <1 ausfallen.

6. Von jetzt ab wollen wir, wenn unter den Permutationen z,
imaginéire Paare vorhanden sind, von jedem solchen Paar nur die
eine beibehalten, die andere giinzlich fallen lassen; es bleiben dann »
Permutationen
(15) 0 AU SRR
und je nachdem eine solche Permutation =, reell oder imagindr ist,
wollen wir

(16) c iz viodeb o) w=ng
setzen, so dal
(17) e, +e+-de,=mn

wird. Bedeutet ferner o« irgendeine von Null verschiedene Zahl des
Korpers &, so soll, wenn z, eine der Permutationen (15) ist, mit 7, («)
der reelle Bestandteil von ¢,log a® bezeichnet werden, woraus offenbar

(18) ll (“) e lz (“) P lv(“) = log N ((“))
folgt, wo N ((«)) den absoluten Wert von N («) bedeutet; zugleich
ist allgemein

(19) ls (OC ﬁ) ¥ la (0‘) + 1 (ﬂ)
Fiir jede Einheit & ergibt sich aus (18) speziell
(20) L() + (&) + -+ L&) =0,

und der obige Satz III kann offenbar so ausgesprochen werden:

IV. Verteilt man die » Permutationen (15) nach Belieben
in zwei Klassen, doch so, dafl jede von ihnen mindestens
eine Permutation enthdlt, so gibt es in o immer eine Ein-
heit ¢ von der Art, dafl /;(¢) positiv oder negativ ausfillt,
je nachdem =, zu der ersten oder zweiten Klasse gehort.

Betrachtet man jetzt ein System S von (v — 1) Einheiten
&4y &gy .-y &y—1 und setzt zur Abkiirzung ,(e,) = I, Wwihrend
Uyy Uy, «.., U, Willkiirliche Grolen bedeuten, so ist die Determinante
ll,la it ll,r—lv u[

(21) .......... = (ull}--..+u,),8’,
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wo
(22) N = zill,l l2,2---lv——1, y—1)
denn wenn man zu der letzten Zeile alle vorhergehenden addiert, so
verschwinden zufolge (20) alle ihre Elemente mit Ausnahme des
letzten, welches gleich der Summe der Groflen u, wird. Die Deter-
minante S’ oder auch deren absoluter Wert, welcher durch das
System S vollstindig bestimmt ist, soll der Regulator dieses Systems
heiflen*). Fiigt man zu S noch eine Einheit & hinzn und setzt
us = ly(s,), so verschwindet zufolge (20) die aus » Einheiten ge-
bildete Determinante (21). Von der grofiten Wichtigkeit ist aber
der folgende Satz:

V. Es gibt ein aus (v — 1) Einheiten ¢,, &, ..., &, be-
stehendesSystem S, dessen Regulator von Nullverschiedenist.

In der Tat, da v = 2 ist, so folgt aus dem obigen Satze IV,
wenn man z, in die erste, alle anderen Permutationen aber in die
zweite Klasse aufnimmt, die Existenz einer Einheit &, fiir welche
l,,, positiv ausfillt, womit der Fall v = 2 erledigt ist. Wenn aber
v > 2 ist, und m eine natiirliche Zahl bedeutet, die < », aber > 1
ist, so wollen wir annehmen, man habe schon (m — 1) Einheiten ¢,,
&, +..y &m—y gefunden, die eine positive Determinante

Dm = zill.xla,s---lm—t,m-—l

erzeugen, und wir wollen mit Hilfe desselben Satzes IV die Existenz
einer ‘Einheit &, beweisen, fiir welche auch die Determinante

Em+1 = Eilx,nlg,z---lm—l,m—1 m,m
positiv ausfillt. Hierzu ordnen wir die letztere nach den aus &,
entspringenden Elementen, wodurch sie die Form
Em+1 - D,l,,,,,-{— +Dm—-—llm-—l,m+Dmlm,m
annimmt, wo D, nach unserer Annahme positiv ist, widhrend die
iibrigen aus &, , &, ..., &n—; gebildeten Determinanten D,, D,, ..., Dy _,
positiv, negativ oder auch — 0 sein konnen. Bildet man nun wieder
zwei Klassen und nimmt von den m Permutationen =, =,, ..., @,
alle diejenigen in die erste Klasse auf, denen positive Werte D,, D,,

*) Dieser Ausdruck findet sich in verwandter, freilich etwas anderer Be-
deutung in § 4 der Abhandlung von Eisenstein: Allgemeine Untersuchungen
fiber die Formen dritten Grades mit drei Variabeln, welche der Kreis-
teilung ihre Entstehung verdanken (Crelles Journal, Bd. 28, 29).

11#*

www.rcin.org.pl



— 164 —

..., D,, entsprechen, also jedenfalls die Permutation x,,, wihrend
die iibrigen und die Permutationen =, ,, ..., m,, also jedenfalls =,,
in die zweite Klasse fallen, so gibt es nach dem obigen Satze IV
eine Einheit ¢,, fiir weiche I, , positiv oder negativ ausfillt, je
nachdem =, zu der ersten oder zweiten Klasse gehort; mithin wird
die Summe H,, ., da sie mindestens ein positives Glied D,,lp m
und kein einziges -negatives Glied enthilt, gewill positiv, was zu
zeigen war. Auf diese Weise kann man offenbar von m — 2 bis
m — v — 1 fortschlieflen, wodurch man zuletzt ein System S von
v — 1 Einheiten erhiilt, dessen Regulator 8’ von Null verschieden ist,
w. z b. w.

7. Ein solches, aus » — 1 unabhéingigen Einheiten ¢,, &,, ...,
&, bestehendes System S, dessen Regulator 8’ von Null verschieden
ist, nennen wir ein vollstindiges System, und wir bilden aus dieser
Basis S, indem wir die Exponenten m,, m,, ..., m,—,; alle ganzen
rationalen Zahlen von — oo bis 4 oo durchlaufen lassen, eine zu-
gehorige Gruppe (S) von unendlich vielen Einheiten

— M £ My —1
(23) 6 = eMzeMm...g ",

welche sich durch Multiplikation und Division reproduzieren®); daf
je zwei verschiedenen Systemen von Exponenten m,, mg, ..., my—;
auch zwei verschiedene Einheiten ¢ entsprechen, dafl also nur dann
6 = 1 wird, wenn alle diese Exponenten verschwinden, wird sich
aus dem Folgenden beildufig ergeben.

Ist « irgendeine von Null verschiedene Zahl des Korpers £,
80 bezeichnen wir mit «(S) den Komplex aller Produkte « @, welche
den simtlichen Einheiten ¢ der Gruppe (S) entsprechen, und es
leuchtet ein, dafl zwei solche” Komplexe «(S), B(S) entweder keine
einzige gemeinsame Zahl besitzen oder vollstindig identisch sind;
jede in «(S) enthaitene Zahl kann an Stelle von « treten und als
Repriisentant dieses Komplexes angesehen werden. Um nun von
allen diesen Zahlen a«¢ eine einzige durch besondere Bedingungen
herauszuheben, verfahren wir auf folgende Weise (vgl. § 87). Da
die Determinante (21), wenn man die Grofen u, durch die in (16),
(17) eingefiihrten Zahlen ¢, ersetzt, den von Null verschiedenen Wert

*) Die jetzt folgenden Betrachtungen bieten eine vollstéindige und auf leicht
ersichtlichen Griinden beruhende Analogie mit der Theorie der endlichen Moduln
dar (§ 172).
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n S’ annimmt, so entspricht jeder von Null verschiedenen Zahl a des
Korpers &£ ein vollstindig bestimmtes System von » reellen
Grolen e, (), €y(«), ..., € —1(«) und f(z), welche den » linearen
Gleichungen
ll, 16 (@) 4+ b,v—160— (“) i clf(a) P ll (“)
(B TRl B ioend § demaniin b, ol sl
byre(@+-+b—161(2) + 6 f(e) = l(e)
geniigen und zufolge (19) die Eigenschaften

(25) e(@p) = e(@) + e () f(aB) = f(@) + f(B)
besitzen. Die (v — 1) Grollen e,(x) wollen wir die Exponenten
der Zahl ¢ in bezug auf die Basis § nennen, und « soll eine in
bezug auf S reduzierte Zahl heiflen, wenn ihre Exponenten simt-
lich <1 und nicht negativ sind. Die Bedeutung der Grofe f(«)
ergibt sich unmittelbar durch Addition der Gleichungen (24), woraus
mit Riicksicht auf (17), (18), (20)
(26) - nf(a) = log N((a))
folgt; ist ¢ irgendeine Einheit, so ist f(e) = 0. Da ferner zufolge
(19) und (23)

l,(G) = la, 1My == la, 2 My it o la,v—lmv—vl
und auferdem f(¢) = 0 ist, so lehrt die Vergleichung mit (24),
dall die in (23) dargestellte Einheit ¢ der Gruppe (S) die ganzen
rationalen Exponenten
(27) € (6) = m,
besitzt; hieraus folgt zugleich, dafll ¢ wirklich nur auf eine einzige
Weise in der Form (23) darstellbar ist, und daB die einzige in (S) ent-
haltene reduzierte Einheit — 1 ist, weil ihre Exponenten m, simtlich
verschwinden miissen. Betrachtet man nun irgendeine in dem Kom-

" plex «(S) enthaltene Zahl g, so sind zufolge (25) und (27) ihre

Exponenten e,(a6) = ¢,(e) + m,, und da die ganzen rationalen
Zahlen mg immer und nur auf eine einzige Weise so gewihlt werden
konnen, dall die Exponenten e,(«6) <Z 1 und nicht negativ werden,
8o ergibt sich der Satz:

VL In jedem Komplex «(S) gibt es eine und auch nur
eine einzige reduzierte Zahl.

Die wichtigste "Grundlage fiir alles Folgende ergibt sich aber
aus den Gleichungen (24), wenn man alle diejenigen reduzierten
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Zahlen o betrachtet, deren absclute Norm einen gegebenen positiven
Wert ¢ nicht iiberschreitet; da némlich die » — 1 Exponenten e, (e)
zwischen 0 und 1 liegen, und zufolge (26) im algebraischen Sinne
nf(x) < logt ist, so sind die » Groflen /,(«) algebraisch kleiner als
eine endliche, nur von ¢{ und der Basis S abhingige Grofe, und
folglich sind auch die Moduln aller mit einer solchen Zahl & konju-
gierten Zahlen kleiner als eine endliche positive Grofe C, welche
ebenfalls nur von ¢ und S abhiingt. Fiigt man jetzt noch die Be-
dingung hinzu, dafl ¢ eine ganze Zahl sein soll, so ergibt sich
hieraus mit Riicksicht auf I. der Satz:

VIL Ist ¢ eine gegebene positive Grole, so gibt es nur
eine endliche Anzahl solcher ganzen Zahlen, welche in
bezug auf § reduziert, und deren absolute Normen < ¢ sind.

Mithin ist auch die Anzahl aller reduzierten Einheiten g
endlich, und das System aller Einheiten & des Korpers besteht
(zufolge VI) aus ebenso vielen verschiedenen Komplexen von der
Form ¢ (S). Hieraus folgt leicht der Satz:

VIII. Bedeutet » die Anzahl aller in bezug auf S redu-
zierten Einheiten g, und ¢ irgendeine Einheit, so ist & in
der Gruppe (S) enthalten.

Denn wenn g,, @y ..., 0, die r reduzierten Einheiten sind, so
kann man die Einheiten
(28) £Qy = M1 0yy, €Qg = N30y .oy EQr = Ny 0y
setzen, wo @, @y, ..., 6, der Gruppe (S) angehoren, withrend 7%,, %,,
...y My reduzierte Einheiten sind; wére nun z. B. %, = 7,, also auch
0,0, = 0,0,, so gehorten die beiden verschiedenen Einheiten g,, o,
einem und demselben Komplex g, (S) = 0,(S) an, was (nach VI)
unmoglich ist; mithin sind die » reduzierten Einheiten % simtlich
voneinander verschieden, und sie fallen daher in ihrer Gesamtheit,
wenn auch in anderer Ordnung, mit den 7 Einheiten ¢ zusammen;
multipliziert man nun die obigen r Gleichungen (28) und dividiert
durch das Produkt der reduzierten Einheiten ¢ oder 7, so ergibt
gich =" — @, 6; . 0. 6,, W. 2. b. W.

8. Die Exponenten von & sind daher zufolge (27) immer ganze
rationale Zahlen, und da zufolge (25) diese Exponenten e,(¢") =r¢,(e)
sind, so ergibt sich, dall die Exponenten e,(¢) einer jeden Einheit &
‘rationale Zahlen mit dem gemeinsamen Nenner r sind. Ist nun
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K irgendein System von » — 1 Einheiten %, und setzt man dieselben
in (24) fiir & ein, so ergibt sich, weil f (%) = 0 ist, aus der Definition
(22) der Regulator

(29) Kliz=tk8

wo k die aus den Exponenten der Einheiten % gebildete Determinante,
also eine rationale Zahl mit dem Nenner 7*—! bedeutet; mithin ist
K dann und nur dann ein vollstéindiges System, wenn %, also auch
die ganze Zahl k7*—! von Null verschieden ist. Hieraus folgt zu-
gleich, daf es unter allen vollstiindigen Systemen auch ein sogenanntes
Fundamentalsystem, d. h. ein System von absolut kleinstem
Regulator geben muf}, und wir wollen jetzt annehmen, unser obiges
System S sei selbst ein solches Fundamentalsystem. Dann folgt zu-
nichst, daB die Exponenten einer jeden reduzierten Einheit ¢ sidmt-
lich verschwinden; denn ersetzt man eine der in S enthaltenen Ein-
heiten, z B. & durch g, wihrend man die iibrigen beibehilt, so ent-
steht aus S ein System K, welches zufolge (29) den Regulator
K' — e,(9) S besitzt; wire nun der Exponent ¢,(p) von Null ver-
schieden und folglich ein positiver echter Bruch, so wire K ein
vollstindiges System, und sein Regulator K' absolut kleiner als S,
was unmoglich ist; mithin ist e,(¢) = 0. Aus dieser Eigenschaft,
welche, wie man leicht zeigen konnte, fiir jedes Fundamentalsystem S
auch charakteristisch ist, folgt zundchst, dall die Exponenten einer
jeden Einheit & weil sie in einem Komplexe g (S) enthalten ist, simt-
lich ganze rationale Zahlen sind. Ferner folgt hieraus, dafi jedes
Produkt aus zwei reduzierten Einheiten g, weil seine Exponenten
zufolge (25) simtlich verschwinden, ebenfalls eine reduzierte Einheit
ist; behdlt daher 7 die obige Bedeutung, so ist o eine reduzierte
Einheit, welche (nach VIII) der Gruppe (S) angehort, und hieraus
folgt nach einer friitheren Bemerkung

(30) 0" =1 y

Da umgekehrt jede in o enthaltene Einheitswurzel ¢ = Y1 immer
eine reduzierte Einheit ist, weil die Grofen [;(¢) und e,(g) simtlich
verschwinden, so fallen die r reduzierten Einheiten ¢ mit allen in o
enthaltenen Einheitswurzeln zusammen; unter diesen befinden sich
immer die beiden Zahlen + 1, und hieraus folgt offenbar, dall » stets
eine gerade Zahl ist, die aber, wie man leicht erkennt, nur dann
> 2 sein kann, wenn 7 — 2 ist. Da endlich das System aller
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Einheiten & aus den » Komplexen g (S) besteht, so haben wir hiermit
den folgenden grofien Satz von Dirichlet*®) bewiesen:

IX. Bezeichnet v die Gesamtanzahl der reellen, sowie
der Paare von imaginiiren Permutationen des Korpers L,
so gibt es in o immer »—1 Fundamentaleinheiten von
solcher Beschaffenheit, dafl, wenn man dieselben beliebig
oft ineinander multipliziert und dividiert und dem so ge-
bildeten allgemeinen Produktdie simtlichen in o enthaltenen
Einheitswurzeln g, deren Anzahl r stets endlich ist, einzeln
als Faktor zugesellt, alle Einheiten in o und zwar jede nur
einmal dargestellt werden.

Wir fiigen diesem Resultate noch einige Bemerkungen hinzu.

Es leuchtet ein, dafl allen Fundamentalsystemen 8 nicht blof derselbe

absolute Minimal-Regulator §’, sondern auch dieselbe Anzahl r der

reduzierten KEinheiten entspricht; bei den meisten Untersuchungen
tritt der aus beiden gebildete Quotient
S

(31) E="

auf**), und diese Grobe besitzt fiir den Korper &£ eine Bedeutung
von #dhnlicher Wichtigkeit wie seine Grundzahl D. Durch Betrach-
tungen, welche den in der Theorie der endlichen Moduln angewendeten
analog sind (§ 172), kann man leicht beweisen, dall dieser Quotient
auch denselben Wert & besitzt, wenn S ein beliebiges vollstindiges
System, und 7 die Anzahl der in bezug auf S reduzierten Einheiten
bedeutet; dasselbe wird sich aber auch beildufig aus der im folgenden
Paragraphen enthaltenen Untersuchung ergeben.

Ganz ihnliche Resultate erhdlt man, wenn man nicht alle Ein-
heiten betrachtet, sondern nur diejenigen, deren Norm positiv**¥) ist,
oder gar nur diejenigen, welche durch alle reellen Permutationen in
positive Werte iibergehen; man kann dieselbe Untersuchung ent-

#) Monatsbericht der Berliner Akademie vom 30. Mirz 1846, oder Dirichlets
Werke, Bd. 1, S. 642.

#¥) Im Falle » — 1 ist §' = 1, und r gleich der Anzahl aller Einheiten
in 0 zu setzen.

*#¥) Vgl. die dritte Auflage S. 561; bei dem dortigen Ausspruche des
Schlufisatzes (S. 567) hitte aber ausdriicklich bemerkt werden sollen, daB im Falle
eines ungeraden n von den beiden einzigen reduzierten Einheiten -1 und —1
nur die erstere beizubehalten ist. :
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weder von vornherein mit Riicksicht auf solche Nebenbedingungen
fiihren, oder man kann auch nachtriglich die etwaigen Modifikationen
des obigen Resultats leicht ableiten, wenn man bedenkt, daf jedes
Quadrat einer Einheit diesen Bedingungen geniigt.

Die obige Untersuchung ist ferner so dargestellt, da sie auch
dann giiltig bleibt, wenn das Gebiet o aller in & enthaltenen ganzen
Zahlen iiberall durch irgendeine endliche Ordnung n ersetzt wird,
deren Basis zugleich eine Basis von £ ist*); aber auch fiir diesen
Fall kann man die eintretenden Modifikationen leicht nachtriglich
ableiten, wenn man den Fiithrer der Ordnung, d. h. das Ideal t =n:o
betrachtet und bedenkt, daf jede Einheit durch Potenzierung mit
dem Exponenten ¢ (f) in eine Einheit dieser Ordnung verwandelt
wird (§ 180, IV).

§ 184.

Der eben bewiesene Satz bildet neben der Theorie der Ideale
die wichtigste Grundlage fiir das tiefere Studium der ganzen Zahlen
des Korpers £, und er ist unentbehrlich fiir die wirkliche Bestimmung
der Anzahl der Idealklassen nach Dirichlets Prinzipien. Die
vollstiindige und allgemeine Losung dieser groflen Aufgabe, von
welcher die ‘Bestimmung der Klassenanzahl der binéiren quadratischen
Formen nur den einfachsten Fall bildet, scheint nach dem heutigen
Stande der Wissenschaft noch in weiter Ferne zu liegen, allein mit
Hilfe des genannten Satzes gelingt es doch, einen wesentlichen Teil
derselben allgemein zu erledigen und die Klassenanzahl als Grenz-
wert einer unendlichen Reihe darzustellen. Da die entsprechenden
Sitze iiber die quadratischen Formen (§§ 95, 96, 98) hierdurch aber-
mals in ein helleres Licht gesetzt werden, so wollen wir diese Unter-
suchung im folgenden ausfithren; hierbei kommt es vorziiglich darauf
an, den folgenden Hauptsatz zu beweisen, in welchem die Bezeichnungen
des vorigen Paragraphen beibehalten sind:

I Ist m ein gegebenes Ideal, und bezeichnet man, wenn ¢
ein beliebiger positiver Wert ist, mit 7' die zugehorige An-
- zahl aller derjenigen verschiedenen, durch m teilbaren

*) Vgl. die zweite Auflage (§ 166) und meine auf S. 146 zitierte Festschrift:
Uber die Anzahl der Ideal-Klassen in den verschiedenen Ordnungen
eines endlichen Kérpers (1877).
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Hauptideale, deren Normen nicht grofer als ¢ sind, so wird
fiir unendlich grofle Werte von ¢

) ok T

t N V(D)

Wir bemerken zuniichst, daf wir hier den Begriff- des Hauptideals
in seiner urspriinglichen Bedeutung nehmen (§ 177), also unter einem
Hauptideal jeden Modul von der Form oo verstehen, wo « jede von
Null verschiedene Zahl in o bedeutet, mag ihre Norm positiv oder
negativ sein. Um unseren Satz zu beweisen, wéhlen wir nach Belieben
eine bestimmte Basis des Ideals

2 m = [y, Py -5 thal,

ebenso irgendein vollstéindiges System S von » — 1 Einheiten

(3) A

und behalten fiir dasselbe alle im vorigen Paragraphen benutzten
Bezeichnungen bei. Wir erhalten nun gewill alle durch m teilbaren
Hauptideale m', deren Normen den Wert ¢ nicht iiberschreiten, wenn
wir m’ = o« und

4) 0= Gy b, + Qo iy + -+ + Ay

setzen, wo die » Koordinaten a@,, @,, ..., @, alle diejenigen ganzen
rationalen Zahlen durchlaufen, welche der Bedingung

(%) 0N () =t

geniigen. Auf diese Weise wiirde aber (abgesehen von dem Falle
v — 1) jedes solche Ideal m’ durch unendlich viele verschiedene
Zahlen « = ¢a, (und nur durch diese) erzeugt werden, wo «, eine
bestimmte solche Zahl ist, & aber alle Einheiten durchlduft. Bedeutet
nun 7 wieder die Anzahl der in bezug auf § reduzierten Einheiten g,
80 besteht das System aller dieser Zahlen & aus 7 verschiedenen
Komplexen ¢ «, (S), und da es in jedem solchen Komplex eine und
nur eine reduzierte Zahl o gibt, so wird, wenn wir zu (4) und (5)
noch die » — 1 Bedingungen

(6) 0= e(w) < 1
hinzufiigen, jedes Ideal m’' genau r-mal erzeugt werden; mithin ist

die Anzahl aller derjenigen Zahlen «, welche diesen Bedingungen (4),
(5), (6) geniigen, = r 7', wo 7' die im Satze angegebene Bedeutung hat-
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Hierauf wenden wir uns zur Betrachtung des stetigen, n-fach
ausgedehnten arithmetischen Raumes 9; unter einem Punkte desselben
verstehen wir jede Folge x von n reellen Werten 2,, x,,..., 2,, welche
umgekehrt die Koordinaten des Punktes a heiflen sollen®). Aus
diesem unendlichen Raume % wollen wir durch gewisse Bedingungen,
welche den obigen nachgebildet sind, ein durch endliche Grenzen
eingeschlossenes Gebiet A ausscheiden. Zuniichst bilden wir die
allen n» Permutationen entsprechenden Funktionen

§ = xll“"; . xal‘; o aiETl Y A
) Fia A e o KT N ICIARPE B <« S I SN

g(n) = & l‘i”) + =, l"in) S l"f(t")
und unterwerfen den Punkt , indem wir mit » den absoluten Wert
des reellen Produktes

® . EE...EW=*1u
bezeichnen, der ersten Bedingung
) Vo 0w w s Ll

Ist ferner m, eine der » Permutationen (15) in § 183, so bezeichnen
wir mit y, den reellen Teil von ¢, log {2 und bestimmen aus
Yys Yg --+» Yy abermals v reelle Grofen z,, z,, ..., 2,—; und » durch
die » linearen Gleichungen

haz, + -+ hyv—12—1 +6v=1y,
b e U R e R e T T ot <)

lv,l 2, Byt lv,f—lzv—l +ev=y,,
aus welchen durch Addition offenbar

(11) no =y + 4+ +y,=logu

folgt. Hiernach verstehen wir unter dem Gebiete A den Inbegriff
aller derjenigen Punkte 2, welche der Bedingung (9) und auflerdem
den v — 1 Bedingungen

(12) 0.<7z'<'1

geniigen; mit Riicksicht auf (10) und (11) folgt hieraus, dall die »
Grolen y, algebraisch kleiner, also die Moduln der » Grilen £ ab-
solut kleiner als eine nur von § abhingige Konstante sind, und aus (7)
ergibt sich weiter, daB auch die Koordinaten w, aller in ¥ gelegenen

*) Nach der Ausdrucksweise meiner in § 161 zitierten Schrift ist jeder Punkt x
eine bestimmte Abbildung des Systems Zj der ersten n natiirlichen Zahlen im Korper
aller reellen Zahlen, und der Ranm R ist der Inbegriff aller dieser Abbildungen z.
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Punkte = absolut kleiner sind, als eine Konstante, welche teils von S,
teils von der obigen Basis des Ideals m abhingt.

Zwischen diesemn Gebiete 2 und den vorher betrachteten Grofen ¢
und 7' besteht nun folgende Beziehung. Setzen wir zur Abkiirzung

die positive Grofe
1

(13) ‘ L sl
so erzeugt jede Zahl &, welche den Bedingungen (4), (5), (6) geniigt,
einen Punkt z, dessen Koordinaten
(14) =0 iy = s e Ol
aus den ganzen Koordinaten @y, @y, ..., a, der Zahl o durch Multi-
plikation mit  entstehen, also dem Modul [d] angehdren; da nun
zufolge (7), (8), (10), (11) gleichzeitig mit (14) auch
as =040 g =0 logd + 1)
u=0"N (), v=1logd + f(a), 2 = €(»)

wird, so folgt aus (5) und (6) auch (9) und (12), mithin liegt der
Punkt 2 im Gebiete U; und umgekehrt leuchtet ein, dafll jeder
Punkt = des Gebietes U, dessen Koordinaten in [d] enthalten sind,
auf diese Weise (14) durch eine und nur eine solche Zahl o erzeugt
wird, welche den Bedingungen (4), (5), (6) geniigt. Mithin ist die
Anzabl » 7' dieser Zahlen & zugleich die Anzahl 7" dieser Punkte .

Um nun hieraus den gesuchten Grenzwert abzuleiten, berufen
wir uns auf das folgende allgemeine Prinzip*), welches seinen un-
mittelbaren Grund in dem Begriffe eines vielfachen Integrals findet
und deshalb keines besonderen Beweises bedarf:

Setzt man das iiber ein reelles, in endliche Grenzen eingeschlossenes
Gebiet A ausgedehnte, aus lauter positiven Elementen gebildete n-
fache Integral

(16) jdwldxr..dx,,:(%),

und bezeichnet man, wenn & eine beliebig kleine positiye GroBe ist,
mit 7" die zugehorige Anzahl aller derjenigen verschiedenen in A

liegenden Punkte x, deren Koordinaten z,, #,, ..., #, ganze rationale
Vielfache von 0 sind, so wird fiir unendlich kleine Werte von 0
(17) lm (2 0%) = (@0

*) Fir den Fall = 2 fillt dasselbe mit dem in § 120 besprochenen geo-
metrischen Satze zusammen.
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Da in unserem Falle 7" =— r 7" und 6" = ¢! ist, so erhalten wir

(18) . lim(%z(gf—),

und es kommt nur noch darauf an, den Wert des Integrals () zu
ermitteln. Zu diesem Zweck fiihren wir an Stelle der Koordinaten
Ty, Xy, ..., T, ein neues System von 7 unabhingigen reellen Variablen
ein, und zwar erwihlen wir als solche die schon oben definierten »
Grolen w, z,, 2, ..., 2,—, und aulerdem noch (n — v) Gréflen ¢, 4.,
@yi3; -+ -5 Pn, Welche dadurch vollstindig bestimmt sind, daf} sie, mit ¢
multipliziert, die imaginéiren Bestandteile der Logarithmen von
Evdn) g+ E®) bilden und zugleich den Bedingungen

(19) 0 < pu << 2m

geniigen, wo m jede der Zahlen v 4+ 1, v + 2,..., n bedeutet.

Zu jedem Punkte 2 des Gebietes A gehort offenbar ein einziges,
den Bedingungen (9), (12), (19) geniigendes System der neuen Vari-
ablen w, 2, @, Umgekehrt leuchtet ein, dal durch ein solches
Wertsystem u, 2,, @, die unter den n Grolien £, £”, ..., £€™ befind-
lichen imaginéren Paare vollstindig bestimmt sind, wihrend fiir die
iibrigen £¢), welche den (22— n) reellen Permutationen x, entsprechen,
nur die absoluten Werte gegeben werden. Aus diesem Grunde zer-
fillt unser Gebiet A offenbar in 22*—n Stiicke B, deren jedes aus
allen denjenigen Punkten & besteht, fiir welche jede der letztgenannten
Groflen £® ein unveriinderliches Vorzeichen besitzt; betrachtet man
daher ein bestimmtes solches Stiick B, so entspricht zufolge (7) jedem
Wertsystem u, 2z,, ¢, ein und nur ein bestimmter Punkt z in 3.
Das Integral () ist die Summe aller, den einzelnen Stiicken B ent-
sprechenden Integrale (8), und um fiir ein bestimmtes solches Stiick B
die Transformation des Integrals (¥) auszufithren, miissen wir be-
kanntlich den ahsoluten Wert der mit

{00 SR IGE R B i Sl )

B2y oin By gt s, Pudety < va4 Pi)
zu bezeichnenden Funktional-Determinante der alten Variablen in
bezug auf die neuen bestimmen. Dies fithren wir nach bekannten
Siitzen so aus, daB wir bei dem Ubergange von jenen zu diesen noch
andere Systeme von Variablen, und zwar zunichst das der » Grofien
&, &, ..., ™ einschalten; da zufoige (7) das Quadrat der Funktional-
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Determinante der Grofien £ in bezug auf die Groflen x die Diskrimi-
nante des Ideals m, also = 4 (m) = DN (m)* ist, so folgt

LA A 1 i

d,....,&™m) N(m)YD
Hierauf fithren wir die » Grofen y, und die (n — v) GrioBen g,
ein; ist m, eine reelle Permutation, so ist y, = log (+ £@), wo +
das in diesem Stiick B herrschende Vorzeichen von £® bedeutet, mithin

: dED = g0 dy,;
bilden aber =, und =, ein imaginires Paar, so ist
logé® = /sy — Pumt, logé™ =/, y, + @ui,

AE E™) _ s g
d(Ysy Pm) T
und hieraus folgt mit Riicksicht auf (8)
d(g’, (1) g("), g(H—l), s g(n))
d(yn cony Yyy Prgay coey (pn)
Fiihrt man endlich statt der Grofen ¢, die Grofen z, und u ein,
so folgt aus (10) und (11) mit Riicksicht auf die Gleichungen (17)
und (21) des vorigen Paragraphen
A(Yry -+ Yo—15 U») e s
R AT T u
Durch Verbindung dieser Ubergiinge erhilt man

also

= typ

d(xu"-t Ty—1y Ly, xv+17-~-s xn)___ S'
d(zn ey zv-—h u, q’v+1’ sy (Pn) 1\7(111)‘/(3)‘J
mithin
S'
B =——_§&z e 02, OUO D, 1 1 1 O Dy
(®) N(m)l/(D) 1 1 Pr+1 P
oder wenn man die Integrationen in den durch (9), (12), (19) an-
gegebenen Grenzen ausfiihrt,
@=L2r 5
N () V(D)

wo der Regulator S' und V@ absolut zu nehmen sind. Da jedem
der 22*—n Stiicke B, aus welchen A besteht, ein und derselbe Integral-
wert (B) entspricht, so folgt

22— S’
@ =

NVD)
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und zufolge (18) ergibt sich hieraus der gesuchte Grenzwert

lim ()= s 2.

¢ N@m) ym) r

Da dieser Grenzwert seiner Bedeutung nach von der Auswahl des
bei unserem Beweise benutzten vollstindigen Einheits-Systems § génzlich
unabhiingig ist, so ergibt sich beildufig der auch auf elementare
Weise leicht zu beweisende Satz, dafl der Quotient S':r fiir alle voll-
stindigen Systeme S einen und denselben absoluten Wert hat; be-
zeichnet man denselben mit #, so nimmt die letzte Gleichung die
Form (1) an, w. z. b. w.

Mit Hilfe dieses Fundamentes lassen sich die nachfolgenden
Sitze ohne jede Schwierigkeit ableiten; wir bemerken vorher, daf
wir den Begriff der Idealklasse (§ 181) im urspriinglichen Sinne
nehmen, also zwei Ideale a, o’ fiquivalent nennen und derselben Klasse
zuteilen, wenn es eine Zahl g (von positiver oder negativer Norm) gibt,
welche der Bedingung -anp — o' geniigt. Dann gilt folgender Satz:

II. Ist A irgendeine Idealklasse, und bezeichnet man,
wenn ¢ ein beliebiger positiver Wert ist, mit 7' die Anzahl
aller derjenigen in A enthaltenen Ideale, deren Normen
nicht grofler als ¢ sind, so wird fiir unendlich grofie Werte

von ¢
20) . T i, (R
: A V(D)

Um dies zu beweisen, wihlen wir aus der inversen Klasse 4!
nach Belieben ein bestimmtes Ideal m; ist nun a ein beliekiges Ideal
in 4, so ist am ein durch m teilbares Hauptideal m’, und umgekehrt
ist jedes solches Hauptideal m’ von der Form am, wo a der Klasse 4
angehort; da ferner je zwei verschiedenen Idealen a auch zwei ver-
schiedene Ideale am entsprechen und umgekehrt, so folgt aus N (am)
= N(a) N (m), daB 7" zugleich die Anzahl aller derjenigen verschiedenen,
durch m teilbaren Hauptideale am ist, deren Normen nicht grofer als
t N(m) sind; ersetzt man daher ¢ in dem Satze I durch ¢N(m), so
geht die Gleichung (1) in (20) iiber, w. z. b. w.

Da dieser Grenzwert von der Klasse A ginzlich unabhingig ist,
und da jedes Ideal einer und nur einer Klasse angehort, so folgt
hieraus ohne weiteres der nachstehende Satz:
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III. Bedeutet A die Anzahl aller Idealklassen, und be-
zeichnet man, wenn ¢ ein beliebiger positiver Wert ist, mit
«T die Anzahl aller derjenigen verschiedenen Ideale, deren
Normen nicht grolier als ¢ sind, so wird fiir unendlich grofie
Werte von ¢
(21) A it £ el
R 7

Verbindet man hiermit das allgemeine, in § 118 aufgestellte.
Prinzip, so ergibt sich folgendes:

IV. Bedeutet s eine Variable, und setzt man die iiber alle
Ideale a ausgedehnte unendliche Reihe

22) S 5 = 2O

so konvergiert dieselbe fiir alle Werte s> 1, und fiir un-
endlich kleine Werte von (s — 1) wird
(23) lim (s —1)&(s) = gh.

Hiermit ist, wenn die Werte von D und E schon gefunden sind,
die Klassenanzahl % als Grenzwert einer unendlichen Reihe dargestellt.
Gelingt es, denselben Grenzwert noch auf eine andere Weise, nimlich
unmittelbar aus der Beschaffenheit der im Korper & auftretenden
Ideale a zu bestimmen, so ist damit auch die Klassenanzahl % gefunden;
dies ist aber bis jetzt nur in sehr wenigen Fillen gegliickt, von
denen wir einige in den folgenden Paragraphen betrachten wollen,
und vermutlich befinden wir uns noch sehr weit von einer allgemeinen
Losung dieses grofen Problems. Hier wollen wir nur noch die
folgenden Bemerkungen hinzufiigen.

Aus den Gesetzen, nach welchen alle Ideale a aus den sdmt-
lichen Primidealen p durch Multiplikation gebildet werden (§ 179),
ergibt sich als unmittelbare Folgerung die Identitét

(24) 2v@=]] 1=
wenn die Funktion ¢ die Eigenschaft
(25) ¥(ab) = v(a) v (b)

besitzt, und wenn auflerdem die Summe linker Hand einen von der

Anordnung ihrer Glieder unabhiingigen endlichen Wert besitzt; der
Beweis fiir diese Identitiit zwischen der Summe und dem unendlichen

w(v)
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Produkte stimmt vollstindig mit demjenigen iiberein, welchen wir
frither (§ 132) fiir den speziellen Fall » — 1 gegeben haben, und
kann deshalb hier unterdriickt werden. Fiir unsere, in (22) definierte
Funktion £(s) ergibt sich hieraus die folgende zweite Darstellung
n 1
(26) 2() = [ ———;
s
N(vy

* bedeuten nun, wenn p eine beliebige natiirliche Primzahl ist, »p,,

Pay ..+, Yo die voneinander verschiedenen, in p aufgehenden Primideale,

und 7, 7,,...,n, deren Grade (§ 180), so nimmt diese Gleichung
die folgende Gestalt an

en  e0=T(—, e )

p—iﬁ; o s p*™ AT pne

wo das Produkt iiber alle Primzahlen p zu erstrecken ist. Bezeichnet
man ferner, wenn m eine beliebige natiirliche Zahl ist, mit F(m)
die Anzahl aller derjenigen verschiedenen Ideale, deren Norm — m
ist, so ist offenbar

(28) 2 =2

und man erkennt leicht, dafl fiir je zwei relative Primzahlen m', m”
stets

(29) . F(m'm") = F(m)F(m")

ist, withrend die unendliche Reihe

F(m)
T

F(p) , Fp") | F(P)
(30) B 5 e ol
mit dem allgemeinen Faktor des Produktes (27) iibereinstimmt.
Auflerdem geht auns (21) hervor, daf fiir unendlich grofle Werte von m
(31) limF(1)+F(2)+'”+F(m)=gh

m

ist.

Tiefere Untersuchungen, zu denen z B. die iiber die Geschlechter
der quadratischen Formen (Supplement IV) und die iiber die Ver-
teilung der Primideale auf die verschiedenen Idealklassen gehoren *),

*) Vgl. die schon in § 137 zitierte Abhandlung von Dirichlet (Crelles
Journal, Bd. 21, S. 98).

Dedekind, Gesammelte Werke, ITI. 12
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kniipfen sich an die Betrachtung allgemeinerer Reihen und Produkte,
welche aus (24) hervorgehen, wenn man
_ 2@
‘l[)(a) e N(a)g
setzt, wo die Funktion y(a) auller der Eigenschaft (25) noch die
andere besitzt, fiir alle derselben Klasse A angehorenden Ideale a
denselben Wert anzunehmen, welcher mithin zweckmifig durch y(4)
bezeichnet wird und offenbar immer eine ht® Wurzel der Einheit ist.
Solche Funktionen g, die man im erweiterten Sinne Charaktere
nennen kann, existieren immer, und zwar geht aus den am Schlusse
des § 149 erwihnten Sitzen leicht hervor, dall die Klassenanzahl %
zugleich die Anzahl aller verschiedenen Charaktere g, %q,..., gz ist,
und daf jede Klasse 4 durch die ihr entsprechenden 2 Werte %, (4),
%a(A), ..., ga(4) vollstindig charakterisiert, d. h. von allen anderen
Klassen unterschieden wird. Setzt man noch die iiber alle Ideale a
der Klasse 4 ausgedehnte Summe

1
= 5 = 40

und bezeichnet mit A4,, 4,,..., 4, alle verschiedenen Klassen, so
nimmt fiir den Charakter y die Gleichung (24) die Form
i
2(A)A4,8) + - 4 1(4) Au(s) =[] T—zMNG)
an; auf die Folgerungen, welche sich aus der Betrachtung dieser
h Ausdriicke und deren Logarithmen ergeben, konnen wir aber hier
nicht mehr eingehen.

§ 185.

Um den Nutzen und die Bedeutung unserer bisherigen Unter-
suchungen erkennen zu lassen, deren Resultate nur die ersten Elemente
einer allgemeinen Zahlentheorie bilden, wollen wir dieselben auf zwei
bestimmte Beispiele anwenden, die zugleich in unmittelbarem Zu-
sammenhange mit dem Hauptgegenstande dieses Werkes stehen. Als
erstes Beispiel withlen wir den klassischen Fall der Kreisteilung, an
welchem Kummer zuerst seine Schopfung der idealen Zahlen mit
dem schonsten Erfolge durchgefiihrt hat *).

*) Die beziiglichen, zuerst in Crelles Journal (Bd.35, 40) veriffentlichten
Untersuchungen sind zusammengestellt in der Abhandlung: Sur la théorie des
nombres complexes composés de racines de l’unité et de nombres
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Es sei m eine natiirliche ungerade Primzahl, 6 eine primitive
Wurzel der Gleichung
(1) mi=—nl,
und » der Grad des Korpers £, der aus allen durch f rational
darstellbaren Zahlen besteht. Setzen wir (nach § 139)

@) @) = ‘:'_—11 — (t—0) (t— 09 ... (t — Om—1),

wo ¢ eine Variable bedeutet, so ist f(f#) = 0, und da die Koeffizienten
dieser Gleichung rational sind, so ist n<<m — 1. Um = genau zu
bestimmen, setzen wir ¢ — 1, wodurch wir

(3) m=1—-60@10—6%...1 —m—?)
erhalten; da 6 eine ganze Zahl ist, so gilt dasselbe von den (m — 1)
Faktoren 1 — 7, und man erkennt leicht, dal dieselben.miteinander

assoziiert sind; denn wihlt man die positive ganze Zahl s so, daf}
rs = 1 (mod m), also 1 — 6 = 1 — f7* wird, so ist gleichzeitig

i:g': 1R QilgN g e
und
Pg

FEFT 1467+ 02 4 ... + go—vr,

mithin ist jede der beiden Zahlen 1 — 6/ und 1 — " durch die andere
teilbar. . Setzt man daher

(4) 1—0 =y,
8o geht die Gleichung (3) in
(5) M= sp% —t

iiber, wo & eine Einheit bedeutet, woraus zugleich hervorgeht, daf
g keine Einheit, und folglich jede durch u teilbare rationale Zahl
auch durch die Primzahl m teilbar ist. Da alle mit & konjugierten
Korper zufolge (2) imagindr, und folglich alle Normen positiv sind,

so folgt hieraus mr = N (g1,

entiers (Liouvilles Journal, Bd. 16, 1851), und eine Ergéinzung derselben findet sich
in der Abhandlung: Uber die den GaufBischen Perioden der Kreisteilung
entsprechenden Kongruenzwurzeln (Crelles Journal, Bd.53). — Vgl. Bach-
mann: Die Lehre von. der Kreisteilung (Vorl. 17, 18) und meine Anzeige
dieses Werkes in Schlémilchs Zeitschrift fiir Math. u. Phys., Jahrgang 18 (1873),
Literaturzeitung S. 14 bis 24, 43.

12+
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mithin ist die natiirliche Zahl N (u) selbst eine Potenz der Primzahl m;
setzt man nun N (u) = m¢ so folgt n — a (m — 1), und da, wie
oben bemerkt, n<_m — 1 ist, so ergibt sich @ = 1, mithin

(6) n=m—1, N(u) = m.

Die in (2) definierte Funktion f(f) ist daher irreduzibel®), also
bilden die m — 1 Potenzen 1, 0, 67 ..., 6™—2 eine Basis des Korpers £,
und wir wollen jetzt zeigen, dafl
(7) - vt IR BV MBI iy ¢ = B O R T
ist, wo o wieder das System aller ganzen Zahlen des Korpers £ be-
deutet. Zuniichst leuchtet aus (4) ein, dal die Potenzen von  und
diejenigen der Zahl u jedenfalls Basen eines und desselben ganzen
Moduls bilden, den wir vorldufig mit a bezeichnen wollen; um seine
Diskriminante 4 (a) zu bestimmen, multiplizieren wir (2) mit ¢ — 1,
differentiieren nach ¢ und setzen ¢ = 6, f(0) = 0* wodurch wir
(0 — 1) 0* = mOm—1 erhalten; da N(@ —1) = m, und 6 zufolge
(1) eine Einheit ist, so ergibt sich N (6*) = mm—? und hieraus [nach
§ 167, (27)] w0
(8) 4(@) = (—1) 2 mm—2,

Sodann bemerken wir, dafl jede durch m teilbare Zahl des Moduls a
auch in ma enthalten ist; denn wenn die in a enthaltene Zahl

G+ o+ ap? + oo+ apspm?

durch m, also durch u, g% ..., u™—1 teilbar sein soll, so ergibt sich
schrittweise, dall die ganzen rationalen Zahlen a,, a,, @y, ..., @p—2
durch u, also auch durch m teilbar sein miissen. Hieraus folgt un-
mittelbar, daf der kleinste natiirliche Faktor k, durch welchen
irgendeine ganze Zahl ® in eine Zahl kw des Moduls a verwandelt
wird, nicht durch m teilbar sein kann; denn wire k — mh, so wire
die in a enthaltene Zahl ko =: mho zugleich teilbar durch m, also
in ma enthalten, mithin wire das Produkt Ze in a enthalten, was
der Bedeutung von % widerspricht, weil 7 <k wire. Da nun anderer-
seits k? (nach dem Satze I in § 175) in der Diskriminante (a) auf-
gehen mul, so folgt aus (8), dafl stets £ — 1, also jede ganze Zahl
@ in a enthalten, mithin 0 = a ist, w. z b. w. Zugleich ergibt sich
aus (8) die Grundzahl SN

(9) R A(I)) = (— 1) 2 gpm—2

*) GauB: D, A art. 341.
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Aus (6) folgt ferner, dall p eine Primzahl, o ein Primideal
ersten Grades ist; bedeutet ndmlich a irgendein in u aufgehendes
Primideal, so ist og = ab, also N (a) N (b)) = N (u) = m; da aber
m eine natiirliche Primzahl und N (a)>> 1 ist, so mul N (a) = m,

N(b) = 1, mithin b = o und a = oy sein, wie behauptet war.
Zufolge (5) ist ferner
(10) om = (o w)™,

und hiermit ist die Zerlegung von om in Primfaktoren gefunden.
Die mit 6 konjugierten Zahlen sind zufolge (2) die m — 1
Potenzen 0, 0?,...,0m1,d.h. alle primitiven Wurzeln der Gleichung (1);
da dieselben ebenfalls dem Korper £ angehéren, so sind alle mit £
konjugierten Korper identisch mit &, d. h. & ist ein Normalkorper
(§ 166); seine Permutationen lassen sich miteinander zusammen-
setzen und bilden daher eine Gruppe; geht ferner f durch die Permu-
tationen @, ¢ bzw. in 07, §* iiber, so geht 6 sowohl durch g¢ als
auch durch 6 ¢ in 67¢ iiber, und folglich ist ¢ 6 = @ ¢; Normalkérper,
deren Permutationen diese Eigenschaft besitzen, werden zweckmiillig
Abelsche Korper genannt*). Um eine fiir das Folgende geeignete
Bezeichnung dieser Permutationen zu gewinnen, wihlen wir nach
Belieben eine bestimmte primitive Wurzel ¢ der Primzahl m als
Basis eines Systems von Indizes (§ 30); ist » eine durch m nicht
teilbare ganze rationale Zahl, so setzen wir der Kiirze halber
. ri. Ind.»r =7, also 7 = ¢ (mod m)
und bezeichnen mit =, diejenige Permutation, durch welche # in 67
itbergeht; hierbei darf der Index 7', den wir auch den Index dieser
Permutation nennen, durch jede beliebige Zahl ersetzt werden, welche
= r' (mod m — 1) ist. Gleichzeitig soll die Zahl, in welche eine
beliebige Zahl @ des Korpers durch =z, iibergeht, durch @, bezeichnet
werden; bedeutet daher g (i) irgendeine ganze Funktion von ¢ mit
rationalen Koeffizienten, so ist gleichzeitig

(12) o = ¢ (0) wd o, = ¢(07);

*) Mémoire sur une classe particuliére d’équations résolubles
algébriquement (Buvres complétes de Abel, t. 1, oder Crelles Journal, Bd. 4).
Der wichtige Satz von Kronecker (Monatsher. der Berliner Akademie 1853),
daB jeder Abelsche Kérper auf rationale Weise aus Einheitswurzeln entsteht, ist
vollstindig bewiesen von H. Weber (Theorie der Abelschen Zahlkorper,
Acta Mathematica, Bd. 8 und 9). ~
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offenbar ist x, die identische Permutation, also @, = @, und der
obige Satz iiber die Zusammensetzung der Permutationen wird durch
Ty Wyt == Ty My = Mgy = My 45, 80 durch die Gleichung

(13) (ﬁ)rl)‘/ . (ﬁ)gr)’.r —— ‘D(r 8)' o wf' +48

ausgedriickt; zugleich leuchtet ein, dall alle Permutationen durch

Wiederholung aus der einzigen Permutation n, — =, entstehen. Setzen
wir ferner

(14) n=m—1= 2y,

50 ist
(15) (—1) =w (—r) =1 +v (mod 2v),

und es bilden je zwei Permutationen =, und = ;,, durch welche 6
in @ und #—" iibergeht, ein imagindres Paar (§ 183, 3).
Wir gehen jetzt zur Bestimmung aller von ou verschiedenen

Primideale p iiber und bemerken zuniichst, dafl aus
(16) 0" = 6° (mod p) stets r = s (mod m),
also 07 = 0 folgt, weil sonst die Zahl 6" — * = 67 (1 — 65—
assoziiert mit g und folglich nicht teilbar durch p wire; es sind
daher die m Potenzen

TR o
oder, was dasselbe sagt, die Zahlen

sl oilla . v O e
simtlich inkongruent nach p. Bezeichnen wir nun mit p die durch p
teilbare natiirliche Primzahl (§ 179, VII), so ist p verschieden von m,
weil m nur durch das einzige Primideal o u teilbar ist; es sei ferner f
der Exponent, zu welchem p nach dem Modul m gehort (§ 28), d. h.
es sei f die kleinste natiirliche Zahl, welche der Kongruenz

(7) P = 1 (mod m),
also auch der Kongruenz

(18) fp = 0 (mod 2v)
geniigt, so ist

(19) 2v =m — 1 = ef,

und e ist der grofite gemeinschaftliche Teiler von p’ und 2 v (§§ 29, 30).
Sind nun e, B, 9, ... beliebige ganze Zahlen, so folgt aus einer
bekannten Eigenschaft der Binomialkoeffizienten (§ 20), dal immer

(@+B+p+-p=uartpr4p?+ ... (mod p)
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ist; bezeichnet man daher mit ¢ () eine beliebige ganze Funktion der
Variablen ¢ mit ganzen rationalen Koeffizienten ¢ und bedenkt, daf
nach dem Fermatschen Satze (§19) immer a? = a (mod p) ist, so
erhdlt man den fiir jede ganze Zahl « giiltigen Satz

(20) 9 (®)? = ¢ (?) (mod p).

Wenden wir denselben auf den Fall ¢ — 6 an, so ergibt sich mit
Riicksicht auf (7) und (12), daB fiir jede in unserem Gebiete o ent-
haltene Zahl o die Kongruenz

(21) o? = o, (mod p)

gilt, aus welcher durch fortgesetzte Erhebung zur pten Potenz nach
(13) die allgemeinere Kongruenz

(22) o? = @,y (mod p)

folgt; da nun fp' zufolge (18) durch 2» teilbar, also w;y = @ ist,
so erhilt man das Resultat

(23) ~ o? = o (mod p).

Hieraus schliefen wir zunichst, dall op entweder ein Primideal
oder ein Produkt von lauter verschiedenen Primidealen ist; nehmen
wir niamlich im Gegenteil an, es sei p durch das Quadrat eines Prim-
ideals p teilbar, so ist op — p*q, und da pq ein echter Teiler
von op ist, so gibt es eine Zahl @, welche durch pgq, aber nicht
durch p teilbar ist; dann ist @ und folglich auch o?’ teilbar durch p*q?
= pq, also auch durch p; allein dies widerspricht der Kongruenz (23),
weil @ nicht durch p teilbar ist. Unsere Annahme ist daher unzuldssig.

Da ferner p in p aufgeht, so geniigt jede ganze Zahl w auch
der Kongruenz
(24) o? = o (mod p),

d. h. die Anzahl der inkongruenten Wurzeln @ dieser Kongruenz vom
Grade ¢/ ist = (o, p) = N (p), und folglich ist

(25) N =p,

weil in bezug auf ein Primideal eine Kongruenz rt» Grades niemals

mehr als r inkongruente Wurzeln haben kann (vgl. §§ 26, 180).
Nach dem verallgemeinerten Fermatschen Satze (§ 180, V) ist ferner

0Y® = @ (mod p),
woraus wir nach (16) folgern, dafB
(26) N(p) = 1 (mod m)
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ist. Nun wissen wir [nach § 180, (12)], daBl N () eine Potenz von p
mit positivem Exponenten ist, und da unter allen solchen Potenzen,
welche durch m dividiert den Rest 1 lassen, p/ die kleinste ist, so
mull N (p) > pf sein, woraus mit Riicksicht auf (25) folgt, daB

(27 NEp) =19

ist. Mithin ist der Exponent f, zu welchem die Primzahl p nach
dem Modul m gehort, zugleich der Grad eines jeden in p aufgehenden
Primideals p; da ferner

N(p) = pt = p*/
ist, so erhalten wir die Zerlegung
(28) 0P == PPy =t Pes
WO P, Dy,...,P, voneinander verschiedene Primideale vom Grade f
bedeuten™).

Hiermit ist die Natur aller in unserem Korper & auftretenden
Primideale erkannt, und dies Resultat reicht aus fiir die Bestimmung
der Anzahl der Idealklassen; bevor wir aber zu dieser Untersuchung
iibergehen, wollen wir im Anschlufl an § 180 noch einige Bemerkungen

*) Ist m eine beliebige natiirliche Zahl, so hat der aus einer primitiven
Wurzel ¢ der Gleichung (1) entspringende Korper £ den Grad ¢ (m); ist p eine
Primzahl, p’ die hochste in m = p'm’ aufgehende Potenz von p, und gehirt p
zum Exponenten f (mod m'), so ist ¢ (m') = ef (§ 28), und

op = (P1ps--- 97,

WO Py, P2y ---» P, voneinander verschiedene Primideale vom Grade f bedeuten;
ist ferner p’ > 1, so ist ;

0(1—6™) = piPa.-- P,
Vgl. Kummer: Theorie der idealen Primfaktoren der komplexen Zahlen,
welche aus den Wurzeln der Gleichung ™ = 1 gebildet sind, wenn n
eine zusammengesetzte Zahl ist (Abh. d. Berliner Ak. 1856). — Fiir alle in
einem solchen Korper £ als Divisoren enthaltenen Korper, zu denen auch die
quadratischen Korper.gehgren, habe ich die Bestimmung der Primideale als Resultat
einer allgemeinen Untersuchung mitgeteilt, welche ich demnichst zu verifientlichen
gedenke (Sur la théorie des nombres entiers algébriques, § 27, und Compte
rendu der Pariser Ak. vom 24. Mai 1880); iiber spezielle Fille solcher Divisoren
vgl. Eisenstein: Allgemeine Untersuchungen iiber die Formen dritten
Grades mit drei Variabeln, welche der Kreisteilung ihre Entstehung
verdanken (Crelles Journ., Bd. 28); Fuchs: Uber die aus Einheitswurzeln
gebildeten komplexen Zahlen von periodischem Verhalten, ins-
besondere die Bestimmung der Klassenanzahl derselben (Crelles Journ.,
Bd. 65); Bachmann: Die Theorie der komplexen Zahlen, welche aus
zwei Quadratwurzeln zusammengesetzt sind (Berlin 1867).
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iiber die Zerlegungen (10) und (28) hinzufiigen, aus welchen sich die
Zerlegung der Funktion (2) in rationale Primfunktionen nach den
Moduln m und p ergibt.

Da die Zahl 6 und alle ihre Potenzen = 1 (mod w) sind, und
da jede auf u beziigliche Kongruenz zwischen rationalen Zahlen auch
fiir den Modul m gilt, so folgt aus (2) die ohnehin evidente identische
Kongruenz
(29) f@#) = (t — 1)y» (mod m).

Fiir jede andere natiirliche Primzahl p und deren Primfaktoren p
folgt zunichst aus (16), daB der Grad f von p zugleich die Hohe
jeder mit A konjugierten Zahl 0, ist, und dal folglich die f Zahlen
Oppy Orgapy - vy Or g ppr, deren Komplex mit dem der Zahlen 0, .,
Orsoey.-y0py e zusammenfillt, eine Periode in bezug auf p bilden
(S.137). Setzt man daher ‘

(30) Fr(t) =Fr+¢(t) o (t_0r+¢) (t_0r+2v)~-'(t_0r+/e)’

80 wird -

(31) F.(t) = P,(t) (mod p),

wo P,(t) eine mit ganzen rationalen Koeffizienten behaftete Prim-
funktion in bezug auf den Modul p bedeutet. Zufolge (2) ist nun
(82) 1@) = F;@)Fy(2)...Fy(2),

und da jede auf p beziigliche Kongruenz zwischen rationalen Zahlen
auch fiir. den Modul p gilt, so ergibt sich die identische Kongruenz*)
(33) 1(t) = P, (t) Py(Y)... P () (mod p);

zugleich folgt aus (16), daf diese e Primfunktionen wesentlich ver-
schieden sind. Man findet auch leicht, dal p der grofite gemeinsame
Teiler der durch die Zahlen p und P,(f)) erzeugten Hauptideale ist.

Mit dieser Zerlegung hingt die folgende algebraische Betrachtung
nahe zusammen. Die f Permutationen
(34) Mo, Maes- vy Bfes
deren Indizes durch e teilbar sind, und welche alle durch Wieder-
holung der einzigen Permutation z, entstehen, bilden eine Gruppe
(§ 166), und der zugehdrige Korper H besteht aus allen denjenigen

*) Schonemann: Grundziige einerallgemeinen Theorie der hgheren
Kongruenzen, deren Modul eine reelle Primzahl ist. §50. (Crelles
Journal, Bd. 31). — Gaufl: Disquisitiones generales de congruentiis,
artt. 360—367 (Werke, Bd. II, 1863).
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in & enthaltenen Zahlen @, welche der Bedingung @, — ® geniigen;
zugleich ist (H, R) = e, (R, H) = f. Die Darstellung aller dieser
Zahlen @ ergibt sich sehr leicht, wenn man bedenkt, dal auch die
n Potenzen 6, 0%,..., 6m—1, d. h. alle mit 6 konjugierten Zahlen 0,,
fg,...,0, eine Basis von &, ja auch eine Basis von o bilden, weil 6
eine Einheit, also 0 = o ist. Jede Zahl @ des Korpers & ist daher
von der Form
o =az00,+ 290,+ ...+ ™0,

wo die Koordinaten z® willkiirliche rationale Zahlen bedeuten, deren
Zeiger r auch durch jede nach n kongruente Zahl ersetzt werden
darf. Soll nun @ dem Kérper H angehoren, also der Bedingung w,
=— @ geniigen, so folgt ") — z+9, also

(35) 0w — z0m M + @ Na + oo + 2© Nes
wo die e konjugierten Zahlen
(36) nr:"]r+c:0r+e+0r+sc+"'+0r+l‘e

die sogenannten f-gliedrigen Perioden bedeuten®). Zugleich ergibt
sich, dall der Modul

(37) e = [ny; %5+, 7]

der Inbegriff aller ganzen Zahlen des Korpers H ist, und hieraus
folgt nach spiter zu erwiihnenden Sitzen**), dal seine Grundzahl 4 (¢)
— -+ me—1 ist, wo das untere Zeichen gilt, wenn f ungerade und e
= 2 (mod 4) ist. Bedeutet y eine Variable, so ist

(38) Gy) = (y—m) (y—m-(y — )

eine irreduzible Funktion mit ganzen rationalen Koeffizienten, und die
Koeffizienten der in (30) definierten e Funktionen

(39) F.(t)y =¢—n 1 4-..

sind ganze Zahlen des Korpers H, also in e enthalten™*¥),

Hieraus ergibt sich durch Vergleichung mit der Kongruenz {31),
dall jede der e Perioden 7, und folglich jede in e enthaltene Zahl
in bezug auf p einer rationalen Zahl kongruent ist; setzen wir die
Primfunktion

(40) P.(t) =t/ —npt/~1 + ... (mod p),
wo 7 = m;+ . rational, so wird
(41) nr = n; (mod p),

*) GauB: D. A. artt. 343, 348.
*¥) Vgl. unten (59) und die Anmerkung auf S.197.
*%%k) Gaul: D. A. artt. 348, 351.
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und da jede auf p beziigliche Kongruenz zwischen rationalen Zahlen
auch fiir den Modul p gilt, so ergibt sich aus (38) die identische
Kongruenz

42) @) = y—n) (y—nd)-+.(y — nt) (mod p),
auf welche Kummer seine Theorie der idealen Zahlen gegriindet hat.

Um endlich noech den inneren Zusammenhang zwischen den e
verschiedenen, in p aufgehenden Primidealen p zu ergriinden, schalten
wir folgende allgemeine Bemerkungen ein. Ist & ein beliebiger
endlicher Korper, welcher durch die Permutation z in &' iibergeht,
und ist a ein beliebiges Ideal in £, so geht aus den Begriffen des
Korpers und des Ideals unmittelbar hervor, dall das System a' aller
Zahlen, in welche die simtlichen Zahlen des Ideals a durch z iiber-
gehen, ein Ideal in L' ist, und daf o' durch die inverse Permutation
in a iibergeht; zwei solche Ideale a,a’ nennen wir konjugierte
Ideale. Dann leuchtet ferner ein, dafl (ab) = a'b’ ist, dall folglich
ein Primideal p in ein Primideal p' iibergeht, und daBl, wenn p die
durch p teilbare natiirliche Primzahl bedeutet, p auch durch p’ teilbar
ist. Wenden wir dies auf unseren KreiskGrper £ an, der durch alle
seine Permutationen m, in sich selbst iibergeht, so folgt, dall jedes
der e Primideale p durch eine solche Permutation z, immer wieder
in eins von diesen Idealen iibergehen mufi. Nun ergibt sich zuniichst
aus (21), dab jede durch p teilbare Zahl @ durch die Permutation =,
in eine ebenfalls durch p teilbare Zahl @, iibergeht; mithin geht p
durch =, und folglich durch jede der f Permutationen (34) in ein
Primideal iiber, welches durch p teilbar, also auch mit p identisch
ist. Umgekehrt, wenn p durch die Permutation -, in sich selbst
iibergeht, so muB, weil P,(f) durch p teilbar ist, auch P,(f,) = 0
(mod p) sein; da aber die Kongruenz P,(«) = 0 (mod p) nur die
Wurzeln 6., 0,,,...,0;, hat, so mufl eine von ihnen mit #, kongruent,
also zufolge (16) auch mit 6, identisch sein, woraus sich ergibt, daf
die oben genannten f Permutationen die einzigen sind, durch welche p
in sich selbst iibergeht. Sodann leuchtet ein, dal p durch je f Per-
mutationen, deren Indizes nach e kongruent sind, in ein und das-
selbe Primideal iibergeht; umgekehrt, wenn p durch @, und =z, in
dasselbe Primideal iibergeht, so geht p durch =, 7; ' = z,_, offenbar
in sich selbst iiber, und folglich ist # = s (mod ¢). Hieraus folgt,
dal die e Ideale p simtlich miteinander konjugiert sind, und daf
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jedes von ihnen in jedes durch f bestimmte Permutationen iibergeht;
durch die e Permutationen =, m,,...,n, geht jedes dieser Ideale in e
verschiedene Ideale iiber, und wir werden daher am zweckmifigsten
mit p, dasjenige Ideal bezeichnen, in welches p durch =, iibergeht;
demgemil ist p,y, = p, zu setzen, und aus (31) und (41) folgen
die Kongruenzen

(43) F,, ,(t) = P,(t) (mod p,)
(44) Nrys = 77 (mod Ps).

Es wird gut sein, die vorstehenden Sitze an einem bestimmten
Zahlenbeispiele*) zu bestiitigen; wihlen wir zu diesem Zweck m = 13,
p=23, so ist f=23, e=4. Legen wir ferner die primitive
Wurzel ¢ = 2 zugrunde, so wird
0, =2 e D S e ML PR
G20 O, ==/0% @, 2= "8 o Bl Seuse g g, = 0
also

'/l 0 + 6 0P i 62"*’06 + 6%,
,,72 64 + 612 + 010’ ns [ 08 + 011 __I__ 07’

und
F,) =10 —n8+ qryet— 1L
Man findet ferner leicht die Gleichungen**)

ny =+ 21,

=0+ +n=—1—mn
Ny = —38n—2n,—39,— 29 =3+ + 1
’7"3:’7'*"’79‘{”’73;_’1_’71

und hieraus
Gy =v'+y+2y"—4y+3
Die Wurzeln der Kongruenz G(y) = 0 (mod 3) ergeben sich am

kiirzesten durch Versuche, und man findet auf diese Weise in Uber-
einstimmung mit (42) die identische Kongruenz

G(y) =y@y—1)(y+ 1) (mod 3).

*) Ein iiberaus reiches Material findet man in dem Werke von Reuschle:
Tafeln komplexer Primzahlen, welche aus Wurzeln der Einheit ge-
bildet sind. 1875.

*¥) GaulB: D. A. art. 345.
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Da eine der Wurzeln = 0 (mod 3) ist, so diirfen wir das in 3 auf-
gehende Primideal p durch die Kongruenz 5 = 0 (mod p) definieren*),
woraus durch Substitution in die vorstehenden Ausdriicke fiir %2, 5 »,,

MMg, Mg sich 9, =—1, gy =—1, n, = 1 (mod p) ergibt; zufolge
(41) wird daher i
=0 N=—1 gxf=—1, g=-+1 (mod 3).

Ersetzt man ferner die in F,(¢) auftretenden Koeffizienten n,, 5,42
bzw. durch die nach p kongruenten rationalen Zahlen xy, %7, s, s0
folgt aus (31)
P.()y=120—nt® +n04:t— 1 (mod 3),
und durch wirkliche Ausfithrung der Multiplikation bestitigt sich die
Kongruenz (33). Setzt man endlich
0 =0°—0—1= P,(0) (mod 3), ,
so ist p der grofite gemeinschaftliche Teiler von 3 und o g; allein in
unserem Falle erkennt man leicht (nach § 180), dall p — o, also
auch p, = o, ist, weil 5 durch p teilbar und auflerdem 5 5, 7y9; = 8,
mithin N () = 3° = N (p) ist. Es mul} folglich ¢ durch % teilbar
sein; in der Tat findet man
o = 7n0°(0 4+ 1)(6* 4 1),
woraus sich sogar ergibt, dal zufillig ¢ mit # assoziiert, also auch
ng =P ist. —

Nach dieser Abschweifung kehren wir zu unserem obigen, in den
Gleichungen (6), (10), (27), (28) enthaltenen Hauptresultate zuriick,
welches ausreicht, um mit Hilfe der im vorigen Paragraphen ent-
wickelten Prinzipien einen geschlossenen Ausdruck fiir die Anzahl &
der Idealklassen zu gewinnen. Diese Untersuchung ist ebenfalls von
Kummer zuerst durchgefiihrt **), und sie bietet die iiberraschendsten

*) Ebenso folgt aus der Annahme 5 = 1 (mod p) mit Bestimmtheit », = 0,

ny=—1, ng=—1 (mod p). Dagegen entsprechen der Annahme 7 =—1
(mod p) zwei verschiedene Systeme, wie aus 7,73 =—1—75=0 (mod p)
hervorgeht; entweder ist 7, =1, 7, =0C, 73 = — 1, oder es ist 7, =—1,
7y =—1, 73 = 0 (mod p).

**¥) DaBl auch Dirichlet dieselbe Aufgabe, aber in anderer Einkleidung gelost
hat, berichtet Kummer in seiner ausgezeichneten Gedichtnisrede auf
Gustav Peter Lejeune-Dirichlet (1860, S. 21 bis 22) mit den Worten:
»Fiir diejenigen zerlegbaren Formeun hoherer Grade, deren linedre Faktoren keine
anderen Irrationalititen, als Einheitswurzeln fiir einen Primzahl-Exponenten, ent-
halten, hat Dirichlet wihrend seines Aufenthalts in Italien die Klassenanzahl
bestimmt, aber er hat von dieser Arbeit leider nichts veriffentlicht.“
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Beziehungen zu dem Satze iiber die arithmetische Progression dar
(Supplement VI). Wir setzen, wie im vorigen Paragraphen,
(45) R(s)=IN@*=HI(1—N(@F) )
und untersuchen das Verhalten dieser Funktion fiir unendlich kleine
positive Werte der Variablen s — 1. Da m nur durch ein einziges
Primideal ersten Grades, und jede andere Primzahl p, wenn sie zum
Exponenten f gehort, durch e verschiedene Primideale vom Grade f
teilbar ist, wo ef = m — 1, so erhalten wir

Q) =1—m=) Il —p*)~%
wo das Produkt auf alle von m verschiedenen Primzahlen p zu er-
strecken ist. Der allgemeine Faktor dieses Produktes 1liBt sich in

folgender Weise umformen. Bezeichnet man, wenn m — 1 wieder
=2 gesetzt wird, mit « alle Wurzeln der Gleichung

(46) @ = 1,

ferner mit y eine primitive Wurzel derselben Gleichung, so ist
el (TR LR g ;

da nun der Index p’ mit 2» den grofiten gemeinschaftlichen Teiler e

hat, so ist p?' eine Wurzel  der Gleichung 6/ — 1, und zwar eine

primitive; mithin tritt jede Wurzel § dieser Gleichung unter den

2v Zahlen
oL, ¥ y2p’, oy YAYDY

genau emal auf, und hieraus folgt unmittelbar, dafl
(1—p*Ne =M1 —o" p)
ist, wo das Produktzeichen sich auf alle & bezieht. Man erhilt daher
Q) =(00—m 9 O1—o p=*)
und dieses Produkt, in welchem & und p alle ihre Werte durchlaufen
miissen, hat, solange s > 1 ist, einen von der Anordnung der Faktoren
unabhéingigen Wert. Bezeichnet man mit L («) das Produkt aller der-

jenigen Faktoren, welche allen Werten von p, aber einem bestimmten
Werte « entsprechen, so ist folglich

(47) Q(s) = (1 —m~9~' ITL (),
wo das Produktzeichen sich auf alle o bezieht, und hierin ist nach
fritheren Sitzen (§§ 132, 133)

(48) L(e) = IT(1 —a? p=*)~1 = S o' 2~%,
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wo z alle natiirlichen Zahlen durchliuft, die nicht durch m teilbar
sind, und wo z' wieder den Index von z bedeutet.

Wenn nun die Variable s abnehmend sich dem Grenzwerte 1
nihert, so wichst die Funktion L (1) iiber alle Grenzen, und zwar
so, daf}

(49) lim (s —1)(1—m— 9" 1L(A)=1
wird (§ 117). Ist aber « verschieden von 1, also eine Wurzel der
Gleichung

od %11

o

(50) Jim!

so nihert sich, wie wir frither (§ 134) gesehen haben, die Funktion
L(«) einem endlichen Grenzwert; da nidmlich, wenn die Glieder
der Reihe (48) nach wachsenden z geordnet werden, die Summe von
je 2 v aufeinanderfolgenden Koeffizienten o' zufelge (50) verschwindet,
so konvergiert (nach § 101) diese Reihe fiir alle positiven Werte
von s, und sie ist zugleich eine stetige Funktion von &; setzt man
daher bei dieser Anordnung der Glieder

(51) i) =Bt 23,

so ist L°(x) endlich und zugleich der Grenzwert von L(e). Bis zu
diesem Punkte war es leicht, das Verhalten der Reihen L (2) an der
Stelle s = 1 zu ergriinden; bei dem Beweise des Satzes iiber die
arithmetische Progression mulite aber aullerdem gezeigt werden, dafl
der Grenzwert L°(w) stets von Null verschieden ist, und dies ver-
ursachte damals erhebliche Schwierigkeiten. Es ist daher von hohem
Interesse, dall dieselbe Tatsache jetzt als eine unmittelbare Folge
unserer Untersuchung iiber die Anzahl . der Idealklassen erscheint *).
In der Tat, da im vorigen Paragraphen allgemein gezeigt ist, dab

lim(s —1)R(s) = gh
ist, wo g einen bestimmten, von Null verschiedenen Wert bedeutet,
so erhalten wir zufolge (47) und (49) fiir unseren Fall
(52) gh = IIL° (),
und da % immer eine positive ganze Zahl, niemals = 0 ist, so kann
auch keiner der endlichen Faktoren L°(x) verschwinden, w. z. b. w.

=14a+o®+ --+a2""1 =0,

*) Genau dasselbe gilt auch, wenn die Differenz m der arithmetischen
Progression eine zusammengesetzte Zahl ist.
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Nachdem wir auf diesen Zusammenhang unserer Untersuchung
mit dem Beweise des Satzes iiber die arithmetische Progression auf-
merksam gemacht haben, wollen wir, was fiir den letzteren kein
weiteres Interesse darbot, die Werte L°(«) in geschlossener Form dar-
stellen. Setzt man, wenn « eine Variable bedeutet, zur Abkiirzung

(53) (o %) = Dd o,

wo r die Werte 1, 2, 3 ... m — 1 durchlaufen soll, und verfihrt man
wie damals (§ 134 oder § 103), indem man in (51) die GroBen z—?
durch bestimmte Integrale ersetzt und die mit (50) iibereinstimmende
Gleichung

(54) (e, 1) =="0

beriicksichtigt, so erhélt man zuniichst

(55) L (o) = f S 2

Da nun
am —1 = (x— 1) I(x—0,)

ist, wo s ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul 2» durch-
lauft, so ergibt sich mit Riicksicht auf (54) durch Zerlegung in
Partialbriiche

fn i 1 (e, 05)
z(l— 2% - __'nzzx—ﬂ,'

Hierin lassen sich die Zahler simtlich auf (e, ) zuriickfiihren; da
nimlich 07 = 6, , ist, so folgt
(@ 0) = 2 0,40

wo 7' ein beliebiges Restsystem nach dem Modul 2v» zu durchlaufen
hat; man darf daher 7' durch 7" — s ersetzen, und erhilt so die in
der Theorie der Kreisteilung wohlbekannte Relation

(56) (&;.:0,) =07 3 2ol O =it (0, ).
Mithin ist
() (%0 5 o
z(l—am) m z—0,’
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und hierdurch geht die Gleichung (55) in die folgende iiber
1

0 i 1 (a’ 0) —g d @ P
D@ =—&2 54 j“x—ﬂ,’
es ist ferner .

1

dx 1—0,
j x—0, 2 10g< — 0, ) = log(1 — 67") = log pa++,

0
und dieser Logarithme ist (nach § 103, 8.262 [von Dirichlet-
Dedekind]) dadurch vollstindig bestimmt, dal sein imaginirer
Bestandteil zwischen den Grenzen +!/,74 liegt. Setzen wir daher
zur Abkiirzung
(7) $(@) =— Za*10g o1,
wo § ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul 2» durchlduft,
so erhalten wir das Resultat ‘

(58) Loy == }n(a, 0) ¥ ().

Um nun, wie es die Gleichung (52) verlangt, das Produkt der
Grofen L°(«) fiir alle Wurzeln « der Gleichung (50) zu bilden, be-
ginnen wir mit dem Faktor (e, ¢) und benutzen hierbei den Hilfssatz
(59) (e, B)(o, 0) = ma* =L m;
derselbe ergibt sich leicht aus (56), wenn man mit @, multipliziert,
s ein Restsystem nach dem Modul 2» durchlaufen lifit und die
Summe ‘bildet; man erhiilt auf diese Weise zuniichst

(2, (e 0) = Z(ety 0,)0, = Z o0y 1040, = Za*(00.),
wo u ebenfalls ein solches Restsystem durchléduft; je nachdem nun %
mit v kongruent ist oder nicht, ist 66, — 1 oder konjugiert mit 6,
und folglich ist die nach s genommene Summe X (6 0,), im ersten

Falle —= 2v = m — 1, in allen iibrigen Fillen aber = X0, = — 1,
woraus mit Riicksicht auf (50) der zu beweisende Satz (59) unmittel-
bar folgt. Fiir « = — 1 ergibt sich
(—1, 0 = m(— 1y,
also
S e Seas ' fr — I_ r — o2
(60) (—1,60) = Z(—1y0 _z(m)a = i Vm,

und hierin ist (nach § 115) die Quadratwurzel positiv, wenn, was

wir von jetzt ab festsetzen wollen,
2xi
(61) f=em™

Dedekind, Gesammelte Werke, III. 13
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genommen wird. Da nun die Wurzeln & der Gleichung (50) aus der
Zahl — 1 und (v — 1) Paaren von der Form «, a—! bestehen, so folgt
aus (59) und (60) bei gehoriger Beachtung der Faktoren o das Resultat
(62) (% 0) = #*m>=1Vm.

Wir wenden uns jetzt zu der niheren Betrachtung des in (58)
ferner auftretenden Faktors 4 (&), welcher einen wesentlich verschiedenen

Charakter besitzt, je nachdem &’ — 4 1 oder — — 1 ist; wir be-
handeln zuerst den Fall
(63) =2 i

Ersetzt man in (57) den Summations-Buchstaben s durch s —» und
nimmt das Mittel aus dem so entstehenden und dem urspriinglichen
Ausdruck, so erhilt man
SR I e Bs
Y (o) = TZ—Za ‘log(m),

wo zufolge der obigen Bemerkung die Logarithmen so zu nehmen sind,
dal ihr imagindrer Teil zwischen den Grenzen + w4 liegt; setzt man
nun wieder s — ¢’ und unterwirft r der Bedingung 0 <7 <m,
so ist

. (2
“u, i 11 —_(,(i, R oy g
s+ v i

(et (Al
lot’(y”,)—n’(m 1>.

Setzt man daher zur Abkiirzung

(64) 9@ =—2Zre",

wo r die Werte 1, 2, 3 ... (m — 1) zu durchlaufen hat, so erhilt
man mit Riicksicht auf (50) das Resultat

(65) v@ ="

Offenbar ist ¢ (o) eine ganze algebraische Zahl; bezieht man
daher das Produktzeichen I7' auf alle Wurzeln « der Gleichung (63),
so ist IT ¢ («) als symmetrische Funktion dieser Wurzeln*) eine
ganze rationale Zahl, und wir wollen zeigen, dafl dieselbe positiv

mithin

*) Will man sich hierauf nicht berufen, so leuchtet doch ein, daffi das fragliche
Produkt rational ist, weil man es als eine Norm oder als ein Produkt mehrerer
Normen in denjenigen Kérpern ansehen kann, welche den Wurzeln der Gleichung (63)
entsprechen.
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und aufierdem durch (2m)'—! teilbar ist. Das erstere leuchtet sofort
ein, wenn v gerade ist, weil in diesem Falle die Wurzeln der Gleichung
(63) aus imaginiéiren Paaren von der Form &, «—* bestehen; ist ferner »
ungerade, also m == 3 (mod 4), so tritt aufler solchen Paaren noch
dic reelle Wurzel & = — 1 auf, also auch der reelle Faktor

p(—1) = —Zr(—1)" = —2(%)7‘,

welcher aber nach einer fritheren Untersuchung (§ 104, S.264 [von
Dirichlet-Dedekind]) einen positiven Wert hat. Um auch die
zweite Behauptung zu erweisen, bilden wir das Produkt
cp(a) =—aZ(cr)eC,

wo ¢ wieder die Basis unseres Index-Systems bedeutet; reduziert man
hierin die Produkte ¢ auf ihre kleinsten positiven Reste nach m, so
stimmen dieselben im Komplex wieder mit den Zahlen r iiberein,
woraus offenbar folgt, dall (¢ — «)@(«) durch m teilbar, mithin

IT'(c—&). IT'p(e) = 0 (mod m*)
ist; hierin ist der erste Faktor

II'(c—a) =c¢ + 1 = 0 (mod m);
wihlt man aber die Zahl ¢ so, dall sie eine primitive Wurzel auch
von m® wird (§ 128), so ist ¢?*— 1 und folglich auch ¢” 4 1 nicht
durch m? teilbar, und hieraus folgt, daB IT' ¢ («) durch m—* teilbar

ist*). Ganz dhnlich ergibt sich die Teilbarkeit durch 2'—1; durch-

lduft ndmlich » diejenigen v Werte », deren Indizes w' = 0, — 1,
—2,:++,~—(v—1) (mod 2v) sind, so durchliuft die Zahl (m — u),
deren Index = u’ + » (mod 2v), die iibrigen Werte 7, und man erhilt

o) =—ZQ2u—m)a",;
da aber 1 . 9
Zo v =14a+t - ta@-l=_2 — ;
l—ea 1—a
also 9
' 9 (e) = —L‘a—ZZua -

ist, so folgt, dal (1 — &)@ () durch 2 teilbar ist, und hieraus ergibt
sich, daB IT' @ () durch 2'—1 teilbar ist, weil IT'(1 —o) = 1”4+ 1
=— 2 ist. Nachdem hiermit unsere obigen Behauptungen bewiesen
sind, konnen wir

(66) Mg (e) = (2m)ta

*) Natiirlich ist dies Resultat von der bei dem Beweise gemachten speziellen
Annahme iiber ¢ ginzlich unabhingig. =

13%
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setzen, wo a eine natiirliche Zahl*) bedeutet, und hiermit ergibt
sich zugleich
' __(—2=iya
(67) I'vy(e) = TR
Wir haben jetzt den Ausdruck v («) fiir den zweiten Fall zu
untersuchen, in welchem o’ = 4 1 oder vielmehr

o —'1

(68) -‘x_]:-zl—{—a—}—‘a’—{_..._}_av—l__._o

ist [im Falle m — 3, v = 1 gibt es keine solche Zahl ¢, also auch
keinen solchen Faktor 4 («)]. Lillt man  ein vollstindiges Restsystem
nach dem Modul » durchlaufen, so bilden diese Zahlen « in Verbindung
mit den Zahlen % + v ein vollstiindiges System von inkongruenten
Zahlen s in bezug auf den Modul 2», und aus der Definition (57)
folgt daher in unserem Falle

(69) ¥ (@) = — e 1og (tu ftu ),

wo die imaginiren Teile der Logarithmen wieder zwischen den
Grenzen -+m4 liegen; da aber die Produkte w, w, . positiv sind, so
folgt hieraus, dafl die Logarithmen reell sind. Bezieht-sich nun das
Produktzeichen 17" auf alle Wurzeln « der Gleichung (68), so ergibt
sich zunichst, daB IT" ¢ («) positiv ist; dies leuchtet sofort ein,
wenn v ungerade ist, weil in diesem Falle die genannten Wurzeln
aus imaginidren Paaren von der Form e, «—! bestehen; ist ferner v
gerade, also m = 1 (mod 4), so tritt auller solechen Paaren noch die
reelle Wurzel « = — 1 auf, also auch der reelle Faktor

B 1) e ol B e T R T S8 2(7%)105'(1 — 4,

welcher aber nach einer fritheren Untersuchung (§ 104, S.267 [von
Dirichlet-Dedekind]) einen positiven Wert hat. Setzt man nun
nach Belieben

(70) gi=e % ol koA H,

welcher letztere Wert der Bedingung 7, — v geniigt, also reell ist,
so ist z eine Einheit in &, weil p und g, assoziiert sind, und wir
wollen beweisen, daB das positive Produkt

(71) I y(e) =T

*) Dieselbe ist von Kummer mit P’ (m) bezeichnet.
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ist, wo 7" den Regulator des aus den » — 1 konjugierten Einheiten
(72) ToryTyyeevyTv—2
bestehenden Systems 7' bedeutet (S.163).

Hierzu setzen wir im Anschluf an die in § 183 (8. 162) ein-
gefithrte Bezeichnung den reellen Logarithmus

(73) log (@, @y +v) = lu(®@),
wo % auch durch jede nach v kongruente Zahl ersetzt werden darf;
dann ist allgemein L (@) = L 1.0 (),

und wenn man zur Abkiirzung

() = 4u
setzt, so folgt aus (70)

l(®) = lu+v(%) = Autot1— Muto- .
Multipliziert man nun das Produkt der » — 1 Faktoren
Y@ =—Zia "
noch mit dem von Null verschiedenen Faktor
P(1) =—@+ 4+ + b—1) = —log N (g) = — logm,
so wird nach einem sehr bekannten Satze*) der Determinanten-Theorie

das Produkt
lo’ ln---,lv—ﬂa 1v—l‘

>

v—19 101' “,lv—s’ A-v——!

) w(l)n”,‘p(a):(_ 1)v .............
Ayt tidhgaie g doin ibeids
PIRUARE TSIl N

BT lghSidg  dt ad dbanutig

|
lo_lv—la l; "“lo,---v 1,;_2—'1,._3,—1,_2 |

i |
Ry —ihgy kg = Ryl i— Ags i+ Pmidy ‘

PINE e ST N e Wy NS SR Y R
Lh@), L), -ul(@—a), —a_]
lv—l(to)y lr-—l('ﬁ)whsh—l(ﬁ—?):—17—2
by (7o), ly(ry), oo lh(@—2), —4 |

|
L (zo), L), --ol@m-2), —4 |

*) Vgl. Baltzer: T-heorie und Anwendung derDeterminanten, §11,2.
(vierte Auflage, 1875). Y
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and da diese Determinante (nach § 183, S.162) gleich v (1)7" ist,
so ergibt sich hieraus die zu beweisende Gleichung (71).

Bezeichnet man nun wieder mit S ein System von » — 1
Fundamentaleinheiten, und mit ¢ die in der entsprechenden
Gruppe (S) enthaltenen Einheiten, so lift sich jede Einheit z,, z,,
...yTy—o in die Form g ¢ setzen, wo g eine der r reduzierten Einheiten

bedeutet und eine Wurzel der Gleichung ¢” — 1 ist; man kann
folglich die positive Grofie
(74) re—h S

setzen, wo S’ den positiven Regulator des Systems S, und b eine
natiirliche Zahl*) bedeutet (§ 183, 8). Unter den r reduzierten
Einheiten ¢ befinden sich jedenfalls die 2m Einheiten

+1, 40, £00...+ om,

weil ihre in bezug auf S genommenen Exponenten simtlich ver-
schwinden, und da (— ) = 1 sein mul, so ist 7 jedenfalls teilbar
durch 2m. Wir wollen nun zeigen, dall » — 2m ist, dall also auller
den genannten keine andere Einheitswurzel ¢ in & existiert. Dies ist
eigentlich eine unmittelbare Folge der allgemeinen Gesetze, welche die
algebraische Verwandtschaft der Korper beherrschen, auf die wir uns
hier jedoch nicht berufen wollen. Zu demselben Ziele gelangt man
leicht, wenn man gemél (7) die ganze Zahl ¢ — F (0) setzt, woraus g—?
= F(0—") folgt, und die Gleichung F (0)F (#—*) = 1 nach Aus-
fithrung der Multiplikation niher untersucht. Wir ziehen hier aber
folgenden Weg vor, bei welchem wir uns auf die Theorie der Ideale
stiitzen. Ist p irgendeine in r aufgehende Primzahl, und pq die
hiochste Potenz von p, welche in » aufgeht, so befinden sich unter
den Wurzeln ¢ der Gleichung ¢ =— 1 auch die primitiven Wurzeln ¢
der Gleichung ¢?? = 1; bezeichnet man eine bestimmte von ihnen
mit g, so sind alle in der Form ¢ enthalten, wo s alle durch p nicht
teilbaren Zahlen durchlduft, die nach dem Modul pg¢ inkongruent
sind, und wenn ¢ eine Variable bedeutet, so ist (nach § 139)

tre—1

- ity el
i = II(t — ¢°).

*) Zur Bestimmung dieser Zahl nach (74) ist die Kenntnis eines Fundamental-
systems S erforderlich, welches aber bis jetzt, selbst in den einfachsten Fillen,
nur durch #dullerst beschwerliche Rechnungen zu erlangen ist.
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Setzt man hierin £ = 1, so ergibt sich, wie im Anfange dieses
Paragraphen, daf§ p = 8(1— g)r-Da

ist, wo 0 eine Einheit bedeutet; ist daher p ein in p aufgehendes
Primideal, so geht p auch in 1 — o auf, und foiglich ist p durch
p& -1e teilbar. Wenn nun p von m verschieden ist, so ist p, wie
wir oben gesehen haben, durch kein Quadrat eines Primideals teilbar,
und folglich muBl (p — 1)g = 1, also p = 2, ¢ = 1 sein; mithin
ist # durch keine von m verschiedene ungerade Primzahl, und auch
nicht durch 4 teilbar; und ebenso ergibt sich fiir den Fall p — m,
dall ¢ = 1 ist, also 7 nicht durch m? teilbar sein kann, weil om die
(m — 1)t Potenz eines Primideals ist. Da nun 7, wie oben bemerkt,
durch 2m teilbar ist, so folgt hieraus offenbar, dafl '

(75) r=2m

ist, wie behauptet war. Behilt daher E dieselbe Bedeuﬁung, wie in
den beiden vorhergehenden Paragraphen, so ist

(76) : S = 2mE,
und folglich*)
(77) I'¢(e) = 2mbA.

Durch Zusammensetzung der in (58), (62), (67) und (77) er-
haltenen Resultate ergibt sich nun leicht der Wert des auf alle
Wurzeln « der Gleichung (50) ausgedehnten Produktes

L (&) = —5— prm (e, 0) IT' 9 () IT" ¥ (),

und hierdurch nimmt die Gleichung (52) mit Riicksicht auf (9) folgende
Form an

(18) gh_(2n) Eab (21:) Eab

m'—1\m Vo
da ferner (nach § 184, II)
2n)E
(19) g =000
V(D)
ist, so erhalten wir das von Kummer gefundene Endresultat
(80) / h = ab,

wo a, b natiirliche Zahlen bedeuten, die durch die Gleichungen (66)
und (74) definiert sind.

*) Offenbar ist 2mb die Anzahl der in bezug auf das System 7' reduzierten
Einheiten.
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§ 186.

Als zweites und letztes Beispiel, auf welches wir unsere allgemeine
Idealtheorie anwenden wollen, wihlen wir das der quadratischen
Korper, weil dasselbe mit dem Hauptgegenstande dieses Werkes, der
Theorie der bindren quadratischen Formen, im engsten Zusammen-
hange steht. Wir haben schon frither (§ 175) die Grundzahl D eines
solchen Korpers & bestimmt und gezeigt, daf, wenn

D+ VD

2__“7
gesetzt wird, o das System aller in & enthaltenen ganzen Zahlen ist.
Um nun alle Primideale dieses Kérpers zu finden, erinnern wir wieder
daran, dafl zu jedem solchen Ideal p eine bestimmte, durch p teilbare
natiirliche Primzahl p gehort, welche von allen durch p teilbaren
natiirlichen Zahlen die kleinste ist, woraus unmittelbar folgt, dal
die p Zahlen 0, 1, 2,...,(p — 1) jedenfalls inkongruent nach p sind;
da ferner N (p) ein Divisor von p* = N (p), also entweder — p oder
= p? ist, so ist p ein Ideal ersten oder zweiten Grades, und es
leuchtet ein, dall im ersten Falle op — py’, also ein Produkt von
zwei Primidealen ersten Grades, im zweiten Falle aber op — p ein
Primideal zweiten Grades ist, also p auch im Korper £ den Charakter
einer Primzahl behilt. Wir wollen nun beweisen, dal} der erste oder
zweite Fall eintritt, je nachdem D quadratischer Rest oder Nicht-
rest von 4p ist.

In der Tat, nehmen wir an, es finde der erste Fall op = py’
statt, so bilden, weil (o, p) = N (y) = p ist, die Zahlen 0, 1, 2,
...y(p—1) ein vollstindiges Restsystem nach p, und folglich gibt
es eine rationale Zahl ¢, welche der Bedingung

(2) t = 0 (mod p)

geniigt; setzt man daher, indem man (wie in § 175) die zu einer
Zahl o konjugierte Zahl mit @' bezeichnet,

) 0 = 0 = [1,0]

) e L] T R P k8 el 2
2 3
’——-
) N@)=ax ="72,
wo
(5) r=D — 2¢
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ebenfalls eine ganze rationale Zahl bedeutet, so ist = durch p, mit-
hin N (%) durch N (p), also durch p teilbar, und hieraus folgt, dafl
(6) r* = D (mod 4 p),

also D quadratischer Rest von 4 p ist. Umgekehrt, wenn die vor-
stehende Kongruenz durch eine ganze rationale Zahl r befriedigt
wird, so ist » = D (mod 2), und folglich sind die obigen, aus r
oder ¢ gebildeten Zahlen =, n' ganze Zahlen, deren Produkt durch p
teilbar ist; da aber zufolge (1) keiner der beiden Faktoren =, =’
durch p teilbar ist, so kann op kein Primideal sein, und folglich
ist o p gewill ein Produkt von zwei Primidealen ersten Grades, womit
unser Satz vollstindig bewiesen ist.

Wir konnen noch hinzufiigen, daBl, wenn wir fiir den Fall
op = pyp’ die vorstehenden Bezeichnungen beibehalten, die Zahl =’
immer durch p’ teilbar ist. Da némlich z durch p, aber nicht durch
p teilbar ist, so kann man o w = p q setzen, wo das Ideal q nicht
durch ' teilbar ist; da ferner m=' durch p, also pqz' durch py,
mithin gz’ durch p' teilbar ist, so mull #' durch das Primideal y’
teilbar sein, wie behauptet war™®).

Es ist nun noch von Wichtigkeit zu untersuchen, unter welcher
Bedingung die in diesem Falle auftretenden Faktoren p, p’ mitein-
ander identisch sind, also op = p? wird; da unter dieser Annahme
beide Zahlen =, n' durch p teilbar sind, so gilt dasselbe von der
Zahl r = m + «/, und da r rational ist, so mufl » auch durch p
teilbar sein, woraus mit Riicksicht auf (6) folgt, dafl p in D auf-
geht. Umgekehrt, wenn p eine in der Grundzahl D aufgehende
Primzahl ist, so folgt zunichst, dal D auch quadratischer Rest von
4 p ist; ist ndmlich p = 2, so ist D (nach § 175) durch 4 teilbar,
und folglich wird die Kongruenz (6) durch » — 0 oder durch » — 2
befriedigt; ist aber p ungerade, so geschieht dasselbe durch r — 0
oder » = p, je nachdem D = 0 oder = 1 (mod 4) ist. Mithin
ist 0p ein Produkt von zwei Primidealen ersten Grades p. p'; behilt
man die obigen Bezeichnungen bei und beriicksichtigt, daf » jeden-
falls durch p teilbar ist, so folgt, dal die durch p teilbare Zahl
w = r — «' auch durch p’ teilbar ist; wére nun p’ verschieden von

*) Man findet auch leicht, da p = [p, =], p' = [p, #'] ist, und wir emp-
fehlen dem Leser, die Gleichung p p’ = 0 p durch wirkliche Ausfiihrung der
Multiplikation zu verifizieren, wobei es darauf ankommt, den viergliedrigen Modul
[p?% pm, p=', =a'] nach § 172 auf einen zweigliedrigen zn reduzieren (vgl. § 187).
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p, so miibte = durch p y’, also auch durch p teilbar sein, was nicht
der Fall ist; mithin ist p’ = p, und folglich 0 p = p®. Wir konnen
daher das Resultat unserer bisherigen Untersuchung so aussprechen:

Bedeutet p eine natiirliche Primzahl, so ist op stets
und nur dann das Quadrat eines Primideals vom ersten
Grade, wenn p in der Grundzahl D aufgeht; ist aber D nicht
teilbar durch p, soist o p ein Produkt von zwei verschiedenen
Primidealen ersten Grades, oder o p ist selbst ein Primideal
zweiten Grades, je nachdem D quadratischer Rest oder
Nichtrest von 4 p ist*).

Die Zahl p = 2 bietet den ersten, zweiten oder dritten Fall
dar, je nachdem D == 0 (mod 4), = 1 (mod 8), oder = 5 (mod 8)
ist, und hieraus erklirt sich das eigentiimliche Verhalten der Zahl 2
in der Theorie der quadratischen Reste (§ 36). Ist p ungerade, so
kommt, weil stets D* = D (mod 4) ist, die Bedingung (6) darauf
hinaus, dal D quadratischer Rest von p ist, und folglich wird der
erste, zweite oder dritte Fall eintreten, je nachdem

<2\]=0,=+ 1, oder = — 1

P/

ist. Um aber alle Fille zusammenzufassen, wollen wir ein anderes
Symbol einfithren und

(7 (D, p) =0, = + 1, oder = — 1

setzen, je nachdem die Primzahl p den ersten, zweiten oder dritten
Fall darbietet; fiir jede ungerade Primzahl p ist daher

D
(Dv P) = (;)
Wir definieren ferner
(8) (Dv 1) =1,

und wenn il
m = PP P

*) Hierzu bemerken wir folgendes. Sind die Primideale eines Normalkirpers
bekannt, so gilt dasselbe, wie demniichst an einem anderen Orte [XXIV dieser
Ausgabe] gezeigt werden soll, auch fiir jeden Divisor dieses Korpers. Nun ist, wie
wir schon in der Schlufbemerkung zu § 175 gesagt haben, unser quadratischer
Korper £ ein Divisor desjenigen Normalkirpers, welcher aus einer primitiven
Dten Wurzel der Einheit entspringt, und da die Ideale dieses Kreisteilungs-Kérpers
nach den in § 185 (S. 184) angegebenen Sitzen bekannt sind, so folgt daraus auch
die Bestimmung der Ideale des quadratischen Korpers £, aber in einer anderen
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ein Produkt von beliebig vielen Primzahlen p, p', p" ... ist, so setzen
wir entsprechend

) (D, m) = (D, p) (D, p) (D, p")-.-,
woraus der allgemeine Satz

(10) (D, m m") = (D, m) (D, m")
folgt™).

Indem wir die bei der allgemeinen Untersuchung iiber die An-
zahl k der Idealklassen benutzten Bezeichnungen beibehalten (§ 184),
setzen wir
(11) QE=ZN@*=0I0—NE")Y
fassen wir die Faktoren des Produktes zusammen, welche von den
verschiedenen in einer und derselben natiirlichen Primzahl p auf-
gehenden Primidealen p herrithren, so ist dieser Beitrag gleich

gL o PR St R ) N
je nachdem der erste, zweite oder dritte der obigen Fille eintritt;
mit Benutzung des eben eingefithrten Symbols (7) kann man aber
diese drei Ausdriicke in der gemeinschaftlichen Form des Produktes
I—p* A —Dpp )
zusammenfassen, und hieraus folgt mit Riicksicht auf (10), dafl
Q@) =M — p=)=* T — (D, p) p)~*

1 D, m)
(12) = 277‘-2 (T
ist, wo m in jeder der beiden Summen alle natiirlichen Zahlen durch-
laufen mufl. Multipliziert man mit der positiven Gréfle s — 1 und
146t dieselbe unendlich klein werden, so ergibt sich hieraus

D, m)

(13) gh:hmz‘( ps”
wo g die friithere Bedeutung hat; ordnet man die Glieder der Reihe
nach wachsenden m, so folgt aus dem Reziprozitiitssatze (vgl. § 52),

als der obigen Form, niimlich so, daf die Zerlegung von 0p in Primideale sich
unmittelbar aus der Zahlklasse ergibt, welcher die Zahl p nach dem Modul D
angehort. Aus der Vergleichung beider Formen ergibt sich abermals ein Beweis
des Reziprozititssatzes.

*) Eine erfolgreiche Verallgemeinerung dieses Symbols findet sich in der
Abhandlung von H. Weber: Zahlentheoretische Untersuchungen aus dem
Gebiete der elliptischen Funktionen (Nachr. v. d. Gottinger Ges. d. W.,
18. Januar 1893).
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daff die Summe von je (D) aufeinanderfolgenden Koeffizienten (D, m)
verschwindet; mithin konvergiert die Reihe fiir alle positiven Werte s, und
da sie zugleich eine stetige Funktion von s ist (§ 101), so erhalten wir

— »Dm
(14) gh=2 A

Den Wert von g haben wir frither allgemein bestimmt (§ 184),
aber er nimmt je nach dem Vorzeichen der Grundzahl D verschiedene
Formen an. Ist D negativ, so ist » = 1, und Z ist der umgekehrte
Wert der Anzahl r aller in & enthaltenen Einheiten, welche — 6

fir D—=—8, =4 fiir D= —4, und = 2 in allen anderen
Fillen ist; es wird daher
g ! 2’t—
rY—D’
mithin

rV—-DE(D, m)
2n m
Ist aber D positiv, so ist » =— 2; die Anzahl » der reduzierten
Einheiten + 1 ist = 2, mithin

(15) h =

H= %log i %’._ log (—TL;]—KQ),
wo ¢ die Fundamentaleinheit bedeutet, also 7', U die kleinsten
natiirlichen Zahlen sind, welche der Pellschen Gleichung
T¥ec DU ==iq 4
geniigen; es wird daher

__2loge
VD
und folglich b
U0 a0
{19 R 2log52 m

Nimmt man aber fiir diesen Fall die auf S. 145 beschriebene
feinere Einteilung in Idealklassen an, nach welcher zwei Ideale a, a,
nur dann derselben Klasse zugeteilt werden, wenn es eine Zahl g
von positiver Norm gibt, welche der Bedingung a% — a, geniigt, so
bestimmt sich die Anzahl A, dieser Idealklassen auf folgende Weise.
Bedeuten 7', U, die kleinsten natiirlichen Zahlen, welche der Bedingung

Ti— DUl = + 4

_T,+U, VD
El_—Z—

geniigen, so ist

www.rcin.org.pl



— 2056 —

die kleinste unter allen denjenigen Einheiten von positiver Norm,
welche positiv und > 1 sind. Ist nun N (¢§) = — 1, also & — &%,
so stimmt die jetzige Einteilung in Idealklassen mit der friitheren
vollig iiberein, also ist &, = h; ist aber N (¢) = + 1, also &, = &,
so gibt es gar keine Einheit von negativer Norm, und folglich ist
h, == 2h, weil z B. die Zahl YD eine negative Norm besitzt. Fiir
beide Fille ergibt sich daher aus (16) die gemeinsame Bestimmung

(17) h, zl‘ﬂz(_‘l)’ .
0g &, m

Vergleicht man die so gewonnenen Resultate (15) und (17) mit
denen des fiinften Abschnitts (§§ 97, 99), so wird man sich bei
genauer Beriicksichtigung der damals und jetzt angewendeten Be-
zeichnungen leicht iiberzeugen, daf, je nachdem die Grundzahl D = 0
oder = 1 (mod 4) ist, die Anzahl unserer Idealklassen vollstindig
iibereinstimmt mit der Klassenanzahl der (positiven) urspriinglichen
Formen erster Art fiir die Determinante */, D, oder mit derjenigen
der (positiven) urspriinglichen Formen zweiter Art fiir die Deter-
minante D). Diese Ubereinstimmung ist eine notwendige Folge des
Umstandes, dafl in unserem Falle der quadratischen Korper, wie man
leicht finden wird, jede bestimmte Klasse von eigentlich dquivalenten
Formen der Diskriminante D auch nur einer einzigen Idealklasse
entspricht (vgl. § 182, S. 150 bis 151 und den Schlufl von § 187).

Die Einteilung der binéiren quadratischen Formen in Geschlechter
(Supplement IV) 1dft sich ebenfalls leicht auf die Ideale iibertragen,
und sowohl diese Untersuchung wie der auf die Abzihlung der
zweiseitigen Klassen gestiitzte Beweis des Reziprozititssatzes (§§ 152
bis 154) gewinnt in der neuen Einkleidung eine weit einfachere
Gestalt, deren Herstellung wir jedoch dem Leser iiberlassen miissen.
Dagegen wollen wir im folgenden noch die allgemeine Theorie der
Moduln fiir quadratische Korper hinzufiigen, weil dieselbe die Kom-
position der bindren quadratischen Formen in sich schlieft und fiir
viele andere Untersuchungen, z. B. fiir die Theorie der komplexen
Multiplikation der elliptischen Funktionen*) von grofier Bedeutung ist.

*) Dieselbe ist im wesentlichen von Kronecker geschaffen und in zahlreichen
Schriften behandelt, deren Sammlung bevorsteht. Vgl. die Abhandlung von Her-
mite: Sur la théorie dés équations modulaires et la résolution de
I’équationdacinquiéme degré (1859), ferner die Werke von H. Weber: Ellip-
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§ 187.

Jeder endliche Modul, dessen Zahlen simtlich dem quadratischen
Korper & angehoren, lilt sich (nach § 172, VI) immer auf eine
Basis zuriickfithren, welche aus hochstens zwei Zahlen besteht, und
wir wollen im folgenden unter einem Modul, falls das Gegenteil
nicht ausdriicklich bemerkt wird, immer einen solchen zweigliedrigen
Modul ,

(1) m = [« B]
verstehen, dessen Basiszahlen «, B wirklich voneinander unabhingig
sind und folglich zugleich eine Basis des Korpers & bilden. Es ist
nun zweckmifig, jede solche beliebig gegebene Basis so umzuformen,
dal die eine der beiden Basiszahlen eine positive rationale Zahl m
wird. Um die Moglichkeit dieser Umformung darzutun, bemerken
wir, daB, weil die Zahl 1 in & enthalten ist, es immer zwei bestimmte
rationale Zahlen z, y gibt, welche der Bedingung za + yf =1
geniigen; stellt man dieselben als Briiche mit demselben Nenner dar
und sondert aus den Zihlern den grofiten gemeinschaftlichen Teiler
ab, so nimmt diese Gleichung die Form

m=pe«+qp
an, wo p, q relative Primzahlen bedeuten, und m eine positive, ganze
oder gebrochene rationale Zahl ist; bestimmt man ferner zwei ganze
rationale Zahlen 7, s so, dal

ps—qr = *+1
wird, und setzt hierauf

mo = ra -+ 8f,
80 leuchtet ein, dal die Zahlen m, mwo ebenfalls eine irreduzible
Basis von m bilden und dafl folglich
(2) m = [m, mo] = m|[l, o
ist. Da @ gewill irrational ist, so ist [m] der Inbegriff aller in m
enthaltenen rationalen Zahlen, und m ist als die kleinste positive
unter ilmen vollstindig bestimmt.

Die Zahl @ ist die eine Wurzel einer irreduziblen gquadratischen
Gleichung
3) a0’ —bw +c¢c =0,

tische Funktionen und algebraische Zahlen (1890) und von F.Klein and
R.Fricke: Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunk-
tionen (1890 bis 1892).
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wo @, b, ¢ ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen Teiler be-
deuten, und diese sind durch @ vollstindig bestimmt, wenn wir fest-
setzen, dall @ immer positiv sein soll. Bedeutet D wieder die
Grundzahl des Korpers £, und setzen wir, wie im vorigen Paragraphen,

@ § = D—*;—VQ, #ieef, 6],
so ist aw als ganze Zahl von der Form

b+kVD _ b+ Vd

(5) aw:h-i—lcO:

2 v LRl
wo h, k ganze rationale Zahlen bedeuten, und
(6) d=0b—4ac= 4d(l, aw) = DI’

ist. Da ® ohne Anderung von m durch — @ ersetzt werden kann,
so wollen wir fiir die Folge immer festsetzen, dall % positiv sein
soll. Man sieht leicht, dafl hierdurch, wenn ein gegebener Modul m
vorliegt, die Zahl @ so weit und nur so weit bestimmt ist, dal sie
durch @, = @ + z ersetzt werden kann, wo z jede beliebige ganze
rationale Zahl bedeutet; dies hat aber keinen Einflull auf die Zahlen a,
k und d, die mithin vollstindig bestimmt sind, wihrend b in b,
= 2az+ b, und ¢ in ¢, = a2z’ + bz + ¢ iibergeht; da mithin b,
alle Individuen einer bestimmten rationalen Zahlklasse nach dem
Modul 2@ durchlduft, so kann man, wenn man will, @, durch die
Bedingung vollstindig bestimmen, dall 0=<{b,< 2a sein soll, was
aber keinen wesentlichen Nutzen gewilrt. Dagegen ist es bisweilen
vorteilhaft, @, so zu wihlen, dal c, relative Primzahl zu a wird;
um dies zu erreichen, kann man, wenn r das Produkt aller gleich-
zeitig in @ und in ¢ aufgehenden Primzahlen, und s das Produkt
aller iibrigen in @ aufgehenden Primzahlen bedeutet, z so wihlen,
dal 2 =1 (mod 7) und zugleich z = 0 (mod s) wird, was (nach
§ 25) stets moglich ist.

Unter der Ordnung m® des Moduls m, die wir kiirzer mit n
bezeichnen wollen, verstehen wir, wie frither (§ 170), den Inbegriff
aller Zahlen », fiir welche my durch m teilbar wird. Aus dieser
Definition folgt offenbar, daB, wenn 7 eine beliebige von Null ver-
schiedene Zahl bedeutet, n zugleich die Ordnung des Moduls ym ist;
behalten wir daher die vorhergehenden Bezeichnungen bei, so sind
die gesuchten Zahlen »- alle diejenigen, fiir welche [v, v@]| durch
[1, @] teilbar wird, und hierzu ist erforderlich und hinreichend, daf
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die beiden Zahlen v und v in [1, @] enthalten sind. Es muf da-
her zundchst » = 2 + y® sein, wo z, ¥ ganze rationale Zahlen
bedeuten; dann ist v = 2@ + y % und da e in [1, @] enthalten
ist, so muf} dasselbe auch von y@? gelten; zufolge (3) ist aber
g L y(bo — c) }

a
mithin miissen die beiden Produkte by, cy durch @ teilbar sein;
da aber die Zahlen a, b, ¢ keinen gemeinschaftiichen Teiler haben,
so folgt hieraus, dal y durch a teilbar, also y = @z, v = 2 4 zaw
sein mufl, wo z ebenfalls eine ganze rationale Zahl bedeutet; und
da umgekehrt jede solche Zahl z + zaw die geforderte Eigenschaft
besitzt, so erhalten wir das Resultat
(7 1= [,.ae] =T, k0] = vk 1].

Jede Ordnung n ist daher ein Modul, welcher nur ganze Zahlen
und unter diesen auch die Zahl 1, mithin alle ganzen rationalen
Zahlen enthdlt (vgl. § 173, III); umgekehrt leuchtet ein, daf ein
jeder solche Modul n (in unserem Falle der quadratischen Kéorper)
auch gewill eine Ordnung, ndmlich die Ordnung von n selbst ist. Fiir
die Diskriminante, den Index und Fiihrer der Ordnung n (S. 156)
ergeben sich ferner aus (4), (6) und (7) leicht die Ausdriicke

(8) A@) = d, (o, m) = k, — =ok,

Yo

und es leuchtet ein, dall jede Ordnung n durch ihren Index k& voll-
stindig bestimmt ist.

Offenbar ist der Modul m stets und nur dann ein Ideal, wenn
er durch o teilbar, und n = o, also k¥ = 1, und m eine ganze, durch
@ teilbare Zahl ist. Dies fithrt dazu, den Begriff der Norm auch
auf beliebige Moduln m zu iibertragen, und zwar wollen wir hier *)
darunter den Quotienten )

_(mm
®) N(m) = %
verstehen, welcher sich in der Tat, wenn m ein Ideal ist, auf den
der friiheren Definition entsprechenden Wert (o, m) reduziert (§ 180).
Da die Basiszahlen von m mit denen von n durch die linearen Gleichungen

m=—=m.1l+ 0.a0, mw=0.1+%-aw

*) Vgl. die beiden folgenden Anmerkungen.
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verbunden sind, so ergibt sich [nach § 175, (10)] das Resultat

m, 0 A
m
(10) N(@m) = 0,%» bt

Bezeichnet man allgemein, wenn o« eine beliebige Zahl des
Korpers & ist, mit & die konjugierte Zahl, in welche « durch die
nicht identische Permutation des Korpers iibergeht, so ist
(11) a(@+ o) =0, ena’ = c;
durchléuft p alle Zahlen des Moduls m, so bilden die Zahlen u’
einen mit m konjugierten Modul m[1, @], den wir mit m’ be-

zeichnen wollen; halten wir aber an der obigen Vorschrift fiir die
Wahl der Basiszahlen fest, so haben wir
(12) m' = m[l, — ']
zu setzen, und da
a(—a)y —(—b)(—a)+c=0
ist, so geschieht der Ubergang von m zu m’ lediglich dadurch, daB
b durch — b ersetzt wird, wahrend m, a, ¢, k, d unverindert bleiben.
Ebenso ist natiirlich m konjugiert mit m’, und beide Moduln Laben
dieselbe Ordnung n = n’ und dieselbe Norm; sie sind aber nur dann
miteinander identisch, wenn b durch a teilbar, also b = 0 oder = a
(mod 2a) ist, und in diesem Falle kann m ein zweiseitiger Modul
genaunt werden (vgl. § 58).
Jede in dem Modul m enthaltene Zahl u ist von der Form
(13) p=m@+ya)
wo @, y gauze rationale Zahlen bedeuten; hieraus folgt
Np) = pp' = m'(z + yo)(z + yo),
und wenn man die Multiplikation ausfiibrt, so ergibt sich
(14) N(u) = N(m)(a2® 4+ bxy + cy?);
jedem Modul m entspricht daher, wenn man die obigen Regeln fiir
die Wahl der Basis festhilt, eine urspriingliche binire quadratische
Form (a, 1b, ¢) oder vielmehr eine bestimmte Schar von unendlich
vielen solchen parallelen Formen, in welchen b alle Individuen einer
bestimmten Zahlklasse nach dem positiven Modul 24 durchliuft,
und deren Diskriminante 4 — 4 ac zugleich die Diskriminante ¢ der

Ordnung n ist; dem konjugierten Modul m’' entspricht die entgegen-
Dedekind, Gesammelte Werke, III. ] 14
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gesetzte Schar (a, — b, ¢). Offenbar entspricht dieselbe Schar
(a, 30, ¢) allen und nur allen Moduin von der Form mn, wo n jede
von Null verschiedene rationale Zahl bedeutet. Da ferner die
Zahlen 1, aw eine Basis der Ordnung n hilden, und
aop =m(—cy+ (ax + by)w)
@, Y il 2
o Al R ax’ +bry+tcy
ist, so stimmt diese Form (e, }1b, ¢) genau mit derjenigen iiberein,
welche nach der auf S. 156 gegebenen Vorschrift dem Modul m ent-
spricht.
Indem wir uns jetzt zur Multiplikation der Moduln wenden,
erinnern wir zunéchst an die beiden allgemeinen, in § 170 (8. 72)
bewiesenen Sitze

(15) g et e
welche sich auch leicht durch die wirkliche Multiplikation aus (2)
und (7) ergeben. Von besonderer Wichtigkeit ist die Bildung des
Produktes mm' aus zwei konjugierten Moduln; durch Multiplikation
von (2) und (12) erhilt man zuniichst

mm’ = m?[1, 0, 0, oe'l;
addiert man die zweite Basiszahl zur dritten, so folgt aus (11)

’

2

ma = = [a, aaw, b, c],

a
und da [a, b, ¢] = [1] ist, so erhalten wir das Resultat*)

2

(16) mm' = 1"; [1, a] = n N (m);
mithin ist m (nach § 170, V) ein eigentlicher Modul, und zugleich
ergibt sich
(17) m' = m—1 N (m).

Wir betrachten jetzt ein Produkt aus zwei beliebigen Moduln
m, m, und setzen

(18) e, =g

*) Es ist wohl von Nutzen, hier zu bemerken, daB schon bei Kérpern dritten
Grades ein dhnlicher Satz nicht in voller Allgemeinheit gilt, und dasselbe ist von
mehreren der nachfolgenden Sitze zu sagen.
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da m, aus allen Zahlen g, von der Form X yuu, besteht, so besteht
der konjugierte Modul m; aus allen Zahlen w; von der Form X u'y,,
und folglich ist

m'm; = my = (mm,)".

Durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen erhilt man zufolge

16

b nu, N (m) N (m,) = n, N (my),

wo n,, n, die Ordnungen von m,, m, bedeuten; da nun das Produkt
nn, nur ganze Zahlen und offenbar auch die Zahl 1 enthilt, so ist
es nach dem Obigen wieder eine Ordnung; die vorstehende Gleichung
liefert daher, wenn man auf die beiderseits auftretenden rationalen
Zahlen achtet, zuniichst den Satz*)

(19) N ()N (m) = N(my) = N(mm,),
mithin auch den folgenden
(20) nn, = ny;

die Norm eines Produktes ist daher gleich dem Produkte aus den
Normen der Faktoren, und ebenso ist die Ordnung eines Produktes
gleich dem Produkte aus den Ordnungen der Faktoren (vgl. § 170,
VIII).

Da die Zahl 1 in jeder Ordnung enthalten ist, so ist das Pro-
dukt nn, ein gemeinsehaftlicher Teiler von n und n,, und zwar, wie

*) Will man auch bei Korpern hoheren Grades den Begriff der Norm N (m)
jedes endlichen Moduls m, dessen Basis zugleich eine Basis des Korpers ist, so
fassen, daB der Satz (19) allgemein gilt, und daB, falls m ein Ideal ist, N (m) die
alte Bedeutung (0, m) behilt, so muB man, weil N (o) = 1 und om ein Ideal
bruch ist, die obige Definition (9) durch

(0, om)

N(m) = N(om) = @om, o)

ersetzen (vgl. die Anm. auf S.131). DaB schon bei Kérpern dritten Grades ciese
beiden Definitionen nicht iibereinstimmen, lehrt folgendes einfache Beispiel.
Ist a8 = 2, so ist 0 = [1, @, «?] der Inbegriff aller ganzen Zahlen des aus « ge-
bildeten Korpers R(«); ist nun m eine ungerade Zahl und > 1, ferner m =
[m, @, @], so wird om = 9, also (0, om) — (omn, 0) = 1; andererseits ist die
Ordnung m® = [1, me, ma?], also m 4+ m® = o, (M’ m) = (o0, m) = m, (m, m°)
= (0, m®) — m?, woraus unsere Behauptung einleuchtet; die dem Modul m ent-
sprechende zerlegbare Form (S. 156) ist auch nicht urspriinglich, sondern sie be-
sitzt den Teiler m. Man findet ferner m—1 = mm—1 — m%: 0 — Om, also ist m
ein uneigentlicher Modul (S.73). Da zugleich m? — p, also (mm)° nicht —
mom® — mO sondern — o ist, so gilt auch der obige Satz (20) nicht allgemein
fiir Korper hoheren Grades.

14%*
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wir jetzt zeigen wollen, ihr groBter gemeinschaftlicher Teiler. Be-
deuten k, k,, k, die Indizes der Ordnungen n, n,, m,, so ist n =
[1, k6], n, = [1, k, 0], und folglich

nn, == [1,5k0; T 0, Bk, 0%;
da aber 0> = D — D, ist, wo D, eine ganze rationale Zahl, so

kann die letzte Basiszahl kk, 0% weil sie eine Summe von Vielfachen
der beiden ersten ist, weggelassen werden, und man erhilt
(21) nn, = [1, k6, k,0] = n+n,
wie behauptet war. Da nun dasselbe Produkt zufolge (20) auch
= [1, k,0] ist, so folgt, daB der Index %, des Produktes der griBte
gemeinschaftliche Teiler der Indizes %, k, der Faktoren ist. Bedeuten
ferner d, d,, d, die Diskriminanten von n, n,, n,, so ist d = D?
d, = Dk, d, = Dk2, und folglich ist die Diskriminante des Pro-
duktes auch der grofite gemeinschaftliche Teiler von den Diskrimi-
nanten der Faktoren. X

Die letzten Sitze ergeben sich auch auf folgende Weise, wobei
wir den Buchstaben m, @,, a,, b,, ¢, und m,, @,, @, b, ¢, dieselbe
Bedeutung fiir die Moduln m, und m, beilegen, welche m, w, a, b, c
fiir m haben. Dann ist zufolge (20)

[1, ay0,] = [1, aw] [1, a,0,] = [1, ¢a, a,@,, ad, ®w,],
und es gelten daher (nach § 172) vier Gleichungen von der Form
1=1:-140"0,0,
oo =f-1+4+e-a,m,
a0, = fi-1+4 e a0,
aa, 00, = f- 1+ € ay0,,

(22)

wo die acht Koeffizienten rechts solche ganze rationale Zahlen sind,
dafl die sechs aus ihnen gebildeten Determinanten

€ €1, &, fel e efu fez Wi, efm flez e elfz
keinen gemeinschaftlichen Teiler haben; da aber jeder gemeinschaft-
liche Teiler der drei ersten auch in den folgenden aufgeht, so folgt,
dab e, e, e, keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Zufolge (22)
ist ferner

(f + eag@y) (f, + €, 6, @) = f; + e, a, @,
ee, (@30, —(e,—efy—e f)(aym) + ff,—f, = 0;

also
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vergleicht man dies mit der Gleichung
; . (@y @,)" — by (a3 @) + @y¢, = 0,
so ergibt sich
(23) e =cf,+ef+eeb, fy=F[ff—eeacy;
aus der ersten dieser beiden Gleichungen folgt, daf jeder gemeinschaftliche
Teiler von e, e, auch in e, aufgeht; da aber oben gezeigt ist, daB
diese drei Zahlen keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, so sind e, e,
relative Primzahlen. Ersetzt man nun in (22) die Grolen a o, a, ,,
a, @y, gemil (5) durch
b+ #VD b+ kYD b+ kYD
2 ) 2 b 2 ’

so ergibt sich

(24) k=eky, k=eky, (n,n)=c¢e (nmn)=e,
also auch

(25) d=dyé, d;=dge},

und aulerdem

. b—b,e _ b—bye,
(26) f— 9 | fl——2—‘a

ebenso erhilt man aus der letzten der Gleichungen (22), oder indem
man die vorstehenden Ausdriicke in (23) substituiert,

@7) egzbel—;b,e, f’____bb,+d,e:,—2b,e,'
Aus (24) und (25) folgt abermals, daB k, der grofite gemeinschaftliche
Teiler von %, k,, und ebenso d, derjenige von d, d, ist.

Sind also die beiden Moduln m, m, gegeben, so findet man die
Zahlen e, e, k,, d; aus (24) und (25) durch die Bedingung, da8 e, e,
relative Primzahlen sein miissen, und hiermit ist auch e, zufolge (27)
gefunden. Wir wollen nun dazu iibergehen, den Modul m, vollstéindig
zu bestimmen, indem wir auch die Zahlen m,, a,, b,, ¢, aus den Daten
ableiten. Da das Produkt mm, in m, und folglich auch in [m,] ent-
halten ist, so kann man zundchst

mm,

(28) MMy = Py, My —

setzen, wo p eine natiirliche Zahl bedeutet; ersetzt man nun die
im Satze (19) auftretenden Normen durch ihre Ausdriicke gemil (10),
so erhilt man

as,

(29) a6, = pay, a = 7
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mithin ist die Bestimmung von m, und @, auf diejenige von p zuriick-
gefithrt. Ersetzt man ferner die Moduln m, m,, m; durch ihre Aus-
driicke gemif (2), so nimmt die Gleichung my, — mm, die Form

(30) [1’ m,] P p[la m][laml] P p[la @y, 0, ® wl]
an; man kann daher (nach § 172)

p=p '14+0 -
po, =p -14¢q -w,
31 " "
(. )' po=17p"-14+¢" -a,
pmml:pllf.l+qllf'm,
setzen, wo die acht Koeffizienten rechter Hand solche ganze rationale
Zahlen sind, daf die sechs aus ihnen gebildeten Determinanten

(P g ’ " " "

?g> P9 pq", PO —q P V¢ — 4" 0" —q"p",
also jedenfalls auch die drei Zahlen ¢’, ¢", ¢ keinen gemeinschaftlichen
Teiler haben*). Substituiert man nun in (31) fir e, o,, @@, die
aus (22) folgenden Ausdriicke, so erhdlt man die Gleichungen

p(f + €100 = a;, (p' + ¢ @)

p(f+ ea, @) = a(p” + q"w,)

p(fa + Gas0y) = aa, (p" + ¢" ),
welche, weil @, irrational ist, in die folgenden zerfallen

(32)  pes,=a,q, pes,=aq’, pea;=aag”

(33) ph=ap, pf=ap’, pfy=aap"
Substituiert man in (82) fiir @, den in (29) angegebenen Ausdruck,
so erhdlt man

(34) ae, = pg, @e=pg, ¢ =pg"
und da ¢, ¢", ¢"', wie oben bemerkt, keinen gemeinschaftlichen Teiler
haben, so ist p offenbar als groBter (positiver) gemeinschaftlicher
Teiler der drei bekannten Zahlen ae,, a,e, €, vollstindig bestimmt,
und dasselbe gilt mithin von den drei Zahlen ¢, ¢”, ¢'", sowie von
den beiden Zahlen m,, a,, welche sich aus (28) und (29) ergeben.
Multipliziert man ferner die Gleichungen (33) mit 2@, 2a,, 2, und
ersetzt aa, durch p®a,, so erhilt man mit Riicksicht auf (34), wenn

*) Hieraus folgt in Verbindung mit der aus (31) leicht abzuleitenden Gleichung
q 0+ q"w]=q"" = ¢ ®'} ¢" w; ein fiir die Theorie der komplexen Multiplikation
der elliptischen Funktionen sehr wichtiger Satz (vgl. meinen Aufsatz (§ 7) iber
dieTheorie der elliptischen Modul-Funktionen in Crelles Journal, Bd. 83
[XIV dieser Ausgabe]).
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man fir f,, f, f, die in (26) und (27) angegebenen Ausdriicke sub-
stituiert, die Gleichungen

b, abd "
%—_qbﬁ‘—'2a’2p’ ;p—q by = 2a,p",
bb, +d,ee 3% ? "
—l—g‘;——l —q"by = 2a,p",
also die Kongruenzen
gl a.b
P
(35) q'by = “Jp—b (mod 2 a,),
" N b + d ee
. q"by = 2—p

durch welche die Zahl b, nach dem Modul 2 a, vollstindig bestimmt

ist, weil ¢/, ¢", ¢"" kemen gemeinschaftlichen Teiler haben (vgl. § 145);
und hieraus ergxbt sich endlich auch ¢, durch die Gleichung
(36) ' o s

ST

Hiermit ist die Bestimmung des Produktes m, aus den beiden
Faktoren m, m, vollendet, und wir haben nur noch die folgende
Bemerkung hinzuzufiigen. Da die Existenz des Moduls my, — mm,
von vornherein gewifl ist, so miissen wir schliefen, dafl die in (26),
(27), (29), (35) und (36) in Form von Briichen auftretenden Zahlen
in Wahrheit ganze Zahlen, dal ferner die drei Kongruenzen (35)
wirklich miteinander vereinbar sind, und dal die so erhaltenen Zahlen
Gy, by, ¢, keinen gemeinschaftlichen Teiler haben; dies alles wiirde
sich auch auf direktem Wege leicht beweisen lassen, was wir jedoch
dem Leser iiberlassen wollen *).

Wir bezeichnen nun mit z, ¥ und z,, ¥, zwei Systeme von un-
abhéngigen Variablen und bilden die bilinearen Funktionen
(37) T =Py, +P2y +P yu+P"yy

Ys = qzy,+a"'yz +9"y4;
setzt man ferner

p=mE+yo), g =mz +yo) g =myz,+ y,0,),

*) Vgl. Arndt: Auflosung einer Aufgabe in der Komposition der
quadratischen Formen (Crelles Journal, Bd. 56).
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so folgt aus (28) und (31), daB w, — ppy,, also fiir rationale Werte
der Variablen auch N (u)) = N (u) N (u,) ist; ersetzt man diese
Normen durch ihre Ausdriicke gemaf (14) und beriicksichtigt (19),
8o ergibt sich
(38) g @) + by 2y Yy + €4 Yi
= (aa’+baxy+cy®) (a2l + b 2, y, + ¢ 41);

man sagt daher, die Form (a,, }b,, ¢,) gehe durch die bilineare
Substitution (37) in das Produkt der beiden Formen (a, 3b, ¢) und
(a,, 3b,, ¢,) iiber, und nennt die erste Form zusammengesetzt aus
den beiden letzteren*); offenbar ist (38) infolge von (37) eine Iden-
titit, welche fiir beliebige Werte der unabhiingigen Variablen gilt. —

Die vorstehende Darstellung der Multiplikation der Moduln bildet
zugleich die Grundlage fiir die Behandlung der umgekehrten Aufgabe,
alle Moduln m zu finden, welche der Bedingung mm, = m, geniigen,
wo m, und m, gegebene Modnln bedeuten. Wir beschrinken uns
aber hier darauf, einige Hauptpunkte dieser dullerst wichtigen Unter-
suchung hervorzuheben, und iiberlassen die weitere Ausfithrung dem
Leser. Aus (20) folgt, dall, wenn die Aufgabe loshar sein soll, die
Ordnung n, des Moduls m, durch die Ordnung n, des Moduls m,
teilbar sein muf}; diese erforderliche Bedingung, welche im folgenden
stets als erfiillt vorausgesetzt wird und auch durch n,n, = n, oder
k, = e, k, ausgedriickt werden kann, ist aber auch hinreichend,
und es gibt dann immer unendlich viele Moduln m, welche die
Bedingung mnt, =— m, erfiillen. Zuniichst findet man nach (16) oder
(17) durch Multiplikation mit m) oder m; ! leicht den Hauptsatz,
daB es immer einen und nur einen solchen Modul m gibt, dessen
Ordnung = u, ist; bezeichnet man diesen gegebenen Modul m,m;!
der Kiirze halber wieder mit m,, so wird zugleich die allgemeine
Aufgabe auf den speziellen Fall zuriickgefiihrt, in welchem m, — n,
ist, und man braucht sich nur noch mit der Losung der Gleichung
mun, = my zu beschiftigen. Die Ordnung n des Moduls m mufl so

*) Vgl. § 146. Die allgemeinste Art der Komposition der biniren qua-
dratischen Formen, wie sie von GauB dargestellt ist (D. A. artt. 235, 236), erhilt
man, wenn man statt der speziellen Darstellungsform (2) der Moduln die allgemeinere
Form (1) zugrunde legt; dies ist in § 170 der zweiten Auflage dieses Werkes
(1871) geschehen, wo ich auch fiir die guadratischen Formen schon den Ausdruck
(a, Yyb, ¢) statt (a, b, ¢) gewihlt habe (vgl. die Anmerkung auf S.388 [von
Dirichlets Vorlesungen iiber Zahlentheorie] und eine Mitteilung von Kronecker
im Sitzungsbericht der Berliner Akademie vom 30. Juli 1885).
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beschaffen sein, da n, = nn, der grolite gemeinschaftliche Teiler
von n und n,, also k = ek, wird, wo e relative Primzahl zu e, ist;
nachdem man fiir den Modul m eine solche Ordnung n, also auch
eine solche Zahl e willkiirlich gewihlt hat, leuchtet ein, daf stets
mun, = mn, ist, und ed kommt daher nur darauf an, alle Moduln m
von dieser Ordnung n zu finden, welche der Bedingung mn, = m,
geniigen. Um nachzuweisen, dall mindestens ein solcher Modul m
existiert, wilhle man die in my = m, [1, @,] auftretende Zahl @, so,
dal ¢, relative Primzahl zu @, wird, was nach einer friitheren Bemerkung
stets moglich ist; setzt man alsdann die vorher gewihlte Zahl e = pq",
wo ¢" den groften Divisor von e bedeutet, welcher relative Primzahl
m @, ist, so findet man leicht, dal der Modul m = m,[p, ¢" ®,]
der Bedingung mmn, — m, geniigt, und daf n seine Ordnung ist.
Um aus diesem einen Modul m alle anderen zu finden, benutze man
den schon vorher bewiesenen Satz, dafl, wenn b, ¢ zwei beliebige
Moduln von gleicher Ordnung n sind, es immer einen und nur einen
Modul a = c¢b—! von .derselben Ordnung n gibt, welcher der Be-
dingung ab = ¢ geniigt; hierdurch wird die vollstindige Losung
unserer Gleichung mn, = m, auf den speziellen Fall m, — n,, also
auf die Aufgabe zuriickgefiihrt, alle Moduln m von der Ordnung n
zu finden, welche der Bedingung

(39) N =

geniigen.: Da nun, wenn o die frithere Bedeutung hat, immer on, — o
ist, so geniigt ein solcher Modul m gewil auch der Bedingung

(40) mo = o;

diese Moduln, zu welchen offenbar n selbst gehort, sind von besonderer
Wichtigkeit, und wir wollen jeden Modul m von der Ordnung n,
welcher diese letzte Bedingung erfiillt, aus einem sogleich anzugebenden
Grunde eine Wurzel der Ordnung n nennen; es ist zweckmiBig,
zunéchst alle diese Wurzeln von n zu bestimmen, worauf es keine
Schwierigkeit haben wird, diejenigen von ihnen auszusondern, welche
auch die Bedingung (39) erfiillen.

Da die Zahl 1 in o enthalten, also immer m > mo ist [§ 170, (22)],
so folgt aus (40) zundchst

(41) m >> o,
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also besteht jede Wurzel m aus lauter ganzen Zahlen. Da ferner
n = m: m, und allgemein (c:a):b = c:ab ist [§ 170, (17)], so folgt
aus (8) und (40) auch ok == n:0 = (m:m):0 = m:mo = m:o, also
(42) = = ok,

mithin [nach § 170, (14)] auch
(43) 0k > m.

Da aullerdem (o, 0 k) = N (k) = k* > 0 ist, so folgt aus (41) und
(43), daBl die Anzahl der Wurzeln m der Ordnung n endlich ist
(§ 171, II); diese Anzahl wollen wir mit I bezeichnen. Aus der
Definition (40) folgt ferner unmittelbar, daf diese I Wurzeln insofern
eine Gruppe bilden, als jedes Produkt aus zwei solchen Wurzeln
wieder eine Wurzel derselben Ordnung n ist, und hieraus ergibt sich
durch die schon oft angewendete Schlubweise (vgl. § 149), daf fiir
jede Wurzel m der Ordnung n der Satz

(44) m —=n

gilt. Umgekehrt, sobald unter den Potenzen m, m? m® ... emes Moduls m
sich eine Ordnung n = m’ vorfindet, so ist n zufolge (20) auch die
Ordnung von mj da ferner die 7t Potenz einer jeden in m enthaltenen
Zahl auch in n enthalten, also eine ganze Zahl ist, so besteht m
(nach § 173, V) aus lauter ganzen Zahlen; mithin ist mo ein Ideal,
und da (mo) = no” = o ist, so folgt auch mo = o, also ist m eine
Wurzel der Ordnung n, womit zugleich die eingefithrte Benennung
gerechtfertigt ist.

Der oben aus der allgemeinen Modultheorie (§ 170) abgeleitete
Satz (43) bestitigt sich auch durch die Rechnung, wenn man fiir m
die in (2), (3), (5) eingefiihrten Bezeichnungen beibehilt. Setzt man
noch meo = «, so sind die Basiszahlen des Moduls

(45) wmi== [ma u]

zufolge (41) ganze Zahlen, und aus (40), (19) und (10) ergibt sich -

N (m) = 1, also @ = m?; hieraus folgt weiter, dall b durch m teil-
bar, mithin ¢ relative Primzahl zu m ist; da aber ¢ = a N (w)
= N («) = o’ ist, so sind die Basiszahlen m, « ebenfalls relative
Primzahlen, was auch unmittelbar aus (40), ndmlich aus

(46) om 400 =0
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folgt; da nach (7) aulerdem

(47) n=[1,mal

ist, so geht m in dem Index % auf, und wenn

(48) ¢=1t+ub

gesotzt wird, so ist ¥ = um, k0 —= —itm 4 ma, woraus wirklich
(43) und zugleich

(49) (o, m) = (m, 0k) = k

folgt. Umgekehrt, wenn eine natiirliche Zahl m relative Primzahl
zu der irrationalen Zahl « (also auch zu deren Norm ¢) ist, so hat,
wie man leicht findet, der Modul (45) die Ordnung (47), und aus
(46) folgt (40), mithin ist m eine Wurzel von n*).

Um nun die Anzahl ! zu bestimmen, ist es zweckmifig, die
Darstellung (45) in eine andere Form zu bringen, aus welcher man
die wahre Natur und die gegenseitigen Beziehungen der Wurzeln m
noch deutlicher erkennen wird. Hierzu bemerke man, dafl unter den
in m enthaltenen Zahlen sich auch solche finden, die relative Prim-
zahlen zu k sind; denn weil « =— ¢ 4 w0 schon relative Primzahl
zu m ist, und folglich m, ¢, » keinen gemeinschaftlichen Teiler haben,
so kann man die ganze rationale Zahl z so wéhlen, dall ¢ 4+ mz
relative Primzahl zu % wird, und hieraus folgt, dafl die Zahl a + mz
(welche auch statt « als zweite Basiszahl von m dienen konnte) relative
Primzahl zu m und %, also auch zu k& = mw ist. Wiahlt man nun
aus m nach Belieben eine Zahl g, welche relative Primzahl zu k ist,
so sind auch die k Zahlen ¢, 29, 39 ... kg in m enthalten, und
da sie inkongruent nach % sind, so bilden sie zufolge (49) ein Rest-
system von m nach ok, und hieraus folgt mit Riicksicht auf (43)
die neue Darstellung
(50) m = [k k0, ] = ok + [e]

Umgekehrt, wenn ¢ — r + 80 eine beliebige relative Primzahl zu &
ist, so findet man durch Reduktion des vorstehenden Moduls m auf
eine zweigliedrige Basis m, o, dal k = mu, und o« = ¢ 4 u 0 relative
Primzahl zu m ist, woraus nach dem Obigen folgt, dafl m eine Wurzel
der Ordnung n = [1, k6] ist. Jede Wurzel m der Ordnung n ist
also durch eine beliebige in ihr enthaltene Zahl ¢ vollstindig be-

*) Zugleich ist m[1, «] = [1, «], und damit m auch der Bedingung (39)
geniige, ist erforderlich und hinreichend, daB die Ordnung [1, «] durch die
Ordnung n, teilbar sei.
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stimmt, welche relative Primzahl zum Index % ist, und man kann
daher diese Wurzel m zweckmifig durch das Symbol n, bezeichnen;
ist ¢ ebenfalls relative Primzahl zu %, so gilt dasselbe von g ¢, und
da dieses Produkt in dem Produkte m,n, enthalten ist, so ergibt sich
(51) e Ny == Nyg,

worin das Gesetz der Multiplikation der Wurzeln von n seinen ein-
fachsten Ausdruck findet. Sollen ferner die beiden Zahlen ¢ und 6
eine und dieselbe Wurzel n, = n, erzeugen, so ist erforderlich und
hinreichend, dal ¢ = r ¢, ¢ == s¢ (mod k) sei, wo , s ganze rationale
Zahlen bedeuten; hieraus folgt aber rs = 1 (mod k), also mufl »
relative Primzahl zu k sein; und umgekehrt, wenn ¢ = r ¢ (mod %)
ist, wo r eine ganze rationale Zahl bedeutet, welche relative Primzahl
zu k ist, so ist gewil n; = mn,. Es gibt mithin (nach § 18) in bezug
auf k immer genau ¢ (k) verschiedene Zahlklassen, welche aus lauter
Zahlen o bestehen, die relative Primzahlen zu % sind und alle eine
und dieselbe Wurzel n, der Ordnung n erzeugen; bezeichnet man
daher (nach § 180) mit ¢ (0 k) die Anzahl aller nach % inkongruenten
Zahlen ¢ in o, welche relative Primzahlen zu k sind, so ergibt sich
fir die Anzahl [ aller verschiedenen Wurzeln n, der Ordnung n der
Ausdruck 0k)

R
(52) l= GG

1
i j B e
¢ k) = kIT < p),
wo das Produkt iiber alle verschiedenen, in & aufgehenden rationalen
Primzahlen p auszudehnen ist; andererseits ist [nach § 180, (26)]
1
AP 27 5 ) e B A
@k =k (1 N(p)),

wo das Produktzeichen sich auf alle verschiedenen, in k& aufgehenden
Primideale p bezieht; ordnet man die Faktoren nach den rationalen
Primzahlen p, in denen diese Primideale aufgehen, und legt dem
Symbol (D, p) die im vorigen Paragraphen festgesetzte Bedeutung
bei, so erhilt man

gk = k’II(l—%)(l LS
und folglich ' 4

o D, p)
(53) 1= kn<1—Tp>.

Hierin ist nun
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Nachdem hiermit die Anzahl aller Wurzeln m der Ordnung n
bestimmt ist, findet man leicht die Anzahl aller derjenigen unter
ihnen, welche der obigen Bedingung (39) geniigen, wo n, eine gegebene,
in n aufgehende Ordnung bedeutet; multipliziert man nidmlich alle !
Wurzeln der Ordnung n mit n,, so werden alle I, Wurzeln von n,,
und zwar jede gleich oft erzeugt; mithin ist die gesuchte Anzahl —1:1,,
und nach der obigen Untersuchung ist dies zugleich die Anzahl aller
verschiedenen Moduln m von der Ordnung n, welche der urspriinglich
vorgelegten Bedingung mm, — m, geniigen.

Die biniiren Formen (a, § b, ¢) = (m? }mb,, c), welche nach (14)
den Wurzeln m — [m, «] der Ordnung n entsprechen, stimmen offen-
bar mit denjenigen iiberein, auf welche wir frither (§§ 150, 151) bei
der Bestimmung der Anzahl der Formenklassen von beliebiger Ordnung
gefiihrt sind. Den Grund dieser Ubereinstimmung erkennt man leicht,
wenn man nach § 181 (S. 145) die Moduln, ebenso wie die Ideale,
in Klassen einteilt und die feinere Bestimmung hinzufiigt, dafll zwei
Moduln m, m;, nur dann iquivalent heiffen und in dieselbe Klasse
aufgenommen werden sollen, wenn es eine Zahl % von positiver
Norm gibt, welche der Bedingung my = m, geniigt. Denn wenn
man die oben festgesetzten Bezeichnungen und Regeln fiir die Wahl
der Basis eines Moduls m — m[1, @], sowie fiir die Bildung der
zugehorigen Form (a, 3b, ¢) beibehiilt, so entsprechen je zwei #qui-
valenten Moduln auch zwei eigentlich idquivalente Formen (§ 56),
und umgekehrt; beides ergibt sich leicht daraus, daB die Aquivalenz
der Moduln m = m[1, @], m; = m,[1l, @,] in der Existenz einer
Zahl x von positiver Norm besteht, welche der Bedingung [y, n 0] =
[1, @,] geniigt, und dall sowohl diese Bedingung wie die eigentliche
Aquivalenz der zugehdrigen Formen (a, 1, ¢), (@,, 1b,, ¢,) mit der
Existenz von vier ganzen rationalen Zahlen p, ¢, r, 8 zusammenfillt,
welche die Gleichungen
r 4 so,

(54) M=p+qo,, 10 =71+ se, m:p'i'qﬁ’l’

pe—qri—=-+1
befriedigen *). Mithin entsprechen die Modul- und Formenklassen
sich gegenseitig und eindeutig. Bezeichnet man nun, wie friiher,
mit O die Hauptklasse der Ideale, so erzeugt jede Modulklasse M
eine Idealklasse M O; umgekehrt, wenn A eine beliebige Idealklasse,

*) Vgl. meine auf S. 214 zitierte Sckrift (§ 1).
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und n eine beliebige Ordnung ist, so folgt aus unserer obigen Unter-
suchung iiber die umgekehrte Aufgabe der Multiplikation der Moduln,
dafl es immer mindestens eine Klasse M von der Ordnung n gibt,
welche diese Idealklasse A4 erzeugt, und zwar findet man leicht, daf
jede Idealklasse A4 durch gleich viele Modulklassen 3/ von der
Ordnung n erzeugt wird. Bezeichnet man daher mit %' die Anzahl
der verschiedenen Modulklassen M fiir die Ordnung n, mit % die
Anzahl der Idealklassen, so ist ' = rh, wo r die Anzahl der-
jenigen Klassen M bedeutet, welche der Bedingung M O = O geniigen
und folglich durch Wurzeln der Ordnung n reprisentiert werden.
Bezeichnet man nun mit 4 die Anzahl aller derjenigen von diesen I
Wurzeln, welche der Hauptklasse der Ordnung n angehoren, also mit n
dquivalent sind, so findet man ebenso leicht, dafl jede solche Klasse 2/
durch A4 verschiedene Wurzeln reprisentiert wird, dal also | — 74,
mithin i : i ( )

ol Do
o 7—7*7”(1—7)
ist (vgl. § 151). Bedeutet aber m — [m, «] eine solche mit n #qui-
valente Wurzel von n, so ist m = ny, woraus folgt, daf % in m ent-
halten, also eine ganze Zahl, und zwar eine Einheit (von positiver
Norm) ist, weil sie in den beiden relativen Primzahlen m, o aufgehen
mufl; und da umgekehrt einleuchtet, dal jeder Einheit # ein mit n
dquivalenter Modul n# entspricht, welcher eine Wurzel von n ist, so
ist 2 die Anzahl aller derjenigen Einheiten g, denen verschiedene
Moduln n% entsprechen. Da nun alle Einheiten u, mag ihre Anzshl
endlich oder unendlich, also die Grundzahl D negativ oder positiv
sein, in der Form + & enthalten sind, wo & eine bestimmte Einheit,
und s jede ganze rationale Zahl bedeutet, so ergibt sich leicht, dafll i
der kleinste positive Exponent ist, welcher bewirkt, daf die Potenz &
eine in der Ordnung n enthaltene Zahl wird. Hiermit ist vermoge
(55) fiir jede Ordnung n das Verhéltnis der Klassenanzahl %' zu der
Anzahl 2 der Idealklassen gefunden, und man iiberzeugt sich leicht,
dall die frither (in §§ 97, 99, 100, 151) gewonnenen Resultate mit
dem jetzigen vollstindig iibereinstimmen *).

*) Dieselbe Aufgabe habe ich fiir beliebige Korper in der auf S. 146 zitierten
Festschrift behandelt.

[Erliuterungen gemeinsam mit denen zu XLVII, XLVIII, XLIX am Schluf von XLIX.]
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