XLIX.

Uber die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen.

[Supplement XI von Dirichlets Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 3. Aufl.,
S. 515—530 (1879).]

Inhalt. Seito
& 170 ‘Multiplikation. der! Idesle (| "G il S IRUEe L BNy QU TTEE 297
§ 171. Relative und absolute Primideale . . . , . . . . . . .. .. .. 298
$13790 aitladRiae" (g bas Jae i Il meaiBoehe L4100 SENE & HaBSd, 303
81178, ; Gesetae der TeilDaRREIE ., (375, wiiilniig  cviriarvidl s it b - o b shil e fiLe 308
§ 170.

Wihrend unsere bisherigen Untersuchungen iiber Ideale wesentlich
nur in einer Anwendung der Lehre von der Teilbarkeit der Moduln
bestanden, gehen wir jetzt zu einer neuen Idealbildung, néimlich zur
Multiplikation der Ideale iiber, welche den eigentlichen Kern
der Idealtheorie bildet.

Sind a, b zwei beliebige Ideale, und bedeutet « jede Zahl in q,
ebenso B jede Zahl in b, so verstehen wir unter dem Produkte a b
der Faktoren a, b den Inbegriff aller Zahlen, welche als ein Produkt
of oder als Summe von mehreren solchen Produkten o« darstellbar
sind. Alle diese Zahlen sind wieder in o enthalten, und sie ver-
schwinden nicht sdmtlich; sie reproduzieren sich durch Addition und
Subtraktion, sowie durch Multiplikation mit beliebigen Zahlen w des
Gebietes o, weil jedes Produkt @ wieder in b enthalten ist. Mithin
ist das Produkt ab wieder ein Ideal.

Es leuchtet ohne weiteres ein, dal ao — a, a(og) = anp,
ab=">ba und (ab)c = a(bc) ist; wir bezeichnen dieses letztere Produkt
kurz mit abc, und aus der schon Gfter angewendeten Schlubweise
(8§ 2, 147) geht hervor, dal das mit abcd... zu bezeichnende
Produkt aus m beliebigen Idealen a, b, ¢, d... eine vollstindig be-
stimmte, von der Anordnung der sukzessiven Multiplikationen génzlich
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unabhiingige Bedeutung hat*). Sind alle diese m Faktoren identisch
mit dem Ideal a, so bezeichnen wir ihr Produkt mit a™ und nennen
es die mt Potenz von a; m heilit der Exponent dieser Potenz, und
wir dehnen diesen Begriff auch auf die beiden Fille m — 0 und
m — 1 aus, indem wir a® = o0 und o' — a setzen; dann gelten
allgemein die Sitze ara® — ar+¢ und (a7)® = are.

Es wird nun unsere Hauptaufgabe sein, den Zusammenhang
zwischen diesem Begriffe der Multiplikation und demjenigen der
Teilbarkeit der Ideale vollstindig zu ergriinden; diese Untersuchung
bietet erhebliche Schwierigkeiten dar, und wir begniigen uns fiir
jetzt, die folgenden, duflerst einfachen Sitze zu beweisen.

1. Ist a teilbar durch o', und b teilbar durch 0, so ist a b teilbar
durch a'b’.

Denn da jede Zahl « des Ideals a auch in o', und jede Zahl f
des Ideals b auch in b’ enthalten ist, so ist jedes Produkt «f, und
folglich auch jede Summe solcher Produkte af in a'b’ enthalten.

2. Das Produkt ab ist ein gemeinschaftliches Vielfaches der
beiden Faktoren a und b.

Denn a ist durch a, und b ist durch o teilbar, woraus (nach 1.)
folgt, daB ab durch ao, d. h. durch a teilbar ist.

3. Ist m das Kkleinste gemeinschaftliche Vielfache, und b der
groite gemeinschaftliche Teiler von a und b, so ist md durch ab
teilbar **).

Denn jede Zahl 0 des Ideals d ist von der Form « 4 8, wo «
in o, und B in b enthalten ist, und jede Zahl y des Ideals m ist
sowohl in b als auch in a enthalten, woraus folgt, dal die beiden
Produkte ooy und wpB dem Ideal ab angehoren; dasselbe gilt mithin
auch von ihrer Summe g0, also auch von jeder Zahl des Ideals mbd.

§ 171.
Zwei Ideale a, b heien relative Primideale, und jedes von
ihnen heilit relatives Primideal zu dem anderen, wenn ihr grofter
gemeinschaftlicher Teiler = o ist; da nun die Zahl 1 in o enthalten

*) Es ist der Inbegriff aller Zahlen von der Form Zag8yd ..., wo

a, B, y, 0. .. beliebige Zahlen bzw, der Ideale a, b, ¢, D ... bedeuten; dies konnte
auch von vornherein als Definition eines Produktes von beliebig vielen Idealen gelten.
##) Daf md — ab ist, werden wir erst spiter (§ 173, 9.) beweisen konnen.
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ist, so gibt es eine Zahl ¢ in a und eine Zahl § in b, welche der
Bedingung
a+p=1

geniigen, und umgekehrt folgt aus der Existenz eines solchen Zahlen-
paares o, 3, dal a, b relative Primideale sind, weil (nach § 168, 1.)
o das einzige Ideal ist, welches in 1 aufgeht. Dasselbe Kriterium
kann man offenbar auch so ausdriicken, daB in b eine Za,hl B existiert,
welche der Kongruenz

B = 1 (mod a)
geniigt. Wir bemerken ferner ein fiir allemal, dafl, wenn wir mehr
als zwei Ideale a, b, ¢ ... relative Primideale nennen, hierunter immer
zu verstehen ist, da jedes dieser Ideale relatives Primideal zu jedem
der iibrigen ist. Aus dieser Definition ergeben sich zunichst die
folgenden Sitze.

1. Ist a relatives Primideal zu b und zu ¢, so ist ‘a auch rela-
tives Primideal zu dem Produkte bec.

Denn es gibt in b, ¢ Zahlen B, y, welche den Bedingungen
B=1, y= 1 (mod a) geniigen, und hieraus folgt, daf die in b¢c
enthaltene Zahl By = 1 (mod a) ist.

2. Ist jedes der Ideale aj, a, a;... relatives Primideal zu jedem
der Ideale b, by..., so sind die Produkte a,a,a,... und b,b,..
relative Primideale.

Der Beweis ergibt sich durch wiederholte Anwendung des vorher-
gehenden Satzes (vgl. § 5, 3.).

3. Sind q, b relative Primideale, so ist ab ihr kleinstes gemem—
schaftliches Vielfaches, und N (ab) = N (a) N (b).

Denn bedeutet m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von
a, b, so ist mo, also m selbst teilbar durch ab (nach § 170, 3.); da
aber a b (nach § 170, 2.) ein gemeinschaftliches Vielfaches von a, b,
also durch m teilbar ist, so ist m =— ab; und hieraus folgt (nach
§ 169, 3.) der Satz iiber die Normen*).

4. Sind a, b, ¢... relative Primideale, so ist ihr Produkt abec...
auch ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches, und zugleich ist
N(abe..) =N@)N@OB)N()... .

*) Dafi der letztere allgemein fiir je zwei beliebige Ideale a, b gilt, kann
erst spiter bewiesen werden (§ 173, 7.).
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Der Beweis ergibt sich durch wiederholte Anwendung der vorher-
gehenden Sitze (vgl. § 7).

5. Sind a, b relative Primideale, und ist bc teilbar durch a, so
geht a in ¢ auf.

Denn es gibt in b eine Zahl f = 1 (mod a); ist nun y eine
beliebige Zahl in ¢, so ist By in be, also auch in a enthalten, woraus
y = fy = 0 (mod a) folgt, was zu beweisen war. —

Die bisher von uns entwickelten Sitze der Idealtheorie bieten
eine augenscheinliche Analogie dar mit den Sitzen iiber die Teilbar-
keit der ganzen rationalen Zahlen, und dies findet seinen natiirlichen
Grund darin, dal, wenn der Korper £ vom Grade m =— 1 ist, das
Gebiet 0 = [1] und jedes Ideal m dieses Gebietes ein Modul [m] ist,
wo m irgendeine positive ganze rationale Zahl bedeutet (§ 165).
Es liegt nun nahe, in die Theorie der Ideale auch einen Begriff ein-
zufithren, welcher dem Begriffe der rationalen Primzahl entspricht.
Das Ideal o besitzt offenbar nur einen einzigen Teiler, nédmlich o
selbst; jedes von o verschiedene Ideal besitzt aber mindestens zwei
verschiedene Teiler, da es aufler durch o auch noch durch sich selbst
teilbar ist. Wir wollen nun ein Ideal p ein Primideal nennen,
wenn es von o verschieden ist und keinen anderen Teiler als o und p
besitzt; dagegen soll a ein zusammengesetztes Ideal heiflen, wenn
es mindestens einen von a und o verschiedenen Teiler besitzt. Hieraus
flieBen die folgenden Sitze.

6. Ist a von o verschieden, so gibt es mindestens ein in a auf-
gehendes Primideal.

Denn wihlt man unter den von o verschiedenen Teilern von a
ein solches Ideal p aus, dessen Norm den moglich kleinsten Wert
hat, so kann p (nach § 169, 5.) keinen von o und p verschiedenen
Teiler haben, und folglich ist p ein in a aufgehendes Primideal

7. Zwei Ideale sind entweder relative Primideale, oder es gibt
ein in beiden aufgehendes Primideal.

Denn ihr grofter gemeinschaftlicher Teiler ist entweder — o,
oder er ist (nach 6.) durch ein Primideal teilbar.

8. Ist p ein Primideal, a ein beliebiges Ideal, so findet einer
und nur einer der folgenden beiden Fille statt: entweder geht p in
a auf, oder a und p sind relative Primideale.

Denn der grofite gemeinschaftliche Teiler von a, p ist ein Teiler
von p, also entweder = p, oder — o.
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9. Wenn ein Produkt von Idealen oder Zahlen durch das Prim-
ideal p teilbar ist, so geht p in mindestens einem der Faktoren auf.

Denn wenn p in keinem der Ideale a, b, ¢, ... aufgeht, so ist p
(nach 8.) relatives Primideal zu jedem derselben, also auch zu ihrem
Produkte (nach 2.), welches folglich (nach 8.) nicht durch p teilbar
ist; und handelt es sich um ein Produkt aus Zahlen 7, 7,..., so
ergibt sich dasselbe, wenn man die entsprechenden Hauptideale
om, 09, ... betrachtet.

10. Ist p ein Primideal, so gibt es im Korper der rationalen
Zahlen eine und nur eine positive Primzahl p, welche durch p teilbar
ist; zugleich ist N (y) = ¢/, und der Exponent f soll der Grad des
Primideals p heiflen.

Denn die durch p teilbaren ganzen rationalen Zahlen, zu
denen (nach § 169, 1.) auch N(p) gehort, bilden offenbar einen
Modul, und wenn p die kleinste positive dieser Zahlen bedeutet, so
ist dieser Modul = [p] [nach § 165, (8)]; nun kann p nicht — 1
sein, weil sonst p = o wiire (nach § 168, 1.), und p kann auch nicht
einéProdukt aus zwei kleineren rationalen Zahlen sein, weil sonst
eine von beiden (nach 9.) durch p teilbar sein miilite, was gegen die
Definition von p verstoflen wiirde; mithin ist p eine Primzahl im
Korper der rationalen Zahlen, und es kann keine andere solche Prim-
zahl durch p teilbar sein, weil [p] der Inbegriff aller durch p teil-
baren rationalen Zahlen ist. Da nun op durch p, und folglich N (o),
d. h. p* durch N (p) teilbar ist (§ 169, 5.), so folgt, daB N (p) selbst
eine Potenz von p ist.

11. Ist a ein zusammengesetztes Ideal, so gibt es zwei durch a
nicht teilbare Zahlen %, %', deren Produkt durch a teilbar ist.

Denn a besitzt einen von o und a verschiedenen Teiler e, und
da derselbe nicht durch a teilbar ist, so gibt es in e eine durch a
nicht teilbare Zahl #; der grobte gemeinschaftliche Teiler b der
beiden Ideale a und o ist teilbar durch e, also von o verschieden,
und folglich ist N (0)>> 1 (nach § 169, 2.). Nun sei a’y das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache von a und o7, so ist o’ ein Teiler von a,
und zugleich ist (nach § 169, 4.) N(a) = N (a') N (d) > N (a'); mithin
ist o' ein echter Teiler von a, und es gibt folglich in a’ eine durch
a nicht teilbare Zahl %'; dann ist das Produkt %%’ in 5a’ und folglich
auch in a enthalten, was zu beweisen war.
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12. Ist a teilbar durch das Primideal p, so kann man die Zahl »
so wiahlen, dal pw das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der
beiden Ideale ¢ und o» wird.

Der Beweis dieses einfachen, aber fiir unsere Theorie duflerst
wichtigen Satzes*) ist mit einigen Schwierigkeiten verkniipft, die sich
jedoch durch die folgende Kette von Schliissen iiberwinden lassen.
Zunichst leuchtet die Richtigkeit des Satzes ein, wenn (p,a) = 1,
also a = p ist, weil in diesem Falle die Zahl v — 1 die verlangte
Eigenschaft besitzt. Es sei nun m irgendeine ganze rationale Zahl
> 1, und wir wollen annehmen, der Satz sei schon fiir alle die
Fille bewiesen, in welchen (p, a) <m ist, so brauchen wir offenbar
nur noch zu zeigen, daB hieraus immer seine Richtigkeit auch fiir
den Fall (p,a) = m folgt. Zu diesem Zweck wollen wir wieder,
wenn 7 eine von Null verschiedene Zahl ist, mit d den groften
gemeinschaftlichen Teiler, mit o' das kleinste gemeinschaftliche Viel-
fache der Ideale a,o0n bezeichnen; dann ist o’ ein Teiler von a, und
zugleich ist N (a) = N(a') N (). Ist nun (p,a) = m > 1, also p ein
echter Teiler von a, so wollen wir zunéichst zeigen, daB man durch
geeignete Wahl der Zahl 5 ein zugehoriges Ideal o' erhalten kann,
welches erstens durch p teilbar und zweitens ein echter Teiler
von a ist; die letztere Forderung kommt offenbar darauf hinaus, dafl »
von o verschieden, also N(b)> 1, N(a’) << N (a) werde. Um diesen
Existenzbeweis zu fiithren, miissen wir zwei Fille unterscheiden:

a) Wenn p das einzige in a aufgehende Primideal ist, so wihle
man fiir  eine durch p, aber nicht durch a teilbare Zahl, was stets
moglich ist, weil p ein echter Teiler von a, also nicht durch a teil-
bar ist. Da nun o7, und folglich auch d durch p teilbar ist, so ist
N(®)>>1, also o' ein echter Teiler von a. Da ferner oy nicht durch
a teilbar ist, so kann o' nicht = o sein, und folglich gibt es (nach 6.)
ein in o' aufgehendes Primideal q; da aber o' ein Teiler von a ist,
so geht q auch in a auf und ist folglich — p; mithin ist a’ teilbar
durch p, was zu zeigen war.

#) Derselbe 1Bt sich, ohne an Inhalt wesentlich zu gewinnen oder zu ver-
lieren, in sehr verschiedenen Formen ausdriicken; so z. B. ergibt sich aus ihm
ohne Zuziehung neuer Beweismittel der folgende Satz: Wenn a, b nicht relative
Primideale sind, so gibt es ein durch a nicht teilbares Ideal ¢ von der Art, daB
be durch a teilbar wird (vgl. § 171, 5.). Umgekehrt folgt der obige Satz ebenso
leicht aus diesem letzteren, der aber, trotz seiner scheinbaren Evidenz, schwerlich
einen einfacheren direkten Beweis gestattet.
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b) Wenn a durch ein von p verschiedenes Primideal q teilbar
ist, so withle man fiir 4 eine durch g, aber mnicht durch p teilbare
Zahl, was stets moglich ist, weil q nicht durch p teilbar ist. Da nun
ox, und folglich auch b durch q teilbar ist, so ist N (d) > 1, also o'
ein echter Teiler von a. Da ferner o’y durch a und folglich auch
durch p teilbar ist, wihrend p in dem Faktor n nicht aufgeht, so ist
(nach 9.) das Ideal o' teilbar durch p, was zu zeigen war.

Hiermit ist die Existenz einer solchen Zahl % in allen Féllen
nachgewiesen. Da nun das zugehorige Ideal o’ durch p teilbar und
zugleich ein echter Teiler von a ist, so ist m = (p,a) = (p,a’)(a',a),
und (a’,a)> 1, also (p,a’) <m; mithin gibt es nach unserer obigen
Annahme eine Zahl ' von der Art, daB p»' das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache der Ideale a’,0%’ ist, und da o'y dasjenige der Ideale
a, 07 ist, so folgt (nach § 168, 4.), dal pxnn' das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache der Ideale a und 0%’ ist; mithin hat die Zahl v =y’
die in unserem Satze verlangte Eigenschaft.

§ 172.

Man wiirde nun unsére bisherige Untersuchung auch ohne Zu-
ziehung neuer Hilfsmittel noch einige Schritte weiterfithren und z B.
den folgenden Satz beweisen konnen, in welchem unter einem ein-
artigen Ideal ein solches verstanden wird, welches durch ein und
nur durch ein einziges Primideal teilbar ist™®):

13. Jedes von o verschiedene Ideal a ist entweder einartiges Ideal,
oder es 1a0t sich, und zwar nur auf eine einzige Weise, als ein Produkt von
lauter einartigen Idealen darstellen, die zugleich relative Primideale sind.

Es sei p ein in a aufgehendes Primideal, und p’ das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache aller in a aufgehenden, durch p teilbaren
einartigen Ideale e, zu denen auch p gehort, so ist p’ offenbar selbst
eins der Ideale e; denn p’ geht in a auf, weil a ein gemeinschaftliches
Vielfaches dieser Ideale e ist, und p’ ist nur durch das einzige Prim-
ideal p teilbar, weil selbst das durch p’ teilbare Produkt aller Ideale e
(nach 9.) durch kein von p verschiedenes Primideal teilbar sein kann.
Es sei ferner d das kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller der-

*) [Im Nachlaf fand sich das Manuskript der dritten Auflage, wobei die
beiden Seiten mit dem Beweis dieses Satzes die Uberschrift trugen: ,Fiir die
dritte Auflage kassiert, doch wichtig.“ Der Beweis soll hier eingeschaltet werden, als
erstes explizites Beispiel eines Zerlegungssatzes der allgemeinen Idealtheorie. E.N.]
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jenigen in a aufgehenden Ideale q, welche, wie z B. o, nicht durch
p teilbar. sind, so ergibt sich auf dieselbe Weise, da b selbst eins
dieser Ideale q ist. Offenbar sind p’ und b relative Primideale. Wir
wollen uns nun begniigen, zu beweisen, dall a = p'b ist, weil der
Leser hieraus alles Ubrige mit Hilfe der fritheren Sitze leicht ab-
leiten wird. Man wihle nach Belieben eine durch b, aber nicht durch
p teilbare Zahl 5 (was moglich ist, weil d nicht durch p teilbar ist),
80 wird d immer der grofite gemeinschaftliche Teiler von a und oy
sein; denn jeder gemeinschaftliche Teiler dieser Ideale ist offenbar
eins der Ideale q, mithin ein Teiler von b, und auBerdem ist b selbst
ein solcher gemeinschaftlicher Teiler. Es sei nun r%n das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache von a und o0, so ist ¢ ein Teiler von a
und (nach § 169, 4.)
N(a) = N(x): N(b).
Die Zahl %® ist ebenfalls, wie %, durch b, aber nicht durch p
teilbar, mithin haben die beiden Ideale a, 0o%® denselben gréften
gemeinschaftlichen Teiler d wie die Ideale a, 0%; hieraus folgt (nach
§ 168, 4.), daB r%® das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a, 0 %?
mithin % dasjenige der Ideale r, 0% ist; bedeutet aber d den gréfiten
gemeinschaftlichen Teiler dieser beiden Ideale, so ist (nach § 169, 4.)
N(r) = N(r) N('), also N(d') =1, ¥’ = o. Es ist daher r relatives
Primideal zu dem Hauptideal 0% und folglich auch zu dessen Teiler b;
mithin ist rd (nach 3.) das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von
v und b, und N(xd) = N(r)-N(d), also N(rd) = N(a); da aber a
ein gemeinschaftliches Vielfaches von r und b, mithin durch vd teil-
bar ist, so folgt aus der Gleichheit der Normen (nach § 169, 5.), daf
Q=i

ist. Wir haben nun noch zu zeigen, da r = p' ist; zunéchst leuchtet
ein, dall das Ideal y', weil es in td aufgeht, zugleich aber relatives
Primideal zu b ist, in r aufgehen muB; wire ferner r durch ein von
p verschiedenes Primideal teilbar, so miifite letzteres auch in a auf-
gehen, es wiire folglich eins der Ideale q und ginge folglich in b auf,
was nicht moglich ist, weil v und b relative Primideale sind; hieraus
folgt offenbar, dafl v eins der Ideale e ist und daher in p' aufgeht.
Also ist v = ', was wir zeigen wollten.

Indessen ist dieser Satz, den wir spéter (§ 173, 4.) doch durch
einen noch schirferen zu ersetzen haben werden, fiir unsere Zwecke
nicht erforderlich, und wir haben ihn nur erwiihnt, um zu zeigen,
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wie weit man mit den bisherigen Beweismitteln gelangen kann. Bei
einer sorgfiltigen Priifung der letzteren und der durch sie ge-
wonnenen Resultate ergibt sich nun folgendes.

So augenfillig auch die Analogie zwischen den vorhergehenden
Sitzen und denjenigen iiber die Teilbarkeit der ganzen rationalen
Zahlen ist, so kann dieselbe bis jetzt doch keineswegs eine voll-
stindige genannt werden. Man darf nicht vergessen, dal} die
Teilbarkeit eines Ideals ¢ durch ein Ideal a nach unserer Definition
(8§ 165, 168) lediglich darin besteht, dafll alle Zahlen des Ideals ¢
auch in a enthalten sind; nun ergab sich zwar sehr leicht (§ 170, 2.),
dafl jedes Produkt aus a und einem beliebigen Ideal b stets durch
a teilbar ist, aber es ist keineswegs leicht zu beweisen, dafll um-
gekehrt jedes durch a teilbare Ideal ¢ auch ein Produkt aus a und
einem Ideal b ist. Diese Schwierigkeit 146t sich auch mit den bisher
von uns gebrauchten Beweismitteln allein durchaus nicht iiberwinden,
und wir miissen den Grund dieser Tatsache hier etwas niher er-
ortern, weil dieselbe mit einer sehr wichtigen Verallgemeinerung der
Theorie zusammenhingt. Bei einer genauen Priifung der bisher ent-
wickelten Theorie wird man sich leicht davon iiberzeugen, dal alle
Definitionen einen bestimmten Sinn und die Beweise aller Sitze ihre
volle Kraft behalten, auch wenn nicht vorausgesetzt wird, daf das
mit o bezeichnete Gebiet alle ganzen Zahlen des Korpers £ umfafit.
Die wirklich benutzten Eigenschaften des Systems o kommen vielmehr
auf die folgenden zuriick:

a) Das System o ist ein endlicher Modul [a,, @,, ..., ®,], dessen
Basis zugleich eine Basis des Korpers & bildet (§ 162).

b) Jedes Produkt aus zwei Zahlen des Systems o gehort dem-
selben System o an.

c¢) Die Zahl 1 ist in o enthalten.

Ein Gebiet o, welches diese drei Eigenschaften besitzt, wollen
wir eine Ordnung nennen. Aus der Verbindung von a) und b)
folgt unmittelbar, dal eine Ordnung o nur aus ganzen Zahlen des
Korpers & besteht, und zufolge ¢) sind auch alle ganzen rationalen
Zahlen in o enthalten; aber hieraus folgt noch nicht (ausgenommen
im Fall n = 1), da o alle ganzen Zahlen des Korpers & enthilt.
Nennt man nun eine Zahl ¢ der Ordnung o nur dann teilbar durch

eine zweite solche Zahl u, wenn o =— pv ist, wo v ebenfalls eine Zahl
Dedekind, Gesammelte Werke, III. ) 20
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in o bedeutet (vgl. § 167), und modifiziert man in derselben Weise
den Begriff der Kongruenz der Zahlen innerhalb des Gebietes o,
so leuchtet unmittelbar ein, dal die Anzahl (0,0u) der in bezug auf
u inkongruenten Zahlen der Ordnung o auch jetzt — + N(u) ist
[§ 167, (9)], und ebenso leicht wird man erkennen, dall alle spiiter
entwickelten Begriffe und Sitze ihren Sinn und ihre Geltung behalten,
wenn unter einer Zahl stets eine Zahl dieser Ordnung o verstanden
wird. In jeder Ordnung o des Korpers & existiert daher eine besondere
Theorie der Ideale, und diese Theorie ist fiir alle Ordnungen eine
gemeinsame, soweit sie im vorhergehenden entwickelt ist. Aber
wihrend die Theorie der Ideale in derjenigen Ordnung o, welche aus
allen ganzen Zahlen des Korpers &2 besteht, schlieflich (§ 173) zu
allgemeinen Gesetzen fithren wird, welche keine Ausnahme erleiden
und vollstiindig mit den Gesetzen der Teilbarkeit der rationalen
Zahlen iibereinstimmen, so ist die Theorie der Ideale jeder anderen
Ordnung nicht von gleicher Einfachheit, insofern eine (immer endliche)
Anzahl von Primidealen existiert, aus welchen sich die zugehorigen
einartigen Ideale nicht alle durch Potenzierung bilden lassen. Diese
allgemeinste Theorie der Ideale jeder Ordnung, deren Entwicklung
fiir die Ziele der Zahlentheorie ebenfalls unerlaflich ist, und welche
fiir den Fall n — 2 mit der Theorie der verschiedenen Ordnungen
der bindren quadratischen Formen zusammenfillt (§ 61), soll aber
im folgenden von unserer Betrachtung ginzlich ausgeschlossen
bleiben*), und wir wollen uns begniigen, an einem Beispiel auf den
Charakter der oben erwihnten Ausnahmen aufmerksam zu machen.

Das Gebiet o aller ganzen Zahlen desjenigen quadratischen
Korpers, dessen Grundzahl — — 3, ist — [1, 6], wo 6 eine Wurzel
der Gleichung 6* + 6 + 1-= 0 bedeutet (§ 166). Das System
v 90 ==t 1% V:_?—.] ist eine Ordnung, welche nicht alle ganzen
Zahlen des Korpers enthilt, weil (0,0") = 2 ist (§ 165); die durch
o' teilbaren Moduln p' = [2,260] = 0(2) und o'(2) = [2, 46] sind
Ideale dieser Ordnung o’ (insofern sie die Eigenschaften I und IL be-
sitzen); aber obgleich o' (2) durch y' teilbar ist, so existiert in o’ doch
kein Ideal q' von der Art, daB p'q' = o' (2) wiirde. —

*) In einem gewissen Umfange ist diese Theorie behandelt in des Heraus-
gebers Abhandlung: Uber die Anzahl der Ideal-Klassen in den ver-
schiedenen Ordnungen eines endlichen Korpers (Braunschweig 1877).
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Um nun die Theorie der Ideale in derjenigen Ordnung o, welche
alle ganzen Zahlen des Korpers & umfafit, zum vollstindigen Ab-
schlusse zu bringen, bediirfen wir der folgenden Hilfsséitze:

1. Ist u eine von Null verschiedene ganze, und ¢ eine gebrochene,
d. h. nicht ganze Zahl des Korpers %), so sind alle Glieder der
geometrischen Reihe

W e, B ..., wes Rt L
bis zu einem in endlicher Entfernung liegenden Gliede ug® ganze
Zahlen, und alle folgenden Glieder sind gebrochene Zahlen.

Zum Beweise bemerken wir zunichst, dafl alle Glieder der Reihe
in £ enthalten sind, und dal das Anfangsglied eine ganze Zahl ist.
Bedeutet nun m den absoluten Wert von N (u), so konnen hochstens
m Glieder ganze Zahlen, also in o enthalten sein; wiren nimlich
mindestens (m + 1) Glieder ganze Zahlen, so miiiten unter ihnen
[nach § 167, (9)] mindestens zwei verschiedene einander kongruent
sein nach dem Modul g; bezeichnet man dieselben mit w@® und p o,
wo 7> 8, 80 wire p@"=uq* (mod w), und folglich wiirde die ge-
brochene Zahl ¢ einer Gleichung rt» Grades von der Form

¢ =gt = B 0
geniigen, wo @ eine ganze Zahl, was (nach § 160, 2.) unmoglich ist.

Von einer bestimmten Stelle ab werden daher alle Glieder der Reihe
gewil gebrochene Zahlen sein; ist nun

i
die letzté in der Reihe auftretende ganze Zahl, so ist e ein endlicher
Exponent =0; ist ¢>> 0, so sind alle vorhergehenden Glieder eben-
falls ganze Zahlen; denn wenn 7 <le, so ist

(wgr)y = u— "o
eine ganze Zahl, und hieraus folgt (nach § 160, 2.), da auch pgr
eine ganze Zahl ist, was zu beweisen war.

2. Sind u,v zwei von Null verschiedene Zahlen in o, und ist »
nicht teilbar durch g, so gibt es in o immer zwei von Null ver-
schiedene Zahlen %, 4 von der Art, daB xu — Aw, und daB % nicht
durch 2 teilbar ist.

*) Da, wenn u, @ irgendwelche algebraische Zahlen sind, sich immer leicht
die Existenz eines endlichen Kérpers £ nachweisen 1dBt, welchem beide Zaklen
angehoren, so gilt der obige Satz allgemein, und ebenso der folgende Satz.

20*
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Dies folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Satze; denn wenn
man v = uq setzt, so ist ¢ eine gebrochene Zahl des Korpers £,
und von den Gliedern der Reihe

o pe, o ..
sind die beiden ersten in o enthalten; bezeichnet man nun (wie in 1.)
die beiden letzten Glieder der Reihe, welche ganze Zahlen, also in o
enthalten sind, mit
A=po'! x=po,
so ist offenbar xu — Av, und da das néchstfolgende Glied
2

%
e+1 —
% i

eine gebrochene Zahl ist, so kann %® nicht durch 2 teilbar sein, was
zu beweisen war.

§ 173.

Mit Hilfe dieser Sitze ist es leicht, die Theorie der Ideale unseres
Gebietes 0 zu dem gewiinschten Abschluf zu bringen; dies geschieht
durch die folgende Reihe von Sitzen.

1. Ist p ein Primideal, so gibt es eine durch p teilbare Zahl 4
und eine durch p nicht teilbare Zahl % von der Art, daf px das
kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Ideale oi und oz ist.

Denn es sei u eine beliebige, aber von Null verschiedene Zahl
in p, so gibt es, weil ou durch p teilbar ist, eine Zahl » von der
Art, dall pv das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Ideale ou
und ov wird (§ 171, 12.); diese Zahl v kann nicht durch u teilbar
sein, weil sonst o», und nicht pv das kleinste gemeinschaftliche
Vielfache von oy und ov wire. Man kann daher (nach § 172, 2.)
die beiden Zahlen %,4 so wihlen, dafl xu = Av, und #* nicht durch 2
teilbar wird; dann ist (nach § 165) pvx das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache von owpx und ovx, und da das erste dieser beiden
Ideale — oA ist, so folgt durch Division mit » (pach § 165), daB
px das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 04 und oz ist; mit-
hin ist p ein Teiler von 04 (nach § 168, 4.), d. h. 4 ist teilbar durch p;
aber x ist nicht teilbar durch p, weil sonst »* durch px, also auch
durch A teilbar wire, was nicht der Fall ist.

2. Jedes Primideal p kann durch Multiplikation mit einem ge-
eignet gewdhlten Ideal d in ein Hauptideal 04 — pd verwandelt
werden.
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Denn behalten %, 4 dieselbe Bedeutung wie im vorhergehenden
Satze, und bezeichnet man mit d den groBten gemeinschaftlichen
Teiler von 04, ox, so ist (nach § 170, 3.) das Produkt pxd durch
das Produkt oix, und folglich pd durch oA teilbar (§ 165). Da
aber % nicht durch p teilbar ist, so ist p (nach § 171, 8.) relatives
Primideal zu dem Ideal ox und folglich auch zu dessen Teiler b,
mithin ist (nach § 171, 3.) pd das kleinste gemeinschaftliche Viel-
fache von p und d, und da A durch diese beiden Ideale teilbar ist,
so mull 04 auch durch pbd teilbar sein. Mithin ist pd = 04, was zu
beweisen war. :

3. Ist das Ideal a teilbar durch das Primideal p, so gibt es ein
und nur ein Ideal q von der Art, dal pq = a wird; dieses Ideal g
ist ein echter Teiler von a, und folglich ist N (q) << N (a).

Denn wihlt man (nach 2.) ein Ideal b so, dall pd — 01 wird,
so mub ad (nach § 170, 1.) durch pbd, also durch A teilbar sein, weil
a durch p teilbar ist, und folglich ist ad = Ag, wo q ein bestimmtes
Ideal bedeutet (§ 168). Multipliziert man diese Gleichung mit p, so
ergibt sich Aa = Apq, also a = pq. Geniigt nun das Ideal r eben-
falls der Bedingung pr = a, so ist pr = pq; durch Multiplikation
mit d folgt hieraus Ar = Aq, also ist r = q (§ 165). Man kann
ferner (nach § 171, 12.) die Zahl v so wiihlen, dal p» das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache von a und ov wird; da nun pv durch o,
also durch pq teilbar ist, so ergibt sich (nach § 170, 1.) durch
Multiplikation mit b, dal Av durch 4q, also die Zahl » durch g
teilbar ist; aber v ist gewil nicht teilbar durch a, weil sonst ow,
und nicht pv, das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und ow
wire. Da also v teilbar durch g, aber nicht teilbar durch a ist, so
ist das Ideal q, welches offenbar in a aufgeht, verschiedea von g,
also ein echter Teiler von a, was zu beweisen war.

4. Jedes von o verschiedene Ideal a ist entweder ein Primideal,
oder es 146t sich, und zwar nur auf eine einzige Weise, als Produkt
von lauter Primidealen darstellen.

Da a von o verschieden ist, so gibt es (nach § 171, 6.) ein in
a aufgehendes Primideal p,, und folglich kann man (nach 3.) a = p, q,
setzen, wo N (a,) <N (a) ist. Wenn N (a,) = 1, also a, = o ist, so
ergibt sich a — p,; ist aber N(a,)>> 1, also a, von o verschieden,
so kann man wieder a, = p,a, setzen, wo p, ein Primideal und
N(ay) <N(a,) ist. Wenn N(ay)>1 ist, so kann man in derselben
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Weise fortfahren, bis unter den Idealen a,, a,, ... das Ideal 0 = a,
auftritt, was nach einer endlichen Anzahl von Zerlegungen geschehen
mull, weil die Normen dieser Ideale immer kleiner werden. Auf
diese Weise erhidlt man

a= P Pg...9r
WO P, Pgy ..., P, simtlich Primideale sind. Ist nun zugleich
0= q;03..-0s

WO qy Gy, -, 9, €benfalls Primideale bedeuten, so geht g, in a, also
in dem Produkte der r Ideale p, und folglich (nach §171, 9.) auch
in einem der Faktoren p, z B. in p, auf; da aber p, als Primideal
keinen anderen Teiler als o und p, besitzt, so muf q, = p, sein. Es

ist daher
pl(pz-”pr) T Pl(qa---%),
und hieraus folgt (nach 3.)

Pgeeedr = Qg0 Qs
Offenbar kann man in derselben Weise fortfahren (vgl. § 8), und man
gelangt so zu dem Resultat, daf jedes Primideal, welches in dem
einen Produkte einmal oder ofter als Faktor auftritt, genau ebenso
oft in dem anderen Produkte als Faktor auftreten muf.

5. Jedes Ideal a kann durch Multiplikation mit einem passend
gewihlten Ideal m in ein Hauptideal am — oy verwandelt werden.

Denn man setze a (nach 4.) in die Form p,p,...p, so lassen
sich die Primideale p,, pg, ..., b, (nach 2.) durch Multiplikation in
Hauptideale p,d, = 04,, 9,0, = 04, ... §,b, = 04, verwandeln; setzt
man nun 9 d,...5 =m, 4, 4,...4, = g, so wird am = oy, was zu
beweisen war.

6. Ist das Ideal ¢ teilbar durch das Ideal a, so gibt es ein und
nur ein Ideal b, welches der Bedingung ab — ¢ geniigt. — Ist ab
teilbar durch ab’, so ist b teilbar durch ', und aus ab — ab’ folgt
| ]

Denn wenn ¢ durch a teilbar, und m ein beliebiges Ideal ist,
go ist (mach § 170, 1.) c¢m teilbar durch am; wihlt man daher
(nach 5.) das Ideal m so, daf am ein Hauptideal op wird, so ist
(nach § 168) cm = by, wo b ein bestimmtes Ideal bedeutet; hieraus
folgt, wenn man mit a multipliziert, cuy = aby, also ¢ = ab. — Sind
ferner o, b, b’ beliebige Ideale, und nehmen wir an, es sei ab teilbar
durch ab’, so folgt durch Multiplikation mit m, dal bu durch b'g,
also b durch b’ teilbar ist. Und wenn ab = ab’ ist, so mull jedes
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der Ideale b, b" durch das andere teilbar, folglich b = 0’ sein, was
zu beweisen war.

7. Sind a, b beliebige Ideale, so ist N(ab) = N (a) N (b), und
folglich (a, ab) = N (b).

Wir betrachten zunichst ein Produkt a — pq, dessen einer
Faktor p ein Primideal ist. Dann ist der andere Faktor q ein
echter Teiler von a, weil sonst q = a, und folglich (nach 6.) p =0
wire, und es gibt daher in q eine durch a nicht teilbare Zahl #;
bezeichnen wir nun (wie in § 169, 4.) mit a'n das kleinste ge-
meinschaftliche Vielfache, mit b den grofiten gemeinschaftlichen Teiler
der beiden Ideale a und o7, so ist N(a) = N (a') N(b), und hier-

aus folgt < N(p q) e N(p)N(q)a

weil, wie wir zugleich zeigen wollen, o' =— p und d = q ist. In der
Tat, da % durch g, also pn (nach § 170, 1.) durch pq teilbar ist,
so ist pxy ein gemeinschaftliches Vielfaches von a und o9, mithin
teilbar durch a’'7, woraus folgt, dal o’ in p aufgehen, also = o oder
= p sein mulb; das erstere ist aber unmoglich, weil 0% nicht durch
a teilbar ist; also ist o' = p. Da ferner q ein gemeinschaftlicher
Teiler von a und oxn ist und folglich in d aufgeht, so kann man
(nach 6.) » = eq setzen, und da dieses Ideal d in a = pq aufgeht,
so mufl (nach 6.) das Ideal e in p aufgehen, also = o oder = p
sein, woraus entsprechend d — q, oder b = pq = a folgt; das
letztere ist aber unmoglich, weil  nicht durch a teilbar ist; also
ist d = q, wie behauptet war. Nachdem hiermit unser Satz fiir den
Fall bewiesen ist, dafll einer der Faktoren ein Primideal ist, ergibt
sich seine Allgemeingiiltigkeit leicht wie folgt. Da (nach 4.) jedes
von o verschiedene Ideal
a = P PyPs...9r

gesetzt werden darf, wo p,, p,, ..., p, Primideale bedeuten, so folgt aus
dem eben Bewiesenen, daf}

N(@) = N®)N(gps---9) = N()N () N (¥s--- 9
N(a) == N(pl) N(ps)N(ps). s .N(pr)

ist. Setzt man nun, wenn b ein zweites Ideal ist,

b= G193« Gs
N-(b) = N(a,) N (9)-.. N(q0);

also

so folgt ebenso
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zugleich ist aber
ab = P PyPs... 99,05 . s

N(@b) = NP)N(®,)---N®) N (a,)--- N (a0),
mithin wirklich N (ab) = N (a) N (b), was zu beweisen war.

8. Ein Ideal a (oder eine Zahl «) ist stets und nur dann durch
ein Ideal d (oder eine Zahl ) teilbar, wenn alle in b (oder d) auf-
gehenden Potenzen von Primidealen auch in a (oder ) aufgehen.

Denn wenn p ein Primideal ist, und ™ in einem Ideale b auf-
geht, so ist (nach 6.) b = ey, und wenn man das Ideal ¢ (nach 4.)
in seine Primfaktoren zerlegt, so ist auch b als Produkt von lauter
Primidealen dargestellt, unter denen folglich der Faktor p mindestens
mmal vorkommt; umgekehrt, wenn in der Zerlegung von b in Prim-
faktoren das Primideal p mindestens mmal als Faktor auftritt, so
ist d offenbar durch pm teilbar. Wenn daher gesagt wird, daB alle
in b aufgehenden Potenzen von Primidealen anch in einem Ideale a
aufgehen, so heifit dies nichts anderes, als daB alle in der Zerlegung
von b auftretenden Primfaktoren auch sédmtlich mindestens ebenso-
oft in der Zerlegung von a als Faktoren auftreten; unter den Fak-
toren von a finden sich daher zuniichst alle Faktoren von b, und
wenn man das Produkt der iibrigen Faktoren von a mit v bezeichnet,
so ist a = td, und folglich ist a teilbar durch 5. Dal aber um-
gekehrt, wenn d ein Teiler von a ist, alle in d aufgehenden Potenzen
von Primidealen auch in a aufgehen, versteht sich von selbst.

Nachdem unser Satz bewiesen ist, bemerken wir noch folgendes.
Vereinigt man alle untereinander gleichen Primfaktoren eines Ideals a
zu einer Potenz, so erhilt man

o= pagirec.. .,
WO P, q, r... lauter voneinander verschiedene Primideale bedeuten,
und nach dem eben bewiesenen Satze sind die sdmtlichen Teiler
von a in der Form

also

b = polgt retil.
enthalten, wo die Exponenten «', b, ¢'... den Bedingungen
0=a'<a 00'<bh 0=¢=c...
geniigen; da je zwei verschiedenen Kombinationen von Exponenten

a',b,c... (nach 4.) zwei verschiedene Ideale b entsprechen, so ist
die Anzahl aller verschiedenen Teiler

= (a4 1)+ 1)(c+1)...
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9. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache und d der

grofite gemeinschaftliche Teiler der beiden Ideale a, b, so ist
= ha', == bb', md — ab,
M=—:baibl—abi=Dbal

wo a', b’ relative Primideale bedeuten.- Ist ferner bc¢ teilbar durch a,
sc ist ¢ teilbar durch o

Denn weil a und b durch b teilbar sind, so kann man (nach 6.)
a = da', b = db" setzen; bedeutet nun » den grofiten gemeinschaft-
lichen Teiler der Ideale o', b, so ist (nach § 170, 1.) das Produkt
bd" ein gemeinschaftlicher Teiler von a, b, also auch ein Teiler von b,
woraus (nach 6.) b = o folgt; mithin sind o', b’ relative Primideale.
Ist nun be teilbar durch a, also db'c teilbar durch da’, so muf
(nach 6.) o’ in b’c, mithin (nach § 171, 5.) auch in c¢ aufgehen.
Hieraus folgen sofort die Behauptungen iiber m; da ndmlich m teilbar
durch b, also (nach 6.) von der Form bec, zugleich aber auch teilbar
durch a ist, so ist ¢ teilbar durch a', also m teilbar durch ba’
(nach § 170, 1.); da aber umgekehrt dieses letztere Ideal ba’ = da’D’
= ab’ ein gemeinschaftliches Vielfaches von a, b ist, so muB es durch m
teilbar und folglich = m sein, was zu beweisen war.

Erlduterungen zu den vorstehenden Abhandlungen XLVI bis XLIX.

Im vorangehenden ist das ,Elfte Supplement“ in den verschiedenen Fassungen
gegeben, vollstindig in der letzten, wihrend von den friiheren nur jeweils das dort
nicht Ubernommene gebracht wurde. Es zeigt sich, daf die Entwicklungen zur
analytischen Zahlentheorie — Dedekindsche &-Funktion, transzendente Be-
stimmung der Klassenzahl — fast unveréindert in alle Auflagen iibernommen wurden,
ebenso die Theorie der Einheiten. Dagegen hat das, was als Dedekinds ureigene
Schopfung zu bezeichnen ist, Korpertheorie und Idealtheorie, von Auflage zu Auf-
lage neune Formen angenommen.

Die erste Begriindung der Korpertheorie (in der 2. Auflage, XLVII) ruht voll-
stindig auf hyperkomplexer Grundlage, einer Grundlage, die Dedekind spiiter
verlassen hat, weil sie fiir die hier vorliegenden Zwecke entbehrlich war, wohl
auch um das Verstindnis zu erleichtern; die hyperkomplexe Theorie war noch
sehr kompliziert und formal. Die hyperkomplexe Auffassung, deren Wichtigkeit
in neuester Zeit immer mehr hervortritt, steht aber auch hinter den spiteren
Fassungen; sie findet sich wieder ziemlich stark in Dedekind-Weber (vgl. die Er-
lauterungen zu XVIII). Die weiteren hyperkomplexen Arbeiten schliefen direkt an die
urspriingliche Begriindung der Korpertheorie an (vgl. die Erliduterungen zu XX).

Die ausfiihrliche Entwicklung der Galoisschen Theorie in der heutigen Form
findet sich erst in der 4. Auflage (XLVI), Andeutungen davon schon in der ersten
Begriindung der Korpertheorie (vgl. Anm. ¥) 8. 228), weiter ausgefiihrte in den
folgenden Darstellungen.” Dedekind geht aus von der Betrachtung der Iso-
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morphismen beliebiger Kérper und ihrer Zusammensetzung, Betrachtungen, die
erst in neuester Zeit wieder aufgenommen wurden; durch Spezialisierung auf
Galoissche Korper kommt er zur Automorphismengruppe. Diese Auffassung der
Galoisschen Gruppe als Automorphismengruppe ist einer der Ausgangspunkte in
der neueren Entwicklung der Algebra geworden; Dedekind hat sie schon in
seinen Gittinger Vorlesungen 1857/58 entwickelt (vgl. Anm. *) S.52). Dabei
arbeitet Dedekind bei dem Fortsetzungssatz der Isomorphismen ohne Benutzung
eines primitiven Elements, ein Umstand, der ihm die Ubertragung auf unendliche
Korper ermoglichte (XXXI); auch das ist erst in neuester Zeit allgemein in die
Algebra eingedrungen.

Die Entwicklung der Idealtheorie liuft ganz ihnlich wie die der Kiorper-
theorie; die ersten Fassungen sind allgemeiner, aber noch sehr kompliziert. Die
erste Begriindung der 2. Auflage (XLVII) spaltet den Zerlegungssatz in zwei Teile:
das Ideal wird als kl. gem. Vielf. (Durchschnitt) von symbolischen Primideal-
potenzen dargestellt; erst dann wird der Produktbegriff eingefiihrt und zu der
iiblichen Zerlegungsform iibergegangen. Dabei wird aber schon bei der Durch-
schnittsdarstellung benutzt, daf es sich um die Hauptordnung handelt; die ganze
Abgeschlossenheit wird wesentlich herangezogen.

Die 3. Auflage enthilt ein Stiick allgemeine Ildealtheorie, die eindeutige
Zerlegung der Ideale einer Ordnung in Primirideale (einartige Ideale). Der aus-
gefiilhrte Beweis fand sich im NachlaB mit dem Vermerk ,fiir die dritte Auflage
kassiert, doch wichtig“ und ist jetzt an der betreffenden Stelle wieder ein-
gefiigt (XLIX). DaB nur in der Hauptordnung die ausnahmslose Darstellung der
Primérideale als Potenzen von Primidealen gilt, ist dort (XLIX, §172) klar aus-
gesprochen, ebenso, daf nur in der Hauptordnung ausnahmslos aus Teilbarkeit
Produktdarstellung folgt; auch auf die Bedeutung der allgemeineren Idealtheorie
ist hingewiesen. Bis auf diese Zufiigungen ist der Aufbau aus der franzisischen
Darstellung (XLVIII) iibernommen, die im iibrigen stérker als die iibrigen
Fassungen durch zahlreich eingefiigte Beispiele den Charakter einer elementaren
Einfithrung tragt.

Die 4. Auflage (XLVI) steht auf neuer Grundlage: sie stellt die Gruppen-
eigenschaft der ganzen und gebrochenen Ideale in den Vordergrund, indem auf
Grund der ganzen Abgeschlossenheit — formal eingekleidet in einen allgemeinen
Modulsatz — gezeigt wird, daB jedes Ideal ein eigentlicher (umkehrbarer) Modul
ist. Diese Auffassung wollte Dedekind in einer nicht mehr zur Ausfiihrung ge-
kommenen 5. Auflage noch unterstreichen, dadurch, daB er von vornherein ganze
und gebrochene Ideale seinen Definitionen zugrunde legte. Im iibrigen plante er
nach den vorgefundenen Notizen keine wesentliche Anderung des 11. Supplements,
nur ein noch etwas stirkeres Hervorheben der forma]en Modulidentitdten, im An-
schluf an XXX.

Uber die axiomatische Begriindung der Idealtheorie, die iiberall durch Dede-
kindsche Gedankenginge heeinflubt ist, ist in den Erlduterungen zu XXV be-
richtet; die Begriffsbildungen des 11. Supplements durchziehen heute die ganze
abstrakte Algebra.

Noether.
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