Anhang.

LXVII.

Zusatz zu der vorstehenden Abhandlung#*).
[Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 58, S. 217—228 (1861).]

Bei dem gegenwiirtigen neuen Abdruck der Dirichletschen Ab-
handlung erschien es mir zweckmifig, zu den im § 9 aufgestellten
Satzen die Rechnungen nachzuliefern, welche ich in die Abhandlung
gelbst nicht aufnehmen zu diirfen glaubte; es ist mir bei dieser er-
neuerten Beschéftigung mit dem Gegenstande gelungen, einen neuen
allgemeinen Satz zu finden, welcher "eine eigentiimliche Reziprozitit
zwischen je zwei zusammengehGrigen Bewegungen eines und desselben
fliissigen Ellipsoides ausspricht, und als speziellen Fall die Beziehung
enthilt, welche zwischen der Rotation eines Jacobischen ungleich-
achsigen Ellipsoides und der von mir aufgefundenen Bewegung des-
selben Ellipsoides stattfindet.

S,
Wir beschiiftigen uns zuniichst mit der Untersuchung desjenigen
Falles, in welchem wihrend der ganzen Dauer der Bewegung die
Relationen

P=mn4+mn+m"n" =0,
(1) Q= nl+ 2l + 2'l" =0,
R=1Im+Im +1U'm'" =0

stattfinden, deren geometrische Bedeutung, wie im § 9 der Abhand-
lung bemerkt ist, darin besteht, dall die Hauptachsen des Ellipsoides

*) [Es handelt sich um einen Zusatz zu der Arbeit von Dirichlet, Unter-
suchungen iiber ein Problem der Hydrodynamik, aus dessen Nachlaf hergestellt
von Dedekind, Journ. f. Math. 58 (1861), S.181—216, wieder abgedruckt Werke
2 (1897), S.263—301, zuerst publiziert ohne Zusatz Abh. d. Gott. Gesellsch. d.
Wissensch., Bd. 8. Da beim Wiederabdruck in Dirichlets Werken der Zusatz
Dedekinds nicht mitanfgenommen wurde, bringen wir ihn hier im Anhang, obwohl
er nur im Zusammenhang mit der Arbeit von Dirichlet verstindlich ist. Diese Arbeit
drucken wir nicht ab, da sie ja schon in Dirichlets Werke aufgenommen ist. E.N.]
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stets von denselben Elementen der fliissigen Masse gebildet werden.
Bezeichnet man, wie ich es in § 4 der Abhandlung getan habe, die
Verbindungen

40?4 0" mt P,

m? 4+ m?4+m"? mit @,

n? +n% 4+ »n"* mit R,

so ergibt sich aus der Hypothese (1) folgendes System von Relationen:
I =Pd ¥ =Pt V =P

(2) m = an m = QM'» m’ = Ql"'ua
0=, et e e

Es leuchtet ein, dafl die neun Grolien

l v 4
i s 1o
o
R’ V' 1Q’
n n' n"
YR’ YR' YR

die Koeffizienten einer orthogonalen Koordinaten-Transformation bilden,

und es ist
POR =]
Setzt man daher

VP = lz + Uy + 'z,

YVQ =maz+my+m'z

ZzVR = nz + n'y + n'z,
so sind ', ¥, 2 die Koordinaten eines Punktes in bezug auf ein
neues rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen Koordinaten in bezug
auf das urspriingliche #, y, z sind. Da nun die mit der Zeit ver-
inderlichen Koordinaten z, y, z eines fliissigen Elementes von den

anfiinglichen Koordinaten a, b, ¢ desselben Elementes in folgender
Weise abhingen:

z= la + mb + nc,
y=1la+mb+ nec,
z=1"a4+m"b+n"c,

so sind

z' aVP, ¥y =bVQ, Z =cVR
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die Koordinaten desselben Elementes zur Zeit ¢ in bezug auf das
neue mit der Zeit verinderliche System, und die Gleichung der Ober-
flache des Ellipsoides wird

@2 2

2P T B“Q kB
woraus die oben angegebene geometrische Bedeutung unserer Hypo-
these (1) unmittelbar hervorgeht. Aber es ergibt sich auch der Wert
des Potentiales im Elemente (2', y', 2) oder (a, b, ¢) zur Zeit ¢:

=1,

mds zd y'? 2'3
V_“j7<l—A3P+s—B”Q+s_0’R+s>
0
ie “ds<1_ P& Qb Re
—’”IZI A2P+s—B’Q+s-O“R+s>’
0
also
i ”ds P i mds Q Uil cds R
L=«|Z zpre ¥=*F mem ¥=*|Fomry
0 0 0
i ko, M=o, N'=0,
worin

s =Y+ )+ )0 o)

ist. Dieselben Werte ergeben sich auch aus den Formeln des §4 -
der Abhandlung; doch schien es mir zweckméfig, dieselben fiir unsern
Fall direkt abzuleiten.

§ 2.

Nach diesen unmittelbaren Folgerungen aus der Hypothese gehen
wir zu der Untersuchung iiber, wann dieselbe mit den Differential-
gleichungen (a) im § 1 der Abhandlung in Ubereinstimmung ist. Durch
eine erste Differentiation erhalten wir in Verbindung mit den Inte-
gralgleichungen (L) (in § 5 der Abh.) folgende Gleichungen:

md-n md_n m,,dn" 1y, dm . dm' n"M———-lﬁl-
¢ i T L e e T e  RIRTE e,
TR e R e | e LR

”W”‘W*”Tf_?%’ 47 i i bl
R R L DT R A L )
R e (R Tt
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also fiir den Anfangszustand der Bewegung die Relationen

dn' dm" al’ dn dm al
(G0 =—G) =1 (@) =—(@)=1% (3 —G)=1¢
Da ferner
=W N =9
ist, so ergibt die folgende Differentiation
dm dn  dm' dn'  dm" dn"

o TR { Rl (R T G { s ¢ e
dn dl dn' dl dn" dl’

(4) TR T TRNT R TR R T
dl dm dl dm' dal" dm" Hsg s

@t de Tar at T ar @
Hieraus folgen fiir den Anfangszustand der Bewegung die Relationen

o5 = s f220) (40 en—as (40 (8

_ o l(dl _ (9™
w—ml<dt>o (dt).,"
also auch
BIE?2 4 C2A 4+ A*B? = 0,
d. h.
BE =0 N =0y AD = 0.

Es ist daher entweder
=100 == (St

oder z B.
rdl dm'
2[ = 0, % == 0, (d_t>° = (Tt-)o.
In beiden Fillen entnimmt man aus den Gleichungen (3)
dn ,an' . an’
T S e O
dn ,dn’ dn"

gl Tl el ¥

80 daf mit Riicksicht auf die Gleichungen (2)
dn:dn':dn’ = v:v":v" = n:n':0"

ist, woraus folgt, daB die Verhiltnisse nl ;’:; konstant und folglich

(5) %="0, WD
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ist. Hieraus ergibt sich sogleich in Verbindung mit P' =0, @' = 0,
daf auch

(6) =0 T )

sein muB. Die Forderungen der Hypothese (1) und die daraus ab-
geleiteten Folgerungen (3) und (4) reduzieren sich daher auf die
Gleichungen

i oy s dew o o dm i dldme Al dm
Man setze deshalb
Vi=ihl, m = — hm
worin % eine neue Funktion bezeichnet, deren Anfangswert — 0 ist;

durch Einfithrung dieser beiden Ausdriicke fiir /', m in die zuletzt
aufgestellten Gleichungen erhilt man
0 i O dm' ,dlNdh
318 (- m)gr =0
Es ist daher entweder

dh

-—Jt—:O, =0 il == Opmi=—=10,7 C-==.0,

=2 lm

"

B ==l Y = 2 e
oder, wenn € von Null verschieden,

dm' i o L Rty
l*d—z‘—-—m;i?, M—-l, ) = —m,
z=1la+mb, y=—ma+lb z=n"c

Der erste dieser beiden Fille stimmt mit dem zu Anfang des § 9
der Abhandlung angefiihrten iiberein; bezeichnet man die Achsen
Al, Bm', Cn" mit o, B, y, so hat man zur Bestimmung derselben
und der Funktion ¢ die Gleichungen

d*o
*an

oo

ki Qe N NAE (ds p
=20—2es[ T pqE=2e-2es[F G0

0

a2y mds A
7dT= == 26-—2&7!-‘-7- 7’}:{—8; o By = Const.,
0

worin

ist.
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Im zweiten Fall reduzieren sich die Gleichungen (a) (§1 der
Abh.) auf die folgenden fiinf:

(&L Em 2 Pas .
b rh e a2 B tas’
0

dt’ +l Z’t’l o %——251:]%3 B’—{l-n”s’
‘ 0
e L e
dm DI .
ZW—-md—ta‘ == 0,
@+ m)n' =1,

worin

=1+ 5)(1+ ) (1 + o)

Wenn nun 4 = B ist, so sind die beiden ersten dieser Gleichungen
untereinander identisch, und man erhilt den in §§ 6—8 der Ab-
handlung untersuchten Fall. Ist dagegen B von A verschieden, so
ergibt die genauere Untersuchung, wie sie sogleich angedeutet werden
soll, dal diesen fiinf zur Bestimmung der vier Funktionen I, m, n",
6 dienenden Gleichungen nur durch ein konstantes

nrie="0
Geniige geschieht. Es folgt dann
d—snjds “‘J'_d_s. 1 .
; <1+A’)( S
d’l d’m___ 2¢m (ds 8 G
T R A’B’J—A 1+A’)(1+§> {
Lo i oo e
worin

a =1+ )+ )+ )
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Damit die drei letzten Gleichungen miteinander harmonieren, ist er-
forderlich, daB

a2l ¢ d*m

T

l=coskt+ (g—i—)o sinkkt Ny (%)oii%_

ist; aus 1# 4 m? =1 folgt endlich

(), =o (dF), ="

l = conkty m —=wink,

worin k zweideutig ist. Dies ist der Satz von Jacobi.

Dall wirklich in diesem Falle »” konstant sein muf}, ergibt sich
auf folgendem Wege, dessen nahere Ausfithrung hier aber zuviel Raum
einnehmen wiirde. Die beiden ersten der fiinf Gleichungen geben 6

2 2
und lj tf +m d ? ausgedriickt durch n”; verbindet man hiermit
die beiden letzten Gleichungen und verfihrt wie in § 6 der Abhand-
lung, so kann man ! und m vollstindig eliminieren, und man erhilt
folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung:

Liadin 3 (dn"’+ 10— 9 (ds n'" s
2% d*  4n® dt) o .d (A Fn"8) (B +n"s)

welche nun noch mit der dritten jener fiinf Gleichungen

@ 2w ]7@ A2 B ngg n'
d* = O |d B+ns Btns i 7 R T
0 0

harmonieren muf. Allein aus der Kombination dieser beiden Glei-
13 !’

e i) % befreite Gleichung ab, von
welcher man nachweisen kann, dal sie fiir kein noch so kleines an
n" = 1 angrenzendes Intervall von Werten eine Identitit in bezug
auf n” sein kann, wie auch die Integrationskonstanten und die Achsen
A, B, C beschaffen sein mogen. Woraus folgt, dal »” konstant
gein mul.

Dedekind, Gesammelte Werke, ITI. 32

"

chungen leitet man eine von
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§ 3.
Statt nun die zweite Hypothese, welche darin besteht, dafl
wihrend der ganzen Dauer der Bewegung die Relationen

A
T_A’+ +Og =0$

; l”l ’V"’V
T g Ag + + C’ =01

s g+ +0’ =0

stattfinden, in #hnlicher Weise zu behandeln wie die soeben unter-
suchte, ziehe ich es vor, einen allgemeinen Satz zu beweisen, vermoge
dessen diese Diskussion sogleich auf die vorhergehende zuriickgefiihrt
werden kann. Freilich ist die Umformung der Differentialgleichungen
(a) (§1 der Abh.), welche zu diesem Resultat fiihrt, etwas umstind-
lich, allein es ist mir bis jetzt nicht gegliickt, dasselbe auf einem
kiirzeren Wege zu erreichen.

Durch die zu Anfang des § 2 der Abhandlung angedeutete Auf-
losung der neun Differentialgleichungen erhilt man z B.

da*l 26

I A’ —2¢e(LA+ N'p+ M),

d*m 20 : ’
W) W=F“~2£(N1+M“+Lv)’

da / 26 ’ ’

ﬁ:a—gv—2e(M}.+Ly+N1}),

und hieraus ergeben sich die sechs andern zweiten Derivierten durch
gleichzeitige Akzentuation der Buchstaben I, m, n, 4, g, v. Setzen
wir ferner zur Abkiirzung

¢ds /QR—P* RP—Q®* PQ—R |[asd
szj._;:'f-(Q s‘P +RBSQ + QC’ )ﬂjss
0

K':nj.——
0
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so ist zufolge §4 der Abhandlung:

MR 714(?_ . & T L
Bl %_ RPJ;Q’S g A’BQ“‘O’K”’
L=-— QB_%P—PK+:4§—0K
Wiz K 4 g B
pre= L E QA:B? e A“II;,O’K”'
Hieraus findet man
LA +Np+ Mv— %a—%(sur T AT ") + f_;' Ef_o_,,
NitMp+ L'v= %#—%(&w "Wt T ")+B: C,mA,,

’ ’ ‘K ‘K "7 ¥, o K” n
Mi+Luy+ Nv =y 02(Sv+T v+ Ty )+C“ B
Multipliziert man daher die Gleichungen (7) der Reihe nach einmal
mit A1, B*m, C*n; dann mit A20', B?m/, C*n'; endlich mit A?1[",
B*m", C*n" und addlert jedesmal, so erhilt man die folgenden
Glelchnngen

a?*m ?n ’ ' Q1 ”
ld—t2+B’ dt, +0'n o5 =20—2:(K-SK'+ (88"~ T)K"},
2
A’l,dtg +Bs dtﬁ +02 ’ dt2 S —28{'— T”K'-}-(TT'—T"S”)K"},
Ailudt’ _I__Ba u ’ _+_Og n dt2 ol 28{— TlKI+(T!!T_T!S!)KIl}-

Es wird nicht nétig sein, die sechs anderen Gleichungen, welche man

durch Akzentuation (die jedoch nicht auf K, K', K" auszudehnen

ist) aus diesen erhilt, ebenfalls hieher zu setzen; doch bemerke ich,

dafl aus den drei Paaren dieser Gleichungen, auf deren rechter Seite o

fehlt, sogleich die drei Integralgleichungen (IL) (§ 5 der Abh.) folgen,
- 32%
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weleche von dem Prinzip der Flichen herriihren. Die Gleichungen (8)
filhren nun zum Beweise eines neuen Satzes iiber das Dirichletsche
Problem. Zu dem Zweck fithre ich folgende neun Funktionen der
Zeit ein:

be==43 my = %l'; e == —g—l";
L, = £m m; = m' n = g—m"'
1 A ] 1 ;| 1 0 )
" C " C ’ ”n "
11—2”; ml_'Fny n =0

und iibertrage jede frither zur Abkiirzung eingefiihrte Bezeichnung
durch Anhéingung des Index 1 auf die Verbindungen, welche in der-
selben Weise von diesen neuen Funktionen abhiingen, so daf z B.
P=0L+0+4
ist. Dann ergibt sich
P,=B'0*®8'—-T% P=ALBOTT —T8)
Q=042 8-T"); Q=BCAT'T-TS8)
R, = A*B*(SS'—T"%); R, =C'AB(TT—T"'8");
ferner
Q R, —P'=A8; QiR —P,P, = BCT;
R, P,— Q"= BS; RP,—@iQ =CAT;
P,Q,— R = C*8"; P,Q:. — R,R, = ABT".
Da ferner umgekehrt

A " A "
fi==ulis m=—B—l,; n =6l“
A m,; m = my; n = i my';

A 19 1) s C ’
l":—n' m": —q'n" n”= ’n"
A 1 B 1 1

ist, so folgt unmittelbar, daB auch
P = B'CYS18) —T}); P = A*BC(T.Ty—T,8,);

usw.
und
QR—P*= A'S;; QR —-PP=BOCT;
Usw.
ist. Nun war friiher
P Q R

=S'IS"‘—‘1"+S"S— T,"*‘SS'—T"’;

potortap
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zufolge der vorstehenden Relationen ist dieser Ausdruck aber auch
gleich dem folgenden:
" ’ " P Q
S8y —Tr + 88, — T2+ 8,8 — T = B’&‘+G’I4’+A’113”
und ebenso ergibt sich
QR—P"?

RP—Q* PQ—R?
e i =8 +4+84+8" =
Aﬂ B? 02
R—P? RP—QF PO —R? ; o
i 1‘42 L4t ngI + ’Q&ﬁ L=8,+8+ 8,
folglich
gy =4,
K o= Ky K oess R =K
und daher ¥ 0
R, — P! e i
fom T A e
K P (PEIRND o Sy
=T—Z?K+_TK
usw.
; Q:R,— P, P P; i
L= — : leonl 1K1+A9B;09
P SPEI e LS
W AVEE o by AR T FR
usw.

Hieraus folgt nun endlich, daf die Gleichungen (8) sich folgender-
mafen schreiben lassen:
d A , Al al " 2a

hamthgpthige =g 2k

PL PR PR ,

e tmge i Bam o n it
" ’ "

. B o R Y

mgp T Mgptm s
usw.
Da nun auferdem
>rlmal = dinn =1,
so ergibt sich durch Vergleichung mit den Gleichungen (a) (§ 1 der
Abh.) folgendes Théorem:
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Einer jeden durch die Gleichungen
z=1la +mb +nc,
y=1U1a+mb+n'c
z=0U'a+m'b4+n"c
ausgedriickten Bewegung eines fliissigen Ellipsoides, dessen
anfdangliche Oberfliache die Gleichung

a b? c
rtEte=!

hat, entspricht durch Abdnderung des anfinglichen Be-
wegungszustandes eine zweite durch die Gleichungen

x; = la +%l'b +% e,

B ' B "
ylzzma—i— mb+z,—m c,

2y % na + %n’b + "¢
ausgedriickte Bewegung desselben Ellipsoides.
Uber diesen Satz mogen hier nur folgende allgemeine Bemerkungen
noch Platz finden. Die zweite Bewegung unterscheidet sich von der
ersten dadurch, dal an die Stelle von

@ G @ &) @ )

die Grofien

4(41), 300, B(im), 2 Srlep o

treten. Die beiden anfinglich koinzidierenden Ellipsoide sind auch
zu jeder spiteren Zeit einander kongruent, da 4, — 4 ist. Je zwei
anfiinglich zusammenfallende Teilchen erleiden in beiden Bewegungen
zu derselben Zeit auch denselben Druck, da fiir beide Bewegungen o
dieselbe Bedeutung hat; dies lift sich auch leicht durch die im §4
der Abhandlung zur Bestimmung von ¢ gegebene Formel verifizieren,
da die Groflen

QR—P?* RP—Q? PQ—R? dl da

y iy iR, g B A T

beim Ubergange von der einen Bewegung zur anderen ungedndert
bleiben.
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Es verdient ferner bemerkt zu werden, dafll infolge der Willkiir-
lichkeit der Vorzeichen der Achsen A4, B, C jedesmal vier solche
korrespondierende Bewegungen existieren, welche untereinander in
derselben Beziehung stehen wie die vier durch die Koeffizienten-
systeme

l7 m, n, l’ -—m, —mn,
/44 m', n', -1, m, n',
lll’ mll’ n'l’ W l!l, ml!, nN,
l, —m, n, A m, —mn,
are l’) m'7 = n,a l'a m’a I n'1
lH, oot mll, nll’ it 1. l”, Ryt m”, n”

charakterisierten Bewegungen, welche durch Vertauschung der posi-
tiven Koordinatenrichtungen mit den negativen auseinander entspringen.

Endlich leuchtet ein, daB bei dem Ubergange von der einen zu
der anderen Bewegung die Integralgleichungen (L) und (IL) sich mit-
einander vertauschen, wihrend das aus dem Prinzip der lebendigen
Kraft herrithrende Integral (ITL) ungeéindert bleibt (§5 der Abh.).

Wenn ferner fiir den Anfangszustand der Bewegung die Relationen

dm ar dn ar’ dm’” dn'
B<W>o= a(g), ¢ (a—t).,: 4(7), B (Gr).=¢ <d_t>o
gelten, so ist auch fiir die ganze Dauer der Bewegung

Bin = Al, On = Al',. Bm'' = On,
und die beiden Bewegungen sind identisch. In diesem Fall redu-
zieren sich die neun Differentialgleichungen (a) auf nur sechs

wesentlich verschiedene, und die Bewegung hingt nur noch von fiinf
willkiirlichen Konstanten ab.

§ 4.

Ist nun wihrend der ganzen Dauer der Bewegung 7' — 0,
T'= 0, T" = 0, so ist in der korrespondierenden Bewegung be-
stindig
und umgekehrt. Die Gleichungen der letzteren haben daher zufolge
unserer ersten Untersuchung entweder die Form

’ "
R R T R e O
oder

z =ha+mb y, =—ma+lLb z =mnc; B=A4,

o
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in welchen beiden Fillen die urspriingliche Bewegung dieselben
Gleichungen hat; oder endlich die korrespondierende Bewegung be-
steht in der gleichformigen Rotation

z, — acoskt + bsinkt, y, = —asinkt + beoskt, 2, =c

eines Jacobischen ungleichachsigen Ellipsoides. Dann ist die ur-
gpriingliche Bewegung durch die Gleichungen

o acoskt——b%sinkt, e agsinkt—i—bcoslct, 20

ansgédriickt, und hierin besteht der am Schluf der Dirichletschen
Abhandlung von mir mitgeteilte Satz.

Ziirich, den 6t August 1860.

[Uber den zugrunde liegenden Sachverhalt entnimmt man das Nahere aus
der Anzeige Gott. Nachr. 1869, S.191—192:

nDer Koniglichen Sozietit legte der Professor Riemann eine von Herrn Pro-
fessor Dedekind in Ziirich ans Dirichlets Nachlasse hergestellte Abhandlung vor:

,Untersuchungen iiber ein Problem der Hydrodynamik.t

Der Verstorbene hatte von diesen Untersuchungen schon in Nro. 14 d. Jahrg.
1857 dieser Nachrichten einen kurzen Auszug verdffentlicht, hinterlie aber das
Manuskript der Abhandlung in einem unvollendeten und noch sehr liickenhaften
Zustande mit der ausdriicklichen Bestimmung, daB nach seinem Tode Herr Professor
Dedekind ersucht werden sollte, die Vollendung der Abhandlung zum Zwecke
ihrer Herausgabe in den Schriften der Sozietit zu iibernehmen. In betreff des
wesentlichen Inhalts der Abhandlung geniigt es hier auf die erwihnte Anzeige
Dirichlets zu verweisen, und es bleibt daher nur zu bemerken iibrig, daB die
beigefiigte Anwendung der Dirichletschen Prinzipien auf spezielle Fille fast
ganz Hrn. Prof. Dedekind verdankt wird, indem derselbe nicht blo8 die schon
von Dirichlet untersuchten Fille nach den in seinen Vorlesungen und im Nach-
lasse gegebenen Andeutungen bearbeitet hat, sondern auch durch Anwendung der-
selben Prinzipien auf einen neuen Fall zu einem neuen und sehr schonen Resultate
gelangt ist.“

Der Zusatz fithrt hauptséichlich das eben genannte Resultat im einzelnen
aus. E. N.]
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