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666.

SUR UN EXEMPLE DE REDUCTION D'INTEGRALES ABELIENNES
AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES.

[From the Comptes Rendus de UAcadémie des Sciences de Paris, t. 1XXXV. (Juillet—
Décembre, 1877), pp. 265—268; 373, 374; 426—429; 472—475.]

JE reprends linvestigation de M. Hermite par rapport aux intégrales réductibles

(1, z) dz
Ne.l—z.1+az.1l+bz.1 —abz’

publiée sous ce méme titre: “Sur un exemple, etc.”, (Annales de la Société scientifique
de Bruzelles, 1876).

Nous avons les constantes a, b et les variables @, ¥, u, v; et en posant
X=z.1-z.14+az.1+bz.1— abz,
Y=y 1l—-y.140y.1+by.1—aby

(et ¢c=N1+a.1+0), M. Hermite a effectué lintégration, par fonctions elliptiques, des

équations différentielles
do . dy

_—— + T .
VX NY
zdx | ydy 2
VX ¥ NY c'\/ab( g o0

il a en effet trouvé les expressions, au moyen des fonctions elliptiques de wu, v, des

fonctions symétriques @z+y, ay, et, de 13, des cinq fonctions a, b, ¢, d, e dont je vais
parler.

?} (du + dv),

Au cas dune fonction X du sixitme ordre, on a dans la théorie seize fonctions,
savoir six fonctions a, b, ¢, d, e, f, et dix fonctions abf.cde, ..., ou (avec une notation
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666 | SUR UN EXEMPLE DE REDUCTION D'INTEGRALES ABELIENNES. 215

plus simple) ab, ac, ad, ae, be, bd, be, cd, ce, de: dans le cas dune fonction du
cinquieme ordre, et ainsi dans le cas actuel, I'une des six fonctions, disons f, se réduit
a l'unité, et l'on a les cinq fonctions a, b, ¢, d, e, et les dix fonctions ab, ..., de.

Présentement, ces fonctions sont

o= wy))

b=1-2.1-y,

c=1+az.1+ay,

d=1+0bz.1+by,

e=1—abz.1—aby.

ab=Wz.1-z.1+ay.1+by.1—aby—Vy.1—y.1+aw.1+bz.1—abay+(z—y),

ac=Wz.1+az.1—y.1+by.1—aby—~y. 1+ay.1 —z.1+bz.1—aboy + (- y),

ad=Wz.1+bz.1—y.1+ay.1—aby —Vy. 1+by. 1 —z.1+az.1—abz) +(z—y),

ae=Wa.l—abz. 1—y. 1+ay.1+by—Ny. 1—aby.1—z.1+ax.1+bs)+(z—y)

be=(Wl-z.14az.y.1+by.1—aby —N1—y.1+ay.z.1+bz.1—abz) +(z—y),

bd=W1=2.14+bz.y.14+ay.1—aby—V1—y.1+by.z.1+azx.1—abz)+(z—y),

be=(Wl-z.1-—abz.y.1+ay.1+by—V1—y.1—aby.x.1+az.1—ba)y+(z—y),

d=W1l+az. 1+bze.y. 1—y. 1—aby —V1+ay.1+by.z.1—z.1—aba)+(z—y),

ce=(Vl+az.1—abz.y.1—y.1+by—V1l+ay.1—aby.z.1—a.1+ba)y+(z—y)

de=(W1+bz.1—abz.y. 1—y.1+ay—V1+by.1—aby.z.1—z.1+ax)+(z—y),
et je remarque que la différence de deux quelconques des fonctions ab, ac,... est
une fonction rationnelle et entiére de #, y. On a, par exemple:
ac—ad=a—-0b. 1-—abay,
be—bd=a—-b.—1+ab(z+ y)—abaxy,
be—cd=1+4+a. 1+b—-1+abay,
ce—de=a—-b.—-1+(z+y)—abxy.

En faisant, comme auparavant, ¢ =V1+a.1 .—i-wl’i,. et puis
ek =Na+vb, ol =Va—Wb,
okl =1—-~Nab, ¢l =1+Vab;

oc=sn(u k), g, =sn (v, l),
o =cn(«, k), 7. =cn (v, ),
o0 =dn(u, k), &, =dn (v, 1),
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216 SUR UN EXEMPLE DE REDUCTION D’INTEGRALES ABELIENNES [666

(ot j'écris sn, cn, dn pour sinam, cosam, A am), et, pour un moment,

E=VNab (yo.d, + y08), n=c(—=Koyd +lawysd), ¢=yocd —y0d¥,

z, y sont donnés au moyen des fonctions elliptiques o, v, 8, &y, 7, & de % v par
les équations
A 2
m+y=€z,_+_§: 77) wy:%,

ou, ce qui est la méme chose, on a identiquement
GRS S R L R
de maniere que @, y sont les racines de I'équation quadrique
£ =B+ =) it P =0
On a lidentité (due & M. Hermite)
(P2 + Q2 + Rz + Sy — ¢26*0,* (o — 0®)* Z

=[0° (1 +a2) (1+bz) — %] [0 (1 + a2) (1 + be) — 2] x [£22 — (B + £ — ) 2 + 1),
5 Z=z.1—2.14+az.14+bz.1—abz;

et alors les valeurs de P, @, R, S sont
P = — abNaboa, (ya.8, + v,08),
Q=Vaboo,[— (a+b—~Nab) ya.8, — (a + b+ Vab) y,ad] + N ab (8avy, + 8,0),
R=occ,[(a+b—~Nab) yo,8, —(a + b+ Vab) y,08] + ¢ (8ayy, — 810y),
S = g, (0,6, — ,09),
lesquelles peuvent aussi s'écrire comme il suit :
P =—aboa,§
Q = — aboo, ¢ — 2 Nabaa, (Pyad, + ky,ad) + ¢ Nab (8ayy, + 810y),
R = g0,£ + oo, (I2ya,8, — k*y,08) + ¢* (0a1yy — Si0),
S=go,t
et je remarque l'équation
P+ Q+ R+8=_cyy (= Koyd +U'aryd)
= Cyym.

En écrivant successivement z=wa, 2=y, et en choisissant convenablement les signes

des radicaux, on obtient
P+ Qa* + Rz + 8 = ¢85, (¢* — o) VX,
Py + Qur+ Ry + S = ¢85, (a* — o)W V;
on congoit sans peine que c'est & cause de ces expressions rationnelles des radicaux
que l'intégration des équations différentielles réussit.
* En é&crivant

E=5018,+%008, 7'=-koy6,+Uoys, {=v0,8,—7,00,
on a

3 x g=Nab¥, n=cy, ¢=(;
Je me sers, dans la suite, de ce symbole
&/ =v010) +7,00.
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[Pp. 373—376%; 426—429.] Les valeurs de #+y, #y donnent sans beaucoup de
peine celles de a, b, ¢, d, e; mais les réductions pour obtenir les valeurs des dix
fonctions ab, ..., de sont trés pénibles; je donne seulement les résultats. Ces valeurs sont

Va = A . yod, — y.09,

ab¥’
V- «/&cbg’ = Koy,d, + Uaywys,
Ve = «/Zg' 8oy, — kb,
d= T;'E . oy, + kdioy,

N e TN B kK a8, + Uayyd,

ou

et puis A o
Vab = EE .88, — Kl oy,
Vac = 7 (lsmc_ Ty (1 Uy o8 = L + o) oy,
Vad = £ wm}: Ty 2+ ) od + L + Iy o118,
Vae = E(k—am) K1+ Bty ayd + U (K2 + ko) oy,
H, o %&; K8 4 U8 — k(K o2 + Loy,
. %c K824 US4kl (K oot + Uani?)
Vbe = § . — G,88, — i,
Ved = g .= 088, + i,
il : o A 10:;5“ Bk lc:;g lo? + Koy,
Ve = 2 it 10:;51; ko® + 1;%’ lo? — blo'ar,

* Voir la note, p. 426 du volume.—Dans la seconde Communication (p. 373), une erreur de composition
a fait placer, & la suite de la treizidme ligne de la page 374, deux pages et demie de texte qui ne devaient
trouver place que dans la Communication suivante. Nous rétablissons intégralement cette seconde Communi-
cation: la troisiéme sera insérée dans le prochain numéro.

{0f5h. s 28
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218 SUR UN EXEMPLE DE REDUCTION D'INTEGRALES ABELIENNES [666
Les valeurs de a, b, ¢, d, e donnent
VX VY =VavbveNdvVe
¢ i ,
=- (ab);?‘i (v018, — 1108) (— K'oy,8, + U'ayyd)
x (18ayy, — kd,ay) (1801, + kdiovy) (K oopsd, + U'ayyd),

= _EB_(;:_E_,G (720.12512 e ,},120.282) (_ ]c'20.2%2812 ok l/2012,),282) (l2820.12,y]2 (Lo La8]20.2,yz) :

jal vérifié que le signe saccorde avec celui de la valeur obtenue au moyen des

expressions rationnelles de VX, #/7.

On vérifie en partie les valeurs des fonctions Vab, Vac,..., en considérant les
différences des carrés de ces fonctions; mais ce calcul n'est pas toujours facile. Par

exemple, nous avons

ac —ad = (a — b) (1 — ab zy)

- -0
= ‘—L?il aay7:80; ;
et cette valeur doit ainsi étre égale a
% { m [ (U2 + Byst) ooyd — L (K= + kot) oy
— G Ty 0+ I o8 + L0+ o) o).

Pour voir cela, j’écris pour le moment
A=k+ ly*)oyd,  B=1(k"+ky")amd,
o= l8ayy,, B =kéoy;
I'équation devient ainsi
el a9y, 86, (o — B = (a+ B)* (4 — By — (a— B)*(4 + By,
=4[aB (A°+ B*) — AB (2 + 8)];

or, en remarquant que AB et aB contiennent chacun le facteur kl oo, yy,88,, cette
équation devient

(a2 = B2 = K2 (I + Doyt a8 + I (K + KPp*)? 0%y,%8,°

{ - : ks (l’z 4 lz,),14) (k'2 L. kz,yl4) (l2820.12,),12 & k28126272),
c’est-a-dire

(a‘_’ B Bz)z = []cz (l'2 + 12 14) 0.272 el lz ( k’2 o kz,y4) 0.12,),12] [(l'z 4 lﬂ,yll) 82 ALl (k’z e ke,)A) 812] :
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666 | AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES. 219

or les deux facteurs & droite se réduisant I'un et l'autre &
ka0, — oy 28,
c'est-a-dire & (a*— @), la vérification est ainsi complétée.
La différence be —cd donne un exemple beaucoup plus simple; on a

be —ed=1+a.1+b(—1+abay)
o G B )

T

by g (=~ 4‘0'0'1')”)'1881) >

I'dquation & vérifier est ainsi
q

— 400,797,008, = (= 60,88, — yy,) — (= 06,88, + vy,
ce qui est juste.

[Pp. 472—475.] Je donne quelques autres formules dont je me suis servi dans le
cours de cette recherche. Partant des expressions de £ 7, { on a
dE = \du + N\ dv = Nab { [=080:8, + vy, (1 — 2k%*)] du
+ [yy, (1 = 220%) — 00,08, ] du},
dn=pdu+mdv=c{ [—Fkydyd, + oo (—1—k+ 2k*)]du
+ [k oo, (1 + 1 — 20%0,*) + Uydy,8, 1 dv},
d¢ =vdu + vidv= { [— a5\, —yy, (1 —2k%*)]du
+ [y (1 = 280 ) + 0808, ] dv};

en prenant pour 4, B, (' des fonctions telles que

AdE+ Bdy + Cd¢=du+ dy,
on a
AN +Bu +Cv =1,

AN, + By, + Oy, = 1.
Je pose aussi
AE+Bn+ Ct=0,

et au moyen de ces équations, jobtiens pour 4, B, (' les valeurs

AV -U+ W),

1
=avas

1
Bv =2—C V}

OV =}(~=U~W)
28-—2
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ol
U =18 (8a,y, + 8,07) + K o’y (F8ayy, + k*8,07y),
W = k8.2 (8avy; + &10) + U'ay* (IP8ayy; + k26,07y),
V=2[("+ Py*) oyd + (K* + ky*) oryidi],
V = (K'oy,8, + U'oyyd) (180yy, — kd,oy) (1801, + kdavy) ;
et de la aussi .
$vab (88,yy, — k'l oa,) (70,8, + ¢,090),

T+ W=-
c
U+ W= % ({1 + Bo*a — Vab [(1 +KV) 6 — 2]} Savy,

+ (1 = k2o + Nab [(1 + k) 0y — k26?]} Si0).

En admettant I'équation
AR B 2(olu+dv),

T SR AN

on obtient sans peine les relations

_ ctabngd, (= o) o

et, en multipliant par
288, (0* — o )VXY, = I

et dans les seconds membres, au lieu de

288, (0 — o) VX, 88, (a*—a)V7,

substituant les valeurs
Py + Qy*+ Ry + 8,

Pz’ 4+ Qa*+ Rz + S,

on obtient, apres quelques réductions simples, les équations
¢‘abds, (o* — ay?) VA = aboo,Ent — oo, En + yy, £,
" VB =aboa,§ (8 + 8 —n') + 00, £ — QEL
" V0 =abooyn (=28 — &+ 7°) + Qfn — *ym &,
lesquelles satisfont, comme cela doit étre, & la condition
AE+ Bn+ C¢=0.
Réciproquement, en vérifiant ces identités, ce qui est assez pénible, on obtient une

démonstration de I'équation différentielle

de dy 2
=+ = =—=(du + dv).
o s SR
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En écrivant, pour plus de simplicité,

R e e D o e
¢ ¢ ¢l

les valeurs de A, B, € sont
W = yyd8, — Koy,
B = (12 + Ly') ayd + (k2 + k') oy,
6 = (1 —lo%c? —Nab [(1 + k1) 0 ~ oy?]} 8oy,
+ {1 = o + Nab [(1 + k1) 0 — k#a?]} a7y ;

et des trois équations pour 4§, B%:;, (04 §2, on déduit

4
«;wb* Bit=0 (75~ 15)
B =0(%-7%).
o ke ey Q(«/X vly>
ou
e [T
abE (w-y)’

et cest au moyen de ces équations que j'ai trouvé les valeurs ci-dessus données pour
vab, Vac, ...; on a, par exemple,

VXNY (.L—w“ Y- y) VXNY.  Unt
Vavb (z— 1) NY ) vavb(z-y)Q vab’

Vab =

. : . — ¢ ' : |
ce qui se réduit sans peme a Vab=_ . Les dix fonctions contiennent de cette

3

maniere les facteurs suivants:
Vab, o,
Vac, (1+a)B— v/% Ay,
Vad, (1+b)%—«/%’2[’ ;

Vae, (1—ab)B +Vabdy,

Vhs, -G +4/ %%
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Vbd, — €+ 7—’%[';’
> M a ’
Vbe, — 6 —VabA'¢,
vad, %(—«/c%n;'%l’ + B — ),
Vee, % [aVabn +A'E(1+ a) (1 —ab) BE— 6],
Vs, %[b'\/&ﬁv){%{%(l +0) (1 - ab) BE— Gn]:
mais il y a des dénominateurs variables qui contiennent des facteurs dont quelques-

uns divisent les numérateurs, et la réduction aux formes ci-dessus données m’a

cotité assez de peine.
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