48 [433

433.

SUR LES SURFACES TETRAEDRALES.

[Notes to the work De la Gournerie, “ Recherches sur les surfaces réglées tétraédrales
symétriques,” 8vo. Paris, 1867.]

Premier Mémoire. Notes pp. 190—193.

EQUATIONS DE CERTAINES
1°.  L’équation
0=+ b2c2' z® i 02a2g2ys
— 2%0f (af — by) °y*

+ 2c’ag (af — bg) y° o b
— 2b0%ah (ch — af) 28 a* + 2a*0h (bg — ch) 25y

+ 2f2gh (bg — ch ) wz? + 2¢°hf (ch — af) why?
+ a? (b*¢* + ¢*h* — 4bgch) izt + b* (c*h? + a2 f?
+ /2 (0’g* + c*h? — 4bgch) wizt + g2 (¢*h? + a2 f?

+ 2bf (afbg + c*h* — 2chy) a*z2w?
— 2ag (afbg + ¢*h?* — 2chy) y'ws
+ 2ah (chaf + b%g* — 2bgx) 2y*w? — 20k (bgch + a*f* — 2afy) ws?
— 2gh (bogh + a*f*— 2afx) w'y*s* — 2hf (cahf + b'g> — 2bgy) wiz’a?

+ 202222
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SURFACES DU HUITIEME ORDRE.

+ a?b*hiz® + f9*hew?
+ 2b%f (ch — af’) adz* — 2bef? (bg — ch ) a*w?
— 2a%g (bg — ch ) y°z* — 2cag® (ch — af) y*w?

— 2abk? (af — bg ) 2°w?
+ 21y (af — bg) w2

— 4chaf) 2t + ¢ (a*f* + b*g* — 4afbg) oty
— dchaf ) wiyt + h* (a*f* + b*g* — dafbg) wizt

— 2¢f (chaf + b*g* — 2bgyx) @*w*y* + 2bc (begh + a*f* — 2afy) a'y*s*
+ 2¢g (bgch + a*f* — 2afx) y'a*w® + 2ca (cahf + b’g* — 2bgy) y'z*a*
+ 2ab (abfg + c*h* — 2chy) 2ty

- 2fg (abfy + ¢h* — 2chy) w'a*y?

C. VIL
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(ol, pour abréger, on a écrit y =af +bg+ch, et  est une quantité quelconque) est
celle d’'une surface du huitiéme ordre qui a pour courbes doubles les quatre coniques

z =0, +ey? =b2 + fu=0;
y =0, - oz’ +az?+ gw'=0;
z =0, + ba? — ay? + hw?=0;
w=0, — fa* — gy* — h2? =0.

En déterminant , savoir, en écrivant A+pu+v =0, af\*+bgu’*+chr*=0 (ce qui
donne deux systémes de valeurs de A : p : »), et puis

60 = 43 “ =2 (a7 + by ch — 25 KX =N (af 1 by 4 (af — by) (by — o) (ch — )

v

la surface devient une surface réglée, savoir, la quadrispinale de M. de la Gournerie ;

et, en particulier, en supposant %f_*-@ +clh= 0, on obtient

1 R |

1
X:ﬂtv=af‘.@.ch,
et de 13
6Q =(—2—4=)—6(af—bg) (bg — ch) (ch — af ),
et la surface sera développable.
2°.  L’équation
0=+ayir  +b +ooy + fut + gyt + B

ves + 2bfrtrw? — 2cfwty*w? + 2beaty®?
— 2agytsiw? o + 2cqyteiw® + 2cax’y'z?
+ 2ahztyw® — 2bhziaPw? + 2aba*y*z*

— 2ghwiy?s® — 2hfw'zra? — 2fgwiaty?
+ 2Qa%y*2*w?

(ot ©Q est une quantité quelconque) est celle d’une surface du huitiéme ordre ayant
pour courbes doubles les quatre courbes du quatriéme ordre

z =0, hz2w?® — gw*y* + a2 = 0
y=0, —hsw 4 futa® + bt = 0
¢ =0, + gy*w? — fua® +cxty? =0;
w=0, —ays® —brx® —ca’y’ =0.
En écrivant
af by ch

e
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(ce qui donne quatre systémes de valeurs de A : u : v), et puis

= o =X
Q=afvx“+bgkﬂy+ch”i7—:

la surface devient une surface réglée, savoir, la quadricuspidale de M. de la Gournerie ;
et, en supposant

@)t + (bg)* + (k) =0,
et

A v=@f) : () ¢ (k)

ce qui donne
2= @)~ 9’| [@'- @] | @0i-@n?]:

la surface devient- développable.

Cambridge, 18 Octobre 1866.

Deuaiéme Mémovre. Notes pp. 279—283.

NoteE I. SUR LA DECOMPOSITION DU LIEU DES GENERATRICES EN SURFACES
TETRAEDRALES DISTINCTES.
Il me semble qu'une de vos conclusions a besoin d’étre modifiée. Ainsi la surface
: ] A ! 1 :
tétraédrale dérivée de deux courbes triangulaires & exposant = (m étant un entier

positif), laquelle, selon un de vos théoremes, serait de l'ordre 2m?, parait se décomposer
en m surfaces chacune de l'ordre 2m. Il y a pour cela une raison d priori; en effet,

0,

/

4

Plan 2=0 q

Plan w=0

pour deux triangulaires de la forme en question, en employant votre construction, on
peut établir une correspondance non-seulement entre les deux systémes de points
7—2
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4, B,..., et A, B,..., mais aussi entre chaque point A et un seul point correspondant
A’, car I'équation de la premiére courbe étant de la forme

. 1 1
S+ gy™+hz™ =0,
on satisfait & cette équation en écrivant
z:y:z=a@+a)™ :b@+B)™ : c(6+7),
olt @ est un paramétre variable. De méme, I'équation de la seconde courbe étant
1 1 1
fla™+gy™ +kEw™ =0,
on satisfait & cette équation en écrivant
w:y:w=d @ +d)y" : V(@ +B) : d @+,
ot @ est aussi un parametre variable.

Pour la droite OP, on a
z_a(@+a)"
y b(@+8™
et pour la droite O'P’
o W el
y y i bl (el + B’)m b
donc, la condition pour la correspondance des droites est
a(@+ay_ o @ +a)m
b@+p8™ TV (O +B8)
ce qui donne m valeurs différentes pour @ en termes de 6. Mais chacune de ces
valeurs est de la forme .
o = A6+ B
06 +D’°
et, en ne faisant attention qu'a une seule valeur de @, on a le point
z:y:z2=a@+a)y": 6@ +B) :c (0 +y)"
qui correspond & un point unique

@iy w=d@+a)y: V(@ +BY : d@+8)m

Pour le cas de l'exposant }, on a, de cette maniére, une surface de lordre 6.
J’ai vérifié cela dans le cas particulier de la surface développable. Il est trés-singulier
(cest M. Salmon qui m’a fait cette remarque) qu'en écrivant dans cette équation
(% 9% 2% w?) au lieu de («, y, 2z, w), on obtient I'équation d'une surface du douzieme
ordre, lieu des centres de courbure d’un ellipsoide.

Cambridge, 15 Février 1866.
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Note II. A L'OCCASION DE L'ORDRE DES SURFACES TETRAEDRALES.

Je crois que jai négligé de vous faire connaitre un théordme assez général au
sujet de l'ordre de ces surfaces. En considérant dans l'espace deux courbes (planes ou
a double courbure) des ordres m et m' respectivement, et en supposant qu’il y ait
entre les points de ces deux courbes une correspondance (2, ), (cest-d-dire qu’a un
point donné de la courbe m correspondent o' points sur la courbe m/, et & un point
donné de la courbe m’ correspondent a points sur la courbe m), alors la surface
réglée que T'on obtient en unissant par des droites les points correspondants des courbes
m et m’ sera de l'ordre ma’ + m'a.

Cambridge, 18 Octobre, 1866.

Note III. SUR LA SURFACE COMPLEMENTAIRE.

Je puis reconnaitre, par mes propres formules, que, des pg* surfaces de lordre
2p%q, il n’y en a que pg qui passent par la troisitme directrice. En effet, le rapport
anharmonique % est donné en termes des parameétres de la troisieme directrice, au

P
moyen d’une équation qui contient la quantité irrationnelle k7. En rationalisant cette
équation, on obtient pour %k une équation de l'ordre pg; a chaque racine %, corres-

2

pondent ¢ surfaces, savoir celles qui appartiennent aux ¢ valeurs de k?; mais
P

I'équation irrationnelle n'est satisfaite que par une seule valeur de k“, & savoir la

?
valeur de k,? donnde par l'équation irrationnelle, en y substituant pour %, en tant que

k y entre rationnellement, la valeur k=4, Donc, & chaque racine k, correspond une
seule surface qui passe par la troisitme directrice. La question & laquelle donne lieu
cette circonstance parait trés-intéressante. La surface déterminée par les trois directrices
est composée de pq surfaces chacune de lordre 2p%g, et d'une surface résiduale de
lordre 2p®(¢°—¢?). Quelles sont la nature et les propriétés de cette surface résiduale ?
Je serais bien aise de savoir si vous avez fait des recherches & ce sujet.

Cambridge, 29 Mars 1866.
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